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Abstract

Este trabajo establece una conexion entre cohomologia cuantica gravita-
cional y geometria enumerativa de curvas racionales (en una variedad proyec-
tiva homogénea) sujeta a condiciones de naturaleza infinitesimal, como por
ejemplo tangencia. El concepto clave es lo de clases psi modificadas que son
bien apropiadas para los propésitos enumerativos y sustituye las clases psi
tautoldgicas de gravedad 2D. Los resultados principales son dos sistemas de
ecuaciones diferenciales para la funcién generadora de ciertos top productos
de tales clases. Una es la recursién topolégica mientras que la otra es Witten-
Dijkgraaf-Verlinde-Verlinde (WDVV). En ambos los casos, sin embargo, la
métrica Riemanniana no es la métrica de Poincaré usual, sino una cierta de-
formacién de este, lo que sorprendentemente codifica toda la combinatoria
del modo peculiar por el cual las clases psi modificadas se restringen a la
frontera. Esta maquinaria se aplica a varios problemas enumerativos, entre
ellos nimeros caracteristicos en cualquier variedad proyectiva homogénea,
nimeros caracteristicos para curvas con cusp, triplo contacto prescrito, o
puntos dobles.

Palabras clave: Geometria enumerativa, nimeros caracteristicos, coho-
mologia cudntica, invariantes de Gromov-Witten.

1 Introduccién

Este articulo expone las ideas y resultados principales de la teoria de Coho-
mologia cuantica tangencial, desarrollada en la tesis de doctorado del autor
(Universidad Federal de Pernambuco, 2000), dénde se encuentran exposicion
detallada, demostraciones completas, y muchos ejemplos.



1.1 VISTA GENERAL DEL CONTEXTO CIENTIFICO. Los problemas mas
clasicos de la geometria enumerativa son los de contar curvas sujetas a condi-
ciones de incidencia y de tangencia; las soluciones a estas cuestiones se lla-
man numeros caracteristicos. Durante la década pasada, esta disciplina ha
vivido una verdadera revolucién instilada por ideas de la fisica teorética. El
punto de partida fue la descubierta por M. Kontsevich (Kontsevich-Manin,
1994) que los nimeros de curvas racionales en P? sujetos a condiciones de in-
cidencia son determinados en todos los grados por un conjunto de ecuaciones
diferenciales que junto expresa la asociatividad de un producto cudntico, una
nueva estructura sobre el espacio de cohomologia de P2, construido mediante
aplicaciones estables. La solucién de Kontsevich a este problema clasico no
tiene igual en elegancia — al final, asociatividad es uno de los conceptos mas
basicos de toda la matematica.

Desde entonces, las aplicaciones estables han sido usadas para atacar
también el problema mas dificil de niimeros caracteristicos, y algunas solu-
ciones han sido descubiertas para curvas racionales en P? (o P") (Pand-
haripande, 1999, Ernstrom-Kennedy, 1998 & 1999). Asimismo, estas solu-
ciones son bastante complicadas, y las teorias subyacentes no tienen mucha
conexion con la fisica.

El trabajo presente, restablece esta conexion, tornando el poder de la
cohomologia cudntica gravitacional disponible a la geometria enumerativa.
Eso no solo resuelve el problema de los ntimeros caracteristicos para cur-
vas racionales de una manera conceptualmente mucho mas sencilla, para
cualquier variedad proyectiva homogénea, sino también permite una var-
iedad de nuevas aplicaciones. El mas sorprendente de estos resultados es
la construccion de un producto cudntico tangencial. Se trata de una defor-
macién del producto cuantico usual, basada en clases psi modificadas. La
asociatividad de este producto proporciona una solucién al problema de los
nimeros caracteristicos tan sencillo cuanto la solucién de Kontsevich a la
cuestién que involucra solo las condiciones de incidencia.

2 Clases psi modificadas y clases diagonales

2.1 PUNTO DE PARTIDA. Sea X una variedad proyectiva homogénea so-
bre los niimeros complejos. Fije una base Ty, ..., T, para el espacio de co-
homologia H = H*(X, Q).

Todas las construcciones tienen lugar en el stack My, (X, 3) de aplica-
ciones estables n-marcadas de género 0, con codominio X y de clases 3. De-



note por v; : Mo,(X,3) — X el i’ésimo morfismo de avaluacién Pull-backs
de clases de cohomologia de X via morfismo de avaluacién se llaman clases de
avaluacion, y top productos de clases de avaluacién se llaman invariantes de
Gromov-Witten. El lector es referido a Fulton-Pandharipande (1997) para
propiedades basicas de aplicaciones estables, invariantes de Gromov-Witten
invariantes y cohomologia cuantica.

2.2 CLASES PsI. La clase psi tautoldgica ), es la primera clases de Chern
del fibrado lineal sobre M,,(X, 8) cuya fibra al punto de moduli [i1 : C' — X]
es la linea cotangente C' al i-ésimo punto marcado. La introduccion de las
clases psi en el invariantes Gromov-Witten corresponde en la fisica teorética
a introducir gravedad en las teorias de campos cudnticas (Witten, 1991).
La teoria de interseccién de las clases psi lleva el nombre de cohomologia
cudnticas gravitacional (Manin, 1999). Las clases psi tautolégicas no es
compatible con pull-back al lo largo de morfismos de olvido, y por esta
razén no es directamente interpretable en geometria enumerativa. Para este
fin, una modificacion de la clase psi es introducida.

2.3 CLASES PSI MODIFICADAS. La clases psi modificada 1; es definida
para 3 > 0 como el pull-back del espacio 1-marcado Mo,l(X ,3) de la clase
psi usual ;. La motivacién para esta definicién es que muchas condiciones
de la geometria enumerativa admiten expresiones sencillas en termos de las
clases psi modificadas, cf. §§5 y 6 abajo.

2.4 CLASES DIAGONALES. La ¢j’ésima clase diagonal §;; es definida como
la suma de todos los divisores de la frontera que tienen las marcas p; y p;
juntas en una rama contrayente. El nombre es justificado por la siguiente
propiedad basica de la cual gozan las clases diagonales: primero, se m; es
el morfismo que olvida p; entonces m;,d,; = 1, la clase fundamental. Y
segundo,

0:0i = 0ij0j
—8;, = 6y = 0,9
Sigue que todo top producto involucrando clases de avaluacion, clases de psi

modificadas y clases diagonales, se puedo reducir a un producto involucrando
solo clases de evaluacion y clases psi modificadas.

2.5 TFORMULA CLAVE. Las clases diagonales aparecen como termos de
correccién cuando restringiendo clases psi modificadas a un divisor de la



frontera D cuyas ambas ramas tienen grado positivo. Si D es la imagen del
morfismo de pegado

PD - MO,n’-{—l(Xa 5,) Xx MO,n”-{—l(Xa 5”) E— Mo,n(Xa 5)7
entonces P =i+ die,

donde e denota la marca de pegado.

3 El potencial cuantico tangencial y la recursién topoldgica

3.1 EL POTENCIAL CUANTICO TANGENCIAL. Definimos un descendente
enumerativo como siendo un top producto de clases psi modificadas y clases
de avaluacién, y ponemos (para 7; € H)

(T () - Tk () )57= /E’F urf () e uy o () N[Mon(X, 8))-

De interese particular son los descendentes enumerativos primeros, o sea
aquellos cuyo exponente de cada clase psi modificada es menor o igual a 1:

T

(7577 )s:= { 1 Fo(Ti))™ (F1(Ti)™ )s-

k=0

La funciéon generadora de estos invariantes se llama el potencial cudntico

tangencial:
v — L AR
(Xay) - ZZ a| b' <TO T >ﬁ

Aqui, x = (zo,21,...,2:) Y'Y = (Yo, ¥1,--.,¥r) son pardmetros formales,
y empleamos la notacién de las multi-indices a! = aglaq!---a,!, y x® =
xg'z{" - -z . Los variables x son los variables usuales de la cohomologia
cudntica, luego cudndo y es puesto igual a cero, I' se reduce a (la parte

cuantica) del potencial de Gromov-Witten en género 0.

3.2 DEFORMACION DE LA METRICA DE POINCARE. Mientras el poten-
cial cuantico usual es basado en la aplicacién traza fo : H — Q (integracion
sobre la clase fundamental), y la métrica de Poincaré g;; = fo T;uTj}, el po-
tencial cuantico tangencial se relaciona mas naturalmente a una deformacién
de estos estructuras, una cierta “métrica” a valores en Q[[y]]. La aplicacién

traza deformada es
—9v)s
7 = Z( y) T Uz, z € H,
v - s! 0




y la nueva métrica es dada por

= [T,
Yy

Sea (v%) la matriz inversa de (7).

3.3 RECURSION TOPOLOGICA. Como 1p; admite una expresién en termos
de divisores de la frontera, un tipo de recursion topolégica funciona. Observe
no obstante que en contraste con la recursion topolédgica para las clases psi
usuales (Witten, 1991), la Férmula clave 2.5 introduce muchas clases diag-
onales que deben ser eliminadas como explicado en 2.4. Miraculosamente,
la métrica deformada codifica toda la combinatoria de las clases diagonales.
Ponga I';, := (%_F V Diiey) = Z};:O gl-jegef Ly, (la derivada direccional con
respecto a T; uT}). Entonces, el potencial tangencial satisface las ecuaciones
diferenciales

Fykxixj = F$k(:177,:17j) - F($k$l)$] - F(IBkIBJ)$z + Z Fﬁtkfte Pyef Fffxixj'
e.f

Estas ecuaciones determinan todos los descendentes enumerativos primeros
de los invariantes de Gromov-Witten.

4 El producto cuantico tangencial y estructura de Frobenius

4.1 EL PRODUCTO CUANTICO TANGENCIAL. Define una multiplicacién
sobre H ® Q[[x,y]] por la regla

E*T}:ﬂuﬂ—i—z Fije ’}/ef Tf.
e7f

Aqui y abajo, para simplicidad, ponemos I'; = T',...

Ahora el resultado crucial es que este producto cudntico tangencial es aso-
ciativo. La demostracion sigue la demostracién de la asociativo del producto
cuantico usual (cf. Fulton-Pandharipande, 1997), y otra vez la métrica defor-
mada entra en los termos cuadraticos para codificar la combinatoria de las
clases diagonales. (En el caso especial de X = P2, este producto habia previ-
amente sido construido por métodos ad hoc en Ernstrom-Kennedy (1999).)



4.2  ESTRUCTURA DE FROBENIUS. De laobservacién que T; uT; = > ;5.7 T},
sigue que si extendemos el potencial cuantico tangencial a # = 0 poniendo

T;Ti T
oo=T + ) SJ! /yEUJ}UTk,

.5,k
entonces el producto cuantico tangencial se puedo escribir

T+ Ty =) Pije v T,
e7f

y las ecuaciones de asociatividad se tornan

Z Dije v Py = Z D e v .
B,f e,f

Sigue facilmente de estas construcciones que La Q[[y]]-module de coho-
mologia H[[y]] con pareamiento bilineal no-degenerado ~ : Hl[y||® H[[y]] —
Q[lyl], equipado con el potencial cudntico tangencial ® € QI[x,y]|] consti-
tuye una variedad de Frobenius formal sobre Q[[y]]. (Vea Manin (1999)
para definiciones y teoria de variedades de Frobenius.)

5 Numeros caracteristicos

5.1 CONDICIONES DE TANGENCIA. Sea Z C X una hipersuperficie muy
amplia, y denote por ), el pull-back de la clase de Z al lo largo del i’ésimo
morfismo de avaluacion. Se puede demostrar que el lugar de las aplicaciones
que son tangentes a Z al i’ésimo punto marcado es de clase

n;(m; + ;).

La demostracién involucra una construccion de jatos la formula de Porteous,
y un argumento de transversalidad. Ademds, las top intersecciones de tales
lugares son transversas para hipersuperficies generales, luego los ntimeros
caracteristicos son expresados como top productos de clases psi modificadas
y clases de avaluacion.

5.2 POTENCIAL DE NUMEROS CARACTERISTICOS Y CAMBIO DE COOR-
DENADAS. Sea G la funcién generadora para los ntimeros caracteristicos de
curvas racionales en X. Ahora un argumento combinatorio muestra que G



es un cambio linear de coordenadas de I'. De esta forma, una aplicacién
sencilla de la regla de la cadena traduce las ecuaciones de 3.3 y 4.1 en
ecuaciones diferenciales para G, determinando completamente los ntimeros
caracteristicos de los nimeros involucrando solo condiciones de incidencia (o
sea, los invariantes de Gromov-Witten).

5.3 EJEMPLO: CURVAS PLANAS. Paradar laidea, sea Ny(a, b, ¢) el niimeros
de curvas racionales planas de grado d, que pasan por a punto, son tangentes
a b lineas, y son tangentes a c lineas a puntos dados (con a+b+2¢c = 3d—1).
El potencial de los ntimeros caracteristicos

u® vb we
G(s,u,v,w) = Zexp(ds) Z P Ny(a, b, c)
d>0 abe

es relacionado al potencial cudntico tangencial I por
G(S> u, v, 'LU) = F(xla T2, Y1, Z/2)>
sujeto al cambio de variables:

zo =10 Ty =S5 Ty =U+0

Yo =10 Y1

Il
S

Yo = w

La métrica deformada es

0 0 1 0 0 1
(H=10 1 21 =0 1 2v ,
1 2y 2+ 2y 1 20 2042w

y 3.3 se traduce en la siguiente ecuacién diferencial satisfecha por G.

Gvs - Gus - Gu + %GssGss + QUGssGus + (UQ + w)GusGus'

6 Aplicaciones ulteriores

6.1 CORRECCIONES DE CODIMENSION 2. En muchas aplicaciones ulte-
riores, curvas con una “punto doble marcado” contribuyen donde ellos no
lo deberian. Sea II; la soma de todas los ciclos de codimensién 2 cuyos
rama intermedio tiene grado 0 y llevan la marca p;, mientras que las otras
ramas tienen grado positivo. El potencial para “los descendentes enumer-
ativos primeros integrados sobre II;” esta relacionado con I' a través de

7



una ecuacién cuadratica diferencial, ya que un integral sobre II; se puede
expresar como un producto de integrales sobre los espacios de modulo cor-
respondiendo a sus ramas. (Una observacion similar se aplica al potencial
de “enumerativos descendentes primeros integradas contra un factor tnico
1?7 esto sigue de un paso de la recursiéon topolégico.)

6.2 CURVAS CUSPIDALES. Llevando en consideracion las clases de la fron-
tera descritas mas arriba, las técnicas de las clases psi modificadas también
proporcionan los niimeros caracteristicos de curvas racionales cuspidales (en
P? 0 en P! x P!). Por ejemplo, para P2, el lugar de las curvas con une cusp
a la primera marca se muestra siendo de clase

3n? + 3,9, + 7 — 11,

En el contexto cuspidal, la férmula de tangencia de 5.1 falla, porque el
cusp aplicandose a una linea dada contara como tangencia a pesar de no ser
un limite de una tangencia honesta. La férmula correcta en este case es

n;(m; + i — 61;).

Ahora, el problema de los niimeros caracteristicos se resuelve asi: Primero,
las clases diagonales son expandidas utilizando las férmulas de 2.4, y después
las ecuaciones diferenciales para el potencial enriquecido de 6.1 es usado para
eliminar I1; y 12. El resultado final de estas manipulaciones son tres ecua-
ciones diferenciales que efectivamente determinan los niimeros caracteristicos
cuspidales de los niimeros caracteristicos usuales.

6.3 OTROS EJEMPLOS. Muchas otras condiciones admiten descripciones
sencillas en termos de las clases introducidas mas arriba. Por ejemplo, el
lugar de las aplicaciones estables que tienen un contacto triplo a una dada
hipersuperficie V' C P es de clases n,(n; + ¥:)(n; + 2¢;) — [L]s — n,1L.
(Aqui [I;]3 denota una cierta correccién que consiste en aplicaciones de dos
ramas con una rama lineal aplicandose dentro de V', pero se revela que jamas
contribuye.) El lugar de las aplicaciones estables que son secantes a un plano
de codimensién 2 (a p; y a po) es de clase nin3 — 612 (203 + nivp1) — Nillis.
(En el case del plano, esto es el lugar de curvas con punto doble especificado.)
Cortando este lugar con d15 obliga los dos puntos del secante a coincidir, y
encontramos la clase de ser tangente a un plano de codimensién 2.
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