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Résumé. — Le but de ce travail est d’étudier les feuilletages du plan projectif complexe ayant une transformée
de LEGENDRE (tissu dual) plate. Nous établissons quelques criteres effectifs de la platitude du d-tissu dual d’un
feuilletage homogene de degré d et nous décrivons quelques exemples explicites. Ces résultats nous permettent de
montrer qu’a automorphisme de ]P% pres il y a 11 feuilletages homogenes de degré 3 ayant cette propriété. Nous
verrons aussi qu’il est possible, sous certaines hypotheses, de ramener 1’étude de la platitude du tissu dual d’un
feuilletage inhomogeéne au cadre homogene. Nous obtenons quelques résultats de classification de feuilletages a
singularités non-dégénérées et de transformée de LEGENDRE plate. Classification mathématique par sujets (2010).
— 14C21, 32565, 53A60.

Introduction

Un d-tissu (régulier) %/ de (C?,0) est la donnée d’une famille {7y, %>,..., F4} de feuilletages holomorphes
réguliers de (C?,0) deux a deux transverses en 1’origine. Le premier résultat significatif dans 1’étude des tissus
a été obtenu par W. BLASCHKE et J. DUBOURDIEU autour des années 1920. Ils ont montré ([2]) que tout
germe de 3-tissu régulier W en I’origine de C? est conjugué, via un isomorphisme analytique de (Cz, 0), au 3-
tissu trivial défini par dx.dy.d(x+ ), et cela sous I’hypothése d’annulation d’une 2-forme différentielle K (W)
connue sous le nom de courbure de BLASCHKE de W. La courbure d’un germe de d-tissu ‘W avec d > 3
se définit comme la somme des courbures de BLASCHKE des sous-3-tissus de #/. Un germe de tissu est dit
plat si sa courbure est nulle. Cette notion est une condition nécessaire pour la maximalité du rang d’apres un
résultat de N. MIHAILEANU.

Depuis peu, I’étude des tissus globaux holomorphes définis sur les surfaces complexes compactes a été ré-
actualisée (voir par exemple [11, 7]). Nous nous intéressons dans ce qui suit aux tissus du plan projectif
complexe. Un d-tissu (global) sur ]P% est donné dans une carte affine (x,y) par une équation différentielle
algébrique F(x,y,y) = 0, ot F(x,y,p) = Y% ya;(x,y)p?~" € Clx,y, p] est un polyndme réduit a coefficient
ap non identiquement nul. Pour tout point zg = (xo,yo) tel que ag(xo,y0)A(x0,y0) 7 0, ot A(x,y) est le p-
discriminant de F, les courbes intégrales de 1’équation définissent un germe de d-tissu régulier de (C2, z).
La courbure d’un tissu global W sur P4 est une 2-forme méromorphe a péles le long du discriminant A(%/).
La platitude d’un tissu W sur IP’% est caractérisée par I’holomorphie de la courbure K (/) le long des points
génériques de A(‘W), voir §1.2.

Mots clefs. — tissu, platitude, transformation de LEGENDRE, feuilletage homogene.
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D. MARIN et J. PEREIRA ont montré, dans [7], comment on peut associer a tout feuilletage F de degré d sur
PPZ, un d-tissu sur le plan projectif dual P2, appelé transformée de LEGENDRE de ¥ et noté Leg 7 ; les feuilles
de Leg ¥ sont essentiellement les droites tangentes aux feuilles de F . Plus explicitement, soit (p,q) la carte
affine de ]13% associée a la droite {y = px—q} C PZ;si F est défini par une 1-forme ® = A(x,y)dx+ B(x,y)dy,
ol A,B € Clx,y|, pged(A,B) = 1, alors Leg F est donné par I’équation différentielle algébrique

dg

=4

L’ensemble des feuilletages de degré d sur P%, noté F(d), s’identifie 4 un ouvert de ZARISKI dans un espace
projectif de dimension (d +2)2 —2 sur lequel agit le groupe Aut(PPZ). Le sous-ensemble FP(d) de F(d) formé
des F € F(d) tels que Leg¥ soit plat est un fermé de ZARISKI de F(d). La classification des feuilletages
F € FP(d) modulo Aut(P%) reste entiére. Le premier cas non trivial que 1’on rencontre est celui ot d = 3 ;
on dispose actuellement d’une caractérisation géométrique ([3, Théoréme 4.5]) des éléments de FP(3), mais
ce résultat reste insuffisant pour avancer dans leur classification. C’est dans cette optique que nous nous
proposons d’étudier cette question de platitude au niveau des éléments de F(d) qui sont homogénes, i.e. qui
sont invariants par homothétie. En fait nous établirons, pour des feuilletages homogenes H € F(d), quelques
criteres effectifs de 1’holomorphie de la courbure de Leg# ; de plus nous verrons (Proposition 6.4) que
I’étude de la platitude de la transformée de LEGENDRE d’un feuilletage inhomogene se ramene, sous certaines
hypotheses, au cadre homogene.

F(p,q,x) :=A(x, px — q) + pB(x, px — q), avec X

Un feuilletage homogene H de degré d sur ]P’%C est donné, pour un bon choix de coordonnées affines (x,y),
par une 1-forme homogene w; = Ay(x,y)dx+ By(x,y)dy, ot Ay, By € Clx,y]s et pged(Ag,By) = 1.

Le discriminant de Leg# se décompose en produit de (d — 1)(d 4 2) droites comptées avec multiplicités ;
certaines parmi elles sont invariantes par Leg# et d’autres non, i.e. transverses. De plus la multiplicité de
A(Leg#) le long d’une droite transverse est comprise entre 1 et d — 1 ; en degré 3 elle est donc soit minimale
(égale a 1) soit maximale (égale a 2).

Le Théoreme 3.1 affirme que le d-tissu Leg# est plat si et seulement si sa courbure est holomorphe sur la
partie transverse de A(LegH).

Le Théoreéme 3.5 (resp. Théoreme 3.8) contrdle de fagon effective 1’holomorphie de la courbure K (LegH) le
long d’une droite £ C A(Leg) non invariante par Leg# de multiplicité minimale 1 (resp. maximale d — 1).
Ces théorémes nous permettront de décrire certains feuilletages homogenes appartenant a FP(d) pour d
arbitraire (Propositions 4.1, 4.2 et 4.3).

En combinant les Théoremes 3.1, 3.5 et 3.8 nous obtenons une caractérisation complete de la platitude de la
transformée de LEGENDRE d’un feuilletage homogene de degré 3 (Corollaire 3.10). Ce résultat nous permet-
tra de classifier les éléments de FP(3) qui sont homogeénes : 4 automorphisme de IF”(%: pres, il y a 11 feuilletages
homogénes de degré 3 ayant une transformée de LEGENDRE plate, voir Théoréme 5.1.

En se basant essentiellement sur cette classification, nous obtenons un résultat (Théoreme 6.1) qui sort du
cadre homogene : tout feuilletage ¥ € FP(3) a singularités non-dégénérées (i.e. ayant pour nombre de MIL-
NOR 1) est linéairement conjugué au feuilletage de FERMAT défini par la 1-forme (x* — x)dy — (y* — y)dx.
Comme application du Théoréme 6.1 nous donnons une réponse partielle (Corollaire 6.9) a [7, Probleme 9.1].
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MTM2015-66165-P du Ministére d’Economie et Compétitivité de I’Espagne. Le premier auteur remercie le
Département de Mathématiques de ’'UAB pour son séjour. Il remercie également D. Smai pour ses précieux
conseils.
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1. Préliminaires

1.1. Tissus. — Soit k > 1 un entier. Un k-tissu (global) W sur une surface complexe S est la donnée d’un
recouvrement ouvert (U;);e; de S et d’une collection de k-formes symétriques ®; € Sym"Qé(U,-), a z€ros
isolé€s, satisfaisant :

(o) il existe g;; € O5(U;NU;) tel que o; coincide avec g;;®; sur U;NU; ;

(b) en tout point générique m de U;, m;(m) se factorise en produit de k formes linéaires deux a deux non

colinéaires.

L’ensemble des points de S qui ne vérifient pas la condition (b) est appelé le discriminant de W et est noté
A(W). Lorsque k = 1 cette condition est toujours vérifiée et on retrouve la définition usuelle d’un feuilletage
holomorphe ¥ sur S. Le cocycle (g;;) définit un fibré en droites N sur S, appelé le fibré normal de ‘W, et les
o; se recollent pour définir une section globale m € HO(S, Symkﬂé ®N).
Un k-tissu global ‘W sur S sera dit décomposable s’il existe des tissus globaux W, W sur S n’ayant pas de
sous-tissus communs tels que W/ soit la superposition de ‘W) et Wh ; on écrira W = W, X ‘WA, Dans le cas
contraire W sera dit irréductible. On dira que W est complétement décomposable s’il existe des feuilletages
globaux F,..., % sur S tels que W = F; X --- X F. Pour en savoir plus a ce sujet, nous renvoyons a [11].
On se restreindra dans ce travail au cas S = }P’%. Se donner un k-tissu sur IP% revient a se donner une k-forme
symétrique polynomiale ® = Y, ;_ a;;(x, y)dx‘dy/, a zéros isolés et de discriminant non identiquement nul.
Ainsi tout k-tissu sur IP% peut se lire dans une carte affine donnée (x,y) de }P’% par une équation différentielle
polynomiale F(x,y,y’) = 0 de degré k en y'. Un k-tissu W sur IP’(Z: est dit de degré d si le nombre de points ol
une droite générique de IP% est tangente a une feuille de W est égal a d ; ¢’est équivalent de dire que W est
de fibré normal N = OIP% (d 4+ 2k). Il est bien connu, voir par exemple [11, Proposition 1.4.2], que les tissus de
degré 0 sont les tissus algébriques (leurs feuilles sont les droites tangentes a une courbe algébrique réduite).
Les auteurs dans [7] ont associé, a tout k-tissu W de degré d > 1 sur IF’(%:, un d-tissu de degré k sur le
plan projectif dual P2, appelé transformée de LEGENDRE de W et noté Leg W ; les feuilles de Leg 7/ sont
essentiellement les droites tangentes aux feuilles de /. Plus explicitement, soit (x,y) une carte affine de
PZ et considérons la carte affine (p,q) de ]13% associée a la droite {y = px — g} C P%. Soit F(x,y; p) = 0,
p= %, une équation différentielle implicite décrivant W/ ; alors Leg W est donné par I’équation différentielle
implicite
dg

=4

Il est clair que cette transformation est involutive, i.e. Leg(LegW) = W . Notons enfin que si F est un

feuilletage de degré d > 1 sur P2, alors Leg ¥ estun d-tissu irréductible de degré 1 sur Ip%. Inversement un d-

tissu irréductible de degré 1 sur IF% est nécessairement la transformée de LEGENDRE d’un certain feuilletage

de degré d sur P% (voir [7]).

F(p,q;x) :=F(x,px—q;p) =0,  avec  x

1.2. Courbure et platitude. — On rappelle ici la définition de la courbure d’un k-tissu W/. On suppose dans
un premier temps que 7/ est un germe de k-tissu de (C?,0) complétement décomposable, W = F; X ---X .
Soit, pour tout 1 <i < k, une 1-forme ®; a singularité isolée en 0 définissant le feuilletage ¥;. D’apres [10],
pour tout triplet (r,s,7) avec 1 <r < s <t <k, on définit N,y =N(F X F X F) comme 'unique 1-forme
méromorphe satisfaisant les égalités suivantes :

d(ssr (Dr) = M N\ 8st O,
(1.1) d(6;,05) = Mg NS O
d(Sm (Dt) = MNrs A Srs @
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ou §;; désigne la fonction définie par w; A ®; = §;;dx A dy. Comme chacune des 1-formes ®; n’est définie
qu’a multiplication prés par un inversible de O(C?,0), il en résulte que chacune des 1-formes 1, est bien
déterminée a I’addition pres d’une 1-forme holomorphe fermée. Ainsi la 1-forme
(1.2) W) =n(AR-KF)= Y N

1<r<s<t<k
est bien définie a I’addition pres d’une 1-forme holomorphe fermée. La courbure du tissu W = F{X--- K F
est par définition la 2-forme

K(W) = K(F KK ) = dn(W).

On peut vérifier que K(W) est une 2-forme méromorphe a pdles le long du discriminant A(W) de W,
canoniquement associée a W ; plus précisément, pour toute application holomorphe dominante ¢, on a
K(¢*W) = ¢"K(W).

Si maintenant W/ est un k-tissu sur une surface complexe S (non forcément complétement décomposable),
alors on peut le transformer en un k-tissu complétement décomposable au moyen d’un revétement galoisien
ramifié. L’invariance de la courbure de ce nouveau tissu par ’action du groupe de GALOIS permet de la
redescendre en une 2-forme méromorphe globale sur S, a pdles le long du discriminant de ‘W (voir [7]).

Un k-tissu W est dit plat si sa courbure K(W) est identiquement nulle. Outre qu’elle est invariante, cette
notion est utile pour la classification des tissus de rang maximal. En effet, un résultat de MIHAILEANU
montre que la platitude est une condition nécessaire pour la maximalité du rang. Pour plus de détails et des
informations récentes, voir [6, 12].

Signalons qu’un k-tissu ‘W sur IP% est plat si et seulement si sa courbure est holomorphe le long des points
génériques des composantes irréductibles de A(). Ceci résulte de la définition de K(W) et du fait qu’il
n’existe pas de 2-forme holomorphe sur ]P% autre que la 2-forme nulle.

1.3. Singularités et diviseur d’inflexion d’un feuilletage du plan projectif. — Un feuilletage holomorphe
F de degré d sur IP’(%: est défini par une 1-forme du type
o = a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy +c(x,y,z)dz,
ou a, b et ¢ sont des polyndmes homogenes de degré d + 1 sans composante commune satisfaisant la condition
d’EULER ir®@ =0, ou R = x% —}—yaa—y + za% désigne le champ radial et ir le produit intérieur par R. Le lieu
singulier Sing ¥ de F est le projectivisé du lieu singulier de ®
Singo = {(x,y,2) € C*|a(x,y,2) = b(x,3,2) = (x,y,2) = 0}.

Rappelons quelques notions locales attachées au couple (F,s), ou s € Sing F . Le germe de ¥ en s est défini, &

multiplication pres par une unité de I’anneau local O; en s, par un champ de vecteurs X =A(u,v) % +B(u,v) a%.

La multiplicité algébrique v(F ,s) de F en s est donnée par
V(¥ ,s) = min{v(A,s),V(B,s)},
ol v(g,s) désigne la multiplicité algébrique de la fonction g en s. L’ ordre de tangence entre F et une droite
générique passant par s est I’entier
T(F,s) = min{k > V(F,s) : det(J*X,R,) # 0},
ot JKX est le k-jet de X en s et Ry est le champ radial centré en s. Le nombre de MILNOR de ¥ en s est
I’entier
u(F,s) =dimc Os/(A,B),
ol (A, B) désigne I’idéal de O; engendré par A et B.
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La singularité s est dite radiale d’ordren — 1 si v(F,s) = 1 et t(F,s) = n.

La singularité s est dite non-dégénérée si u(F,s) = 1, c’est équivalent de dire que la partie linéaire J!X de
X posseéde deux valeurs propres A,u non nulles. La quantité BB(¥ ,s) = % + % 42 est appelée Iinvariant de
BAUM-BOTT de ¥ en s (voir [1]). D’apres [5] il passe par s au moins un germe de courbe (C invariante par
F ; aisomorphisme local prés, on peut se ramener a s = (0,0), T,C={v=0}etJIX = kuaa—u + (eu4puv) %,
ol I’on peut prendre € = 0 si A # . La quantité CS(F,C,s) = % est appelée I’indice de CAMACHO-SAD de
F en s par rapport a C.

Rappelons la notion du diviseur d’inflexion de F. Soit Z=E a% +F % + Ga% un champ de vecteurs homogene
de degré d sur C? non colinéaire au champ radial décrivant 7, i.e. tel que ® = irizdx A dy A dz. Le diviseur
d’inflexion de F, noté I+, est le diviseur défini par 1’équation

x E Z(E)
(1.3) y F Z(F) |=0.

z G Z(G)
Ce diviseur a été étudié dans [9] dans un contexte plus général. En particulier, les propriétés suivantes ont été
prouvées.

1. Sur ]P% N SingF, Iy coincide avec la courbe décrite par les points d’inflexion des feuilles de ¥ ;

2. Si C est une courbe algébrique irréductible invariante par ¥, alors C C I si et seulement si C est une
droite invariante ;

3. I peut se décomposer en Iy = Ii;V +1% ou le support de Ii;V est constitué de 1’ensemble des droites
invariantes par ¥ et ou le support de IE{ est I’adhérence des points d’inflexion qui sont isolés le long
des feuilles de ¥ ;

4. Le degré du diviseur I+ est 3d.

Le feuilletage F sera dit convexe si son diviseur d’inflexion I est totalement invariant par F, i.e. si I est
le produit de droites invariantes.

L’application de Gauss est I’application rationnelle G¢ : PZ --» P2 qui 2 un point régulier m associe la
droite tangente T, ¥ . Si C C IP% est une courbe passant par certains points singuliers de F, on définit G4 (C)
comme étant I’adhérence de G (C\ SingF). Il résulte de [3, Lemme 2.2] que

(1.4) A(Leg¥) = G (If) ULy,
ol £ désigne I’ensemble des droites duales des points de £ := {s € SingF : ©(F,s) >2}.

2. Géométrie des feuilletages homogeénes

Définition 2.1. — Un feuilletage de degré d sur IP’%: est dit homogéne s’il existe une carte affine (x,y) de IP%
dans laquelle il est invariant sous I’action du groupe des homothéties (x,y) — A(x,y), A € C*.

Un tel feuilletage # est alors défini par une 1-forme
® = A(x,y)dx + B(x,y)dy,

ou A et B sont des polyndmes homogenes de degré d sans composante commune. Cette 1-forme s’écrit en
coordonnées homogenes

zA(x,y)dx +zB(x,y)dy — (xA(x,y) +yB(x,y))dz ;
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ainsi le feuilletage # a au plus d + 2 singularités dont I’origine O de la carte affine z = 1 est le seul point
singulier de # qui n’est pas situé sur la droite & I’infini L., = (z = 0) ; de plus V(H,0) =d.

Dorénavant nous supposerons que d est supérieur ou égal a 2. Dans ce cas le point O est la seule singularité
de #H de multiplicité algébrique d.

Le champ de vecteurs homogéne —B(x, y)% +A(x, y)% +Oa% défini aussi le feuilletage H car est dans le

noyau de la 1-forme précédente ; d’apres la formule (1.3), le diviseur d’inflexion I, de # est donné par
x —B BB,—AB,
O0=|y A AA,—BA, |=z
z 0 0

(xBy+yB,) BB.—AB,

Z Z
(¥A,+yAy) AA,—BA, | g CATYB)ABy = ABy) = G CoDy.
X y y X

U= a—

olt Cyy =xA+yB € Clx,y|4;1 désigne le cone tangent de H en1’origine O et Dyy = A By —AB, € C[x,y]24-2.
Il en résulte que :

(i) le support du diviseur Iij“{V est constitué des droites du cone tangent C, = 0 et de la droite a I’infini L. ;

]
de droites 7; passant par O, p; — 1 étant I’ordre d’inflexion de la droite 7;. Lorsque p; = 2 on parle d’une

droite d’inflexion simple pour #, lorsque p; = 3 d’une droite d’inflexion double, etc.

(1) le diviseur It}r[ se décompose sous la forme It}r[ =11, P! pour un certain nombre n < degDy =2d —2

Proposition 2.2. — Avec les notations précédentes, pour tout point singulier s € Sing N L., nous avons
1.v(#H,s)=1;

2. la droite L passant par 1’origine O et le point s est invariante par H et elle apparait avec multiplicité
©(#,s) — 1 dans le diviseur Dy = 0, i.e.

Dy =14 T[] LV
s€SingH NLe

Démonstration. — Soit s un point singulier de # sur L, = (z = 0). Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que les coordonnées homogenes de s sont de la forme [x( : 1: 0], xp € C. Dans la carte affine y = 1,
H est décrit par la 1-forme

0=2zA(x,1)dx— (xA(x,1)+B(x,1))dz;
la condition s € Sing#H est équivalente & B(xg, 1) = —xgA(xo, 1). L’égalité pgcd(A, B) = 1 implique alors que
A(xp,1) #0;d’ou v(H,s) = 1.
Montrons la seconde assertion. Le fait que
0 =A(x,1) (zd(x —x0) — (x —x0)dz) — (x0A(x,1) + B(x,1))dz
entraine que
T:=1(H,s) =min{k > 1: J)]C‘O(on(x, 1)+ B(x,1)) # 0},

k

cela permet d’écrire xoA(x, 1) +B(x,1) = Y'{__ cx(x —x0)¥, avec c; # 0. Par suite

d—1
B(x,y) = (x—x0y)"P(x,y) —x0A(x,y), ob P(x,y) =Y cirelx—xoy)y "
k=0

Un calcul élémentaire montre que Dy, = A,B, — A,B, est de la forme Dy; = —(x — x0y)" "' Q(x,y), avec
Q € Clx,y] et

Q(x0,1) =1P(x0,1) (xAc +yAy) o) aot)
X,y)=(X0,
Comme P(xo,1) = c¢ et XA, +yA, =dA, Q(xo,1) =TcdA(xp, 1) #0. O
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Définition 2.3. — Soit H un feuilletage homogene de degré d sur IP’(Z: ayant un certain nombre m < 2d —2 de
singularités radiales s; d’ordre T, — 1,2 < 1; < d pour i = 1,2,...,m. Le support du diviseur I‘;{ est constitué
d’un certain nombre n < 2d — 2 de droites d’inflexion transverse 7; d’ordre p; — 1, 2 < p; < d pour j =
1,2,...,n. On définit le type du feuilletage H par

m n d—1
Ty = ZRﬂ;ﬁ] + Tp};] = Z(rk'Rk+tk‘Tk) S Z[R],Rz,...,Rd,I,Tl,Tz,...,Td,I]
i=1 = k=1

et le degré du type Ty par deg Ty = ZZ;II (re +1) € N\ {0,1}; c’est le nombre de droites distinctes qui
composent le diviseur Dy;.

Exemple 2.4. — Considérons le feuilletage homogene H de degré 5 sur IP% défini par
o = y dx 4 2x>(3x* — 5y%)dy.
Un calcul élémentaire conduit a
Cyr=xy (6)(4 — 10x2y2—|—y4) et Dy = 150x%y* (x —y) (x + ) ;
on constate que I’ensemble des singularités radiales de # est constitué des deux points [0:1:0] et [1:0:0];
leurs ordres de radialité sont égaux respectivement a 2 et 4. De plus le support du diviseur It;{ est formé des

deux droites d’équations x —y = 0 et x+y = 0; ce sont des droites d’inflexion transverse simple. Donc le
feuilletage H est du type Ty = 1-Ry+1-Ry +2- Ty et le degré de Ty, est deg T, = 4.

A tout feuilletage homogene # de degré d sur IP’(Z: on peut associer une application rationnelle G 5 Pé: — IP’(%:

de la facon suivante : si # est décrit par @ = A(x,y)dx+ B(x,y)dy, A et B désignant des polyndmes homogenes
de degré d sans facteur commun, on définit G 5 Par

G, ([x:y]) = [-A(x,y) : B(x,y)] ;

il est clair que cette définition ne dépend pas du choix de la 1-forme homogene ® décrivant le feuilletage H .
Dorénavant nous noterons I’application G 5 simplement par G. Le feuilletage homogene H ainsi que son
tissu dual LegH peuvent étre décrits analytiquement en utilisant uniquement 1’application G. En effet, la
pente p de T, # est donnée par G([x:y]) = [p: 1] et les pentes x; (i = 1,...,d) de T(;q)Leg}[ sont

onnées arsz avec G| : = i : .
d pari =y G ([p:1]) =A{lpi(p) : 1]}

Al
En carte affine C C ]P’(IC cette application s’écrit G : 2+ — BEI’Zi -0
7z 4
A(1,2)+2B(1,7) _ Cy(1,2)
G)—z=— =" ;
B(1,2) B(1,z)

de plus, les identités dA = xA, +yA, et dB = xB, + yB, permettent de réécrire Dy, sous la forme Dy =

_d BA, — AB,) de sorte que
T \PAy Y q

D}[(1>Z)

1y _ (BAY—ABy
G(2)= < B (w)=(ta)  dB*(1,z)’

On en déduit immédiatement les propriétés suivantes :
1. les points fixes de G correspondent au cdne tangent de # en I’origine O (i.e. [a: b] € ]P’(]C est fixe par

G si et seulement si la droite d’équation by — ax = 0 est invariante par #) ;
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2. le point [a: b] € P}, est critique fixe par G si et seulement si le point [b: a : 0] € L., est singulier radial
de #. La multiplicité du point critique [a : b] de G est exactement égale a 1’ordre de radialité de la
singularité 4 1’infini ; B

3. le point [a : b] € ]P’(lC est critique non fixe par G si et seulement si la droite d’équation by —ax = 0 est
une droite d’inflexion transverse pour # . La multiplicité du point critique [a : b] de G est précisément
égale a I’ordre d’inflexion de cette droite. B

Remarque 2.5. — Pour qu’un feuilletage homogene de degré d > 2 sur IP% soit convexe de type (2d —2) R
il faut que d € {2,3}, car tout feuilletage homogene de degré d sur ]P’% a au plus d + 1 points singuliers a
I'infini. En fait, méme en degré d € {2,3}, le type (2d — 2) - R; ne se produit pas. Ceci découle du fait bien
connu qu’une application rationnelle de la sphere de RIEMANN dans elle-méme a au moins un point fixe non
critique (voir par exemple [8, Théoreme 12.4]).

3. Etude de la platitude du tissu dual d’un feuilletage homogéne

La Proposition 3.2 de [3] est un critere de la platitude de la transformée de LEGENDRE d’un feuilletage
homogene de degré 3. Notre premier résultat généralise ce critere en degré arbitraire.

Théoréme 3.1. — Soit H un feuilletage homogéne de degré d > 3 sur IP%. Alors le d-tissu LegH est plat si
et seulement si sa courbure K (Leg#) est holomorphe sur Gy(I;).

Dans tout ce qui suit, 4 désigne un feuilletage homogene de degré d > 3 sur ]P% défini, en carte affine (x,y),
par la 1-forme
®=A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,Be€ Clx,y|s, pgced(A,B)=1.

La démonstration de ce théoreme utilise les deux lemmes suivants.
Lemme 3.2. — Le discriminant de LegH se décompose en
A(LegH) = G, (15) UL UO,
ot £ désigne I’ensemble des droites duales des points de £ = {s € SingH : v(H,s) =1,7(H,s) > 2}.

Démonstration. — La formule (1.4) nous donne A(Leg#) = Gy (13, U, ot £y est ’ensemble des droites
duales des points de X, = {s € SingH{ : t(#H,s) > 2}. D’apres la premiere assertion de la Proposition 2.2,
Iorigine O est le seul point singulier de # de multiplicité algébrique supérieure ol égale a 2 ; par conséquent
Ty =X U{0}. O

Lemme 3.3. — Si la courbure de Leg# est holomorphe sur IF‘%\OV, alors LegH est plat.

Démonstration. — Soit (a,b) la carte affine de P2 associée a la droite {ax — by + 1 =0} C P4; le d-tissu
Leg# est donné par la d-forme symétrique & = bA(db,da) + aB(db,da). L'homogénéité de A et B implique
alors que toute homothétie iy, : (a,b) — A(a,b) laisse invariant LegH ; par suite

hy (K(Leg#H)) = K(LegH).
En combinant 1’hypothése de I’holomorphie de la courbure en dehors de O avec le fait que O est la droite a

I’infini dans la carte (a,b), on constate que K (LegH ) = P(a,b)da Adb pour un certain P € C[a,b]. On déduit
de ce qui précéde que A>P(Aa,Ab) = P(a,b), d’ou1 I’énoncé. O
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Démonstration du Théoréme 3.1. — L’implication directe est triviale. Montrons la réciproque ; supposons
que K (Leg# ) soit holomorphe sur G4/ (I5,). D’apres les Lemmes 3.2 et 3.3, il suffit de prouver que K (Leg#)
est holomorphe le long de & := Zvlfj‘f‘[d\ G (13;). Supposons donc E non vide ; soit s une singularité radiale de
d’ordre n — 1 telle que la droite s duale de s ne soit pas contenue dans gy{(lg{). D’apres [7, Proposition 3.3],
au voisinage de tout point générique m de §, le tissu Leg#H peut se décomposer comme le produit W), X W),
ol ‘W), est un n-tissu irréductible laissant § invariante et W);_, est un (d —n)-tissu transverse a . De plus, la
condition § ¢ G (I],) nous assure que le tissu W), , est régulier au voisinage de m. Par conséquent K (Leg#)

est holomorphe au voisinage de m, en vertu de [7, Proposition 2.6]. O
Corollaire 3.4. — Soit H un feuilletage homogéne convexe de degré d sur le plan projectif. Alors le d-tissu
LegH est plat.

Le théoréme suivant est un critere effectif d’holomorphie de la courbure (du tissu dual d’un feuilletage homo-
gene) le long de 1’image par I’application de GAUSS d’une droite d’inflexion transverse simple, i.e. d’ordre
d’inflexion minimal.

Théoréme 3.5. — Soit # un feuilletage homogene de degré d > 3 sur P} défini par la 1-forme
® =A(x,y)dx+ B(x,y)dy, A,B€ Clx,yls, pged(4,B)=1.

Supposons que H posséde une droite d’inflexion T = (ax+ by = 0) transverse et simple. Supposons en outre
que [—a : b] € P(. soit le seul point critique de G dans sa fibre g‘l(g([—a :b])). Posons T' = G4/(T) et
considérons la courbe I', 1,y de ]P}zc définie par

oP

— A(b,—a)
N o ab) e L | AxY) Ab,—a)
O(x,y;a,b) := oP =0, ou P(x,ya,b) " (ax+by)? | B(x,y) B(b,—a)
N B(b,—a)

Alors la courbure de LegH est holomorphe sur T' si et seulement si T = {ax+ by =0} C Uap), ie. siet
seulement si Q(b, —a;a,b) =0.
Remarque 3.6. — L ’hypothése que T = (ax+ by = 0) est une droite d’inflexion pour # implique que P €
Clx,y]4—2 et donc Q € Clx,y]4—3. En particulier lorsque d =3 on a
Cy (B(b,—a),—A(b,—
Q(b,—a;a,b): 5—[( ( ) a)a (2a a));
(Cy(b,—a))

en effet si on pose @ = A(b, —a), b = B(b, —a) et P(x,y;a,b) = f(a,b)x+ g(a,b)y on obtient

Q(b,—a;a,b) = f(a,b)b— g(a,b)d = P(b,—d;a,b) = bA(b, ~a) - aB(b, ~a) _ S (.-a)

(ab— ba)? (Cye(b,—a))*
Démonstration. — A isomorphisme linéaire prés on peut se ramener 2 T = (y = rx) ; si (p,q) est la carte
A(l,2)

affine de P associée 2 la droite {y = px — g} C P%, alors T’ = (p = G(r)) avec G(z) = — . Comme

B(1,z)
I’indice de ramification de G en z = r est égal a 2 et comme z = r est I’'unique point critique dans sa fibre
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g*l(g( ), cette fibre est formée de d — 1 points distincts, soit G~ (g( ) ={rz1,22,...,z4—2}. De plus, au
voisinage de tout point générique de 7", le tissu dual de H se décompose en LegH = ‘Wz X W, _, avec

d—2
W, = (dg—xo(q)dp)* et ‘Wd—z‘T, = [1(dg—xi(q)dp),
i=1
ot xo(q) = # et xi(q) = g(r)%z i=1,2,...,d 2. D'aprés [7, Théoreme 1], K (Leg#) est holo-

morphe le long de 7" si et seulement si T’ est invariante par le barycentre de ‘W), _, par rapport & Wh. Or la
restriction de gy, (Wy—2) a T’ est donnée par dg — B(q)dp = 0 avec

1
B=xo+ L a2 ]
d= z:l Xi — X0
o . . o cwd—2 L
Ainsi la courbure de Leg# est holomorphe sur 7" si et seulement si § = oo, i.e. si et seulement si Zfz 12 =
Xi — X0

0, car xp # oo (z = r est non fixe par g). Cette derniére condition se réécrit

G.1) 2 §0za_,_ 2+ (gt —r) y

r—2z o
D’autre part les z; sont exactement les racines du polyndme
P(l,z;—r1)  A(L,2)+G(r)B(1,2)

F(z):= = =
@ B(1,r) 1)
et donc
-2 a2 | d=2 | d=2d-2 F'(r)
Z = F H(”_ZJ) -~ F H(F_Z]) =F
P | (r) i () & = (r)
# i#i

(32) (@=2P(ri—r )+ (G —r) X

comme P € C[x,y|s—» on peut réécrire (3.2) sous la forme

oP oP
((d —2)P(x,y;—r1) fyg +xg(r)ay> ‘y:rx =0;

oP oP
(a3 )l,..=0

en vertu de I'identité d’EULER. I en résulte que K (Leg#) est holomorphe le long de 7’ si et seulement si

<B(1 )% —AQ, )3‘:)

celle-ci peut a son tour s’écrire

=0.

y=rx
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r)—=z21
Remarque 3.7. — En degré 3 1’équation (3.1) s’écrit L =0 ainsi la courbure du 3-tissu Leg # est
r—2zi
holomorphe sur 7’ = (p = G(r)) si et seulement si G(r) =z, i.e. si et seulement si G(G(r)) = G(r).

Le théoréme suivant est un critere effectif d’holomorphie de la courbure (du tissu dual d’un feuilletage ho-
mogene) le long de I’image par I’application de GAUSS d’une droite d’inflexion transverse d’ordre maximal.

Théoréme 3.8. — Soit H un feuilletage homogéne de degré d > 3 sur IP’(%: défini par la 1-forme
o =A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B€Clx,yla, pged(A,B)=1.

Supposons que H posséde une droite d’inflexion transverse T d’ordre maximal d — 1 et posons T' = G4 (T).
Alors la courbure de Leg# est holomorphe le long de T’ si et seulement si la 2-forme d® s’annule sur la
droite T.

La démonstration de ce théoreme utilise le lemme technique suivant, qui nous sera aussi utile ultérieurement.

a(z)

Lemme 3.9. — Soit f : ]P’(%: — IP’(IC une application rationnelle de degré d; f(z) = m avec a et b des poly-
Z

ndémes sans facteur commun et max(dega,degb) = d. Soit zg € C tel que f(zg) # oo. Alors, zq est un point

critique de f de multiplicité m — 1 si et seulement s’il existe un polynéme ¢ € C[z] de degré < d —m vérifiant

c(z0) # 0 et tel que a(z) = f(z0)b(z) +c(z)(z —z20)™-

Démonstration. — D’apres la formule de TAYLOR, 1’assertion z = zg est un point critique de f de multiplicité
m — 1 se traduit par f(z) = f(z0) +h(z)(z —z0)™, avec h(zo) # 0. Par suite

a(z) = f(z0)b(z) = c(z)(z—20)"

avec ¢(z) := h(z)b(z), c(z0) # 0; comme le membre de gauche est un polyndme en z de degré < d celui de
droite aussi. On constate alors que la fonction ¢(z) est polynomiale en z de degré < d —m, d’out1’énoncé. [

Démonstration du Théoréme 3.8. — On peut se ramener & T = (y = rx) ; si (p,q) est la carte affine de IF”(%:
A(L,2)
B(1,z)
o . .., d 1 _
LegH est décrit par [T, @;, ol ¢; = ;q —Ni(p)dp, Mi(p) = =) et {pilp)}=G Y(p).

14
En appliquant les formules (1.1) et (1.2) a LegH = W(®,®y,...,®,) on constate que M (Leg# ) s’écrit sous
la forme

associée a la droite {y = px—q} C P%, alors 7/ = (p = G(r)) avec G(z) = —

. De plus, le d-tissu

n(Leg) = a(p)dp+ 4 Y Bilp).

1<i< j<k<d
avec
/ 2\ /
Bij(p) = i + X + - :
i =X Ai—=h) (A=) A =Me) (M=) (A —R)
Comme le point z = r est critique non fixe pour G de multiplicité d — 1, il existe un isomorphisme analytique
@ : (C,0) — (C,0) tel qu’au voisinage de 7’ on ait

o) = o (€ (p-g0) ). e g
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Notons que

BT

1-d
d

N

L0+ 290 (p- )" +o (0 60))?)|.

et

U=

).

X(p) = 25(p) = (P~ 6(1)" FO)C ~T) 0 ((p- G())

Il s’en suit que

-1 . -
Bu(p) = (P=G(1) "B ((P—G(r)?), avee Biulz) € C{a}.
En fait, si (7, j/,k’) désigne trois permutations circulaires de i, j et k, on a

S ¢
Bijx (0) g/ (0) <i/§.k/> @ — ) (T —F)

0

:O’

et

R ) CE+E) 90
0= g 07 ke, @ —ONE ~ )~ g 07

-1

En posant B(z) := X< jek<aBijk(2) et B(2) := Li<icjek=a Bija(z), on obtient que

—1-

-

B(r) = (p—6(n)  "B((r-G)7).

Comme K(LegH ) = dn(LegH) = B/(qp)dp/\dq et comme B(p) € C{p—G(r)} {p—l(r)} , on déduit que

K(Leg#{) est holomorphe le long de 7’ = (p = G(r)) si et seulement si 3(z) € z2C{z} satisfait la condition

-, -, d 00
0=FO= ¥ B0 =(5)sm

1<i< j<k<d

i.e. si et seulement si ¢”(0) = 0.
D’apres le Lemme 3.9, le fait que z = r est un point critique (non fixe) de G de multiplicité d — 1 se traduit

par —A(1,z) = G(r)B(1,z) + c(z — r)?, pour un certain ¢ € C*. Par suite

d
A(ry) = —G(NBy) —cly—m)! et Blxy) =box!+ Y bily—ra)x’.

i=1

Puisque by = B(1,r) # 0, on peut supposer sans perte de généralité que by = 1. Ainsi

dco‘y:rx - (d by (G(r) — r)) X 1dx Ady.
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_ N\
D’autre part, G(z) = G(r) + cz=r) et, pour tout p € PL. suffisamment voisin de G(r), I’équation
Z Z 14+bi(z—r)+-- =
G(z) = p est équivalente a
ciz—r)

(r-50)° —e=n1- T+,

Tt biz—r) 4
Par suite les p;(p) € G~ !(p) s’écrivent

1, i b i

plp) = rt=C (p=60) "+ 50 (p-G() "+

et donc
1 i b z

p=ril) = (60)=r) ==L (p=G()" = 2L (p=G()) "+ -+ (p=G00) +

Par conséquent
_ 1 _ / i 71’ (p//(O) 2i %

M) = s = O (p=G0) T (= 60)
avec

GO= 40 e 0= dtbi(gr)-r)].

ca(G(r)—r)? dei(G(r)—r)’ -

ce qui termine la démonstration. O

Comme conséquence immédiate des Théoremes 3.1, 3.5, 3.8 et de la Remarque 3.6 nous obtenons la carac-
térisation suivante de la platitude de la transformée de LEGENDRE d’un feuilletage homogene de degré 3 sur
le plan projectif.

Corollaire 3.10. — Soit #{ un feuilletage homogéne de degré 3 sur P% défini par la 1-forme
o =A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B¢€Clx,y|3, pged(A,B)=1.

Alors, le 3-tissu Leg H est plat si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(1) pour toute droite d’inflexion de H transverse et simple Ty = (ax+ by = 0), la droite d’équation
A(b,—a)x+ B(b,—a)y = 0 est invariante par #,
(2) pour toute droite d’inflexion de H transverse et double T, la 2-forme dw s’annule sur T».
En particulier, si le feuilletage H est convexe alors LegH est plat.

4. Platitude et feuilletages homogenes de type appartenant a Z [R;,R,,... ., Ry, T, T4_{]

Nous nous proposons dans ce paragraphe de décrire certaines feuilletages homogenes de degré d > 3 sur PZ,
de type appartenant a Z [R{,Ry,...,Ry_1,T1,Ty_1] et dont le d-tissu dual est plat. Nous considérons ici un
feuilletage homogene H de degré d > 3 sur ]P’% défini, en carte affine (x,y), par

®=A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B¢€Clx,y]s, pgcd(A,B)=1.

A(l,z)

L’application rationnelle G : ]P’(lC — ]P’JC, G(z) = _B(l )
7 g Z

, nous sera tres utile pour établir les énoncés qui

suivent.
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Proposition 4.1. — Si deg‘T; = 2, alors le d-tissu Leg# est plat si et seulement si H est linéairement
conjugué a I’'un des deux feuilletages }[1" et ﬂ-éd décrits respectivement par les 1-formes

1. mf =y4dx — x%dy;

2. cog = x4dx — y?dy.

Démonstration. — L’égalité deg T, = 2 est réalisée si et seulement si nous sommes dans 1’une des situations
suivantes

() Ty =2-Ry-1;

(i) Ty =2-Tg1;

(i) Tyy=1-Rg_1+1-Ty_;.
Commengons par étudier I’éventualité (i). Nous pouvons supposer a conjugaison pres que les deux singulari-
tés radiales de # sont [0: 1:0] et [1:0: 0], ce qui revient & supposer que les points e = [1: 0], [0: 1] € PL
sont critiques fixes de G, de méme ordre de multiplicité d — 1. Cela se traduit par le fait que A(x,y) = ay?
et B(x,y) = bx?, avec ab # 0, en vertu du Lemme 3.9. Par suite ® = ay?dx — (—b)x?dy et nous pouvons
évidemment normaliser les coefficients @ et —b a 1. Ainsi # est conjugué au feuilletage ﬂ-[ld décrit par
of = yldx—x4dy; le d-tissu Leg#, est plat car H est convexe.
Intéressons-nous 2 la possibilité (ii). A isomorphisme linéaire prés nous pouvons nous ramener 2 la situation
suivante :

e les points [0: 1], [1 : 1] € P{. sont critiques non fixes de G, de méme ordre de multiplicité d — 1 ;

® G(0)et G(1) # oo.
Toujours d’apres le Lemme 3.9, il existe des constantes o, § € C* telles que

—A(1,2) = G(0)B(1,2) + oz’ = G(1)B(1,2) + B(z — 1)

avec G(0) #0, G(1) # 1 et G(0) # G(1). L'homogénéité de A et B entraine alors que

0= (GO)s(r—0" —g(1)ry!) dr+ (n —s(y—x)") dy

- % e s:il3
M= - 60) 7 C T G- 60)

plat si et seulement si do s’annule sur les deux droites y(y —x) = 0. Un calcul immédiat montre que

# 0. D’apres les Théoremes 3.1 et 3.8, le d-tissu Leg# est

do

= —sd(G0) =¥ 'drady et dm’ = rd G(1)x""dx Ady.
y= = y=x =

Ainsi Leg#{ est plat si et seulement si G(0) = 1 et G(1) = 0, auquel cas
o= s(y =)+ (! —s(y—2)") dv;
quitte & remplacer ® par @*®, ot Q(x,y) = (sﬁx — r%y, frd%lly) , 0N se ramene a

0= (Dg = x%dx — y?dy.

Considérons pour finir I’éventualité (iii). Nous pouvons supposer que la singularité radiale de # est le point
[0: 1:0] et que la droite d’inflexion transverse de # est ladroite (y =0) ; G(0) # G (o) = oo car g_l (G(0))=
{0}. Un raisonnement analogue a celui du cas précédent conduit a

0=-— (Q(O)Bx‘l + Ocyd) dx+ Bx?dy, avec aBG(0) #0.
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La courbure du tissu associé a cette 1-forme ne peut pas étre holomorphe sur G, ({y = 0}) car

15

do| = dBx"ldxAdy #0;
y=
il en résulte que Leg#H ne peut pas étre plat lorsque Tyr = 1-Ry_ 1 +1-Ty_;. [
Proposition 4.2. — Soit v un entier compris entre 1 et d —2. Si le feuilletage H est de type
‘T:;[ =1-Ry+1-Ry v 1+1-Ry_y, resp. T}[ =1-Ry+1-Rg v 1+1-Ty_q,
alors le d-tissu LegH est plat si et seulement si H est linéairement conjugué au feuilletage ,‘7-[3d’v, resp. ,‘7-[401’V
donné par
d, L (d
0)3V—Z<>dlldx Z()dlldyﬂ
i=v+1
d 4 (d
resp. 0" =(d—v—1) Z <> d-i ’dx+vZ ( ) I7lyidy.
i=v+1 \! i=0
Démonstration. — Dans les deux cas, nous pouvons supposer a conjugaison linéaire pres que les points

[0:1],[1:0],[—1:1] € PL sont critiques de G, de multiplicité v, d —v — 1, d — 1 respectivement. Les points
[0:1] et [1: 0] sont évidemment fixes par G ‘e feuilletage H estde type Ty =1-Ry+1-Ry_y_1 +1-Ry_
(resp. Ty =1-Ry+1-Ry_y_1+1-Ty_y) si et seulement si le point [—1 : 1] est fixe (resp. non fixe) par G.
Puisque G~ (g( 1)) = {~1} nous avons G(—1) # G(e0) = . Donc, d’apres le Lemme 3.9, il existe une

constante o € C* et un polyndme homogene By € C|x, y] tels que

—A(x,y) = G(—1)B(x,y) +a(y+x)%  B(x,y) =x"VBy(x,y) et y'*ldivise A(x,y).

Il en résulte que

M-
7N
~
~_—
=

T
<
.\<N

—A()C,y) = g(_l)xdivBV(x’)O +o

= G(=1x""By(x,y) +a

1P
/\

QU
\_/

dvz+az<>dVl.

i=v+1

par suite A(x, y) est divisible par y'*! si et seulement si

OLZ <>d“ et G(— l)dVBV(xy—i—OcZ()dVy’:O.

i=v+1 i=0

1
Quitte a remplacer ® = A(x,y)dx+ B(x,y)dy par —&m on se rameéne a

o= ¥ <‘f> dVyidy 4 g(l l)i@) “Vyidy,  G(~1) £ G(0) = 0.

i=v+1 i=0
e Si G(—1) = —1 nous obtenons le feuilletage 5—[3d’v décrit par
d d d . v
(03’\/: Z (,)xd’y’dx—Z(,> d—i ldy,
i=v+1 \! i=0 \!

la transformée de LEGENDRE Legﬂ-[f’v est plate car }[3d’v est convexe.
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e Si G(—1) # —1 alors, d’apres les Théoremes 3.1 et 3.8, le d-tissu Leg ¥ est plat si et seulement si

d \(=)"v+1) d-1
0=d ‘ - —[ “lyv—d 1} dxAdy,
. <v+l> @ g1 (gD dtvrljx Y
d—v—1
i.e. si et seulementsi G(—1) = L, auquel cas

d v
AN A\ 4
(d-v-lo=0"=@-v-1) ) (i)xd_’yld”vz(z‘)xd—ly’dy'
i=0

i=v+1

Proposition 4.3. — Si le feuilletage H est de type
T}[: 1'Rg2+1-T1+1-Ry_q, resp. T}[: 1'Ry»+1-T1+1-Ty_q,
alors le d-tissu LegH est plat si et seulement si H est linéairement conjugué au feuilletage ﬂ-l;d , Tesp. }%d
décrit par
d_n.d d—1
0§ =2y*dx+x7" (yd — (d — 1)x)dy,

resp. of = ((d— 12 —d(d—1)x "y + (d + l)yd) dx+ x4 (yd — (d — 1)x) dy.

Démonstration. — Nous allons traiter ces deux types simultanément. A isomorphisme linéaire prés, nous
pouvons nous ramener 2 la situation suivante : les points [1 : 0], [1 : 1], [0: 1] € PL sont critiques de G, de
multiplicité d — 2, 1, d — 1 respectivement. Le point [1 : 0] (resp. [1 : 1]) est fixe (resp. non fixe) par G ;
le feuilletage H est de type Tyy = 1-Ryo+1-T1+1-Ry—y (resp. Tyy =1-Ryo+1-T1+1-Ty_y) si et
seulement si le point [0 : 1] est fixe (resp. non fixe) par G. Puisque G~ '(G(0)) = {0} nous avons G (0) # G(1)
et Q(O) =+ g(oo) = oo ; de plus g(l) + g(oo) = oo car g*l(g(oo)) = {o0,70} pour un certain point zg # oo,
non critique de G. Par suite, d’apres le Lemme 3.9, il existe une constante o. € C* telle que

—A(xy) = GO)BxY)+o! et Blxy) =S¥ (vd— (d— 1)),

avec s = G(1) — G(0) # 0. Quitte a multiplier ® = A(x,y)dx + B(x,y)dy par é on se ramene &

0=— (g(O)xd*‘ (vd — (d — 1)x) +syd> dx+x971 (yd — (d — 1)x) dy.
D’apres ce qui précede le point [1 : 1] est le seul point critique de G dans sa fibre g*l (G(1)). Donc, d’apres
le Théoreéme 3.5, la courbure de LegH est holomorphe sur G4 ({y = x}) si et seulement si

0=0(1,1;-1,1) = —ésd(d—1)(d—2)(g(0)+s+2),

i.e. si et seulement si s = —G(0) — 2.

e Si G(0) =0 alors la condition 5 = — G(0) —2 = —2 est suffisante pour que LegH soit plat, en vertu du
Théoreme 3.1, auquel cas B

o =of =2y%dx+x7 (yd — (d — 1)x)dy.
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e Si G(0) # 0 alors, d’apres les Théoremes 3.1 et 3.8, LegH est plat si et seulement si

s=—G(0)—2 et Ozdm’ = d(G(0)—d+1)x"dxAay.
.-

i.e. sietseulementsi G(0) =d —1 et s = —d — 1, auquel cas

0=o0f= ((d— D2 —d(d—1)x"y+ (d + l)yd) dx+ x4 (yd — (d — 1)x) dy.

5. Classification des feuilletages homogenes de degré trois a transformée de LEGENDRE plate

Dans ce paragraphe nous allons classifier, a automorphisme de IP% pres, les feuilletages homogenes de degré 3
sur le plan projectif dont le 3-tissu dual est plat. Plus précisément nous allons démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. — Soit H un feuilletage homogéne de degré 3 sur le plan projectif ]P’%C. Alors le 3-tissu dual
LegH de H est plat si et seulement si H est linéairement conjugué a I’'un des onze feuilletages ..., H
décrits respectivement en carte affine par les 1-formes

1. o =y dx—xdy;

2. oy =x3dx—yidy;

3. @3 =y*(Bx+y)dx—x*(x+3y)dy;

4. o4 =y*(Bx+y)dx+x*(x+3y)dy;

5. o5 =2y’dx+x*(3y—2x)dy;

6. e = (4x> —6x’y+4y¥)dx+x*(3y — 2x)dy;

7. 7 =ydx+x(3y? —x?)dy;

8. g = x(x*—3y?)dx—4y’dy;

9. 9 =y*((-3+iV3)x+2y) dx+x> ((1+iv3)x—2iv3y) dy;
10. 019 = (3x++/3y)y*dx + (3y — v/3x)x2dy ;

11. o1 = (38 4+ 3v/3x%y +3xy% + /3y )dx + (v/3x3 + 3x%y 4 3v/3xy% + 3y%)dy.
Considérons un feuilletage homogene H de degré 3 sur ]P’% défini, en carte affine (x,y), par
® = A(x,y)dx + B(x,y)dy,

ou A et B désignent des polyndomes homogenes de degré 3 sans composante commune ; la classification
menant au Théoreme 5.1 est établie au cas par cas suivant que degZ,, = 2,3 ou 4, i.e. suivant la nature du
support du diviseur D4, qui peut étre deux droites, trois droites ou quatre droites. Pour ce faire commengons
par établir les deux lemmes suivants.

Lemme 5.2. — SiTy =2-T+1-Ry, resp. Tyy =2-T + 1-T», alors, a conjugaison linéaire pres, la 1-forme
® décrivant H est du type

(n:y3dx+(Bx3—3Bxy2+Ocy3) dy, B((ZB—I)Z—OCZ) #0,
resp. ® = (X’ = 3xy* + 0y’ ) dx+ (8x° —38xy* +By’)dy,  (B—ad) ((B—2)>— (x—28)%) #0.
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Démonstration. — A isomorphisme prés nous pouvons nous ramener a Dy = ¢y?(y — x)(y +x) pour un
certain ¢ € C*. Le produit Cs(1,1)Cyr(1,—1) est évidemment non nul ; # est de type T,y =2-T; + 1R,
(resp. Tyy = 2Ty + 1-T,) si et seulement si Cy(1,0) = 0 (resp. Cy/(1,0) # 0). Ecrivons les coefficients A et
B de o sous la forme

A(x,y) = aox® + a1x*y + ayxy* + azy’ et B(x,y) = box® 4+ b1x*y + baxy? + b3y® ;
nous avons donc
Cyr = aox* + (a1 +bo)x*y + (a2 + b1)xX*y* + (a3 + ba)xy® + by*
et
Dy, = (aghy — aybo)x* + 2(aoby — azbo)x>y + (3aghs + ayby — asby — 3azby)xy
+2(arb; — azby )xy® + (axbs — azby)y*
Ainsi Cy/(1,0) = ag et

a()bl = a1b0
a()b2 = a2b0
(5.1) Dy =cy’(y—x)y+x) & § aibs=asb

a2b3 — a3b2 =C
3agbs +ai1by — arby —3azbg = —c

e Siag # 0 alors le systeme (5.1) est équivalent a
a; =0, ar = —3ay, b =0, by = —3by, ¢ = —3(apbs — azby).
Posons az = apt, by =apd, b3 =agP; alors, quitte a diviser @ par ag, cette forme s’écrit
o= (=307 +oy’) de+ (8x° —38xy* + By’ ) dy;

un calcul direct montre que la condition ¢ Cyr(1,1)Cyr(1,—1) # 0 est vérifiée si et seulement si (f —

o) ((B—2)2 — (o~ 28)%) #0.

e Siap =0 alors le systeme (5.1) conduit a
a) =dapy — b] = O, bz = —3b0, Cc = 3613b() 7é 0.

. . 1
Ecrivons by = a3P et bz = aza; alors, quitte a remplacer ® par — @, on se ramene a
as

0 =y’dr+ (Bx3 —3Bxy* + Ocy3) dy,

et la non nullité du produit ¢Cy/(1,1)Cy/(1,—1) est équivalente a p ((2p — 1)> — a?) # 0.
O

Lemme 5.3. — Si le diviseur Dy, est réduit, i.e. si degZ, = 4, alors ® est, a conjugaison linéaire prés, de
I’une des formes suivantes
¥ ((2r+3)x— (r+2)y)dx — x*(x +ry)dy,
ot r(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)#0;
2. sy?((2r+3)x— (r+2)y) dx — x*>(x + ry)dy,
ou rs(sf D(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) (s(2r+3)>—r*) #0;
y2 (2r43)x — (r+2)y) dx — x*(x + ry)d(sy — x),
ol rst(r—|— D(r+2)(r+3)2r+3)(s—t— 1) (tu® —rPsu—r?v) #0, u=2r+3 et v=r(r+2);
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4. uy? (2r+3)x—(r+2)y)d(y —sx) —x*(x +ry)d(ty — x),
o ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st — 1) (su+t —u— 1) (uv* + suwv® + r2twv + r’w?) #0,
v=2r+3 et
w=r(r+2).
Ces quatre modeles sont respectivement de types 3-R;+1-Ty, 2-Ry+2-T;, 1-R;4+3-Ty, 4-T;.

Démonstration. — D’apres la Remarque 2.5 le feuilletage # ne peut étre de type 4 - R;; nous sommes donc
dans I’une des situations suivantes

(1) Tyy=3-Ri+1-Ty;

(i) Ty =2-R1+2-Ty;

(lV) Ty_[ = 4'T1.
A conjugaison linéaire prés nous pouvons nous ramener a Dy = cxy(y — x)(y — o) pour certains ¢, o €
C*, o # 1. Dans la derniére éventualité nous avons

C}[(O, 1)C}[(1,0)Cg_[(1, l)C_q_[(l,(X) # 0

et dans les cas (i), resp. (ii), resp. (iii) nous pouvons supposer que

Cyr(0,1) =0 Cy(0,1) =0 Cyr(0,1) =0
Cy(1,0)=0 Cy(1,0)=0 Cy(1,0)£0
Cr1l1)=0 P Cu(l) £0 P ) Cy(1l1) %0
Cﬂ(l’a)#o C}[(laa)#o C}[(lva)#o

Comme dans le lemme précédent, en écrivant
Ax,y) = aox> + a1x’y + arxy® + azy’ et B(x,y) = box> 4 b1x2y + baxy? + b3y’

nous obtenons que

apby = a1by
a2b3 = a3b2
(5.2) Dy =cxy(y—x)(y—ox) <& 2(aibs —azby) =c¢

2(610[72 — azbo) =c
3apb; +aiby — axby — 3azbg = —c(o+ 1)

Envisageons I’éventualité (iv). Comme ¢ # 0, ag = C4/(1,0) # 0 et b3 = Cy(0,1) #£ 0, le systeme (5.2) est
équivalent a

= a agn o
0322 a = asdag
v 2ar (Gpbs — ash
. _ 2ai{aohs — asbo) & { . 2ai(aobs —asb)
- . ag
a0 a1b306
apgby, —olaib; =0 by = p
_ 0
(a0 + 2041 +2a1)bs +arbz =0 ai(ay +2ap)o+ ag(2a; +3ag) =0
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Donc a; # 0 et puisque o # 0, le produit (a1 + 2ag)(2a; + 3ap) est non nul. Il s’en suit que

a3(2a; + 3ap) aiby b3(2a; +3ag)

) =———""7-—", by=——, by=——"——"_-—-
a4 2ay agp ay + 2ayg

o — _a0(2a1 +3a0) o= 2ay (Clob3 —a3b0)

ai(ai +2ap) ’ ap ’

b b
Posonsr:ﬂ7 s:—a—3, t:——o, u=——>_:alors
ao b3 ao a) + 2ag

bo = —tay, by = —rtay, by = (21"—|— 3)14610, by = —u(r+2)a0,
aj = rap, a, = —su(2r+3)ao, az = su(r+2)ao,

2r+3

r12) c=2r(r+2)u(st — 1)a3.

. 1 . L
Quitte a remplacer ® par —, le coefficient ag vaut 1 et ® s’écrit
ap

O = (x3 + rx2y —su(2r+ 3)xy2 +su(r+ 2)y3) dx+ (—tx3 - rtxzy +u(2r+ 3)xy2 —u(r+ 2)y3) dy
= uy? (2r+3)x— (r+2)y)d(y —sx) —x*(x+ ry)d(ty — x) ;
un calcul direct montre que la condition cou(at — 1)Cyr(0,1)Cyr(1,0)Cyr(1,1)Cyr(1,0t) # 0 est équivalente a
ur(r+ 1) (r+2)(r43)(2r+3) (st — 1) (su+1 — u— 1) (wv* + suwv® + rPrwv + r*w?) £ 0

avecv=2r+3 et w=r(r+2).
Maintenant nous étudions la possibilité (iii). Dans ce cas nous avons b3 = C»(0,1) =0etag = Cy(1,0) #0;
le systeme (5.2) conduit a

a3(2a1 +3a0) arby a0(2a1 +3a0) 2aj1azbg
a=————" by = —, b, =0, o= - c=— .
a +2ay ap al(al +2610) agp
b
En posant r = a—l, s=—— et t=———— nous obtenons que

ap ap ay + 2ay

by = —say, by = —rsay, by =b3 =0, c=—2rst(r+2)aj,

2r+3

- —1(2r+3 = —t(r+2 a=— .

a) = ray, ay =1(2r+3)ay, as (r+2)ao, 1)

Quitte a diviser ® par ap on se ramene a
o = (F+rdy+1(2r+3)xy* —1(r+2)y*) dx —sx? (x+ ry)dy
= 02 ((2r+3)x— (r+2)y)dx —*(x+ry)d(sy —x),
et la non nullité du produit ca(ot — 1)Cyr(1,0)Cyr(1,1)Cyr(1, ) se traduit par
rst(r+ 1) (r4+2)(r+3)(2r+3)(s—1—1)(ti® — Psu—r*v) #0, avec u=2r+3 et v=r(r+2).
Les deux premiers cas se traitent de facon analogue. 0

Démonstration du Théoréme 5.1. — Premier cas : degZT;; = 2. Dans ce cas le 3-tissu LegH est plat si et
seulement si la 1-forme ® définissant A est linéairement conjuguée a 1’une des deux 1-formes

(o)) :y3dx—x3dy et () :x3dx—y3dy.

C’est une application directe de la Proposition 4.1 pour d = 3.
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Second cas : deg Ty = 3.
e Si ‘T, =2-Ry+1-Ry, resp. Ty =2-R; +1-Ty, alors, d’apres la Proposition 4.2, Leg# est plat si et
seulement si M est conjuguée a

3 1
3 . 3 o
00;'1 =) <i>x3_‘y’dx— ) <i>x3_’y’dy = y?(3x+y)dx —x*(x + 3y)dy = w3,
i=2 i=0

3 1
3 - 3 -
resp. (1)2"1 = Z <i>x3’y’dx+z <i>x3’y’dy = y?(3x+y)dx +x%(x+3y)dy = wy.
i=2 i=0
e SiTy=1-Ri+1-T1+1-Ry,resp. Tyy=1-Ry+1-Ty+1-Ty, alors, d’aprés la Proposition 4.3, LegH
est plat si et seulement si ® est conjuguée a

o3 = 2y°dx+x*(3y — 2x)dy = s,
resp. @ = (4x> — 6x%y +4y*)dx 4 x*(3y — 2x)dy = wg.
e Si7T, =2-T+1:-Ry, alors, d’apres le Lemme 5.2, la 1-forme ® est du type
o=y'de+ (B’ —3pxy +ay’)dy,  B((2B—1)7—0) #0,

et dans ce cas nous avons I;;. = (y —x)(y+x). D’apres le Corollaire 3.10, le 3-tissu Leg# est plat si et
seulement si

0=0(1,1;—1,1) = (2B+2—a)Bp et 0=0(l,~1;1,1)=—(2B+2+a)p,

i.e. si et seulement si o =0 et B = —1, auquel cas ® = ®7 = y3dx +x(3y> — x?)dy.
e Dans ce deuxieéme cas, il ne nous reste plus qu’a traiter 1’éventualité Ty =2-T; + 1-T,. Toujours d’apres
le Lemme 5.2, o est, a conjugaison pres, de la forme

0= (¥ =30 +oy’) de+ (87 =38xy° +By’) dy, (B—ad) (B—2)° —(a—25)%) #0;

comme I} = y?(y —x)(y +x) le 3-tissu Leg# est plat si et seulement si

0= d(x)’ 0= 38x%dx Ady
y=
0=0(1,1;—-1,1) = (4 +P— 20— 28) (P — ad)
0=0(1,-1;1,1) = (4+B+20+23)(B— ad),
en vertu du Corollaire 3.10. Il s’en suit que Leg# est plat si et seulement si x =3 =0 et f = —4,
auquel cas ® = wg = x(x*> — 3y?)dx — 4y’dy.
Troisieme cas : deg 7, = 4. Pour examiner la platitude dans ce dernier cas, nous allons appliquer le Corol-
laire 3.10 aux différents modeles du Lemme 5.3.
e Si7T, =3-R;+1-Ty, alors  est du type
0=y ((2r43)x— (r+2)y)dx — x*(x 4 ry)dy
avec r(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) # 0. Nous avons Ijj, = sx+ty ol s = 2r+3 et t = r(r+2); par suite
le 3-tissu Leg # est plat si et seulement si

0=0(t,—s;5,t) = r(r+1)*(r+2)*(r+3)(2r+3) [r* +3r+3],
Lo . 3..V3 S N
i.e. siet seulement si r = ) + 17. Dans les deux cas la 1-forme o est linéairement conjuguée a

Wy =y’ ((—3+i\/§)x+2y) dx +x? ((1 +i\/§)x—21\/§y) dy;
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eneffetsir—fgfi— resp. r = —— +1i—, alors
A I

—(1+iV3)a, resp. W = —20*®, ol Q(x,y) = (y,x).
Si Ty =2-R;+2-Ty, alors o est de la forme
o =s5y? ((2r+3)x— (r+2)y) dx — x*(x + ry)dy
avec rs(s—1)(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) (s(2r+3)*— r?) #0. Posons t = 2r+3 etu = r(r+2) ; nous
avons I = (y —x)(zx +uy). Donc Leg# est plat si et seulement si
{ 0=0(1,1;—1,1) = —s(r+1)?[s(r+2) +1]
0=0(u,—t;t,u) =rs(r+1)*(r4+2)*(2r+3) [s(2r+3)*+ (r+2)r*],
i.e. si et seulement si r = ++/3 et s = —2+r, car rs(r+ 1)(r42)(2r +3) # 0. Dans les deux cas o est
linéairement conjuguée a
010 = (3x+V3y)y?dx+ (3y — V3x)x%dy ;
en effet si (r,5) = (—v/3, -2 —/3), resp. (r,s) = (v/3,—2+/3), alors
w10 = V30, resp. @9 = —V3¢@ @, ot ¢(x,y) = (x,—y).
Si Ty =1-R;+3-Ty, alors o est du type
©=1y* ((2r+3)x— (r+2)y)dx — x*(x + ry)d(sy — x)

avec rst(r+1)(r+2)(r+3)2r+3)(s—t — 1)(tuw> —rPsu—r*v) #0, u=2r+3 et v=r(r+2).
Puisque I7}, = y(y — x)(ux + vy) la courbure de Leg# est holomorphe le long de G/ ({y(y —x) = 0}) si
et seulement si
0=0(1,0;0,1) =st[(2r+3)s— (r+2)]
{ 0=0(1,1;=1,1) = —st(r+1)*[(r+2)(t +1) +s],

L . r+2 2(r+2)
i.e. sietseulementsis=-—— et t=—

2r+3 2r+3
Gor({ux+vy = 0}) car
Ov,—u;u,v) =12r(r+ 1)3(r+2)5(r+3)(2r+ 3)72 #0.

Par conséquent la transformée de LEGENDRE Leg# de H ne peut étre plate lorsque Ty = 1-R; +3-T;.
Si Ty =4-T), alors o est de la forme

o =uy? ((2r+3)x— (r+2)y)d(y — sx) — x*(x+ ry)d(ty — x),

ot ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st — ) (su+t —u— 1) (w* +suwv? + r2twv + r*w?) £ 0, v = 2r +3
et w=r(r+2). Comme Iy, = xy(y — x)(vx +wy) la courbure de Leg est holomorphe le long de
Gar({xy(y —x) = 0}) si et seulement si
0=0(0,-1;1,0) = —u?(r+2)*(st — 1) [rs +1]
0=0(1,0;0,1) = —u(st = 1) [(2r+3)t —r—2]
0=0(1,1;—1,1) = —u(r+1)>(st = 1) [(rs +2s + Du—1t —r — 2],
r—|—2 r(r42)>2

. . 1
i.e.sietseulementsis =——, t = et u = —————, auquel cas
r 2r+3 2r+3

Q(w,—viv,w) = 16r(r41)>(r+2)>(r+3)(2r+3) 2 [r2+3r—0—3] :

, auquel cas K(Leg#) ne peut étre holomorphe sur
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Par suite Leg#{ est plat si et seulement si nous sommes dans ’un des deux cas suivants

3 V3 1 V3 1 V3
G 3. V3 1 V3 1 VR
@G r 2—|—12, Ky 2—!—16, t > 16, u ;
1 1
(ii)r:—i—iﬁ, s—i\f, z—2+i\f, w=1.

Dans les deux cas la 1-forme  est linéairement conjuguée a
o1 = (35 +3V3x%y + 30 +V3y ) dx + (V3 + 3%y + 3v3x7 +3y%)dy ;
en effet dans les cas (i), resp. (ii) nous avons
01 =3¢j®, ou @ = (x,e_sm/(’y), resp. Oy =3Q50, olU @ = (x,esm/f’y).
O
Une particularité remarquable de la classification obtenue est que toutes les singularités des feuilletages 74,
i=1,...,11, sur la droite a I’infini sont non-dégénérées. Nous aurons besoin dans le prochain paragraphe des

valeurs des indices CS(}&,LDQ,S), s € Sing#; N L... Pour cela, nous avons calculé, pour chaque i = 1,...,11,
le polyndme suivant (dit polynéme de CAMACHO-SAD du feuilletage homogéne H;)

CSyM) = J] (A—CS(#H,Las)).

sESingH;NLeo
Le tableau suivant résume les types et les polyndmes de CAMACHO-SAD des feuilletages #;, i =1,...,11.

i Ty CSy (M)

1 2R, (A—1)2(A+1)?
2 2-T, (A— 1y

3 2-Ri+1-R; A—13(A+2)

4 2:Ri+1:T, (A—1)2(A+1)?
5 1R +1-Ti+1-Ry | A—1)2(A+H(A+%)
6 | L'Ri+1-Ti+1-T, | A= 1)(A+2)(A—1)?
7 2-Ti+1-Ry A—1D(A—A+1)?
8 2-Ti+1-T, (A—35)*(A—3)?
9 3-Ri+1-Ty A—13(A+2)
10 2:Ri+2-Ty (A—1)2(A+1)?
11 4-Ty (;\’_i)zt

TAB. 1. Types et polynomes de CAMACHO-SAD des feuilletages homogenes donnés par le Théoreme 5.1
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6. Feuilletages a singularités non-dégénérées et de transformée de LEGENDRE plate

L’ensemble F(d) des feuilletages de degré d sur IP% est un ouvert de ZARISKI dans I’espace projectif Pd+2)-2,

Le groupe des automorphismes de PZ agit sur F(d); Iorbite d’un élément ¥ € F(d) sous I’action de
Aut(P%) = PGL3(C) est notée O(F ). Le sous-ensemble FP(d) de F(d) formé des F € F(d) tels que LegF
soit plat est un fermé de ZARISKI de F(d). Signalons aussi que si 7 € FP(d) alors 1’adhérence O(F) (dans
F(d)) de O(F) est contenue dans FP(d).

Parmi les éléments de FP(d) n’ayant que des singularités non-dégénérées, il y a le feuilletage de FERMAT

F< de degré d défini en carte affine par la 1-forme
of = (x! —x)dy— (' —y)dx;

en effet, d’une part Leg F ¢ est plat car il est algébrisable d’aprés [7, Proposition 5.2] ; d’autre part, un calcul
élémentaire montre que toutes les singularités du feuilletage F¢ sont non-dégénérées. Nous savons aussi
d’apres [7, Théoreme 3] que O(F¢) est une composante irréductible de FP(d) pour d # 4.

Le théoreme suivant est le résultat principal de ce paragraphe.

Théoreme 6.1. — Soit F un feuilletage de degré 3 sur IP%. Supposons que toutes ses singularités soient
non-dégénérées et que son 3-tissu dual LegF soit plat. Alors F est linéairement conjugué au feuilletage de
FERMAT ¥ 3 défini par la 1-forme oy = (x* —x)dy — (y° —y)dx.

Remarque 6.2. — L’ensemble FP(4) contient des feuilletages a singularités non-dégénérées et qui ne sont
pas conjugués au feuilletage F*4, e.g. la famille ( ff )aec de feuilletages définis par

of +A((F = 1)y*dy — (y° — 1)x%dx).

En effet, d’apres [7, Théoréme 8.1], pour tout A fixé dans C, 9—'{‘ € FP(4) ; de plus un calcul facile montre que
ff est a singularités non-dégénérées. Mais, si A est non nul alors Tf n’est pas conjugué a F* car il n’est pas
convexe.

La démonstration du Théoreme 6.1 repose sur le Théoreme 5.1 de classification des feuilletages homogenes
appartenant & FP(3), et sur les trois résultats qui suivent, dont les deux premiers sont valables en degré
quelconque.

Notons d’abord que le feuilletage F¢ posséde trois singularités radiales d’ordre maximal d — 1, non alignées.
La proposition suivante montre que cette propriété caractérise 1’orbite O( F¢).

Proposition 6.3. — Soit F un feuilletage de degré d sur ]P’é ayant trois singularités radiales d’ordre maximal
d — 1, non alignées. Alors F est linéairement conjugué au feuilletage de FERMAT F¢.

Démonstration. — Par hypothése F possede trois points singuliers m;, j = 1,2,3, non alignés vérifiant
V(F,m;) =1et 1(F,m;) =d. D’apres [4, Proposition 2, page 23], les égalités T(F,m;) = t(F,m) =d
avec [ # j impliquent que la droite (m;m;) est invariante par . Choisissons des coordonnées homogenes
[x:y:z] €PX telles que my =[0:0:1],mp=1[0:1:0] et m3=[1:0:0]. Les égalités v(F,m;) = 1 et
T©(F,m;) = d, combinées avec le fait que (mym3) = (z = 0) est J -invariante, assurent que toute 1-forme ®
décrivant F dans la carte affine z = 1 est du type

o = (xdy —ydx) (Y+Ci(x,y) +- -+ +Ca-2(x,y)) +Aa(x,y)dx + Ba(x,y)dy
avecY#0, Ag,Bg€Clx,yla, Cr€Clx,ylx pourk=1,...,d—2.
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Dans la carte affine y = 1 le feuilletage F est donné par
0= —(v2' +C1(x, 1)z 4+ Cya(x, 1)Z?)dx 4 Ag(x, 1) (zdx — xdz) — By(x, 1)dz ;
nous avons 6 A (zdx —xdz) = zQ(x,z)dx A dz, avec
O(x,z) =x [de_l +Ci(x, 1)z 2 4+ Cya(x, l)z} +Ba(x,1).
L’ égalité ©(F,m;) = d entraine alors que le polyndme Q € Clx,z| est homogene de degré d, ce qui permet
d’écrire By(x,y) = Bx? et Ci(x,y) = &k, B, 8 € C. Par suite nous avons J<10’0)6 =A4(0,1)(zdx —xdz) ; alors
I’égalité v(F ,m;) = 1 assure que A4(0,1) # 0.
De la méme maniere, en se plagant dans la carte affine x = 1 et en écrivant explicitement les égalités
T(F,m3) =d et V(F,m3) = 1, nous obtenons que B;(1,0) # 0, Ay(x,y) = ay? et Ci(x,y) =e)*, o, & € C.
Donc aff # 0, les C; sont tous nuls et @ est du type
o = y(xdy — ydx) + oy?dx + Px?dy.
Ecrivons ot =yu'~¢ et p = —yA!~%. Quitte & remplacer @ par @*, ot @(x,y) = (Ax,uy), le feuilletage F est
défini, dans les coordonnées affines (x,y), par la 1-forme
of = (x! —x)dy— (' —y)dx.

La proposition suivante permet de ramener I’étude de la platitude au cadre homogene :

Proposition 6.4. — Soit F un feuilletage de degré d > 1 sur ]P’% ayant une droite invariante L. Supposons
que foutes les singularités de F sur L soient non-dégénérées. 1l existe un feuilletage homogéne H de degré
d sur IP’% ayant les propriétés suivantes

e HeOF);

e L est invariante par H ;

e SingH NL=SingF NL;

o VseSingHNL, u(H,s) =1 et CS(H,L,s) =CS(F,L,s).
Si de plus LegF est plat, alors LegH I’est aussi.

Démonstration. — Choisissons des coordonnées homogenes [x:y : z] € PZ telles que L = (z = 0) ; comme
L est F -invariante, ¥ est défini dans la carte affine z = 1 par une 1-forme ® du type

d
»= Z(Ai(x,y)dX-i- B;(x,y)dy),
i=0

ot les A;, B; sont des polyndmes homogenes de degré i.
Montrons par 1’absurde que pgcd(Ay4,By) = 1; supposons donc que pged(Ay,By) # 1. Quitte & conjuguer ®
par une transformation linéaire de C?> = (z = 1), nous pouvons nous ramener a

Ad(xay) :xgd—l(xvy) et Bd()C,y) :xEd—l('xvy)
pour certains Ay , By, dans Clx,y]4—1; alors so = [0: 1 : 0] € L est un point singulier de ¥ . Dans la carte

affine y = 1, le feuilletage # est donné par

0

i 2471A;(x, 1) (zdx — xdz) — B;(x, 1)dz]
i=0

[Ag(x, 1) +zA4-1(x,1) + - ](zdx — xdz) — [Ba(x, 1) + zBg—1 (x,1) + - - - ]dz.
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Le 1-jet de 6 au point singulier so = (0,0) s’écrit —[By_1(0,1)x + By_1(0,1)z]dz; ce qui implique que
u(F,s0) > 1: contradiction avec I’hypothese que toute singularité de F située sur L est non-dégénérée.

11 s’en suit que la 1-forme @y = A4(x,y)dx + By(x,y)dy définit bien un feuilletage homogene de degré d sur
]P%, que nous notons #. 11 est évident que L est H-invariante et que SingF NL = SingH N L. Considérons la

famille d’homothéties @ = @ = (%,%). Nous avons

d
8d+l(p*w = Z(edﬂAi(xay)dx_F Ed?lBi(xay)dy)
i=0

qui tend vers ®, lorsque € tend vers 0; il en résulte que H € O(F ).

Montrons que H vérifie la quatrieme propriété de 1’énoncé. Soit s € Sing# N L. Quitte a conjuguer ® par un
isomorphisme linéaire de C?> = (z = 0), nous pouvons supposer que s = [0 : 1 : 0] ; il existe donc un polyndme
By_1 € C[x,y]4—1 tel que By(x,y) = xBy_1(x,y). Le feuilletage H est décrit dans la carte affine y = 1 par

04 =Ag(x,1)(zdx —xdz) — B4(x, 1)dz.
Posons A = A4(0,1) et v =A4(0,1)+By_1(0,1). Le 1-jet de 8, en s = (0,0) s’écrit 1(10’0>9d = Azdx — vxdz,
et celui de 0 est donné par J(lo,o)e = Azdx — vxdz — zB4—1(0,1)dz. L’hypotheése u( ¥ ,s) = 1 signifie que Av est
non nul. Par suite u(#,s) = 1 et CS(#,L,s) = CS(¥,L,s) = 2.
Limplication K(Leg¥) =0 = K(LegH) = 0 découle du fait que # € O(F). O
Nous illustrons le résultat précédent en I’appliquant au feuilletage 7.

Exemple 6.5. — Le feuilletage de FERMAT F¢ est donné en coordonnées homoggnes par la 1-forme
x4 (ydz — zdy) + y? (zdx — xdz) + 2% (xdy — ydx).
Il posseéde les 3d droites invariantes suivantes :
() x=0,y=0, z=0;
) y=0r y=0z, x==Cz avec {41 = 1.
Les droites de la famille (a) (resp. (b)) donnent lieu a 3 (resp. 3d — 3) feuilletages homogenes appartenant a
O(F4) C FP(d) et de type 2-R;_; (resp. 1-Ry—1+ (d — 1) -Ry). Ceux qui sont de type 2-R,_; sont tous

conjugués a H?, d’apres la Proposition 4.1, et ceux qui sont de type 1-R;_1 + (d — 1) -Ry sont tous conjugués
au feuilletage défini par

(41 —dx?ydx + (d — 1)x4dy.

Pour d = 3 ce dernier feuilletage est conjugué au feuilletage }[3‘1’1 donné par la Proposition 4.2, mais ce n’est
plus le cas pour d > 4.

Remarque 6.6. — Si T est un feuilletage de degré d sur IP)%C et si m est un point singulier de ¥, nous
avons ’encadrement 6(F ,m) < t(F,m)+ 1 <d+1, ou o(F,m) désigne le nombre de droites (distinctes)
invariantes par F et qui passent par m.

Le lemme technique suivant joue un réle clé dans la démonstration du Théoreme 6.1.

Lemme 6.7. — Soit F un feuilletage de degré 3 sur IF%. Si le 3-tissu LegF est plat et si F possede une
singularité m non-dégénérée vérifiant BB(F ,m) & {4, 13—6 , alors par le point m il passe exactement deux
droites invariantes par F, i.e. 6(F ,m) = 2.
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Démonstration. — Les deux conditions u(F,m) = 1 et BB(F,m) # 4 assurent I’existence d’une carte affine
(x,y) de P% dans laquelle m = (0,0) et F est défini par une 1-forme du type 8; + 6, + 63 + 64, ol

2 2
0 = Aydx + uxdy, 0, = (Z 0c,~x2_’yi> dx+ (Z Bix2—iyi> dy,
i=0 i=0

3 3 3
0; = ( aix3’y’> dx+ ( bix3’y’> dy, 0, = < cix3’y’> (xdy —ydx),
i=0 i=0 i=0

avec Au(A+p) # 0; comme BB(F ,m) # ? nous avons Au(A—+ ) (A+3u)(3A+u) # 0.

Commengons par montrer que 0, = 0. Supposons par ’absurde que ay # 0. Soit (p,q) la carte affine de If’%
associée a la droite {px—gy =1} C IP% ; le 3-tissu Leg F est donné par la 3-forme symétrique

&= [(B2p+02g—Ag*) dp® + (Bip+ g +Apg — upq) dpdg + (Bop + ctog +up?) dg*] (pdg — qdp)
+q (a3dp3 + ardp*dg +a;dpdg® + aodq3) +p (b3dp3 + bydp?dg+b1dpdg® + bodq3)
+c3dp® + c2dp’dg + c1dpdg® + codg’.
Considérons la famille d’automorphismes @ = @; = (cpe~! p, Ocoe’zq). Nous constatons que
@ 1= lim €04, °¢*d = (pdg — qdp) (~Ag*dp® + pg(A— u)dpdg + (up® +9)dg*)
Puisque u est non nul @y définit un 3-tissu MU}, qui appartient évidemment a O(Leg¥ ). L’image réciproque
de W) par Iapplication rationnelle W(p,q) = (Mp+q), —MA+p)?pq) s’ écrit y* Wp = F; X F, K T3, o
Fi:q°dp+p*dg=0, Fo:ug’dp+p(Ag+ug—Ap)dg=0, 3 :up*dg+q(Ap+up—Ag)dp=0.
Un calcul direct, utilisant la formule (1.1), conduit a

5(A+u)p* — (8M+Tu)pg + (3A+4u)
(A+w)p(p—q)*

5(A+u)g” — (8 +Tu) pg + (3\+4u)p?
(A+wa(p—q)*

q2
N mp) = dp+ dg

de sorte que
4u(p+9q)
A+u)(p—q)

comme Leg¥ est plat par hypothese, il en est de méme pour W ; par suite K(y*Wy) = y*K(Wp) =0, ce
qui est absurde. D’ol I’égalité o,y = 0.

K(y* W) = dn(y*" Mp) = — dpAdg #0;

Montrons maintenant que agp = 0. Raisonnons encore par 1’absurde en supposant ag # 0. Le feuilletage F
est décrit dans la carte affine (x,y) par 6 = 0; + 0, + 03 + 0,4 avec 0y = 0. En faisant agir la transformation
linéaire diagonale (ex, age>y) sur O puis en passant a la limite lorsque € — 0 nous obtenons

8 = Aydx + uxdy 4 x*dx

qui définit un feuilletage de degré trois #y € O(¥ ). Notons Io =1, Go = G, et I; = G, ' (Go(lp)) \ 1o, o
I’adhérence est prise au sens ordinaire. Un calcul élémentaire montre que

x4+ Ay B u
B HAy+uy) B+Ay+uy

Golx,y) = (x( )  To={(xy) €C? : (=20 + A(A+ )y = 0} C P
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40
et que la courbe I a pour équation affine f(x,y) =y —vx®=0,0ouv= —Wi‘u). Comme Leg# est plat,
u

Leg %o Iest aussi. Or, d’apres [3, Corollaire 4.6], le 3-tissu Leg % est plat si et seulement si Ié est invariante
par %o, i.e. si et seulement si

0=dfAB)|  =30A+pur’dndy;

y=vx
d’ot u(3A+ ) = 0 : contradiction. Donc ay = 0 = 0, ce qui signifie que la droite (y = 0) est F -invariante.

Ce qui précede montre également que 1’invariance de la droite (y = 0) par F découle uniquement du fait
que Au(A+u)(3A+u) # 0 et de ’hypothese que Leg ¥ est plat. Ainsi en permutant les coordonnées x et y,
la condition Au(A+ p)(A+3u) # 0 permet de déduire que B, = b3 = 0, i.e. que la droite (x = 0) est aussi
invariante par ¥ .

La singularité m de ¥ n’est pas radiale car BB(F,m) # 4; de plus V(¥ ,m) = 1 car u(F,m) = 1. Il s’en suit
que t(F,m) = 1; d’apres la Remarque 6.6, nous avons 6(F,m) < t(F,m)+1 =2, d’ou I’énoncé. O

Avant de commencer la démonstration du Théoreme 6.1, rappelons (voir [4]) que si F est un feuilletage de
degré d sur Pé alors

6.1) Y wF.s)=d*+d+1 et Y BB(#,s)=(d+2)"
seSing F seSing F
Démonstration du Théoréme 6.1. — Ecrivons SingF = YOurlux? avec

20 = {s€Sing¥ : BB(¥,s) =18}, I'={seSing¥ : BB(¥,s)=4}, X*=Sing# \(Z"Ux')

et notons k; = #X', i = 0,1,2. Par hypothése, F est de degré 3 et toutes ses singularités ont leur nombre de
MILNOR 1. Les formules (6.1) impliquent alors que

6.2) #Sing ¥ =Ko+ k1 + & = 13 et 16y +4%;+ Y BB(F.s5)=25;

sex?

il en résulte que X2 est non vide. Soit 7 un point de X2 ; d’aprés le Lemme 6.7 il passe par m exactement
deux droites é,(,p et &(nz ) invariantes par ¥ . Alors, pour i = 1,2, la Proposition 6.4 assure 1’existence d’un
feuilletage homogene 9{,@ de degré 3 sur }P’% appartenant & O(F) et tel que la droite Z,(,? soit }E,S')—invariante.

Comme Leg ¥ est plat par hypothese, il en est de méme pour Leg?ﬂ,gl) et Legﬂ-ﬁ,?). Donc chacun des 5{,@ est
linéairement conjugué a 1’un des onze feuilletages homogenes donnés par le Théoreme 5.1. Pouri = 1,2, la
Proposition 6.4 assure aussi que

(a) Sing# N4 = Sing#) Nl ;
(b) VsESing%(li)m&(:;)7 #(%'Si)’s) —1 et CS(%ﬁ”,éﬁ,?,s) :CS(T,E,(,?,s).
Puisque Cs(faégnl)am)cs(f,fgnz),m) = 1, nous avons CS(%(,I)7£$>7m)cs(g_4'(,2)’€£3)’m) — 1. Cette égalité
et ’examen de la Table 1 donnent
{Cs(aHD (D m), cs(#P (@ m)} = {~2,-1};
1

d’ot BB(F,m) = —1. Le point m € £? étant arbitraire, £* est formé des s € Sing ¥ tels que BB(F ,s) = —1.
Par suite le systeme (6.2) se réécrit Ko+ K; + Kk, = 13 et 13—61(0 +4x — %Kg = 25 dont I’unique solution est

(Ko,%1,K2) = (0,7,6), c’est-a-dire que SingF =X!UX?, #X!' =7 et #X?>=6.
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Pour fixer les idées, nous supposons que CS(?-[,(,U,&(”l ),m) = —2 pour n’importe quel choix de m € ¥, ; donc

CS(?-&,(,Z),ZE,% ),m) = —%. Dans ce cas, I’inspection de la Table 1 ainsi que les relations (a) et (b) conduisent a
#(z ey =3, #(2' ey =2, 2060 = {m}, 22068 = {m,m'y

pour un certain point m’ € £2\ {m} vérifiant CS(F N ) = —1. Ce point m’ satisfait a son tour 1’égalité
y2 ﬁf,(nl,) = {m'}. Nous constatons que Efnz,) = 65,12), EE,:,) #* éf,p, éfnl,) #* 653 ) et que ces trois droites distinctes

satisfont X2 N (EEHI) ue? U@fnl,)) = {m,m'}. Comme #X? = 6 =2-3, F posséde 3 -3 = 9 droites invariantes.

Posons ' N E,(nz ) = {my,my}. Notons Dy, D», ..., Ds les six droites F -invariantes qui restent ; par construction
chacune d’elles doit couper €£nl ) et Z,(nz ) en des points de X!. Par ailleurs, d’aprés la Remarque 6.6, pour tout

s € SingF nous avons 6(F,s) < T(F,s)+ 1 < 4. Donc par chacun des points m; et m, passent exactement
trois droites de la famille { Dy, D, ..., Dg}. Puisque # (X' N éﬁ,:)) =3,xIn éﬁ,%) contient au moins un point,
noté ms, par lequel passent précisément trois droites de la famille {Zf;,), Dy, Ds,...,Ds}. Ainsi, pour j=1,2,3
nous avons (¥ ,m;) =4, ce qui implique que ©(#,m;) = 3. L’hypothése sur les singularités de F assure
que V(¥ ,mj) =1 pour j = 1,2,3. 1 s’en suit que les singularités m,, m, et m3 sont radiales d’ordre 2 de ¥.

Par construction ces trois points ne sont pas alignés. Nous concluons en appliquant la Proposition 6.3. O

Dans [7] les auteurs ont étudié les feuilletages de F(d) qui sont convexes a diviseur d’inflexion réduit ; ils
ont montré que I’ensemble formé de tels feuilletages est contenu dans FP(d), voir [7, Théoreme 2]. Ce
genre de feuilletages sont a singularités non-dégénérées comme le montre I’énoncé suivant qui est une légere
généralisation de [7, Lemme 4.1].

Lemme 6.8. — Tout feuilletage convexe sur ]P’?C a diviseur d’inflexion réduit est a singularités non-dégéné-
rées.
Démonstration. — Soit F un tel feuilletage et s € Sing F de multiplicité algébrique v. Fixons une carte affine

(x,y) telle que s = (0,0) ; le germe ¥ en s est défini par un champ de vecteurs X du type X =Xy + Xy4+1+ -+,
ou les X; sont homogenes de degré i. Le diviseur d’inflexion I¢ de # est donné par I’équation

o ‘ X(x)  X()

X X | =Pt

ol P3y_1(x,y) = Xy (x)X3(y) — Xy (y)X3(x) est un polyndme homogene (éventuellement nul) de degré 3v — 1.
Montrons d’abord que v = 1. Les droites invariantes de F passant par I’origine sont contenues dans le cone
tangent yX, (x) — xXy(y) de Xy qui est un polyndme homogéne de degré v + 1. L’hypotheése sur ¥ implique
alors que v = 1. Il s’en suit aussi que le polyndme P;y_; n’est pas identiquement nul ; par suite la partie
linéaire X de X est saturée, ce qui implique que la singularité s est non-dégénérée. O

A notre connaissance les seuls feuilletages convexes 2 diviseur inflexion réduit connus dans la littérature sont
ceux qui sont présentés dans [7, Table 1.1] : le feuilletage F¢ en tout degré et les trois feuilletages donnés par
les 1-formes

(22> —y*)ydx — (¢ =2y )xdy,
0" =1 = (V53-2)")(y+ V5x)dr — (¢ = 1)(x* — (V5= 2)?) (x+ V5y)dy,
0P =1 +7 + Dydx — (& — 1) (x* + 7y + 1)xdy,
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qui sont de degré 4, 5 et 7 respectivement. Dans [7, Probleme 9.1] les auteurs demandent s’il y a d’autres
feuilletages convexes a diviseur d’inflexion réduit. En combinant le Théoréme 6.1 avec le Lemme 6.8 nous
donnons une réponse négative en degré trois a ce probleme.

Corollaire 6.9. — Tout feuilletage convexe de degré 3 sur IP’(%: a diviseur d’inflexion réduit est linéairement
conjugué au feuilletage de FERMAT F3.

(1]
(2]

(3]

(41
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(7]
(8]
(9]
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