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TISSUS PLATS ET FEUILLETAGES HOMOGÈNES SUR LE PLAN PROJECTIF

par

Samir BEDROUNI & David MARÍN

Résumé. — Le but de ce travail est d’étudier les feuilletages du plan projectif complexe ayant une transformée
de LEGENDRE (tissu dual) plate. Nous établissons quelques critères effectifs de la platitude du d-tissu dual d’un
feuilletage homogène de degré d et nous décrivons quelques exemples explicites. Ces résultats nous permettent de
montrer qu’à automorphisme de P2

C près il y a 11 feuilletages homogènes de degré 3 ayant cette propriété. Nous
verrons aussi qu’il est possible, sous certaines hypothèses, de ramener l’étude de la platitude du tissu dual d’un
feuilletage inhomogène au cadre homogène. Nous obtenons quelques résultats de classification de feuilletages à
singularités non-dégénérées et de transformée de LEGENDRE plate. Classification mathématique par sujets (2010).
— 14C21, 32S65, 53A60.

Introduction

Un d-tissu (régulier) W de (C2,0) est la donnée d’une famille {F1,F2, . . . ,Fd} de feuilletages holomorphes
réguliers de (C2,0) deux à deux transverses en l’origine. Le premier résultat significatif dans l’étude des tissus
a été obtenu par W. BLASCHKE et J. DUBOURDIEU autour des années 1920. Ils ont montré ([2]) que tout
germe de 3-tissu régulier W en l’origine de C2 est conjugué, via un isomorphisme analytique de (C2,0), au 3-
tissu trivial défini par dx.dy.d(x+y), et cela sous l’hypothèse d’annulation d’une 2-forme différentielle K(W )
connue sous le nom de courbure de BLASCHKE de W . La courbure d’un germe de d-tissu W avec d > 3
se définit comme la somme des courbures de BLASCHKE des sous-3-tissus de W . Un germe de tissu est dit
plat si sa courbure est nulle. Cette notion est une condition nécessaire pour la maximalité du rang d’après un
résultat de N. MIHAILEANU.
Depuis peu, l’étude des tissus globaux holomorphes définis sur les surfaces complexes compactes a été ré-
actualisée (voir par exemple [11, 7]). Nous nous intéressons dans ce qui suit aux tissus du plan projectif
complexe. Un d-tissu (global) sur P2

C est donné dans une carte affine (x,y) par une équation différentielle
algébrique F(x,y,y′) = 0, où F(x,y, p) = ∑d

i=0 ai(x,y)pd−i ∈ C[x,y, p] est un polynôme réduit à coefficient
a0 non identiquement nul. Pour tout point z0 = (x0,y0) tel que a0(x0,y0)∆(x0,y0) 6= 0, où ∆(x,y) est le p-
discriminant de F , les courbes intégrales de l’équation définissent un germe de d-tissu régulier de (C2,z0).
La courbure d’un tissu global W sur P2

C est une 2-forme méromorphe à pôles le long du discriminant ∆(W ).
La platitude d’un tissu W sur P2

C est caractérisée par l’holomorphie de la courbure K(W ) le long des points
génériques de ∆(W ), voir §1.2.

Mots clefs. — tissu, platitude, transformation de LEGENDRE, feuilletage homogène.
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D. MARÍN et J. PEREIRA ont montré, dans [7], comment on peut associer à tout feuilletage F de degré d sur
P2
C, un d-tissu sur le plan projectif dual P̌2

C, appelé transformée de LEGENDRE de F et noté LegF ; les feuilles
de LegF sont essentiellement les droites tangentes aux feuilles de F . Plus explicitement, soit (p,q) la carte
affine de P̌2

C associée à la droite {y= px−q}⊂ P2
C ; si F est défini par une 1-forme ω= A(x,y)dx+B(x,y)dy,

où A,B ∈ C[x,y], pgcd(A,B) = 1, alors LegF est donné par l’équation différentielle algébrique

F̌(p,q,x) := A(x, px−q)+ pB(x, px−q), avec x =
dq
dp

.

L’ensemble des feuilletages de degré d sur P2
C, noté F(d), s’identifie à un ouvert de ZARISKI dans un espace

projectif de dimension (d+2)2−2 sur lequel agit le groupe Aut(P2
C). Le sous-ensemble FP(d) de F(d) formé

des F ∈ F(d) tels que LegF soit plat est un fermé de ZARISKI de F(d). La classification des feuilletages
F ∈ FP(d) modulo Aut(P2

C) reste entière. Le premier cas non trivial que l’on rencontre est celui où d = 3 ;
on dispose actuellement d’une caractérisation géométrique ([3, Théorème 4.5]) des éléments de FP(3), mais
ce résultat reste insuffisant pour avancer dans leur classification. C’est dans cette optique que nous nous
proposons d’étudier cette question de platitude au niveau des éléments de F(d) qui sont homogènes, i.e. qui
sont invariants par homothétie. En fait nous établirons, pour des feuilletages homogènes H ∈ F(d), quelques
critères effectifs de l’holomorphie de la courbure de LegH ; de plus nous verrons (Proposition 6.4) que
l’étude de la platitude de la transformée de LEGENDRE d’un feuilletage inhomogène se ramène, sous certaines
hypothèses, au cadre homogène.
Un feuilletage homogène H de degré d sur P2

C est donné, pour un bon choix de coordonnées affines (x,y),
par une 1-forme homogène ωd = Ad(x,y)dx+Bd(x,y)dy, où Ad ,Bd ∈ C[x,y]d et pgcd(Ad ,Bd) = 1.
Le discriminant de LegH se décompose en produit de (d− 1)(d + 2) droites comptées avec multiplicités ;
certaines parmi elles sont invariantes par LegH et d’autres non, i.e. transverses. De plus la multiplicité de
∆(LegH ) le long d’une droite transverse est comprise entre 1 et d−1 ; en degré 3 elle est donc soit minimale
(égale à 1) soit maximale (égale à 2).
Le Théorème 3.1 affirme que le d-tissu LegH est plat si et seulement si sa courbure est holomorphe sur la
partie transverse de ∆(LegH ).
Le Théorème 3.5 (resp. Théorème 3.8) contrôle de façon effective l’holomorphie de la courbure K(LegH ) le
long d’une droite `⊂ ∆(LegH ) non invariante par LegH de multiplicité minimale 1 (resp. maximale d−1).
Ces théorèmes nous permettront de décrire certains feuilletages homogènes appartenant à FP(d) pour d
arbitraire (Propositions 4.1, 4.2 et 4.3).
En combinant les Théorèmes 3.1, 3.5 et 3.8 nous obtenons une caractérisation complète de la platitude de la
transformée de LEGENDRE d’un feuilletage homogène de degré 3 (Corollaire 3.10). Ce résultat nous permet-
tra de classifier les éléments de FP(3) qui sont homogènes : à automorphisme de P2

C près, il y a 11 feuilletages
homogènes de degré 3 ayant une transformée de LEGENDRE plate, voir Théorème 5.1.
En se basant essentiellement sur cette classification, nous obtenons un résultat (Théorème 6.1) qui sort du
cadre homogène : tout feuilletage F ∈ FP(3) à singularités non-dégénérées (i.e. ayant pour nombre de MIL-
NOR 1) est linéairement conjugué au feuilletage de FERMAT défini par la 1-forme (x3− x)dy− (y3− y)dx.
Comme application du Théorème 6.1 nous donnons une réponse partielle (Corollaire 6.9) à [7, Problème 9.1].

Remerciements. Ce travail a été soutenu par le Programme National Exceptionnel du Ministère de l’Ensei-
gnement Supérieur et de la Recherche Scientifique d’Algérie, et par les projets MTM2011-26674-C02-01 et
MTM2015-66165-P du Ministère d’Économie et Compétitivité de l’Éspagne. Le premier auteur remercie le
Département de Mathématiques de l’UAB pour son séjour. Il remercie également D. Smaï pour ses précieux
conseils.
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1. Préliminaires

1.1. Tissus. — Soit k ≥ 1 un entier. Un k-tissu (global) W sur une surface complexe S est la donnée d’un
recouvrement ouvert (Ui)i∈I de S et d’une collection de k-formes symétriques ωi ∈ SymkΩ1

S(Ui), à zéros
isolés, satisfaisant :

(a) il existe gi j ∈ O∗S(Ui∩U j) tel que ωi coïncide avec gi jω j sur Ui∩U j ;
(b) en tout point générique m de Ui, ωi(m) se factorise en produit de k formes linéaires deux à deux non

colinéaires.
L’ensemble des points de S qui ne vérifient pas la condition (b) est appelé le discriminant de W et est noté
∆(W ). Lorsque k = 1 cette condition est toujours vérifiée et on retrouve la définition usuelle d’un feuilletage
holomorphe F sur S. Le cocycle (gi j) définit un fibré en droites N sur S, appelé le fibré normal de W , et les
ωi se recollent pour définir une section globale ω ∈ H0(S,SymkΩ1

S⊗N).
Un k-tissu global W sur S sera dit décomposable s’il existe des tissus globaux W1,W2 sur S n’ayant pas de
sous-tissus communs tels que W soit la superposition de W1 et W2 ; on écrira W = W1�W2. Dans le cas
contraire W sera dit irréductible. On dira que W est complètement décomposable s’il existe des feuilletages
globaux F1, . . . ,Fk sur S tels que W = F1� · · ·�Fk. Pour en savoir plus à ce sujet, nous renvoyons à [11].
On se restreindra dans ce travail au cas S = P2

C. Se donner un k-tissu sur P2
C revient à se donner une k-forme

symétrique polynomiale ω = ∑i+ j=k ai j(x,y)dxidy j, à zéros isolés et de discriminant non identiquement nul.
Ainsi tout k-tissu sur P2

C peut se lire dans une carte affine donnée (x,y) de P2
C par une équation différentielle

polynomiale F(x,y,y′) = 0 de degré k en y′. Un k-tissu W sur P2
C est dit de degré d si le nombre de points où

une droite générique de P2
C est tangente à une feuille de W est égal à d ; c’est équivalent de dire que W est

de fibré normal N = OP2
C
(d+2k). Il est bien connu, voir par exemple [11, Proposition 1.4.2], que les tissus de

degré 0 sont les tissus algébriques (leurs feuilles sont les droites tangentes à une courbe algébrique réduite).
Les auteurs dans [7] ont associé, à tout k-tissu W de degré d ≥ 1 sur P2

C, un d-tissu de degré k sur le
plan projectif dual P̌2

C, appelé transformée de LEGENDRE de W et noté LegW ; les feuilles de LegW sont
essentiellement les droites tangentes aux feuilles de W . Plus explicitement, soit (x,y) une carte affine de
P2
C et considérons la carte affine (p,q) de P̌2

C associée à la droite {y = px− q} ⊂ P2
C. Soit F(x,y; p) = 0,

p = dy
dx , une équation différentielle implicite décrivant W ; alors LegW est donné par l’équation différentielle

implicite

F̌(p,q;x) := F(x, px−q; p) = 0, avec x =
dq
dp

.

Il est clair que cette transformation est involutive, i.e. Leg(LegW ) = W . Notons enfin que si F est un
feuilletage de degré d ≥ 1 sur P2

C, alors LegF est un d-tissu irréductible de degré 1 sur P̌2
C. Inversement un d-

tissu irréductible de degré 1 sur P̌2
C est nécessairement la transformée de LEGENDRE d’un certain feuilletage

de degré d sur P2
C (voir [7]).

1.2. Courbure et platitude. — On rappelle ici la définition de la courbure d’un k-tissu W . On suppose dans
un premier temps que W est un germe de k-tissu de (C2,0) complètement décomposable, W = F1� · · ·�Fk.
Soit, pour tout 1 ≤ i ≤ k, une 1-forme ωi à singularité isolée en 0 définissant le feuilletage Fi. D’après [10],
pour tout triplet (r,s, t) avec 1 ≤ r < s < t ≤ k, on définit ηrst = η(Fr�Fs�Ft) comme l’unique 1-forme
méromorphe satisfaisant les égalités suivantes :

(1.1)





d(δst ωr) = ηrst ∧δst ωr
d(δtr ωs) = ηrst ∧δtr ωs
d(δrs ωt) = ηrst ∧δrs ωt
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où δi j désigne la fonction définie par ωi ∧ω j = δi j dx∧ dy. Comme chacune des 1-formes ωi n’est définie
qu’à multiplication près par un inversible de O(C2,0), il en résulte que chacune des 1-formes ηrst est bien
déterminée à l’addition près d’une 1-forme holomorphe fermée. Ainsi la 1-forme

(1.2) η(W ) = η(F1� · · ·�Fk) = ∑
1≤r<s<t≤k

ηrst

est bien définie à l’addition près d’une 1-forme holomorphe fermée. La courbure du tissu W = F1� · · ·�Fk
est par définition la 2-forme

K(W ) = K(F1� · · ·�Fk) = dη(W ).

On peut vérifier que K(W ) est une 2-forme méromorphe à pôles le long du discriminant ∆(W ) de W ,
canoniquement associée à W ; plus précisément, pour toute application holomorphe dominante ϕ, on a
K(ϕ∗W ) = ϕ∗K(W ).

Si maintenant W est un k-tissu sur une surface complexe S (non forcément complètement décomposable),
alors on peut le transformer en un k-tissu complètement décomposable au moyen d’un revêtement galoisien
ramifié. L’invariance de la courbure de ce nouveau tissu par l’action du groupe de GALOIS permet de la
redescendre en une 2-forme méromorphe globale sur S, à pôles le long du discriminant de W (voir [7]).
Un k-tissu W est dit plat si sa courbure K(W ) est identiquement nulle. Outre qu’elle est invariante, cette
notion est utile pour la classification des tissus de rang maximal. En effet, un résultat de MIHĂILEANU
montre que la platitude est une condition nécessaire pour la maximalité du rang. Pour plus de détails et des
informations récentes, voir [6, 12].
Signalons qu’un k-tissu W sur P2

C est plat si et seulement si sa courbure est holomorphe le long des points
génériques des composantes irréductibles de ∆(W ). Ceci résulte de la définition de K(W ) et du fait qu’il
n’existe pas de 2-forme holomorphe sur P2

C autre que la 2-forme nulle.

1.3. Singularités et diviseur d’inflexion d’un feuilletage du plan projectif. — Un feuilletage holomorphe
F de degré d sur P2

C est défini par une 1-forme du type

ω = a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy+ c(x,y,z)dz,

où a, b et c sont des polynômes homogènes de degré d+1 sans composante commune satisfaisant la condition
d’EULER iRω = 0, où R = x ∂

∂x + y ∂
∂y + z ∂

∂z désigne le champ radial et iR le produit intérieur par R. Le lieu
singulier SingF de F est le projectivisé du lieu singulier de ω

Singω = {(x,y,z) ∈ C3 |a(x,y,z) = b(x,y,z) = (x,y,z) = 0}.
Rappelons quelques notions locales attachées au couple (F ,s), où s∈ SingF . Le germe de F en s est défini, à
multiplication près par une unité de l’anneau local Os en s, par un champ de vecteurs X= A(u,v) ∂

∂u +B(u,v) ∂
∂v .

La multiplicité algébrique ν(F ,s) de F en s est donnée par

ν(F ,s) = min{ν(A,s),ν(B,s)},
où ν(g,s) désigne la multiplicité algébrique de la fonction g en s. L’ordre de tangence entre F et une droite
générique passant par s est l’entier

τ(F ,s) = min{k ≥ ν(F ,s) : det(Jk
s X,Rs) 6= 0},

où Jk
s X est le k-jet de X en s et Rs est le champ radial centré en s. Le nombre de MILNOR de F en s est

l’entier
µ(F ,s) = dimC Os/〈A,B〉,

où 〈A,B〉 désigne l’idéal de Os engendré par A et B.
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La singularité s est dite radiale d’ordre n−1 si ν(F ,s) = 1 et τ(F ,s) = n.
La singularité s est dite non-dégénérée si µ(F ,s) = 1, c’est équivalent de dire que la partie linéaire J1

s X de
X possède deux valeurs propres λ,µ non nulles. La quantité BB(F ,s) = λ

µ +
µ
λ +2 est appelée l’invariant de

BAUM-BOTT de F en s (voir [1]). D’après [5] il passe par s au moins un germe de courbe C invariante par
F ; à isomorphisme local près, on peut se ramener à s = (0,0), TsC = {v = 0} et J1

s X = λu ∂
∂u +(εu+µv) ∂

∂v ,
où l’on peut prendre ε = 0 si λ 6= µ. La quantité CS(F ,C ,s) = λ

µ est appelée l’indice de CAMACHO-SAD de
F en s par rapport à C .

Rappelons la notion du diviseur d’inflexion de F . Soit Z = E ∂
∂x +F ∂

∂y +G ∂
∂z un champ de vecteurs homogène

de degré d sur C3 non colinéaire au champ radial décrivant F , i.e. tel que ω = iRiZdx∧dy∧dz. Le diviseur
d’inflexion de F , noté IF , est le diviseur défini par l’équation

(1.3)

∣∣∣∣∣∣

x E Z(E)
y F Z(F)
z G Z(G)

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ce diviseur a été étudié dans [9] dans un contexte plus général. En particulier, les propriétés suivantes ont été
prouvées.

1. Sur P2
CrSingF , IF coïncide avec la courbe décrite par les points d’inflexion des feuilles de F ;

2. Si C est une courbe algébrique irréductible invariante par F , alors C ⊂ IF si et seulement si C est une
droite invariante ;

3. IF peut se décomposer en IF = Iinv
F + Itr

F , où le support de Iinv
F est constitué de l’ensemble des droites

invariantes par F et où le support de Itr
F est l’adhérence des points d’inflexion qui sont isolés le long

des feuilles de F ;

4. Le degré du diviseur IF est 3d.

Le feuilletage F sera dit convexe si son diviseur d’inflexion IF est totalement invariant par F , i.e. si IF est
le produit de droites invariantes.
L’application de Gauss est l’application rationnelle GF : P2

C 99K P̌2
C qui à un point régulier m associe la

droite tangente TmF . Si C ⊂ P2
C est une courbe passant par certains points singuliers de F , on définit GF (C )

comme étant l’adhérence de GF (C \SingF ). Il résulte de [3, Lemme 2.2] que

(1.4) ∆(LegF ) = GF (Itr
F )∪ Σ̌F ,

où Σ̌F désigne l’ensemble des droites duales des points de ΣF := {s ∈ SingF : τ(F ,s)≥ 2}.

2. Géométrie des feuilletages homogènes

Définition 2.1. — Un feuilletage de degré d sur P2
C est dit homogène s’il existe une carte affine (x,y) de P2

C
dans laquelle il est invariant sous l’action du groupe des homothéties (x,y) 7−→ λ(x,y), λ ∈ C∗.

Un tel feuilletage H est alors défini par une 1-forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy,

où A et B sont des polynômes homogènes de degré d sans composante commune. Cette 1-forme s’écrit en
coordonnées homogènes

zA(x,y)dx+ zB(x,y)dy− (xA(x,y)+ yB(x,y))dz ;
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ainsi le feuilletage H a au plus d + 2 singularités dont l’origine O de la carte affine z = 1 est le seul point
singulier de H qui n’est pas situé sur la droite à l’infini L∞ = (z = 0) ; de plus ν(H ,O) = d.
Dorénavant nous supposerons que d est supérieur ou égal à 2. Dans ce cas le point O est la seule singularité
de H de multiplicité algébrique d.
Le champ de vecteurs homogène −B(x,y) ∂

∂x +A(x,y) ∂
∂y + 0 ∂

∂z défini aussi le feuilletage H car est dans le
noyau de la 1-forme précédente ; d’après la formule (1.3), le diviseur d’inflexion IH de H est donné par

0 =

∣∣∣∣∣∣

x −B BBx−ABy
y A AAy−BAx
z 0 0

∣∣∣∣∣∣
= z

∣∣∣∣∣
− 1

d (xBx + yBy) BBx−ABy
1
d (xAx + yAy) AAy−BAx

∣∣∣∣∣=
z
d
(xA+ yB)(AxBy−AyBx) =

z
d

CH DH ,

où CH = xA+yB∈C[x,y]d+1 désigne le cône tangent de H en l’origine O et DH =AxBy−AyBx ∈C[x,y]2d−2.
Il en résulte que :

(i) le support du diviseur Iinv
H est constitué des droites du cône tangent CH = 0 et de la droite à l’infini L∞ ;

(ii) le diviseur Itr
H se décompose sous la forme Itr

H =∏n
i=1 T ρi−1

i pour un certain nombre n≤ degDH = 2d−2
de droites Ti passant par O, ρi−1 étant l’ordre d’inflexion de la droite Ti. Lorsque ρi = 2 on parle d’une
droite d’inflexion simple pour H , lorsque ρi = 3 d’une droite d’inflexion double, etc.

Proposition 2.2. — Avec les notations précédentes, pour tout point singulier s ∈ SingH ∩L∞, nous avons
1. ν(H ,s) = 1;
2. la droite Ls passant par l’origine O et le point s est invariante par H et elle apparaît avec multiplicité
τ(H ,s)−1 dans le diviseur DH = 0, i.e.

DH = Itr
H ∏

s∈SingH ∩L∞

Lτ(H ,s)−1
s .

Démonstration. — Soit s un point singulier de H sur L∞ = (z = 0). Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que les coordonnées homogènes de s sont de la forme [x0 : 1 : 0], x0 ∈ C. Dans la carte affine y = 1,
H est décrit par la 1-forme

θ = zA(x,1)dx− (xA(x,1)+B(x,1))dz ;

la condition s ∈ SingH est équivalente à B(x0,1) =−x0 A(x0,1). L’égalité pgcd(A,B) = 1 implique alors que
A(x0,1) 6= 0 ; d’où ν(H ,s) = 1.
Montrons la seconde assertion. Le fait que

θ = A(x,1)(zd(x− x0)− (x− x0)dz)− (x0 A(x,1)+B(x,1))dz

entraîne que
τ := τ(H ,s) = min{k ≥ 1 : Jk

x0
(x0 A(x,1)+B(x,1)) 6= 0},

cela permet d’écrire x0 A(x,1)+B(x,1) = ∑d
k=τ ck(x− x0)

k, avec cτ 6= 0. Par suite

B(x,y) = (x− x0y)τP(x,y)− x0 A(x,y), où P(x,y) =
d−τ

∑
k=0

ck+τ(x− x0y)kyd−τ−k.

Un calcul élémentaire montre que DH = AxBy − AyBx est de la forme DH = −(x− x0y)τ−1Q(x,y), avec
Q ∈ C[x,y] et

Q(x0,1) = τP(x0,1)(xAx + yAy)
∣∣∣
(x,y)=(x0,1)

.

Comme P(x0,1) = cτ et xAx + yAy = dA, Q(x0,1) = τcτdA(x0,1) 6= 0.
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Définition 2.3. — Soit H un feuilletage homogène de degré d sur P2
C ayant un certain nombre m≤ 2d−2 de

singularités radiales si d’ordre τi−1, 2≤ τi ≤ d pour i = 1,2, . . . ,m. Le support du diviseur Itr
H est constitué

d’un certain nombre n ≤ 2d− 2 de droites d’inflexion transverse Tj d’ordre ρ j − 1, 2 ≤ ρ j ≤ d pour j =
1,2, . . . ,n. On définit le type du feuilletage H par

TH =
m

∑
i=1

Rτi−1 +
n

∑
j=1

Tρ j−1 =
d−1

∑
k=1

(rk ·Rk + tk ·Tk) ∈ Z [R1,R2, . . . ,Rd−1,T1,T2, . . . ,Td−1]

et le degré du type TH par degTH = ∑d−1
k=1(rk + tk) ∈ N \ {0,1} ; c’est le nombre de droites distinctes qui

composent le diviseur DH .

Exemple 2.4. — Considérons le feuilletage homogène H de degré 5 sur P2
C défini par

ω = y5dx+2x3(3x2−5y2)dy.

Un calcul élémentaire conduit à

CH = xy
(
6x4−10x2y2 + y4) et DH = 150x2y4(x− y)(x+ y) ;

on constate que l’ensemble des singularités radiales de H est constitué des deux points [0 : 1 : 0] et [1 : 0 : 0] ;
leurs ordres de radialité sont égaux respectivement à 2 et 4. De plus le support du diviseur Itr

H est formé des
deux droites d’équations x− y = 0 et x+ y = 0 ; ce sont des droites d’inflexion transverse simple. Donc le
feuilletage H est du type TH = 1 ·R2 +1 ·R4 +2 ·T1 et le degré de TH est degTH = 4.

À tout feuilletage homogène H de degré d sur P2
C on peut associer une application rationnelle G

H
: P1

C→P1
C

de la façon suivante : si H est décrit par ω=A(x,y)dx+B(x,y)dy, A et B désignant des polynômes homogènes
de degré d sans facteur commun, on définit G

H
par

G
H
([x : y]) = [−A(x,y) : B(x,y)] ;

il est clair que cette définition ne dépend pas du choix de la 1-forme homogène ω décrivant le feuilletage H .
Dorénavant nous noterons l’application G

H
simplement par G . Le feuilletage homogène H ainsi que son

tissu dual LegH peuvent être décrits analytiquement en utilisant uniquement l’application G . En effet, la
pente p de T(x,y)H est donnée par G([x : y]) = [p : 1] et les pentes xi (i = 1, . . . ,d) de T(p,q)LegH sont

données par xi =
q

p− pi(p)
, avec G−1([p : 1]) = {[pi(p) : 1]}.

En carte affine C⊂ P1
C cette application s’écrit G : z 7→ −A(1,z)

B(1,z)
. On a

G(z)− z =−A(1,z)+ zB(1,z)
B(1,z)

=−CH (1,z)
B(1,z)

;

de plus, les identités dA = xAx + yAy et dB = xBx + yBy permettent de réécrire DH sous la forme DH =

−d
x (BAy−ABy) de sorte que

G ′(z) =−
(

BAy−ABy

B2

)∣∣∣
(x,y)=(1,z)

=
DH (1,z)
dB2(1,z)

.

On en déduit immédiatement les propriétés suivantes :
1. les points fixes de G correspondent au cône tangent de H en l’origine O (i.e. [a : b] ∈ P1

C est fixe par
G si et seulement si la droite d’équation by−ax = 0 est invariante par H ) ;
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2. le point [a : b] ∈ P1
C est critique fixe par G si et seulement si le point [b : a : 0] ∈ L∞ est singulier radial

de H . La multiplicité du point critique [a : b] de G est exactement égale à l’ordre de radialité de la
singularité à l’infini ;

3. le point [a : b] ∈ P1
C est critique non fixe par G si et seulement si la droite d’équation by− ax = 0 est

une droite d’inflexion transverse pour H . La multiplicité du point critique [a : b] de G est précisément
égale à l’ordre d’inflexion de cette droite.

Remarque 2.5. — Pour qu’un feuilletage homogène de degré d ≥ 2 sur P2
C soit convexe de type (2d−2) ·R1

il faut que d ∈ {2,3}, car tout feuilletage homogène de degré d sur P2
C a au plus d + 1 points singuliers à

l’infini. En fait, même en degré d ∈ {2,3}, le type (2d−2) ·R1 ne se produit pas. Ceci découle du fait bien
connu qu’une application rationnelle de la sphère de RIEMANN dans elle-même a au moins un point fixe non
critique (voir par exemple [8, Théorème 12.4]).

3. Étude de la platitude du tissu dual d’un feuilletage homogène

La Proposition 3.2 de [3] est un critère de la platitude de la transformée de LEGENDRE d’un feuilletage
homogène de degré 3. Notre premier résultat généralise ce critère en degré arbitraire.

Théorème 3.1. — Soit H un feuilletage homogène de degré d ≥ 3 sur P2
C. Alors le d-tissu LegH est plat si

et seulement si sa courbure K(LegH ) est holomorphe sur GH (Itr
H ).

Dans tout ce qui suit, H désigne un feuilletage homogène de degré d ≥ 3 sur P2
C défini, en carte affine (x,y),

par la 1-forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]d , pgcd(A,B) = 1.

La démonstration de ce théorème utilise les deux lemmes suivants.

Lemme 3.2. — Le discriminant de LegH se décompose en

∆(LegH ) = GH (Itr
H )∪ Σ̌rad

H ∪ Ǒ,

où Σ̌rad
H désigne l’ensemble des droites duales des points de Σrad

H = {s ∈ SingH : ν(H ,s) = 1, τ(H ,s)≥ 2}.

Démonstration. — La formule (1.4) nous donne ∆(LegH )=GH (Itr
H )∪Σ̌H , où Σ̌H est l’ensemble des droites

duales des points de ΣH = {s ∈ SingH : τ(H ,s) ≥ 2}. D’après la première assertion de la Proposition 2.2,
l’origine O est le seul point singulier de H de multiplicité algébrique supérieure où égale à 2 ; par conséquent
ΣH = Σrad

H ∪{O}.

Lemme 3.3. — Si la courbure de LegH est holomorphe sur P̌2
C\Ǒ, alors LegH est plat.

Démonstration. — Soit (a,b) la carte affine de P̌2
C associée à la droite {ax− by+ 1 = 0} ⊂ P2

C ; le d-tissu
LegH est donné par la d-forme symétrique ω̌ = bA(db,da)+aB(db,da). L’homogénéité de A et B implique
alors que toute homothétie hλ : (a,b) 7−→ λ(a,b) laisse invariant LegH ; par suite

h∗λ(K(LegH )) = K(LegH ).

En combinant l’hypothèse de l’holomorphie de la courbure en dehors de Ǒ avec le fait que Ǒ est la droite à
l’infini dans la carte (a,b), on constate que K(LegH ) = P(a,b)da∧db pour un certain P ∈C[a,b]. On déduit
de ce qui précède que λ2P(λa,λb) = P(a,b), d’où l’énoncé.
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Démonstration du Théorème 3.1. — L’implication directe est triviale. Montrons la réciproque ; supposons
que K(LegH ) soit holomorphe sur GH (Itr

H ). D’après les Lemmes 3.2 et 3.3, il suffit de prouver que K(LegH )

est holomorphe le long de Ξ := Σ̌rad
H \GH (Itr

H ). Supposons donc Ξ non vide ; soit s une singularité radiale de H
d’ordre n−1 telle que la droite š duale de s ne soit pas contenue dans GH (Itr

H ). D’après [7, Proposition 3.3],
au voisinage de tout point générique m de š, le tissu LegH peut se décomposer comme le produit Wn�Wd−n,
où Wn est un n-tissu irréductible laissant š invariante et Wd−n est un (d−n)-tissu transverse à š. De plus, la
condition š 6⊂GH (Itr

H ) nous assure que le tissu Wd−n est régulier au voisinage de m. Par conséquent K(LegH )
est holomorphe au voisinage de m, en vertu de [7, Proposition 2.6].

Corollaire 3.4. — Soit H un feuilletage homogène convexe de degré d sur le plan projectif. Alors le d-tissu
LegH est plat.

Le théorème suivant est un critère effectif d’holomorphie de la courbure (du tissu dual d’un feuilletage homo-
gène) le long de l’image par l’application de GAUSS d’une droite d’inflexion transverse simple, i.e. d’ordre
d’inflexion minimal.

Théorème 3.5. — Soit H un feuilletage homogène de degré d ≥ 3 sur P2
C défini par la 1-forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]d , pgcd(A,B) = 1.

Supposons que H possède une droite d’inflexion T = (ax+by = 0) transverse et simple. Supposons en outre
que [−a : b] ∈ P1

C soit le seul point critique de G dans sa fibre G−1(G([−a : b])). Posons T ′ = GH (T ) et
considérons la courbe Γ(a,b) de P2

C définie par

Q(x,y;a,b) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣

∂P
∂x

A(b,−a)

∂P
∂y

B(b,−a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, où P(x,y;a,b) :=

1
(ax+by)2

∣∣∣∣
A(x,y) A(b,−a)
B(x,y) B(b,−a)

∣∣∣∣ .

Alors la courbure de LegH est holomorphe sur T ′ si et seulement si T = {ax+ by = 0} ⊂ Γ(a,b), i.e. si et
seulement si Q(b,−a;a,b) = 0.

Remarque 3.6. — L’hypothèse que T = (ax+by = 0) est une droite d’inflexion pour H implique que P ∈
C[x,y]d−2 et donc Q ∈ C[x,y]d−3. En particulier lorsque d = 3 on a

Q(b,−a;a,b) =
CH (B(b,−a),−A(b,−a))

(CH (b,−a))2 ;

en effet si on pose ã = A(b,−a), b̃ = B(b,−a) et P(x,y;a,b) = f (a,b)x+g(a,b)y on obtient

Q(b,−a;a,b) = f (a,b)b̃−g(a,b)ã = P(b̃,−ã;a,b) =
b̃A(b̃,−ã)− ãB(b̃,−ã)

(ab̃−bã)2
=

CH
(
b̃,−ã

)

(CH (b,−a))2 .

Démonstration. — À isomorphisme linéaire près on peut se ramener à T = (y = rx) ; si (p,q) est la carte

affine de P̌2
C associée à la droite {y = px−q} ⊂ P2

C, alors T ′ = (p = G(r)) avec G(z) = −A(1,z)
B(1,z)

. Comme

l’indice de ramification de G en z = r est égal à 2 et comme z = r est l’unique point critique dans sa fibre
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G−1(G(r)), cette fibre est formée de d−1 points distincts, soit G−1(G(r)) = {r,z1,z2, . . . ,zd−2}. De plus, au
voisinage de tout point générique de T ′, le tissu dual de H se décompose en LegH = W2�Wd−2 avec

W2

∣∣∣
T ′
= (dq− x0(q)dp)2 et Wd−2

∣∣∣
T ′
=

d−2

∏
i=1

(dq− xi(q)dp) ,

où x0(q) =
q

G(r)− r
et xi(q) =

q
G(r)− zi

, i = 1,2, . . . ,d−2. D’après [7, Théorème 1], K(LegH ) est holo-

morphe le long de T ′ si et seulement si T ′ est invariante par le barycentre de Wd−2 par rapport à W2. Or la
restriction de βW2

(Wd−2) à T ′ est donnée par dq−β(q)dp = 0 avec

β = x0 +
1

1
d−2

d−2
∑

i=1

1
xi− x0

.

Ainsi la courbure de LegH est holomorphe sur T ′ si et seulement si β=∞, i.e. si et seulement si ∑d−2
i=1

1
xi− x0

=

0, car x0 6= ∞ (z = r est non fixe par G). Cette dernière condition se réécrit

(3.1) 0 =
d−2

∑
i=1

G(r)− zi

r− zi
= d−2+

(
G(r)− r

) d−2

∑
i=1

1
r− zi

.

D’autre part les zi sont exactement les racines du polynôme

F(z) :=
P(1,z;−r,1)

B(1,r)
=

A(1,z)+G(r)B(1,z)

(z− r)2

et donc

d−2

∑
i=1

1
r− zi

=
d−2

∑
i=1


 1

F(r)

d−2

∏
j=1
j 6=i

(r− z j)


 =

1
F(r)

d−2

∑
i=1

d−2

∏
j=1
j 6=i

(r− z j) =
F ′(r)
F(r)

.

Ainsi l’équation (3.1) est équivalente à (G(r)− r)F ′(r)+(d−2)F(r) = 0, i.e. à

(3.2) (d−2)P(1,r;−r,1)+
(

G(r)− r
) ∂P

∂y

∣∣∣
(x,y)=(1,r)

= 0 ;

comme P ∈ C[x,y]d−2 on peut réécrire (3.2) sous la forme
(
(d−2)P(x,y;−r,1)− y

∂P
∂y

+ xG(r)
∂P
∂y

)∣∣∣
y=rx

= 0 ;

celle-ci peut à son tour s’écrire
(

∂P
∂x

+G(r)
∂P
∂y

)∣∣∣
y=rx

= 0,

en vertu de l’identité d’EULER. Il en résulte que K(LegH ) est holomorphe le long de T ′ si et seulement si
(

B(1,r)
∂P
∂x
−A(1,r)

∂P
∂y

)∣∣∣
y=rx

= 0.



TISSUS PLATS ET FEUILLETAGES HOMOGÈNES SUR LE PLAN PROJECTIF 11

Remarque 3.7. — En degré 3 l’équation (3.1) s’écrit
G(r)− z1

r− z1
= 0 ; ainsi la courbure du 3-tissu LegH est

holomorphe sur T ′ = (p = G(r)) si et seulement si G(r) = z1, i.e. si et seulement si G(G(r)) = G(r).

Le théorème suivant est un critère effectif d’holomorphie de la courbure (du tissu dual d’un feuilletage ho-
mogène) le long de l’image par l’application de GAUSS d’une droite d’inflexion transverse d’ordre maximal.

Théorème 3.8. — Soit H un feuilletage homogène de degré d ≥ 3 sur P2
C défini par la 1-forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]d , pgcd(A,B) = 1.

Supposons que H possède une droite d’inflexion transverse T d’ordre maximal d−1 et posons T ′ = GH (T ).
Alors la courbure de LegH est holomorphe le long de T ′ si et seulement si la 2-forme dω s’annule sur la
droite T.

La démonstration de ce théorème utilise le lemme technique suivant, qui nous sera aussi utile ultérieurement.

Lemme 3.9. — Soit f : P1
C→ P1

C une application rationnelle de degré d; f (z) =
a(z)
b(z)

avec a et b des poly-

nômes sans facteur commun et max(dega,degb) = d. Soit z0 ∈ C tel que f (z0) 6= ∞. Alors, z0 est un point
critique de f de multiplicité m−1 si et seulement s’il existe un polynôme c ∈C[z] de degré ≤ d−m vérifiant
c(z0) 6= 0 et tel que a(z) = f (z0)b(z)+ c(z)(z− z0)

m.

Démonstration. — D’après la formule de TAYLOR, l’assertion z= z0 est un point critique de f de multiplicité
m−1 se traduit par f (z) = f (z0)+h(z)(z− z0)

m, avec h(z0) 6= 0. Par suite

a(z)− f (z0)b(z) = c(z)(z− z0)
m

avec c(z) := h(z)b(z), c(z0) 6= 0 ; comme le membre de gauche est un polynôme en z de degré ≤ d celui de
droite aussi. On constate alors que la fonction c(z) est polynomiale en z de degré≤ d−m, d’où l’énoncé.

Démonstration du Théorème 3.8. — On peut se ramener à T = (y = rx) ; si (p,q) est la carte affine de P̌2
C

associée à la droite {y = px− q} ⊂ P2
C, alors T ′ = (p = G(r)) avec G(z) = −A(1,z)

B(1,z)
. De plus, le d-tissu

LegH est décrit par ∏d
i=1 ω̌i, où ω̌i =

dq
q
−λi(p)dp, λi(p) =

1
p− pi(p)

et {pi(p)}= G−1(p).

En appliquant les formules (1.1) et (1.2) à LegH = W (ω̌1, ω̌2, . . . , ω̌d) on constate que η(LegH ) s’écrit sous
la forme

η(LegH ) = α(p)dp+
dq
q ∑

1≤i< j<k≤d
βi jk(p),

avec

βi jk(p) =
−λ′i

(λi−λ j)(λi−λk)
+

−λ′j
(λ j−λi)(λ j−λk)

+
−λ′k

(λk−λi)(λk−λ j)
.

Comme le point z = r est critique non fixe pour G de multiplicité d−1, il existe un isomorphisme analytique
ϕ : (C,0)→ (C,0) tel qu’au voisinage de T ′ on ait

λi(p) =
1

G(r)− r
+ϕ

(
ζi
(

p−G(r)
) 1

d
)
, avec ζ = e2iπ/d .
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Notons que

λ′i(p) =
1
d

(
p−G(r)

) 1−d
d
[

ζiϕ′(0)+ζ2iϕ′′(0)
(

p−G(r)
) 1

d
+o
(
(p−G(r))

1
d

)]
,

et

λi(p)−λ j(p) =
(

p−G(r)
) 1

d ϕ′(0)(ζi−ζ j)+o
(
(p−G(r))

1
d

)
.

Il s’en suit que

βi jk(p) =
(

p−G(r)
)−1− 1

d β̃i jk

(
(p−G(r))

1
d

)
, avec β̃i jk(z) ∈ C{z}.

En fait, si 〈i′, j′,k′〉 désigne trois permutations circulaires de i, j et k, on a

β̃i jk(0) =−
1

dϕ′(0) ∑
〈i′, j′,k′〉

ζi′

(ζi′−ζ j′)(ζi′−ζk′)
︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

et

β̃′i jk(0) =
ϕ′′(0)

2dϕ′(0)2 ∑
〈i′, j′,k′〉

ζi′(ζ j′+ζk′)

(ζi′−ζ j′)(ζi′−ζk′)
︸ ︷︷ ︸

−1

=− ϕ′′(0)
2dϕ′(0)2 .

En posant β(z) := ∑1≤i< j<k≤d βi jk(z) et β̃(z) := ∑1≤i< j<k≤d β̃i jk(z), on obtient que

β(p) =
(

p−G(r)
)−1− 1

d β̃
(
(p−G(r))

1
d

)
.

Comme K(LegH ) = dη(LegH ) =
β′(p)

q
dp∧dq et comme β(p) ∈ C{p−G(r)}

[ 1
p−G(r)

]
, on déduit que

K(LegH ) est holomorphe le long de T ′ = (p = G(r)) si et seulement si β̃(z) ∈ zC{zd} satisfait la condition

0 = β̃′(0) = ∑
1≤i< j<k≤d

β̃′i jk(0) =−
(

d
3

)
ϕ′′(0)

2dϕ′(0)2 ,

i.e. si et seulement si ϕ′′(0) = 0.
D’après le Lemme 3.9, le fait que z = r est un point critique (non fixe) de G de multiplicité d− 1 se traduit
par −A(1,z) = G(r)B(1,z)+ c(z− r)d , pour un certain c ∈ C∗. Par suite

A(x,y) =−G(r)B(x,y)− c(y− rx)d et B(x,y) = b0xd +
d

∑
i=1

bi(y− rx)ixd−i.

Puisque b0 = B(1,r) 6= 0, on peut supposer sans perte de généralité que b0 = 1. Ainsi

dω
∣∣∣
y=rx

=
(

d +b1(G(r)− r)
)

xd−1dx∧dy.
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D’autre part, G(z) = G(r)+
c(z− r)d

1+b1(z− r)+ · · · et, pour tout p ∈ P1
C suffisamment voisin de G(r), l’équation

G(z) = p est équivalente à

(
p−G(r)

) 1
d
=

c
1
d (z− r)

d
√

1+b1(z− r)+ · · ·
= c

1
d (z− r)

[
1− 1

d
b1(z− r)+ · · ·

]
.

Par suite les pi(p) ∈ G−1(p) s’écrivent

pi(p) = r+
1

c
1
d

ζi
(

p−G(r)
) 1

d
+

b1

dc
2
d

ζ2i
(

p−G(r)
) 2

d
+ · · ·

et donc

p− pi(p) =
(

G(r)− r
)
− 1

c
1
d

ζi
(

p−G(r)
) 1

d − b1

dc
2
d

ζ2i
(

p−G(r)
) 2

d
+ · · ·+

(
p−G(r)

)
+ · · · .

Par conséquent

λi(p) =
1

p− pi(p)
=

1
G(r)− r

+ϕ′(0)ζi
(

p−G(r)
) 1

d
+

ϕ′′(0)
2

ζ2i
(

p−G(r)
) 2

d
+ · · · ,

avec

ϕ′(0) =
1

c
1
d (G(r)− r)2

6= 0 et ϕ′′(0) =
2

dc
2
d (G(r)− r)3

[
d +b1(G(r)− r)

]
,

ce qui termine la démonstration.

Comme conséquence immédiate des Théorèmes 3.1, 3.5, 3.8 et de la Remarque 3.6 nous obtenons la carac-
térisation suivante de la platitude de la transformée de LEGENDRE d’un feuilletage homogène de degré 3 sur
le plan projectif.

Corollaire 3.10. — Soit H un feuilletage homogène de degré 3 sur P2
C défini par la 1-forme

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]3, pgcd(A,B) = 1.

Alors, le 3-tissu LegH est plat si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(1) pour toute droite d’inflexion de H transverse et simple T1 = (ax + by = 0), la droite d’équation

A(b,−a)x+B(b,−a)y = 0 est invariante par H ;
(2) pour toute droite d’inflexion de H transverse et double T2, la 2-forme dω s’annule sur T2.

En particulier, si le feuilletage H est convexe alors LegH est plat.

4. Platitude et feuilletages homogènes de type appartenant à Z [R1,R2, . . . ,Rd−1,T1,Td−1]

Nous nous proposons dans ce paragraphe de décrire certaines feuilletages homogènes de degré d ≥ 3 sur P2
C,

de type appartenant à Z [R1,R2, . . . ,Rd−1,T1,Td−1] et dont le d-tissu dual est plat. Nous considérons ici un
feuilletage homogène H de degré d ≥ 3 sur P2

C défini, en carte affine (x,y), par

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy, A,B ∈ C[x,y]d , pgcd(A,B) = 1.

L’application rationnelle G : P1
C → P1

C, G(z) = −A(1,z)
B(1,z)

, nous sera très utile pour établir les énoncés qui

suivent.
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Proposition 4.1. — Si degTH = 2, alors le d-tissu LegH est plat si et seulement si H est linéairement
conjugué à l’un des deux feuilletages H d

1 et H d
2 décrits respectivement par les 1-formes

1. ωd
1 = yddx− xddy ;

2. ωd
2 = xddx− yddy.

Démonstration. — L’égalité degTH = 2 est réalisée si et seulement si nous sommes dans l’une des situations
suivantes

(i) TH = 2 ·Rd−1 ;
(ii) TH = 2 ·Td−1 ;
(iii) TH = 1 ·Rd−1 +1 ·Td−1.

Commençons par étudier l’éventualité (i). Nous pouvons supposer à conjugaison près que les deux singulari-
tés radiales de H sont [0 : 1 : 0] et [1 : 0 : 0], ce qui revient à supposer que les points ∞ = [1 : 0], [0 : 1] ∈ P1

C
sont critiques fixes de G , de même ordre de multiplicité d− 1. Cela se traduit par le fait que A(x,y) = ayd

et B(x,y) = bxd , avec ab 6= 0, en vertu du Lemme 3.9. Par suite ω = ayddx− (−b)xddy et nous pouvons
évidemment normaliser les coefficients a et −b à 1. Ainsi H est conjugué au feuilletage H d

1 décrit par
ωd

1 = yddx− xddy ; le d-tissu LegH d
1 est plat car H d

1 est convexe.
Intéressons-nous à la possibilité (ii). À isomorphisme linéaire près nous pouvons nous ramener à la situation
suivante :
• les points [0 : 1], [1 : 1] ∈ P1

C sont critiques non fixes de G , de même ordre de multiplicité d−1 ;
• G(0) et G(1) 6= ∞.

Toujours d’après le Lemme 3.9, il existe des constantes α,β ∈ C∗ telles que

−A(1,z) = G(0)B(1,z)+αzd = G(1)B(1,z)+β(z−1)d

avec G(0) 6= 0, G(1) 6= 1 et G(0) 6= G(1). L’homogénéité de A et B entraîne alors que

ω =
(

G(0)s(y− x)d−g(1)ryd
)

dx+
(

ryd− s(y− x)d
)

dy

avec r =
α

G(1)−G(0)
6= 0 et s =

β
G(1)−G(0)

6= 0. D’après les Théorèmes 3.1 et 3.8, le d-tissu LegH est

plat si et seulement si dω s’annule sur les deux droites y(y− x) = 0. Un calcul immédiat montre que

dω
∣∣∣
y=0

=−sd(G(0)−1)xd−1dx∧dy et dω
∣∣∣
y=x

= rdG(1)xd−1dx∧dy.

Ainsi LegH est plat si et seulement si G(0) = 1 et G(1) = 0, auquel cas

ω = s(y− x)ddx+
(

ryd− s(y− x)d
)

dy ;

quitte à remplacer ω par ϕ∗ω, où ϕ(x,y) =
(

s
−1

d+1 x− r
−1

d+1 y,−r
−1

d+1 y
)
, on se ramène à

ω = ωd
2 = xddx− yddy.

Considérons pour finir l’éventualité (iii). Nous pouvons supposer que la singularité radiale de H est le point
[0 : 1 : 0] et que la droite d’inflexion transverse de H est la droite (y= 0) ; G(0) 6=G(∞)=∞ car G−1(G(0))=
{0}. Un raisonnement analogue à celui du cas précédent conduit à

ω =−
(

G(0)βxd +αyd
)

dx+βxddy, avec αβG(0) 6= 0.
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La courbure du tissu associé à cette 1-forme ne peut pas être holomorphe sur GH ({y = 0}) car

dω
∣∣∣
y=0

= dβxd−1dx∧dy 6≡ 0 ;

il en résulte que LegH ne peut pas être plat lorsque TH = 1 ·Rd−1 +1 ·Td−1.

Proposition 4.2. — Soit ν un entier compris entre 1 et d−2. Si le feuilletage H est de type

TH = 1 ·Rν +1 ·Rd−ν−1 +1 ·Rd−1, resp. TH = 1 ·Rν +1 ·Rd−ν−1 +1 ·Td−1,

alors le d-tissu LegH est plat si et seulement si H est linéairement conjugué au feuilletage H d,ν
3 , resp. H d,ν

4
donné par

ωd,ν
3 =

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx−

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy,

resp. ωd,ν
4 = (d−ν−1)

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx+ν

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy.

Démonstration. — Dans les deux cas, nous pouvons supposer à conjugaison linéaire près que les points
[0 : 1], [1 : 0], [−1 : 1] ∈ P1

C sont critiques de G , de multiplicité ν, d−ν−1, d−1 respectivement. Les points
[0 : 1] et [1 : 0] sont évidemment fixes par G ; le feuilletage H est de type TH = 1 ·Rν +1 ·Rd−ν−1 +1 ·Rd−1

(resp. TH = 1 ·Rν +1 ·Rd−ν−1 +1 ·Td−1) si et seulement si le point [−1 : 1] est fixe (resp. non fixe) par G .

Puisque G−1(G(−1)) = {−1} nous avons G(−1) 6= G(∞) = ∞. Donc, d’après le Lemme 3.9, il existe une
constante α ∈ C∗ et un polynôme homogène Bν ∈ C[x,y]ν tels que

−A(x,y) = G(−1)B(x,y)+α(y+ x)d , B(x,y) = xd−νBν(x,y) et yν+1 divise A(x,y).

Il en résulte que

−A(x,y) = G(−1)xd−νBν(x,y)+α
d

∑
i=0

(
d
i

)
xd−νyi

= G(−1)xd−νBν(x,y)+α
ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−νyi +α

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−νyi ;

par suite A(x,y) est divisible par yν+1 si et seulement si

−A(x,y) = α
d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−νyi et G(−1)xd−νBν(x,y)+α

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−νyi = 0.

Quitte à remplacer ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy par − 1
α

ω on se ramène à

ω =
d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−νyidx+

1
G(−1)

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−νyidy, G(−1) 6= G(0) = 0.

• Si G(−1) =−1 nous obtenons le feuilletage H d,ν
3 décrit par

ωd,ν
3 =

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx−

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy ;

la transformée de LEGENDRE LegH d,ν
3 est plate car H d,ν

3 est convexe.
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• Si G(−1) 6=−1 alors, d’après les Théorèmes 3.1 et 3.8, le d-tissu LegH est plat si et seulement si

0≡ dω
∣∣∣
y=−x

=

(
d

ν+1

)
(−1)ν+1(ν+1)
(d−1)G(−1)

[
G(−1)ν−d +ν+1

]
xd−1dx∧dy,

i.e. si et seulement si G(−1) =
d−ν−1

ν
, auquel cas

(d−ν−1)ω = ωd,ν
4 = (d−ν−1)

d

∑
i=ν+1

(
d
i

)
xd−iyidx+ν

ν

∑
i=0

(
d
i

)
xd−iyidy.

Proposition 4.3. — Si le feuilletage H est de type

TH = 1 ·Rd−2 +1 ·T1 +1 ·Rd−1, resp. TH = 1 ·Rd−2 +1 ·T1 +1 ·Td−1,

alors le d-tissu LegH est plat si et seulement si H est linéairement conjugué au feuilletage H d
5 , resp. H d

6
décrit par

ωd
5 = 2yddx+ xd−1(yd− (d−1)x)dy,

resp. ωd
6 =

(
(d−1)2xd−d(d−1)xd−1y+(d +1)yd

)
dx+ xd−1 (yd− (d−1)x)dy.

Démonstration. — Nous allons traiter ces deux types simultanément. À isomorphisme linéaire près, nous
pouvons nous ramener à la situation suivante : les points [1 : 0], [1 : 1], [0 : 1] ∈ P1

C sont critiques de G , de
multiplicité d − 2, 1, d − 1 respectivement. Le point [1 : 0] (resp. [1 : 1]) est fixe (resp. non fixe) par G ;
le feuilletage H est de type TH = 1 ·Rd−2 + 1 ·T1 + 1 ·Rd−1 (resp. TH = 1 ·Rd−2 + 1 ·T1 + 1 ·Td−1) si et
seulement si le point [0 : 1] est fixe (resp. non fixe) par G . Puisque G−1(G(0)) = {0} nous avons G(0) 6=G(1)
et G(0) 6= G(∞) = ∞ ; de plus G(1) 6= G(∞) = ∞ car G−1(G(∞)) = {∞,z0} pour un certain point z0 6= ∞,

non critique de G . Par suite, d’après le Lemme 3.9, il existe une constante α ∈ C∗ telle que

−A(x,y) = G(0)B(x,y)+αyd et B(x,y) = α
s xd−1 (yd− (d−1)x) ,

avec s = G(1)−G(0) 6= 0. Quitte à multiplier ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy par s
α on se ramène à

ω =−
(

G(0)xd−1 (yd− (d−1)x)+ syd
)

dx+ xd−1 (yd− (d−1)x)dy.

D’après ce qui précède le point [1 : 1] est le seul point critique de G dans sa fibre G−1(G(1)). Donc, d’après
le Théorème 3.5, la courbure de LegH est holomorphe sur GH ({y = x}) si et seulement si

0 = Q(1,1;−1,1) =−1
6

sd(d−1)(d−2)(G(0)+ s+2),

i.e. si et seulement si s =−G(0)−2.
• Si G(0) = 0 alors la condition s =−G(0)−2 =−2 est suffisante pour que LegH soit plat, en vertu du

Théorème 3.1, auquel cas

ω = ωd
5 = 2yddx+ xd−1(yd− (d−1)x)dy.
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• Si G(0) 6= 0 alors, d’après les Théorèmes 3.1 et 3.8, LegH est plat si et seulement si

s =−G(0)−2 et 0≡ dω
∣∣∣
y=0

= d(G(0)−d +1)xd−1dx∧dy,

i.e. si et seulement si G(0) = d−1 et s =−d−1, auquel cas

ω = ωd
6 =

(
(d−1)2xd−d(d−1)xd−1y+(d +1)yd

)
dx+ xd−1 (yd− (d−1)x)dy.

5. Classification des feuilletages homogènes de degré trois à transformée de LEGENDRE plate

Dans ce paragraphe nous allons classifier, à automorphisme de P2
C près, les feuilletages homogènes de degré 3

sur le plan projectif dont le 3-tissu dual est plat. Plus précisément nous allons démontrer le théorème suivant.

Théorème 5.1. — Soit H un feuilletage homogène de degré 3 sur le plan projectif P2
C. Alors le 3-tissu dual

LegH de H est plat si et seulement si H est linéairement conjugué à l’un des onze feuilletages H1, . . . ,H11
décrits respectivement en carte affine par les 1-formes

1. ω1 = y3dx− x3dy ;
2. ω2 = x3dx− y3dy ;
3. ω3 = y2(3x+ y)dx− x2(x+3y)dy ;
4. ω4 = y2(3x+ y)dx+ x2(x+3y)dy ;
5. ω5 = 2y3dx+ x2(3y−2x)dy ;
6. ω6 = (4x3−6x2y+4y3)dx+ x2(3y−2x)dy ;
7. ω7 = y3dx+ x(3y2− x2)dy ;
8. ω8 = x(x2−3y2)dx−4y3dy ;

9. ω9 = y2
(
(−3+ i

√
3)x+2y

)
dx+ x2

(
(1+ i

√
3)x−2i

√
3y
)

dy ;

10. ω10 = (3x+
√

3y)y2dx+(3y−
√

3x)x2dy ;

11. ω11 = (3x3 +3
√

3x2y+3xy2 +
√

3y3)dx+(
√

3x3 +3x2y+3
√

3xy2 +3y3)dy.

Considérons un feuilletage homogène H de degré 3 sur P2
C défini, en carte affine (x,y), par

ω = A(x,y)dx+B(x,y)dy,

où A et B désignent des polynômes homogènes de degré 3 sans composante commune ; la classification
menant au Théorème 5.1 est établie au cas par cas suivant que degTH = 2,3 ou 4, i.e. suivant la nature du
support du diviseur DH qui peut être deux droites, trois droites ou quatre droites. Pour ce faire commençons
par établir les deux lemmes suivants.

Lemme 5.2. — Si TH = 2 ·T1+1 ·R2, resp. TH = 2 ·T1+1 ·T2, alors, à conjugaison linéaire près, la 1-forme
ω décrivant H est du type

ω = y3dx+
(
βx3−3βxy2 +αy3)dy, β

(
(2β−1)2−α2) 6= 0,

resp. ω =
(
x3−3xy2 +αy3)dx+

(
δx3−3δxy2 +βy3)dy, (β−αδ)

(
(β−2)2− (α−2δ)2) 6= 0.
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Démonstration. — À isomorphisme près nous pouvons nous ramener à DH = cy2(y− x)(y + x) pour un
certain c ∈ C∗. Le produit CH (1,1)CH (1,−1) est évidemment non nul ; H est de type TH = 2 ·T1 + 1 ·R2
(resp. TH = 2 ·T1 +1 ·T2) si et seulement si CH (1,0) = 0 (resp. CH (1,0) 6= 0). Écrivons les coefficients A et
B de ω sous la forme

A(x,y) = a0x3 +a1x2y+a2xy2 +a3y3 et B(x,y) = b0x3 +b1x2y+b2xy2 +b3y3 ;

nous avons donc

CH = a0x4 +(a1 +b0)x3y+(a2 +b1)x2y2 +(a3 +b2)xy3 +b3y4

et

DH = (a0b1−a1b0)x4 +2(a0b2−a2b0)x3y+(3a0b3 +a1b2−a2b1−3a3b0)x2y2

+2(a1b3−a3b1)xy3 +(a2b3−a3b2)y4.

Ainsi CH (1,0) = a0 et

(5.1) DH = cy2(y− x)(y+ x) ⇔





a0b1 = a1b0
a0b2 = a2b0
a1b3 = a3b1
a2b3−a3b2 = c
3a0b3 +a1b2−a2b1−3a3b0 =−c

• Si a0 6= 0 alors le système (5.1) est équivalent à

a1 = 0, a2 =−3a0, b1 = 0, b2 =−3b0, c =−3(a0b3−a3b0).

Posons a3 = a0α, b0 = a0δ, b3 = a0β ; alors, quitte à diviser ω par a0, cette forme s’écrit

ω =
(
x3−3xy2 +αy3)dx+

(
δx3−3δxy2 +βy3)dy ;

un calcul direct montre que la condition cCH (1,1)CH (1,−1) 6= 0 est vérifiée si et seulement si (β−
αδ)

(
(β−2)2− (α−2δ)2

)
6= 0.

• Si a0 = 0 alors le système (5.1) conduit à

a1 = a2 = b1 = 0, b2 =−3b0, c = 3a3b0 6= 0.

Écrivons b0 = a3β et b3 = a3α ; alors, quitte à remplacer ω par
1
a3

ω, on se ramène à

ω = y3dx+
(
βx3−3βxy2 +αy3)dy,

et la non nullité du produit cCH (1,1)CH (1,−1) est équivalente à β
(
(2β−1)2−α2

)
6= 0.

Lemme 5.3. — Si le diviseur DH est réduit, i.e. si degTH = 4, alors ω est, à conjugaison linéaire près, de
l’une des formes suivantes

1. y2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)dy,
où r(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) 6= 0 ;

2. sy2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)dy,
où rs(s−1)(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)

(
s(2r+3)2− r2

)
6= 0 ;

3. ty2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)d(sy− x),
où rst(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(s− t−1)(tu3− r2su− r2v) 6= 0, u = 2r+3 et v = r(r+2) ;
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4. uy2 ((2r+3)x− (r+2)y)d(y− sx)− x2(x+ ry)d(ty− x),
où ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st−1)(su+ t−u−1)(uv4 + suwv3 + r2twv+ r2w2) 6= 0,
v = 2r+3 et

w = r(r+2).
Ces quatre modèles sont respectivement de types 3 ·R1 +1 ·T1, 2 ·R1 +2 ·T1, 1 ·R1 +3 ·T1, 4 ·T1.

Démonstration. — D’après la Remarque 2.5 le feuilletage H ne peut être de type 4 ·R1; nous sommes donc
dans l’une des situations suivantes

(i) TH = 3 ·R1 +1 ·T1 ;
(ii) TH = 2 ·R1 +2 ·T1;
(iii) TH = 1 ·R1 +3 ·T1;
(iv) TH = 4 ·T1.

À conjugaison linéaire près nous pouvons nous ramener à DH = cxy(y− x)(y−αx) pour certains c,α ∈
C∗,α 6= 1. Dans la dernière éventualité nous avons

CH (0,1)CH (1,0)CH (1,1)CH (1,α) 6= 0

et dans les cas (i), resp. (ii), resp. (iii) nous pouvons supposer que




CH (0,1) = 0
CH (1,0) = 0
CH (1,1) = 0
CH (1,α) 6= 0

resp.





CH (0,1) = 0
CH (1,0) = 0
CH (1,1) 6= 0
CH (1,α) 6= 0

resp.





CH (0,1) = 0
CH (1,0) 6= 0
CH (1,1) 6= 0
CH (1,α) 6= 0

Comme dans le lemme précédent, en écrivant

A(x,y) = a0x3 +a1x2y+a2xy2 +a3y3 et B(x,y) = b0x3 +b1x2y+b2xy2 +b3y3

nous obtenons que

(5.2) DH = cxy(y− x)(y−αx) ⇔





a0b1 = a1b0
a2b3 = a3b2
2(a1b3−a3b1) = c
2(a0b2−a2b0) = cα
3a0b3 +a1b2−a2b1−3a3b0 =−c(α+1)

Envisageons l’éventualité (iv). Comme c 6= 0, a0 = CH (1,0) 6= 0 et b3 = CH (0,1) 6= 0, le système (5.2) est
équivalent à





b1 =
a1b0

a0

a2 =
a3b2

b3

c =
2a1(a0b3−a3b0)

a0
a0b2−αa1b3 = 0
(3a0 +2αa1 +2a1)b3 +a1b2 = 0

⇔





b1 =
a1b0

a0

a2 =
a3a1α

a0

c =
2a1(a0b3−a3b0)

a0

b2 =
a1b3α

a0
a1(a1 +2a0)α+a0(2a1 +3a0) = 0
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Donc a1 6= 0 et puisque α 6= 0, le produit (a1 +2a0)(2a1 +3a0) est non nul. Il s’en suit que

a2 =−
a3(2a1 +3a0)

a1 +2a0
, b1 =

a1b0

a0
, b2 =−

b3(2a1 +3a0)

a1 +2a0
,

α =−a0(2a1 +3a0)

a1(a1 +2a0)
, c =

2a1(a0b3−a3b0)

a0
.

Posons r =
a1

a0
, s =−a3

b3
, t =−b0

a0
, u =− b3

a1 +2a0
; alors

b0 =−ta0, b1 =−rta0, b2 = (2r+3)ua0, b3 =−u(r+2)a0,

a1 = ra0, a2 =−su(2r+3)a0, a3 = su(r+2)a0,

α =− 2r+3
r(r+2)

, c = 2r(r+2)u(st−1)a2
0.

Quitte à remplacer ω par
1
a0

ω, le coefficient a0 vaut 1 et ω s’écrit

ω =
(
x3 + rx2y− su(2r+3)xy2 + su(r+2)y3)dx+

(
−tx3− rtx2y+u(2r+3)xy2−u(r+2)y3)dy

= uy2 ((2r+3)x− (r+2)y)d(y− sx)− x2(x+ ry)d(ty− x) ;

un calcul direct montre que la condition cα(α−1)CH (0,1)CH (1,0)CH (1,1)CH (1,α) 6= 0 est équivalente à

ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st−1)(su+ t−u−1)(uv4 + suwv3 + r2twv+ r2w2) 6= 0

avec v = 2r+3 et w = r(r+2).
Maintenant nous étudions la possibilité (iii). Dans ce cas nous avons b3 = CH (0,1) = 0 et a0 = CH (1,0) 6= 0 ;
le système (5.2) conduit à

a2 =−
a3(2a1 +3a0)

a1 +2a0
, b1 =

a1b0

a0
, b2 = 0, α =−a0(2a1 +3a0)

a1(a1 +2a0)
, c =−2a1a3b0

a0
.

En posant r =
a1

a0
, s =−b0

a0
et t =− a3

a1 +2a0
, nous obtenons que

b0 =−sa0, b1 =−rsa0, b2 = b3 = 0, c =−2rst(r+2)a2
0,

a1 = ra0, a2 = t(2r+3)a0, a3 =−t(r+2)a0, α =− 2r+3
r(r+2)

.

Quitte à diviser ω par a0 on se ramène à

ω =
(
x3 + rx2y+ t(2r+3)xy2− t(r+2)y3)dx− sx2(x+ ry)dy

= ty2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)d(sy− x),

et la non nullité du produit cα(α−1)CH (1,0)CH (1,1)CH (1,α) se traduit par

rst(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(s− t−1)(tu3− r2su− r2v) 6= 0, avec u = 2r+3 et v = r(r+2).

Les deux premiers cas se traitent de façon analogue.

Démonstration du Théorème 5.1. — Premier cas : degTH = 2. Dans ce cas le 3-tissu LegH est plat si et
seulement si la 1-forme ω définissant H est linéairement conjuguée à l’une des deux 1-formes

ω1 = y3dx− x3dy et ω2 = x3dx− y3dy.

C’est une application directe de la Proposition 4.1 pour d = 3.
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Second cas : degTH = 3.
• Si TH = 2 ·R1 + 1 ·R2, resp. TH = 2 ·R1 + 1 ·T2, alors, d’après la Proposition 4.2, LegH est plat si et

seulement si ω est conjuguée à

ω3,1
3 =

3

∑
i=2

(
3
i

)
x3−iyidx−

1

∑
i=0

(
3
i

)
x3−iyidy = y2(3x+ y)dx− x2(x+3y)dy = ω3,

resp. ω3,1
4 =

3

∑
i=2

(
3
i

)
x3−iyidx+

1

∑
i=0

(
3
i

)
x3−iyidy = y2(3x+ y)dx+ x2(x+3y)dy = ω4.

• Si TH = 1 ·R1+1 ·T1+1 ·R2, resp. TH = 1 ·R1+1 ·T1+1 ·T2, alors, d’après la Proposition 4.3, LegH
est plat si et seulement si ω est conjuguée à

ω3
5 = 2y3dx+ x2(3y−2x)dy = ω5,

resp. ω3
6 = (4x3−6x2y+4y3)dx+ x2(3y−2x)dy = ω6.

• Si TH = 2 ·T1 +1 ·R2, alors, d’après le Lemme 5.2, la 1-forme ω est du type

ω = y3dx+
(
βx3−3βxy2 +αy3)dy, β

(
(2β−1)2−α2) 6= 0,

et dans ce cas nous avons Itr
H = (y− x)(y+ x). D’après le Corollaire 3.10, le 3-tissu LegH est plat si et

seulement si

0 = Q(1,1;−1,1) = (2β+2−α)β et 0 = Q(1,−1;1,1) =−(2β+2+α)β,

i.e. si et seulement si α = 0 et β =−1, auquel cas ω = ω7 = y3dx+ x(3y2− x2)dy.
• Dans ce deuxième cas, il ne nous reste plus qu’à traiter l’éventualité TH = 2 ·T1+1 ·T2. Toujours d’après

le Lemme 5.2, ω est, à conjugaison près, de la forme

ω =
(
x3−3xy2 +αy3)dx+

(
δx3−3δxy2 +βy3)dy, (β−αδ)

(
(β−2)2− (α−2δ)2) 6= 0 ;

comme Itr
H = y2(y− x)(y+ x) le 3-tissu LegH est plat si et seulement si





0≡ dω
∣∣∣
y=0

= 3δx2dx∧dy

0 = Q(1,1;−1,1) = (4+β−2α−2δ)(β−αδ)
0 = Q(1,−1;1,1) = (4+β+2α+2δ)(β−αδ),

en vertu du Corollaire 3.10. Il s’en suit que LegH est plat si et seulement si α = δ = 0 et β = −4,
auquel cas ω = ω8 = x(x2−3y2)dx−4y3dy.

Troisième cas : degTH = 4. Pour examiner la platitude dans ce dernier cas, nous allons appliquer le Corol-
laire 3.10 aux différents modèles du Lemme 5.3.
• Si TH = 3 ·R1 +1 ·T1, alors ω est du type

ω = y2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)dy

avec r(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3) 6= 0. Nous avons Itr
H = sx+ ty où s = 2r+3 et t = r(r+2) ; par suite

le 3-tissu LegH est plat si et seulement si

0 = Q(t,−s;s, t) = r(r+1)2(r+2)2(r+3)(2r+3)
[
r2 +3r+3

]
,

i.e. si et seulement si r =−3
2
± i

√
3

2
. Dans les deux cas la 1-forme ω est linéairement conjuguée à

ω9 = y2
(
(−3+ i

√
3)x+2y

)
dx+ x2

(
(1+ i

√
3)x−2i

√
3y
)

dy ;
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en effet si r =−3
2
− i

√
3

2
, resp. r =−3

2
+ i

√
3

2
, alors

ω9 =−(1+ i
√

3)ω, resp. ω9 =−2ϕ∗ω, où ϕ(x,y) = (y,x).

• Si TH = 2 ·R1 +2 ·T1, alors ω est de la forme

ω = sy2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)dy

avec rs(s−1)(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)
(
s(2r+3)2− r2

)
6= 0. Posons t = 2r+3 et u = r(r+2) ; nous

avons Itr
H = (y− x)(tx+uy). Donc LegH est plat si et seulement si

{
0 = Q(1,1;−1,1) =−s(r+1)2 [s(r+2)+1]
0 = Q(u,−t; t,u) = rs(r+1)2(r+2)2(2r+3)

[
s(2r+3)2 +(r+2)r2

]
,

i.e. si et seulement si r =±
√

3 et s =−2+ r, car rs(r+1)(r+2)(2r+3) 6= 0. Dans les deux cas ω est
linéairement conjuguée à

ω10 = (3x+
√

3y)y2dx+(3y−
√

3x)x2dy ;

en effet si (r,s) = (−
√

3,−2−
√

3), resp. (r,s) = (
√

3,−2+
√

3), alors

ω10 =
√

3ω, resp. ω10 =−
√

3ϕ∗ω, où ϕ(x,y) = (x,−y).

• Si TH = 1 ·R1 +3 ·T1, alors ω est du type

ω = ty2 ((2r+3)x− (r+2)y)dx− x2(x+ ry)d(sy− x)

avec rst(r + 1)(r + 2)(r + 3)(2r + 3)(s− t − 1)(tu3− r2su− r2v) 6= 0, u = 2r + 3 et v = r(r + 2).
Puisque Itr

H = y(y− x)(ux+ vy) la courbure de LegH est holomorphe le long de GH ({y(y− x) = 0}) si
et seulement si {

0 = Q(1,0;0,1) = st [(2r+3)s− (r+2)]
0 = Q(1,1;−1,1) =−st(r+1)2 [(r+2)(t +1)+ s] ,

i.e. si et seulement si s =
r+2

2r+3
et t = −2(r+2)

2r+3
, auquel cas K(LegH ) ne peut être holomorphe sur

GH ({ux+ vy = 0}) car

Q(v,−u;u,v) = 12r(r+1)3(r+2)5(r+3)(2r+3)−2 6= 0.

Par conséquent la transformée de LEGENDRE LegH de H ne peut être plate lorsque TH = 1 ·R1+3 ·T1.
• Si TH = 4 ·T1, alors ω est de la forme

ω = uy2 ((2r+3)x− (r+2)y)d(y− sx)− x2(x+ ry)d(ty− x),

où ur(r+1)(r+2)(r+3)(2r+3)(st−1)(su+ t−u−1)(uv4 + suwv3 + r2twv+ r2w2) 6= 0, v = 2r+3
et w = r(r + 2). Comme Itr

H = xy(y− x)(vx +wy) la courbure de LegH est holomorphe le long de
GH ({xy(y− x) = 0}) si et seulement si





0 = Q(0,−1; 1,0) =−u2(r+2)2(st−1) [rs+1]
0 = Q(1,0;0,1) =−u(st−1) [(2r+3)t− r−2]
0 = Q(1,1;−1,1) =−u(r+1)2(st−1) [(rs+2s+1)u− t− r−2] ,

i.e. si et seulement si s =−1
r

, t =
r+2
2r+3

et u =−r(r+2)2

2r+3
, auquel cas

Q(w,−v;v,w) = 16r(r+1)5(r+2)5(r+3)(2r+3)−2 [r2 +3r+3
]
.
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Par suite LegH est plat si et seulement si nous sommes dans l’un des deux cas suivants

(i) r =−3
2
+ i

√
3

2
, s =

1
2
+ i

√
3

6
, t =

1
2
− i

√
3

6
, u = 1 ;

(ii) r =−3
2
− i

√
3

2
, s =

1
2
− i

√
3

6
, t =

1
2
+ i

√
3

6
, u = 1.

Dans les deux cas la 1-forme ω est linéairement conjuguée à

ω11 = (3x3 +3
√

3x2y+3xy2 +
√

3y3)dx+(
√

3x3 +3x2y+3
√

3xy2 +3y3)dy ;

en effet dans les cas (i), resp. (ii) nous avons

ω11 = 3ϕ∗1ω, où ϕ1 = (x,e−5iπ/6 y), resp. ω11 = 3ϕ∗2ω, où ϕ2 = (x,e5iπ/6 y).

Une particularité remarquable de la classification obtenue est que toutes les singularités des feuilletages Hi,
i = 1, . . . ,11, sur la droite à l’infini sont non-dégénérées. Nous aurons besoin dans le prochain paragraphe des
valeurs des indices CS(Hi,L∞,s), s ∈ SingHi∩L∞. Pour cela, nous avons calculé, pour chaque i = 1, . . . ,11,
le polynôme suivant (dit polynôme de CAMACHO-SAD du feuilletage homogène Hi)

CSHi
(λ) = ∏

s∈SingHi∩L∞

(λ−CS(Hi,L∞,s)).

Le tableau suivant résume les types et les polynômes de CAMACHO-SAD des feuilletages Hi, i = 1, . . . ,11.

i TH i
CSH i

(λ)

1 2 ·R2 (λ−1)2(λ+ 1
2)

2

2 2 ·T2 (λ− 1
4)

4

3 2 ·R1 +1 ·R2 (λ−1)3(λ+2)

4 2 ·R1 +1 ·T2 (λ−1)2(λ+ 1
2)

2

5 1 ·R1 +1 ·T1 +1 ·R2 (λ−1)2(λ+ 1
5)(λ+ 4

5)

6 1 ·R1 +1 ·T1 +1 ·T2 (λ−1)(λ+ 2
7)(λ− 1

7)
2

7 2 ·T1 +1 ·R2 (λ−1)(λ− 1
4)(λ+ 1

8)
2

8 2 ·T1 +1 ·T2 (λ− 1
10)

2(λ− 2
5)

2

9 3 ·R1 +1 ·T1 (λ−1)3(λ+2)

10 2 ·R1 +2 ·T1 (λ−1)2(λ+ 1
2)

2

11 4 ·T1 (λ− 1
4)

4

TAB. 1. Types et polynômes de CAMACHO-SAD des feuilletages homogènes donnés par le Théorème 5.1
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6. Feuilletages à singularités non-dégénérées et de transformée de LEGENDRE plate

L’ensemble F(d) des feuilletages de degré d sur P2
C est un ouvert de ZARISKI dans l’espace projectif P(d+2)2−2.

Le groupe des automorphismes de P2
C agit sur F(d) ; l’orbite d’un élément F ∈ F(d) sous l’action de

Aut(P2
C) = PGL3(C) est notée O(F ). Le sous-ensemble FP(d) de F(d) formé des F ∈ F(d) tels que LegF

soit plat est un fermé de ZARISKI de F(d). Signalons aussi que si F ∈ FP(d) alors l’adhérence O(F ) (dans
F(d)) de O(F ) est contenue dans FP(d).
Parmi les éléments de FP(d) n’ayant que des singularités non-dégénérées, il y a le feuilletage de FERMAT

F d de degré d défini en carte affine par la 1-forme

ωd
F = (xd− x)dy− (yd− y)dx ;

en effet, d’une part LegF d est plat car il est algébrisable d’après [7, Proposition 5.2] ; d’autre part, un calcul
élémentaire montre que toutes les singularités du feuilletage F d sont non-dégénérées. Nous savons aussi
d’après [7, Théorème 3] que O(F d) est une composante irréductible de FP(d) pour d 6= 4.
Le théorème suivant est le résultat principal de ce paragraphe.

Théorème 6.1. — Soit F un feuilletage de degré 3 sur P2
C. Supposons que toutes ses singularités soient

non-dégénérées et que son 3-tissu dual LegF soit plat. Alors F est linéairement conjugué au feuilletage de
FERMAT F 3 défini par la 1-forme ω3

F = (x3− x)dy− (y3− y)dx.

Remarque 6.2. — L’ensemble FP(4) contient des feuilletages à singularités non-dégénérées et qui ne sont
pas conjugués au feuilletage F 4, e.g. la famille (F 4

λ )λ∈C de feuilletages définis par

ω4
F +λ((x3−1)y2dy− (y3−1)x2dx).

En effet, d’après [7, Théorème 8.1], pour tout λ fixé dans C, F 4
λ ∈ FP(4) ; de plus un calcul facile montre que

F 4
λ est à singularités non-dégénérées. Mais, si λ est non nul alors F 4

λ n’est pas conjugué à F 4 car il n’est pas
convexe.

La démonstration du Théorème 6.1 repose sur le Théorème 5.1 de classification des feuilletages homogènes
appartenant à FP(3), et sur les trois résultats qui suivent, dont les deux premiers sont valables en degré
quelconque.
Notons d’abord que le feuilletage F d possède trois singularités radiales d’ordre maximal d−1, non alignées.
La proposition suivante montre que cette propriété caractérise l’orbite O(F d).

Proposition 6.3. — Soit F un feuilletage de degré d sur P2
C ayant trois singularités radiales d’ordre maximal

d−1, non alignées. Alors F est linéairement conjugué au feuilletage de FERMAT F d .

Démonstration. — Par hypothèse F possède trois points singuliers m j, j = 1,2,3, non alignés vérifiant
ν(F ,m j) = 1 et τ(F ,m j) = d. D’après [4, Proposition 2, page 23], les égalités τ(F ,m j) = τ(F ,ml) = d
avec l 6= j impliquent que la droite (m jml) est invariante par F . Choisissons des coordonnées homogènes
[x : y : z] ∈ P2

C telles que m1 = [0 : 0 : 1], m2 = [0 : 1 : 0] et m3 = [1 : 0 : 0]. Les égalités ν(F ,m1) = 1 et
τ(F ,m1) = d, combinées avec le fait que (m2m3) = (z = 0) est F -invariante, assurent que toute 1-forme ω
décrivant F dans la carte affine z = 1 est du type

ω = (xdy− ydx)(γ+C1(x,y)+ · · ·+Cd−2(x,y))+Ad(x,y)dx+Bd(x,y)dy

avec γ 6= 0, Ad ,Bd ∈ C[x,y]d , Ck ∈ C[x,y]k pour k = 1, . . . ,d−2.
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Dans la carte affine y = 1 le feuilletage F est donné par

θ =−(γzd +C1(x,1)zd−1 + · · ·+Cd−2(x,1)z2)dx+Ad(x,1)(zdx− xdz)−Bd(x,1)dz ;

nous avons θ∧ (zdx− xdz) = zQ(x,z)dx∧dz, avec

Q(x,z) = x
[
γzd−1 +C1(x,1)zd−2 + · · ·+Cd−2(x,1)z

]
+Bd(x,1).

L’égalité τ(F ,m2) = d entraîne alors que le polynôme Q ∈ C[x,z] est homogène de degré d, ce qui permet
d’écrire Bd(x,y) = βxd et Ck(x,y) = δkxk, β,δk ∈C. Par suite nous avons J1

(0,0)θ = Ad(0,1)(zdx−xdz) ; alors
l’égalité ν(F ,m2) = 1 assure que Ad(0,1) 6= 0.
De la même manière, en se plaçant dans la carte affine x = 1 et en écrivant explicitement les égalités
τ(F ,m3) = d et ν(F ,m3) = 1, nous obtenons que Bd(1,0) 6= 0, Ad(x,y) =αyd et Ck(x,y) = εkyk, α,εk ∈C.
Donc αβ 6= 0, les Ck sont tous nuls et ω est du type

ω = γ(xdy− ydx)+αyddx+βxddy.

Écrivons α = γµ1−d et β =−γλ1−d . Quitte à remplacer ω par ϕ∗ω, où ϕ(x,y) = (λx,µy), le feuilletage F est
défini, dans les coordonnées affines (x,y), par la 1-forme

ωd
F = (xd− x)dy− (yd− y)dx.

La proposition suivante permet de ramener l’étude de la platitude au cadre homogène :

Proposition 6.4. — Soit F un feuilletage de degré d ≥ 1 sur P2
C ayant une droite invariante L. Supposons

que toutes les singularités de F sur L soient non-dégénérées. Il existe un feuilletage homogène H de degré
d sur P2

C ayant les propriétés suivantes

• H ∈ O(F ) ;
• L est invariante par H ;
• SingH ∩L = SingF ∩L ;
• ∀ s ∈ SingH ∩L, µ(H ,s) = 1 et CS(H ,L,s) = CS(F ,L,s).

Si de plus LegF est plat, alors LegH l’est aussi.

Démonstration. — Choisissons des coordonnées homogènes [x : y : z] ∈ P2
C telles que L = (z = 0) ; comme

L est F -invariante, F est défini dans la carte affine z = 1 par une 1-forme ω du type

ω =
d

∑
i=0

(Ai(x,y)dx+Bi(x,y)dy),

où les Ai, Bi sont des polynômes homogènes de degré i.
Montrons par l’absurde que pgcd(Ad ,Bd) = 1 ; supposons donc que pgcd(Ad ,Bd) 6= 1. Quitte à conjuguer ω
par une transformation linéaire de C2 = (z = 1), nous pouvons nous ramener à

Ad(x,y) = xÃd−1(x,y) et Bd(x,y) = xB̃d−1(x,y)

pour certains Ãd−1, B̃d−1 dans C[x,y]d−1 ; alors s0 = [0 : 1 : 0] ∈ L est un point singulier de F . Dans la carte
affine y = 1, le feuilletage F est donné par

θ =
d

∑
i=0

zd−i[Ai(x,1)(zdx− xdz)−Bi(x,1)dz]

= [Ad(x,1)+ zAd−1(x,1)+ · · · ](zdx− xdz)− [Bd(x,1)+ zBd−1(x,1)+ · · · ]dz.
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Le 1-jet de θ au point singulier s0 = (0,0) s’écrit −[B̃d−1(0,1)x + Bd−1(0,1)z]dz ; ce qui implique que
µ(F ,s0)> 1 : contradiction avec l’hypothèse que toute singularité de F située sur L est non-dégénérée.
Il s’en suit que la 1-forme ωd = Ad(x,y)dx+Bd(x,y)dy définit bien un feuilletage homogène de degré d sur
P2
C, que nous notons H . Il est évident que L est H -invariante et que SingF ∩L = SingH ∩L. Considérons la

famille d’homothéties ϕ = ϕε = ( x
ε ,

y
ε). Nous avons

εd+1ϕ∗ω =
d

∑
i=0

(εd−iAi(x,y)dx+ εd−iBi(x,y)dy)

qui tend vers ωd lorsque ε tend vers 0 ; il en résulte que H ∈ O(F ).

Montrons que H vérifie la quatrième propriété de l’énoncé. Soit s ∈ SingH ∩L. Quitte à conjuguer ω par un
isomorphisme linéaire de C2 = (z = 0), nous pouvons supposer que s = [0 : 1 : 0] ; il existe donc un polynôme
B̂d−1 ∈ C[x,y]d−1 tel que Bd(x,y) = xB̂d−1(x,y). Le feuilletage H est décrit dans la carte affine y = 1 par

θd = Ad(x,1)(zdx− xdz)−Bd(x,1)dz.

Posons λ = Ad(0,1) et ν = Ad(0,1)+ B̂d−1(0,1). Le 1-jet de θd en s = (0,0) s’écrit J1
(0,0)θd = λzdx−νxdz,

et celui de θ est donné par J1
(0,0)θ = λzdx−νxdz− zBd−1(0,1)dz. L’hypothèse µ(F ,s) = 1 signifie que λν est

non nul. Par suite µ(H ,s) = 1 et CS(H ,L,s) = CS(F ,L,s) = λ
ν .

L’implication K(LegF )≡ 0 =⇒ K(LegH )≡ 0 découle du fait que H ∈ O(F ).

Nous illustrons le résultat précédent en l’appliquant au feuilletage F d .

Exemple 6.5. — Le feuilletage de FERMAT F d est donné en coordonnées homogènes par la 1-forme

xd(ydz− zdy)+ yd(zdx− xdz)+ zd(xdy− ydx).

Il possède les 3d droites invariantes suivantes :

(a) x = 0, y = 0, z = 0 ;

(b) y = ζx, y = ζz, x = ζz avec ζd−1 = 1.

Les droites de la famille (a) (resp. (b)) donnent lieu à 3 (resp. 3d−3) feuilletages homogènes appartenant à
O(F d) ⊂ FP(d) et de type 2 ·Rd−1 (resp. 1 ·Rd−1 +(d− 1) ·R1). Ceux qui sont de type 2 ·Rd−1 sont tous
conjugués à H d

1 , d’après la Proposition 4.1, et ceux qui sont de type 1 ·Rd−1+(d−1) ·R1 sont tous conjugués
au feuilletage défini par

(yd−1−dxd−1)ydx+(d−1)xddy.

Pour d = 3 ce dernier feuilletage est conjugué au feuilletage H d,1
3 donné par la Proposition 4.2, mais ce n’est

plus le cas pour d ≥ 4.

Remarque 6.6. — Si F est un feuilletage de degré d sur P2
C et si m est un point singulier de F , nous

avons l’encadrement σ(F ,m) ≤ τ(F ,m)+ 1 ≤ d + 1, où σ(F ,m) désigne le nombre de droites (distinctes)
invariantes par F et qui passent par m.

Le lemme technique suivant joue un rôle clé dans la démonstration du Théorème 6.1.

Lemme 6.7. — Soit F un feuilletage de degré 3 sur P2
C. Si le 3-tissu LegF est plat et si F possède une

singularité m non-dégénérée vérifiant BB(F ,m) 6∈ {4, 16
3 }, alors par le point m il passe exactement deux

droites invariantes par F , i.e. σ(F ,m) = 2.
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Démonstration. — Les deux conditions µ(F ,m) = 1 et BB(F ,m) 6= 4 assurent l’existence d’une carte affine
(x,y) de P2

C dans laquelle m = (0,0) et F est défini par une 1-forme du type θ1 +θ2 +θ3 +θ4, où

θ1 = λydx+µxdy, θ2 =

(
2

∑
i=0

αix2−iyi

)
dx+

(
2

∑
i=0

βix2−iyi

)
dy,

θ3 =

(
3

∑
i=0

aix3−iyi

)
dx+

(
3

∑
i=0

bix3−iyi

)
dy, θ4 =

(
3

∑
i=0

cix3−iyi

)
(xdy− ydx),

avec λµ(λ+µ) 6= 0 ; comme BB(F ,m) 6= 16
3 nous avons λµ(λ+µ)(λ+3µ)(3λ+µ) 6= 0.

Commençons par montrer que α0 = 0. Supposons par l’absurde que α0 6= 0. Soit (p,q) la carte affine de P̌2
C

associée à la droite {px−qy = 1} ⊂ P2
C ; le 3-tissu LegF est donné par la 3-forme symétrique

ω̌ =
[(

β2 p+α2q−λq2)dp2 +(β1 p+α1q+λpq−µpq)dpdq+
(
β0 p+α0q+µp2)dq2](pdq−qdp)

+q
(
a3dp3 +a2dp2dq+a1dpdq2 +a0dq3)+ p

(
b3dp3 +b2dp2dq+b1dpdq2 +b0dq3)

+ c3dp3 + c2dp2dq+ c1dpdq2 + c0dq3.

Considérons la famille d’automorphismes ϕ = ϕε = (α0ε−1 p,α0ε−2q). Nous constatons que

ω̌0 := lim
ε→0

ε9α−6
0 ϕ∗ω̌ = (pdq−qdp)

(
−λq2dp2 + pq(λ−µ)dpdq+(µp2 +q)dq2) .

Puisque µ est non nul ω̌0 définit un 3-tissu W0, qui appartient évidemment à O(LegF ). L’image réciproque
de W0 par l’application rationnelle ψ(p,q) =

(
λ(p+q),−λ(λ+µ)2 pq

)
s’écrit ψ∗W0 = F1�F2�F3, où

F1 : q2dp+ p2dq = 0, F2 : µq2dp+ p(λq+µq−λp)dq = 0, F3 : µp2dq+q(λp+µp−λq)dp = 0.

Un calcul direct, utilisant la formule (1.1), conduit à

η(ψ∗W0) =
5(λ+µ)p2− (8λ+7µ)pq+(3λ+4µ)q2

(λ+µ)p(p−q)2 dp+
5(λ+µ)q2− (8λ+7µ)pq+(3λ+4µ)p2

(λ+µ)q(p−q)2 dq

de sorte que

K(ψ∗W0) = dη(ψ∗W0) =−
4µ(p+q)

(λ+µ)(p−q)3 dp∧dq 6≡ 0 ;

comme LegF est plat par hypothèse, il en est de même pour W0 ; par suite K(ψ∗W0) = ψ∗K(W0) = 0, ce
qui est absurde. D’où l’égalité α0 = 0.

Montrons maintenant que a0 = 0. Raisonnons encore par l’absurde en supposant a0 6= 0. Le feuilletage F
est décrit dans la carte affine (x,y) par θ = θ1 +θ2 +θ3 +θ4 avec α0 = 0. En faisant agir la transformation
linéaire diagonale (εx,a0ε3y) sur θ puis en passant à la limite lorsque ε→ 0 nous obtenons

θ0 = λydx+µxdy+ x3dx

qui définit un feuilletage de degré trois F0 ∈ O(F ). Notons I0 = Itr
F0

, G0 = GF0 et I⊥0 = G−1
0 (G0(I0))\ I0, où

l’adhérence est prise au sens ordinaire. Un calcul élémentaire montre que

G0(x,y) =
(

x3 +λy
x(x3 +λy+µy)

,− µ
x3 +λy+µy

)
, I0 = {(x,y) ∈ C2 : (λ−2µ)x3 +λ(λ+µ)y = 0} ⊂ P2

C
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et que la courbe I⊥0 a pour équation affine f (x,y) = y−νx3 = 0, où ν =− 4λ+µ
4λ(λ+µ)

. Comme LegF est plat,

LegF0 l’est aussi. Or, d’après [3, Corollaire 4.6], le 3-tissu LegF0 est plat si et seulement si I⊥0 est invariante
par F0, i.e. si et seulement si

0≡ d f ∧θ0

∣∣∣
y=νx3

= 3(3λ+µ)µx3dx∧dy ;

d’où µ(3λ+µ) = 0 : contradiction. Donc a0 = α0 = 0, ce qui signifie que la droite (y = 0) est F -invariante.

Ce qui précède montre également que l’invariance de la droite (y = 0) par F découle uniquement du fait
que λµ(λ+ µ)(3λ+ µ) 6= 0 et de l’hypothèse que LegF est plat. Ainsi en permutant les coordonnées x et y,
la condition λµ(λ+ µ)(λ+ 3µ) 6= 0 permet de déduire que β2 = b3 = 0, i.e. que la droite (x = 0) est aussi
invariante par F .

La singularité m de F n’est pas radiale car BB(F ,m) 6= 4 ; de plus ν(F ,m) = 1 car µ(F ,m) = 1. Il s’en suit
que τ(F ,m) = 1 ; d’après la Remarque 6.6, nous avons σ(F ,m)≤ τ(F ,m)+1 = 2, d’où l’énoncé.

Avant de commencer la démonstration du Théorème 6.1, rappelons (voir [4]) que si F est un feuilletage de
degré d sur P2

C alors

∑
s∈SingF

µ(F ,s) = d2 +d +1 et ∑
s∈SingF

BB(F ,s) = (d +2)2.(6.1)

Démonstration du Théorème 6.1. — Écrivons SingF = Σ0∪Σ1∪Σ2 avec

Σ0 = {s ∈ SingF : BB(F ,s) = 16
3 }, Σ1 = {s ∈ SingF : BB(F ,s) = 4}, Σ2 = SingF \ (Σ0∪Σ1)

et notons κi = # Σi, i = 0,1,2. Par hypothèse, F est de degré 3 et toutes ses singularités ont leur nombre de
MILNOR 1. Les formules (6.1) impliquent alors que

# SingF = κ0 +κ1 +κ2 = 13 et 16
3 κ0 +4κ1 + ∑

s∈Σ2

BB(F ,s) = 25 ;(6.2)

il en résulte que Σ2 est non vide. Soit m un point de Σ2 ; d’après le Lemme 6.7 il passe par m exactement
deux droites `

(1)
m et `(2)m invariantes par F . Alors, pour i = 1,2, la Proposition 6.4 assure l’existence d’un

feuilletage homogène H (i)
m de degré 3 sur P2

C appartenant à O(F ) et tel que la droite `
(i)
m soit H (i)

m -invariante.
Comme LegF est plat par hypothèse, il en est de même pour LegH (1)

m et LegH (2)
m . Donc chacun des H (i)

m est
linéairement conjugué à l’un des onze feuilletages homogènes donnés par le Théorème 5.1. Pour i = 1,2, la
Proposition 6.4 assure aussi que

(a) SingF ∩ `(i)m = SingH (i)
m ∩ `(i)m ;

(b) ∀ s ∈ SingH (i)
m ∩ `(i)m , µ(H (i)

m ,s) = 1 et CS(H (i)
m , `

(i)
m ,s) = CS(F , `

(i)
m ,s).

Puisque CS(F , `
(1)
m ,m)CS(F , `

(2)
m ,m) = 1, nous avons CS(H (1)

m , `
(1)
m ,m)CS(H (2)

m , `
(2)
m ,m) = 1. Cette égalité

et l’examen de la Table 1 donnent

{CS(H (1)
m , `

(1)
m ,m), CS(H (2)

m , `
(2)
m ,m)}= {−2,−1

2} ;

d’où BB(F ,m) =−1
2 . Le point m ∈ Σ2 étant arbitraire, Σ2 est formé des s ∈ SingF tels que BB(F ,s) =−1

2 .
Par suite le système (6.2) se réécrit κ0 +κ1 +κ2 = 13 et 16

3 κ0 + 4κ1− 1
2 κ2 = 25 dont l’unique solution est

(κ0,κ1,κ2) = (0,7,6), c’est-à-dire que SingF = Σ1∪Σ2, # Σ1 = 7 et # Σ2 = 6.
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Pour fixer les idées, nous supposons que CS(H (1)
m , `

(1)
m ,m) =−2 pour n’importe quel choix de m ∈ Σ2 ; donc

CS(H (2)
m , `

(2)
m ,m) =−1

2 . Dans ce cas, l’inspection de la Table 1 ainsi que les relations (a) et (b) conduisent à

# (Σ1∩ `(1)m ) = 3, # (Σ1∩ `(2)m ) = 2, Σ2∩ `(1)m = {m}, Σ2∩ `(2)m = {m,m′}

pour un certain point m′ ∈ Σ2 \{m} vérifiant CS(F , `
(2)
m ,m′) = −1

2 . Ce point m′ satisfait à son tour l’égalité

Σ2 ∩ `(1)m′ = {m′}. Nous constatons que `
(2)
m′ = `

(2)
m , `

(1)
m′ 6= `

(1)
m , `

(1)
m′ 6= `

(2)
m et que ces trois droites distinctes

satisfont Σ2∩ (`(1)m ∪ `(2)m ∪ `(1)m′ ) = {m,m′}. Comme # Σ2 = 6 = 2 ·3, F possède 3 ·3 = 9 droites invariantes.

Posons Σ1∩`(2)m = {m1,m2}. Notons D1,D2, . . . ,D6 les six droites F -invariantes qui restent ; par construction
chacune d’elles doit couper `(1)m et `(2)m en des points de Σ1. Par ailleurs, d’après la Remarque 6.6, pour tout
s ∈ SingF nous avons σ(F ,s) ≤ τ(F ,s)+1 ≤ 4. Donc par chacun des points m1 et m2 passent exactement
trois droites de la famille {D1,D2, . . . ,D6}. Puisque # (Σ1 ∩ `(1)m ) = 3, Σ1 ∩ `(1)m contient au moins un point,
noté m3, par lequel passent précisément trois droites de la famille {`(1)m′ ,D1,D2, . . . ,D6}. Ainsi, pour j = 1,2,3
nous avons σ(F ,m j) = 4, ce qui implique que τ(F ,m j) = 3. L’hypothèse sur les singularités de F assure
que ν(F ,m j) = 1 pour j = 1,2,3. Il s’en suit que les singularités m1, m2 et m3 sont radiales d’ordre 2 de F .
Par construction ces trois points ne sont pas alignés. Nous concluons en appliquant la Proposition 6.3.

Dans [7] les auteurs ont étudié les feuilletages de F(d) qui sont convexes à diviseur d’inflexion réduit ; ils
ont montré que l’ensemble formé de tels feuilletages est contenu dans FP(d), voir [7, Théorème 2]. Ce
genre de feuilletages sont à singularités non-dégénérées comme le montre l’énoncé suivant qui est une légère
généralisation de [7, Lemme 4.1].

Lemme 6.8. — Tout feuilletage convexe sur P2
C à diviseur d’inflexion réduit est à singularités non-dégéné-

rées.

Démonstration. — Soit F un tel feuilletage et s∈ SingF de multiplicité algébrique ν. Fixons une carte affine
(x,y) telle que s = (0,0) ; le germe F en s est défini par un champ de vecteurs X du type X =Xν+Xν+1+ · · · ,
où les Xi sont homogènes de degré i. Le diviseur d’inflexion IF de F est donné par l’équation

0 =

∣∣∣∣
X(x) X(y)
X2(x) X2(y)

∣∣∣∣= P3ν−1(x,y)+ · · · ,

où P3ν−1(x,y) = Xν(x)X2
ν(y)−Xν(y)X2

ν(x) est un polynôme homogène (éventuellement nul) de degré 3ν−1.
Montrons d’abord que ν = 1. Les droites invariantes de F passant par l’origine sont contenues dans le cône
tangent yXν(x)− xXν(y) de Xν qui est un polynôme homogène de degré ν+ 1. L’hypothèse sur F implique
alors que ν = 1. Il s’en suit aussi que le polynôme P3ν−1 n’est pas identiquement nul ; par suite la partie
linéaire X1 de X est saturée, ce qui implique que la singularité s est non-dégénérée.

À notre connaissance les seuls feuilletages convexes à diviseur inflexion réduit connus dans la littérature sont
ceux qui sont présentés dans [7, Table 1.1] : le feuilletage F d en tout degré et les trois feuilletages donnés par
les 1-formes

(2x3− y3)ydx− (x3−2y3)xdy ,

(y2−1)(y2− (
√

5−2)2)(y+
√

5x)dx− (x2−1)(x2− (
√

5−2)2)(x+
√

5y)dy ,

(y3−1)(y3 +7x3 +1)ydx− (x3−1)(x3 +7y3 +1)xdy ,
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qui sont de degré 4, 5 et 7 respectivement. Dans [7, Problème 9.1] les auteurs demandent s’il y a d’autres
feuilletages convexes à diviseur d’inflexion réduit. En combinant le Théorème 6.1 avec le Lemme 6.8 nous
donnons une réponse négative en degré trois à ce problème.

Corollaire 6.9. — Tout feuilletage convexe de degré 3 sur P2
C à diviseur d’inflexion réduit est linéairement

conjugué au feuilletage de FERMAT F 3.
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