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NOTATIONS ET VOCABULAIRE

— fa désigne la restriction de f au sous-ensemble A,
—1id4 : A — A désigne I'application identité de A.

— A désigne 'intérieur de A et A son adhérence,

— mo(A) désigne I’ensemble des composantes connexes de A,

— f:(A,B) — (A, B') désigne le germe le long de B d’une application
f définie sur un voisinage U de A N B, a valeur dans A’ et telle que

f(AnB)Cc AnB.
— D(¢e) le disque {z € C / |z] < €},
— B, la 4-boule euclidienne fermée {(z1, z2) € C2 / |21|? + |22|? < 1}.
Si X est une courbe holomorphe et Y C X, alors

— Sing(X) désigne 'ensemble des points singuliers de X,

— Comp(X) désigne la collection des composantes irréductibles de X,

— X', X" € Comp(X) sont dites adjacentes si X' N X" # 0,

— vy (X)) :=#{D € Comp(X) | X" C Y, X"NX' # 0} est appelé valence
de X" dans Y, v(X") := vx (X").

Pour un feuilletage régulier G d’une variété M et B C A C M,

— G|4 désignera la partition de A par les composantes connexes des inter-
sections de A avec les feuilles de G et sera appelée appelée la restriction
de G a A; les éléments de cette partition seront appelés feuilles de G4,

— Satg(B, A) C A désigne I'union de toute les feuilles de G| 4 qui contiennent
un point de B et est appelé saturé de B dans A,

— C C A est dit invariant par G 4 si Satg(C, A) = C.

Si G est un feuilletage singulier d'une surface complexe V et S C V est une
courbe holomorphe lisse, alors

— O(V, V') désigne I’ensemble des applications holomorphes définies sur
V et & valeurs dans une variété holomorphe V’,

— Sing(G) désigne I'ensemble des points singulier de G,

— G™8 est le feuilletage régulier de V' \ Sing(G) défini par G,

— CS(G, S, s) désigne l'indice de Camacho-Sad de G le long de S au point
s € S, la courbe S étant supposée invariante, i.e. S\ Sing(G) est saturé
pour G*&, cf. [1].

0. INTRODUCTION

L’objet de ce travail est de donner une classification topologique complete
des germes en 0 € C? de feuilletages holomorphes singuliers non-dicritiques,
sous des conditions de généricité tres faibles. Pour cela nous introduisons
un invariant nouveau qui est une représentation du groupe fondamental du
complémentaire des séparatrices du feuilletage dans un groupe d’automor-
phismes approprié, que nous appelons monodromie du germe de feuilletage
et que nous notons 9ﬁ§ .

En fait, 'origine de se travail fut la conjecture suivante, énoncée en 1986
par D. Cerveau et P. Sad, dans [3], page 246. Elle concerne des germes de
feuilletages F et F' donnés par des germes de formes différentielles holo-
morphes w et w’ en (0,0) € C2.
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Conjecture (Cerveau-Sad) : “Siw et W’ sont topologiquement con-
Jugués et si w est une courbe généralisée, les holonomies de chaque
projectif (en dualité) dans la désingularisation, sont conjuguées.”

Elle est donnée sous deux formes, chacune avec des hypotheses de généricité
naturelles qui portent sur le germe de feuilletage F, le long du diviseur ex-
ceptionnel £z, obtenu par la réduction Er : B — C? des singularités. La
forme faible (conjecture A) suppose que les séparatrices de ces feuilletages
sont des courbes lisses deux a deux transverses : Er se réduit & un seul
éclatement. La forme forte (conjecture B) demande seulement que le feuille-
tage réduit F = E}l(]-" ) sur B ne possede pas de singularité de type noeud
ni selle-nceud.

La conjecture A fut résolue par 'un de nous dans [8]. Nous donnons ici
une réponse positive a la conjecture B. Précisément, le théoreme I ci-dessous
donne une liste d’invariants topologiques, qui résout cette conjecture. Le
théoreme II énoncé plus loin donne une classification topologique complete.

Comme dans la situation considérée par D. Cerveau et P. Sad, nous nous
restreignons a une classe “raisonnable” de feuilletages, que nous nommons
de type général génériques. Les conditions (i) et (ii) de la définition de type
général donnée en (1.1) permettent d’utiliser les résultats d’incompressibi-
lité des feuilles de [9]. La condition supplémentaire (iii) sert & donner des
énoncés plus simples; elle peut étre levée en modifiant les hypotheses, mais
pour les énoncés que nous donnons dans cette introduction, elle sert surtout
a pouvoir utiliser le théoréeme de rigidité transverse démontré par J. Rebelo
dans [13]. La condition de généricité est la suivante :

(G) 1l existe une composante irréductible du diviseur exceptionnel de la
réduction des singularités du feuilletage, dont le groupe d’holonomie
n’est pas résoluble.

Dans l'espace des coefficients du germe de 1-forme holomorphe définissant
le feuilletage, cette condition est générique au sens de la topologie de Krull,
d’apres [5].

Théoréme de rigidité transverse. [13] Toute conjugaison topologique
entre de deux germes de feuilletages holomorphes non-dicritiques, dont les
singularités locales aprés réduction sont du type (A\ju+-- - )dv+(Agv+-- - )du
avec MiA2 # 0, A\i/Aa & Rog et qui vérifient la condition de généricité (G)
ci-dessus, est transversalement holomorphe.

Un feuilletage satisfaisant les condition (i)-(iii) de (1.1) et la condition (G)
ci-dessus sera dit de type général générique.

Théoréme 1. Pour les germes de feuilletages F de type général génériques,
la famille

SL(F) = (IS, (CS(Z.D,9))s,ps (EJ")s . ((Hz, 0]")b)

formée :
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— du type topologique [S]*°P du germe de limmersion de la séparatrice
totale! Sy de F dans (C?,0),

— des indices de Camacho-Sad CS(F, D, s) du feuilletage réduit F le long
de chaque composante irréductible D du diviseur exceptionnel Ef =
E]__-l (0), en chaque point singulier s de F,

— des types analytiques locauz [F P de F en chaque point s € Sing(F),

— les types analytiques [’HgD]hO1 des représentations d’holonomies Hx, p
de chaque composante D de Er,

est un invariant topologique du germe F en 0 € C2.

La condition de généricité (G) est strictement nécessaire dans le théore-
me I compte tenu de la famille d’homéomorphismes ¥ (z,y) = (z|z|*, y|y|*)
conjuguant les différentes singularités linéaires hyperboliques dont les in-
dices de Camacho-Sad ne sont pas des invariants topologiques.

Pour donner un sens a cet énoncé, précisons la signification du terme ”in-
variant topologique”. Deux germes F et F’ sont topologiquement conjugués,
¢’il existe un homéomorphisme ¥ : U — U’, ¥(0,0) = (0,0), entre deux
voisinages ouvert de 1'origine de C?, qui transforme toute feuille d’un repré-
sentant F|;; du germe F sur U, en une feuille d'un représentant .7-“"U, de

F' sur U'. Nous demandons aussi que ¥ préserve les orientations de C? et
celle des feuilles. Cette hypothese est importante pour avoir 'implication :
U transversalement conforme = W transversalement holomorphe. Remar-
quons aussi que si F est donné par une forme différentielle holomorphe a
coefficients réels alors I'homéomorphisme ¥(z,y) = (Z,y) conjugue F a lui
méme, préserve 'orientation de C? mais reverse I'orientation des feuilles. I1
peut exister aussi des homéomorphismes conjuguant F a lui méme qui ne
préservent 1’orientation de C? mais nous ne connaissons que le cas ot F est
régulier : F = {dx = 0} et ¥(x,y) = (Z,y) ou (z,7).

Une telle conjugation topologique entre F et F’ transforme Sz en Sz.
On lui associe un homéomorphisme

U Er — Ex,  UH(Sing(F)) = Sing(F)

entre les diviseurs exceptionnels, qui est unique a isotopie pres; cela grace
au théoreme de marquage énoncé ci-apres, obtenu dans un précédent travail
[10]. L’nvariance de SL(F) par la conjugaison ¥ entre F et F', signifie
alors que pour chaque composante D de Er et chaque point s € Sing(F),
les propriétés suivantes sont satisfaites :

a) CS(£I= \Ilﬁ(D)v\Ijﬁ(S)) = CS(£7D75)) et [zlxpﬁ(s)] = [zs]

b) il existe un germe de biholomorphisme 1 d’un germe (A, m) de courbe
transverse & D en un point m € D \ Sing(F), sur un germe (A’,m/')
de courbe transverse & D' := W#(D) au point m’' := Wi(m), qui fait

ILe germe Sr = (U355, 0) est formé des courbes analytiques irréductibles S; invariantes
pour F, i.e. S;\ {0} est une feuille de F. Celles-ci sont en nombre fini, par ’hypotheése de
non-dicriticité.
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commuter le diagramme suivant :
f

(D%, m) — 2, Diff(A, m)

(1) vl o R

.F/

Hy
w1 (D', m’) L Diff (A", m/)
avec . (p) ;=Yoo et \Ili(v) = Uios,

Théoréme de marquage. [10] Soit S et S’ deux germes de courbes ho-
lomorphes & lorigine de C? et h : (C2,0)—=(C?,0) un germe d’homéo-
morphisme tel que h(S) = S’. Désignons par Eg et Eg les applications de
réduction (minimale) des singularités de S, resp. S'. Alors il existe un germe
d’homéomorphisme hy : (C2,0)—=(C2,0) tel que :
(i) h1(S) = S et les restrictions de h et hy auz complémentaires de S et
de S’ sont homotopes,

(i) E§,1 ohjoEg s’étend en un homéomorphisme d’un voisinage de Dg :=
Egl(S) sur un voisinage de Eg,l(S’), qui est holomorphe sur un voi-

sinage ouvert de Sing(D) et qui est compatible aux fibrations de Hopf
en dehors d’un autre voisinage ouvert de Sing(D).

Notons que SL(F) est un invariant “semi-local”, dans la mesure ou il ne
tient compte que du comportement du feuilletage au voisinage de chaque
composante de £, mais n’apporte pas d’information sur la combinatoire
topologique globale de ces données. Il ne peut pas raisonnablement consti-
tuer, un invariant complet. L’idée clé sera de considérer la séparatrice totale
Sr comme le “centre organisateur” de la topologie de F, ainsi que 'avait
conjecturé René Thom dans les années 70. Le théoreme d’incompressibi-
lité des feuilles de dans le complémentaire de Sz, que nous avons obtenu
dans [9] et qui joue un réle essentiel ici, indique que le groupe fondamen-
tal du complémentaire de Sr “organise” la topologie des feuilles de F. Il
suggere aussi la possibilité de remplacer la notion d’holonomie, par celle de
monodromie. La premieére consiste en le pseudo-groupe des automorphismes
locaux de l’espace, qui proviennent des ambiguité des intégrales premieres
(multiformes). La seconde rend compte du groupe des automorphismes de
I’ensemble des intégrales premieéres (multiformes), qui proviennent des am-
biguités de ’espace ambiant. De maniere générale nous définissons :

Définition 0.0.1. Soient G un feuilletage différentiable M et q : M — M
un revétement universel de M. Désignons par G le relevé de G sur M et
par M/é Uespace des feuilles® de G. Nous appelons monodromie de G le
morphisme

MY, : Aut(M, q) — Aut(M/G),
qui a un élément @ du groupe des automorphisme du revétement q, fait
correspondre I’automorphisme de 1\7/(5 factorisant @, i.e. i)ﬁ%(go) oT=7ToO

2dont la structure, a part de celle d’espace topologique, sera précisé en notre situation.
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p, ou T désigne l’application qui a p € M associe la feuille T(p) € M/é
contenant p.

Dans [9] nous avons construit un systeme fondamental (U,), de voisi-
nages de Sr dans une boule de Milnor, tels que 'espaces des feuilles du
revétement universel (7; — Uk de U} := U, \ Sr, est une variétés holo-
morphe, non-séparée en général. La monodromie du feuilletage global F |y«
est donc une représentation de m1(UZ,-) a valeurs dans le groupe des auto-
morphismes holomorphe de 'espace des feuilles de [7; Elle dépend du choix
de louvert sur lequel est représentée le germe F. En passant en (2.1) a la
catégorie des pro-objets, nous germifions cette notion, ce qui nous permet
de définir en (2.4.1) une notion de monodromie d’un germe de feuilletage.
Nous définissons ensuite la notion clé de conjugaison géométrique de mono-
dromies (2.5.1) qui est réalisable sur des transversales (2.7.1) qui permet de
comparer les monodromies de deux germes de feuilletages. La puissance de
cette notion vient du fait qu’elle prend simultanément en compte les “struc-
tures transverses des feuilletages” et la topologie du complémentaire de leurs
séparatrices. Le théoreme principal de ce travail s’énonce alors :

Théoréme II Si F et F' sont de type général générique, les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1) F et F' sont conjugués par un germe d’homéomorphisme qui conserve
les orientations de I'ambiant (C2,0) et celle des feuilles,

(2) F et F' sont conjugués par un germe d’homéomorphisme transver-
salement holomorphe qui préserve l’orientation, d’un voisinage du
diviseur exceptionnel Ex sur un voisinage de Exr,

(8) il existe une conjugaison géométrique des monodromies des germes
F et F', préservant les indices de Camacho-Sad, qui est réalisée sur

) p
des germes de courbes holomorphes transverses aux séparatrices de

F et F'.

En fait les théoremes (4.0.2) et (4.0.3) que nous démontrons sont plus
précis que le Théoremes I et II, 'hypothese de généricité n’y figurant pas,
mais ils s’énoncent de maniere plus technique. L’énoncé de ces théoremes et
la preuve des théoremes I et II sont faites dans le chapitre 4.

Notons que le corollaire (4.0.5) garde tout son intérét lorsque les germes de
feuilletages F et F’ sont identiques. Dans ce cadre il donne le résultat suivant
sur le groupe Aut (F) des germes d’homéomorphismes h : (C2,0) — (C2,0)
qui préservent les orientations et laissent F invariant.

Corollaire. Si F est de type général générique, pour tout h € Autd (F) il
existe un homéomorphisme hy € Autgr(}") qui satisfait la propriété (ii) du
théoréme de marquage et qui est homotope a h en restriction au complémen-
taire de la séparatrice totale Sy de F.

Cette condition d’homotopie est donnée de maniere précise dans [10]; elle
équivaut a ’égalité, a automorphisme intérieur pres, des applications in-
duites par des représentants des germes h et hi, sur le complémentaire de
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S 7 dans une petite boule de centre 0.

Dans un travail en préparation, nous pensons étendre ces résultats au cas
des germes de feuilletages singuliers, le long d’une courbe compacte.

1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans tout ce texte S C C? désigne une courbe holomorphe fermée & sin-
gularité isolée 1'origine 0 = (0,0) de C? et B = B, est une boule de Milnor
fermée pour cette courbe, i.e. chaque sphere 0B,, 0 < r < ry, est transverse
a S. Nous désignons par Fg : Bg — B l'application de désingularisation
(minimale) de S, i.e. le diviseur total Ds := Eg'(S) est a croisement nor-
maux. Nous notons g := E§1(0) le diviseur exceptionnel et S := Dg \ Eg
le transformé strict de S. Nous adoptons aussi les conventions suivantes :
pour un sous-ensemble A de B, ou A de Bg,

2) A= A\S et A*:=A\Dg.

1.1. Incompressibilité des feuilles. Donnons-nous maintenant un feuille-
tage holomorphe singulier non-dicritique F défini au voisinage de B, avec 0
comme seule singularité et de séparatrice totale le germe de S en 0; cela
signifie que les germes de courbes (holomorphes) irréductibles invariantes de
F, sont exactement les germes des composantes irréductibles de S. Désignons
par Exr : B — B l'application de réduction minimale des singularités de
F et par F le feuilletage a singularités isolées sur Br, défini par E]__-l(]-" ).
Comme en [9] nous dirons que F est de type général, si les singularités de F
qui ne sont pas linéarisables, sont résonantes, précisément :

(TG) en tout point singulier de F, il existe des coordonnées holomorphes
locales u, v telles que F soit localement défini par une 1-forme ho-
lomorphe qui s’écrit :

(i) ou bien \judvtiavdu, avec A\ Aa ¢ Q<o (singularité linéarisable),

(ii) ou bien (Mu—+---)dv+ (Agv+ -+ )du, avec A1, Ao € N*, (selle
résonante).
En particulier F est une courbe généralisée dans la terminologie de [2]

et B = Bg, Es = Er. Pour simplifier le texte nous ferons I’hypothese
supplémentaire suivante :

(iii) les singularités linéarisables vérifient : Ao/ A1 ¢ R ;

Cette hypothese n’est pas essentielle et on peut ’enlever a condition de faire
des modifications mineurs convenables dans les énoncés et les preuves des
théoremes principaux. Ceci sera fait dans un travail ultérieur.

Fixons maintenant une courbe holomorphe ¥ C B non-nécessairement
irréductible, intersectant S, lisse et transverse a F en dehors de S, qui satis-
fait la propriété suivante (toujours réalisée sous I’hypothese (iii) précédente) :

a. pour tout voisinage ouvert W de S dans B, Satg, .. (ENW*, W*)us
est aussi un voisinage (ouvert) de S dans B.
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Nous dirons qu’un voisinage ouvert U de S dans B est (F, X)-admissible, si
pour chaque feuille L du feuilletage régulier <, les propriétés suivantes
sont satisfaites :

b. L est incompressible dans U*, i.e. linclusion L C U* induit un
monomorphisme w1 (L,p) — m(U*,p), p € L; de plus l'application
(U, p) — m(B*,p) induite par Uinclusion U* C B* est un iso-
morphisme ;

c. tout chemin tracé dans L a extrémité dans X*, homotope dans U* a
un chemin tracé dans ¥*, est un lacet homotope dans L a un point.

Nous désignons par Uz s, la collection des voisinages ouverts connexes de S,
qui sont (F,X)-admissibles.

La propriété c. ci-dessus, exprime la 1-connexité feuilletée de X NU™* dans
U*. Cette notion introduite dans [9], intervient de maniére essentielle dans
ce travail. Le théoréme principal et le théoréeme (6.1.1) de [9], peuvent se
résumer par 1’énoncé suivant :

Théoréme 1.1.1. Si F est de type général, Ur s, est un systeme fondamen-
tal de voisinages de S, dans la boule (fermée) de Milnor B.

1.2. Espaces des feuilles. Pour toute la suite de cet article, nous fixons
un revétement universel ¢ : B* — B* de B*, que nous appelons le revétement
universel de B* ; pour tout A C B, nous noterons :

(3) Af = gAY et gy = Q7 A — A*.

Si U € Ury, alors g est un revétement universel de U™ ; nous I'appelons le
revétement universel de U*. Le groupe

T := Aut,(B*)

des automorphismes du revétement ¢, s’identifie par I’application de restric-
tion g — 9ir a chaque groupe 'y des automorphismes du revetement ¢ .

Aussi nous ferons 1’identification :
(4) Lo = limyeyy yI'v = T.

Sur B* considérons le feuilletage régulier F, image réciproque de F par
q. Pour U € Ur s, nous désignons par Fy sa restriction a U* et par

(5) of = (U [Fu) . ov:U"—OF,

I’espace des feuilles de -7T_U, muni de la topologie quotient et de I'application
oy de passage au quotient. Les propriétés a. b. et c. vérifiées par les ouverts
de Ur v, s’interpretent comme des propriétés du feuilletage fU, relativement
3 la transversale ¥¥ 1= $* N U*, cf. [9], (6.2) :
— toute feuille de -7'-U est simplement connexe ;
— l'intersection d’une feuille de ]?U avec une composante connexe de i*f]
est soit vide, soit réduite a un point;
— les restrictions de oy aux composantes connexes de iU, sont des homéo-
morphismes sur leurs images ;
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Les applications inverses des homéomorphismes gy forment visiblement un
atlas holomorphe de @{]: , définissant ainsi I'unique structure de variété ho-
lomorphe (non-séparée en général) telle que

— pour toute application holomorphe g : D(1) — 17*, Uapplication com-

posée oy 0 g :D(1) — ég est aussi holomorphe.

Il est clair que chaque élément g de I'yy laisse invariant le feuilletage Fu
et se factorise en un élément noté g[bj, du groupe Aut An(ég) des automor-
phismes holomorphes de Q. Dans [9] nous avons défini la monodromie de
Fu, comme le morphisme de groupes

(6) M Ty — Auwtan(QF), g gi-

Cette représentation de I'yy est visiblement un invariant du feuilletage Fi;
de l'ouvert U*. Pour obtenir un invariant du germe de F en 0, ou le long de
S, nous allons “germifier” cette notion.

2. MONODROMIE D’UN GERME DE FEUILLETAGE

2.1. Germification. L’ensemble {Ur 5 est filtrant a droite pour la relation
d’ordre U XV :<=- U D V. Les applications

(7) vazé‘\};HQ‘g, VCU, U,VGZ/{]:7E7

qui associent a toute feuille L de .7-'V, la feuille de Fyy contenant L, sont
holomorphes, ouvertes et forment un systeme projectif que nous notons

(8) @fo = ((é{;)Ueuﬁz’ (pUV)U,VeuS,UjV> :

Nous appelons ce systeme, pro-espace des feuilles de F. Cest un objet de
la catégorie A;l des pro-objets associée a la catégorie An des variétés holo-

morphes (non-nécessairement séparées) et applications holomorphes.

Rappelons que les objets de <A_n sont les familles projectives de variétés
holomorphes ; d’autre part, étant donnés deux ensembles ordonnés filtrants
a droite 2 et B, ainsi que deux objets de éll :

M = ((Ma)aemu (Caa’)ozza’) et M = ((Mé)ﬁe%a (Céﬁ’)ﬁZﬁ’) ’
I’espace des (A_n—morphz’smes de M vers M’ est par définition I’ensemble :
(9> HomAn(Ma Ml) = liinﬁe% li_H}OzGQl O(MOM Mlé)a

oun O(My, M, é) désigne I’ensemble des applications holomorphes de M, dans
M /é Nous allons apporter quelques précisions sur cette notion dans les cas
qui nous seront utiles. Pour plus de généralité, le lecteur pourra par exemple
consulter 'ouvrage [4] de Régine et Adrien Doudy.

2.2. Pro-germes a ’infini. Soit 7" une variété holomorphe et K une sous-
variété holomorphe de B*. Le systeme

(10) (K,0) = ((K NU*)vests s (LUV)U,Veuf,E,VcU) :
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formé des applications d’inclusion ¢ty de KNV* dans KNU*, est un ob jet de
An. Nous appelons germe a l'infini de K vers T et notons g : (K, 00) — T,
tout élément de ’ensemble :

(11) O((K7 00)7 T) = @UGH]{ZO(K N ﬁ*a T) .

En considérant T' comme un systéme projectif constant, O((K, c0),T') s’iden-
tifie trivialement & Homa, ((K, 00), T').

Remarque 2.2.1. Pour la topologie de K induite par B*, le pré-faisceau
W — O((W,o0), T) n’est pas un faisceau et deux pro-germes distincts
f,9 € O((K,00),T) peuvent coincider, comme éléments de O((K NV}, 00),
sur intersection de K avec chaque ouvert d’'un recouvrement (Vj);ecs. En
particulier, si K possede un nombre infini de composantes connexes K<,
chacune d’elle vérifiant ¢(K®) NS # (), alors 'application de restriction
O(K,o0) — [I, O(K®*, 00) n’est jamais surjective.

Supposons maintenant que 1" est contenu dans B*. Nous appelons pro-
germe a linfini de K vers T et notons f : (K,00) — (T,00) les éléments de
I’ensemble

O((K, ), (T, 0)) = Homn((K, ), (T, ).
En d’autres termes, f est une famille de pro-germes

f= (fV)VGUJ-',Z € H O((K,0), TNV),
Velr s

telle que pour W C V, ¢yw o fiw = fv, swv désignant 'application d’inclu-
sionde TTN'W dans T NV.

Remarque 2.2.2. Les mémes notions avec la catégorie Top des espaces
topologiques et applications continues, définissent I’ensemble

CO((K’ o0), (T, 0)) := HomTop((Ka 00), (T, 00))
des pro-germes continus.

Notons que le groupe des pro-germes a l'infini d’automorphismes de reve-
tement, s’identifie canoniquement au groupe I'o, défini en (4) :

(12) [ ~ {(peAutéE(@*,oo) | C]ooOSOZQOO} ,
(oo : (]@*, o0) — B désignant le germe a I'infini de 'application de revétement.

2.3. Pro-germes canoniques. Désignons par 74, @ (K,00) — Q]:
Ur s, le germe a I'infini de la restriction a K de 'application de passage au

quotient U— Q]: L’élément
(13) 7& = (reo)vess.» € Homan(K,00), 0%) ¢ [ O((K. ), OF)
Ueldr s

sera appelé le pro-morphisme canonique associé ¢ K. La proposition suivante
se déduit sans peine des propriétés du feuilletage fU relativement a E
énoncées en (1.1).

Proposition 2.3.1. 5i K est une composante connexe de i*, alors T, est
un monomorphisme de la catégorie A_n
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2.4. Monodromie du germe de F. Soit g un élément de I'ox et U, V
deux ouverts de Ur 5, V C U. Avec les notations (6) et (7) nous avons les
relations de commutation :

Q?JOPUV = puv ng{/ € O(é]:7 é]U:)

Ainsi, en notant O(@fo, @5) = lii)nVeuj_.sz(é]:, ég), les éléments

glgfoo = li_n}v(g?f ° puv) € O(@fm @5)

forment une famille projective. Le (A_n—endomorphisme

(14) g = (g%]oo)Ueﬂ]:,g € End&l(@fo) C H oL, of).
UEM]—:E

est inversible et, avec ces notations, son inverse est égal & (g—1)°. Plus
généralement, nous avons les relations de co-variance :

(goh) =g oh’, g, heTu.

Nous sommes maintenant en mesure de définir une notion de monodromie
qui dépend uniquement du germe de F le long de S.

Définition 2.4.1. Nous appelons monodromie du germe de F le long de S,
le morphisme de groupes :

‘)ﬁg I — Autég_n(éfo), g mg(g) = gb.

2.5. Conjugaison de monodromies. Fixons maintenant, et pour toute
la suite de cet article, une seconde courbe S’ C C? A singularité isolée {0},
ainsi qu'une boule de Milnor fermée B’ pour S’. Désignons encore par Eyg :

s — B, Dy, Es/, §', respectivement : I'application de réduction minimale
de S’, la transformée totale, le diviseur exceptionnel et la transformé stricte
de S’. Pour qu’il n’y ait pas d’ambiguité avec la notation (2), nous posons :

(15) A :=A\S, A :=A\Ds, por ACB et ACBy.

Fixons aussi un feuilletage F' holomorphe sur un voisinage de B’, & singu-
larité isolée {0}, non-dicritique, de type général et de séparatrice totale S’.
Considérons une courbe holomorphe ¥’ C B/, ¥'NS” # (), non-nécessairement
irréductible, lisse et transverse & F’ en dehors de S’, telle que pour tout voi-
sinage ouvert W de S’ dans B’, I'ensemble Sat Flys (W*NX, W*) U S soit

un voisinage (ouvert) de S’ dans B’. Enfin désignons par Uz 5y ensemble
des voisinages ouverts de S’ dans B’, qui sont (F’,X)-admissibles et fixons
un revétement universel ¢’ : B”* — B’*. Pour A C B’, nous posons :

(16) A* = ¢ AN, et 4= qu* D AF o AF

Comme en (4) et en (12), nous identifions la limite projective des groupes
I';; des automorphismes des revétements qu,, avec le groupe des pro-auto-
morphismes & U'infini de B’, qui “respectent” le germe ¢/ de ¢’ a Uinfini :

FZ)O = @Ueuﬁ’z,rb ~ {go € Aut(A_n(B/, 00) | qgo op = qéo} .
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2.5.1. Notions de conjugaison. Nous dirons que les monodromies sm§

et i)ﬁg/ sont algébriquement équivalentes, s’il existe des isomorphismes de
groupes

0:TeT% et b Autan(QF)—>Autan(QL)

satisfaisant la relation de commutation : § o Qﬁsl = ?Jﬁfg: og. Side plus il
existe un élément h de Isoma, (9%, QF), tel que b soit le morphisme de
conjugaison hy,

(17) h=rh.:prhopoh™,

nous dirons que le couple (g, ) est une conjugaison algébrique entre Sﬁg et
]:/

M,

Définition 2.5.1. Une conjugaison géométrique des monodromies sm§

et fqu:,/, est une conjugaison algébrique (g,h) telle qu’il existe un germe

d’homéomorphisme g de (B,S) sur (B',S") préservant les orientations de

B, B’ et de S, S’ et un pro-germe a Uinfini g de (B*,00) vers (B'*, 00) rele-

vant g, i.e. ¢4, 0J = go (oo, tels que g soit égal au morphisme de conjugaison

défini par g :

(18) §=0::Too =T, @ gopog .
Nous avons alors le diagramme commutatif suivant :
m% ~
' -5 AutAn(Qg:o)
(19) g=9: 1 O L bh=h.

mZz, ~
Fgo — Aut(A_n(Q‘oro)
Nous dirons que le triplet (g, g, h) représente géométriquement la conjugai-
son (g, b).

Remarque 2.5.2. Si (f,h) est une conjugaison géométrique entre im§ et
9)?';:,/, alors pour tout ¢ € ', et tout ¢’ € T, les couples

(fose, hoMG(p)) et (spof, Me(¢) oh)
sont aussi des conjugaisons géométriques de ces monodromies, ¢, et ¢, dé-

signant ici les automorphismes intérieurs de I's et de T'., définis respecti-
vement par ¢ et par ¢'.

Remarque 2.5.3. Soit ©; : U-—0,(U), U C B, une S-isotopie, c’est a
dire une famille d’homéomorphismes dépendant contintiment du parameéetre
€ [0,1], telle que : U et O4(U) sont des voisinages ouverts de S dans B,
@0 = idy, 04(S) = S et, pour tout p € U N IB, O:(p) = p Désignons par
@t le plongement ouvert de U* dans B* qui reléve Oy, i.e. ¢’ o @t ©;0q et
tel que ©,(p) = p pour ¢(p) € OB. Il dépend contintiment de ¢ et Oy = idg, .
Alors, si (g g, h) est une représentation d'une conjugaison (g,b), il en est
de méme® de (g 0 ©1,§ 0 O©1,h). On voit aussi que si ©} : U'—-0}(U"),

3Les application induites (g o ©:)x : ['ee — 'y, “dépendent contintiment” de ¢, elles
sont donc constantes.
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U B, tel0,1], est une S'-isotopie, alors (0] o g, (:)’1 o g, h) est encore une
représentation de (g, b).

2.6. Marquage d’un germe de courbe. Dans [10] nous avons défini la no-
tion de marquage du germe de courbe (5’,0) par le germe (S,0), comme une
classe de la relation d’équivalence fondamentale. Celle-ci porte sur ’ensemble
des germes de C°-automorphismes de (C2,0) qui transforment le germe (S, 0)
en le germe (S’,0). D’apres la proposition (2.8) de [10], ¢g est fondamentale-
ment équivalent a ¢ si et seulement si les propriétés équivalentes suivantes
sont vérifiées

(1) il existe ¢ > 0 et une homotopie ® € CO(B} x [0,1],B'*) telle que
®(-,0) et ®(-,1) sont respectivement des représentants des restric-
tions au complémentaire de S, des germes ¢g et ¢1 ;

2) sur une boule B, il existe des représentants ¢, des germes ¢q et
Yo 11
@1 et pour tout p € B, il existe un chemin « tracé dans B d’origine
Qo(p), d’extrémité ¢ (p), tel que le morphisme . : 7y a~NAva fait
commuter le diagramme suivant :

0+

m(B:, p) = m(B*,¢,(p))
N

?1* ‘La*

™ (B/*, ¢1 (p))

Remarque 2.6.1. Le morphisme g d’une conjugaison géométrique (g, h) des
monodromies i)ﬁfg: et smg,’, définit sans ambiguité un marquage de (S’,0) par
(S,0), que nous désignerons aussi par g.

Nous avons montré dans [10] que tout marquage peut étre représenté par
un homéomorphisme possédant de bonnes propriétés de régularité. Pour
préciser celles-ci, fixons pour chaque composante irréductible D de Dg et D’
de Dg/, des germes de submersions holomorphes

(20) WD:(DS,D)HD et ﬂD/Z(DS/,D)HDI

dont les restrictions & D, resp. D', sont I'identité. Nous les appelons fibrations
de Hopf de D et de D'. Donnons nous aussi en chaque point s € Sing(Dyg)
et s’ € Sing(Dg), des cartes holomorphes (zs,ys) : Ws——D(1)?, (g, ys) :
Wy —-D(1)2, dont les domaines de définitions ne s’intersectent pas et telles
que Dg et Dy soient monomiaux dans ces cartes. Nous appelons 4 systéme
local, la collection de ces données :

(21> L= <(7TD>D3 (x87y5)5)7 L= ((ﬂ-D’)D’v (:Es’ays’)s’)'

Définition 2.6.2. Un germe d’homéomorphisme g de (B,S) sur (B',S")
sera dit excellent dans les systémes locaux L et L', s’il se reléve en un germe
d’homéomorphisme G de (Bg, Dg) sur (Bg,Ds/) qui satisfait les propriétés
sutvantes :

(1) G(Dg) = Dgr et G(Ds N Ws) = Dgr N Wé(s), s € Sing(Dg),

4Cette définition est moins riche que celle introduite en [10]
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(2) sur un voisinage de Sing(Dg), G est holomorphe et vérifie les éga-
llté85 STy O G = Ts, ys/ e} G = ys)

(3) en restriction a un voisinage de l'adhérence de Dg \ Useging(pg) Ws:
G commute auz fibrations de Hopf, i.e. mgpyo G = Gomp,

Les systémes locaux £ et £’ étant fixés, le théoréme de marquage évoqué
dans l'introduction s’écrit maintenant de maniere précise.

Théoréme 2.6.3. [10] Tout marquage de S par S, posséde un représentant
excellent dans les systémes locaux L et L'.

Corollaire 2.6.4. Toute conjugaison géométrique des monodromies Sﬁg et
9)1{;’, peut étre représentée géométriquement par un triplet (g,g,h) ou g est
excellent dans les systémes locaux L et L'.

Remarque 2.6.5. Notons que d’apres le corollaire (3.19) de [10], un mar-
quage équivaut aussi a la donnée d’un isomorphisme entre les groupes fon-
damentaux de B* et de B'*, qui respecte les structures périphériques et les
méridiens canoniques, cf. section (3.3) de [10]. Cette notion se traduit ici
par la donnée de collections Per(S) et Per(S’) de sous-groupes de I' et I”,

que le lecteur pourra préciser apres avoir lu le chapitre (5). Il vient alors :
— une conjugaison algébrique (g,h) entre Dﬁg et i)ﬁgf,’, est géométrique si
et seulement si g respecte les structures périphériques, i.e. g(Per(S)) =

Per(S5").

On voit facilement que la classe d’isotopie de la restriction aux diviseurs
totaux d’un représentant excellent d’un marquage de (S’,0) par (S,0), ne
dépend pas du choix de ce représentant. Un marquage définit ainsi un “mar-
quage semi-local” au sens développé par M. Seguy dans sa these [14].

2.7. Réalisation de conjugaisons. Soient V C B et V' C B’ tels que

V*NS et V*N S’ soient non-vides. Désignons par I', > Tesp. I‘%ﬂ* , le
) , OO

sous-groupe de AutAn(f/*,oo), resp. AutAn(XN/’*,oo), constitué des germes
a linfini ¢ qui satisfont : ¢oo © ¢ = ¢oo, TESp. ¢’ © ¢ = ¢.,. Visiblement
les applications de restriction définissent des monomorphismes de groupes
viloo =Ty, ete: I, — I‘%//*’OO.
Définition 2.7.1. Une conjugaison (g,h) des monodromies M% et 9)1{;’, est
dite réalisable sur les germes (V. S) et (V',S), sl existe un triplet (¢, 1, h)
constitué : d’un An-isomorphisme h de QL sur Q7 tel que h = h., cf. (17),
d’un germe d’homéomorphisme i de (V,S) vers (V',S’) et d’un pro-germe
a Vinfini ¢ € Hommop ((V*, 00), (V'*,00)) relevant 1, i.e. g5, 0 =1 o q.,

tels que les les diagrammes suivants soient commutatifs :

~ L
(V1i00) 5 (7%00) P
07 o Lo s Gy 8b 0l
~ h ~ / ‘ /
oL — oL P = 1o o

SCette propriété ne figure pas dans [10], mais elle est satisfaite par ’homéomorphisme
construit dans la démonstration du théoreme (2.6.3).
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oU Ty. el Ty sont les pro-germes canoniques définis en (2.3) et 1;* est le

morphisme de conjugaison ¢ Jo po QZ_I. Nous dirons alors que le triplet
(1,1, h) est une réalisation de (g,h) sur les germes (V,S) et (V',5), ou
plus simplement sur V et V'.

Remarque 2.7.2. Si g : (B,S) — (B/,S’) désigne une conjugaisons trans-
versalement holomorphe entre F et F', tout relevé g : (B*, 00) — (B'*, 00) de
g, définit un A;l—isomorphisme h de @fo sur ég . Le couple (gx, hy) formé des
isomorphismes de conjugaison (18) et (17), est une conjugaison géométrique
entre les monodromies de ces germes de feuilletages et (g, g, h) réalise cette
conjugaison sur B.

Remarque 2.7.3. Si W est une sous variété de V' telle que W*NnS #0,la
restriction (¢|W,ww~v*,h) d’une réalisation (¢,1,h) de (g, h) sur (V,.9), est

une réalisation de (g, h) sur W et ().

Appelons F-isotopie toute S-isotopie ©; : U — ©,(U), U C B, au sens
de (2.5.3), qui satisfait la propriété supplémentaire : pour tout p € U, 'ap-
plication [0,1] 5 t — ©(p) est a valeurs dans une feuille de F. On définit
de méme la notion de F’-isotopie. Nous avons la propriété d’invariance sui-
vante :

Proposition 2.7.4. Soit ©; : U — ©(U), resp. ©, : U' — OL(U’), t € [0,1],
une F-isotopie resp. F'-isotopie, définie sur un voisinage ouvert U D S de
B, resp. U' D S’ de B et soit (g,g,h) une réalisation d’une conjugaison
(g,h) des monodromies de F et F', sur des sous-ensembles V' et V' de B*
et B'*. Alors (0, 0goO7%, 0, 05007, h) est une réalisation de (g,b) sur
les germes ©1(V) et 7L (V"), les relevés Oy et ©) étant définis comme en
(2.5.3).

Preuve. L’idée de la preuve est simple : d’une part O, préserve les feuilles de
F, ce qui donne la commutativité du diagramme (x)g, ogoo-1 ; d’autre part,
1 1

la remarque (2.5.3) donne I’égalité (é’logoél_l)* = §4, d’ou la commutativité

du diagramme (%x)g, ogod-1- Nous laissons les détails de cette preuve aux
1 1

soins du lecteur. O

3. MONODROMIE ET HOLONOMIES PROJECTIVES

3.1. Représentation d’holonomie d’un bloc de JSJ. Tout d’abord,
quelques rappels de vocabulaire : pour une courbe D, la valence d’une com-
posante (irréductible) D est le nombre v(D) des autres composantes qui
I'intersecte; une chaine est union connexe maximale de composantes de
valence deux; une branche morte M est une union connexe maximale de
composantes compactes qui sont valence deux, sauf I'une d’elles qui est de
valence un; elle intersecte le diviseur exceptionnel £g en un point, appelé
point d’attache de M, situé sur une composante de Dg de valence > 3.

Soit F' : B — C, resp. F' : B" — C, une équation holomorphe réduite de
S, resp S, et £, L' des systémes locaux notés comme en (21). Pour € > 0
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assez petit, les hypersurfaces réelles lisses {|F o Eg| = ¢} et {|F' o Eg/| = ¢}
“bordant” les tubes de Milnor de Dg et Dg

(22)  T.={|FoEs|<e}CBsg, T :={|FoEg|<e}cCBy,

sont transverses aux hypersurfaces {|xs| = 1}, {|ys| = 1} et {|zg| = 1},
{lys| = 1}, pour tout s € Sing(Dg), s’ € Sing(Dg/), ainsi qu’aux spheres
ESY(OB) et EG(OB').

Conventions 3.1.1. Pour A C 7. et A’ C 7./, nous notons :
A =g (Bs(A), A i=d 7N (Es(A),
et nous désignons par q et par ¢’ les revétements (universels) suivants :

1 LT /. o1 / L T* 1%
q:= kg oq|%*.7;*—>’];*, g.—ES,oqﬁ,*l.TE,—VTE,.
€ €

Etant donnés ¢g : (A,Ds) — (A", Ds:) un germe d’homéomorphisme et
boo 1 (A%, 00) — (A", 00) un pro-germe a linfini qui reléve ¢g, nous dirons
que le triplet (¢g, poo, h) réalise la conjugaison (g, h) sur A et A, si le triplet
(gbg, $oos h), avec gb% = EszoqﬁsoEs‘:ll*, est une réalisation de la conjugaison
(g,h) sur Eg(A) et Egi(A').

Soit D une composante de Dg de valence > 3, sur laquelle s’attache
v(D) — r(D) branches mortes; ordonnons les points de Sing(Dg) N D en

S1,- -+, 5y(D), de sorte que {s; | j > r(D)} soit I'ensemble des points d’attache
d’une branche morte. Nous notons :

r(D o v(D
(23)  DFi=D\UD |z, | <1}, D°:= D\U{uy,| <1}
Nous supposons aussi que pour j = 1,...,v(D), ys; = 0 est une équation
locale de D.

Définition 3.1.2. Nous appelons ici bloc de Jaco-Shalen-Johannson (JSJ
en abrégé) de 7; associé a D et désignons par Bp(e), l'adhérence de la

composante connexe de Tg \ Ug(:Dl){lmsA = 1}, qui contient D*. De méme
B(e)* sera appelé bloc de JSJ de 7 associé a D.

Fixons désormais € > 0, tel que 7; soit contenu dans 'ouvert B € Ur 5, fixé
au paragraphe (1.2). Notons désormais Bp et 7, pour Bp(e) et 7z. Quitte
a restreindre de nouveau € > 0, 7 satisfait les propriétés suivantes, cf. par
exemple [9] :
— T est un rétract par déformation de Bg et pour 0 < ¢’ < e, Bp(¢) et
7. sont des rétracts par déformation de Bp et 7 respectivement ;
— BJ, est incompressible dans 7* -et donc aussi dans Egl(]B*) et dans
Eg'(B*);
— une présentation par générateurs et relations du groupe fondamental
de B7,, peut étre obtenue de la maniere suivante : on trace dans Bp N
WBl(DO) des lacets 71, ..., Vy(p) de méme origine m, dont les projection

mp o yj bordent des disques conformes fermés V; C D, tels que V; N
Sing(Dg) = V; N Sing(Ds) = {s;}; puis on trace dans la fibre A :=
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Tp' (mo), mo := mp(m), un lacet ¢ d’origine m et d’indice 1 autour de
mo; on a:

7T1<BE<)7m) = <C7 ’.)/17 .. ‘;YU(D) | [7]7 C] = 157£k = qu> . j=1,...,u(D) s

ou pged(pg, qr) = 1 et —g—’; est l'indice de Camacho-Sad de F le long
de D, au point sy ;
— le germe de F en chaque point s,(py11,- ., Sy(p), Possede une intégrale
premiere holomorphe qui s’écrit xPxy% A(z,y), A(0,0) # 0.
Visiblement le noyau de la représentation d’holonomie® de F le long de D°,

(24) Hp : m(D°, mo) = Zip(Dy41 * - - * Ly(py — Diff (A, mo),

contient le sous-groupe normal engendré par les éléments "yz’“, pour k =
r(D) +1,...,v(D). Le morphisme Hp se factorise en un morphisme H%P
défini sur le 7 -orbifold de DY,

7§ (DF, o) = m (D%, mo)/ < AT i) S

De méme, le morphisme 7p. de w1 (Bp N7y, (D°), m) sur 71(D°, mg) donné

par la fibration 7p, induit un morphisme Wg}f donnant la suite exacte :

orb

(25) 1 — m(A*,m) = Zé —s m (B}, m) 25 79 (D?, mg) — 1.

Définition 3.1.3. Nous appelons représentation d’holonomie de F le long

de Bp, réalisée sur la transversale A, le morphisme Hp,, 1= HODrb o W%}f s

Hpy : m1(Bj, m) — DIfi(A, mo), 4 Ha,(3) = Hp(wp o).

3.2. Holonomie-étendue et monodromie. Avec les conventions (3.1.1)

et les notations précédentes, désignons par (ﬁ*a)aem(z*) et (ézﬂ)ﬁem(ﬁ*)
D

les collections des composantes connexes de ﬁ*, resp. de E}S Grace a l'in-
compressibilité de B}, dans Egl(IBB*), la restriction de ¢ a chaque compo-
sante E*Dﬁ est un revétement universel de B},. Ainsi, une fois donné un point
m € By, et m € ¢ '(m) N E;ﬁ , le groupe I'y s’identifie canoniquement a
m1(7;,m) =~ m1(B*,m) et le sous-groupe I'sx(B) formé des éléments ¢ de
I'o qui laissent BBB invariant, s’identifie & 71 (B}, m). Pour Are E*DB et
m choisi dans A*®, la suite suivante est exacte :

(26) 1 — Too(B, ) — To(B) 2 7™ (D?, mg) — 1,

avec T'oo(3,a) ~ m (A*,m) désignant le sous-groupe’ des ¢ € I'yo(B) qui

laissent A*® invariant et o le morphisme bien défini en posant :

o(p) =75 (gopuy),  peTd,

f, désignant un chemin tracé dans EE’G , d’origine m et d’extrémité p(m).

6HD("y) est "application qui associe a un point p de A, I'extrémité du chemin d’origine
p, obtenu en relevant y~* dans la feuille de F contenant p.

"Notons que I (B, @) est bien distingué, car w1 (A*, m) est le centre de 71 (BEB) ; cela
signifie que tout ¢ € I'o (8, ) laisse invariante toute composante N B};B.
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Proposition 3.2.1. Soient A*O‘, A* contenus dans une méme composante
B;ﬁ. Il existe un unique pro-germe hor : (A**,00) — (A*Y o0) qui com-
mute aux pro-germes canoniques définis en (2.3) : TXxa © hora = TXra
Preuve. Soit U € Uz 5, notons U := Egl((?) et désignons par W le saturé
de A**' N U* dans B *ﬁ N U* . L’application
U Daa — Wg’ N A*a N A*o/

de transport suivant les feuilles de F |W°/ est définie sans ambiguité, car
celles-ci intersectent chaque transversale A** et A*® en au plus un point,
cf. (1.2). Nous allons voir que D[C}/a contient toujours un ouvert non-vide du

type V* N A*, avec V := Egl(f/), Ve iz s. Pour conclure, il suffit alors
de poser :

hota = (h_rr;v hvi )[y@l}_,z , avec hyy:= hU‘~ ~ ‘7* N AR A*al .

V*NA*x

Soit ¢ € I'o(B, a). Choisissons Ve Ur s, V C U, assez petit pour que
tout p € V N A* soit l'origine d’un chemin, noté v,, d’extrémité sur A*,
tracé dans une feuille de la restriction de F & B, N U Nwp'(D°) et tel que
la classe de 7p o 7, dans 7¢™(D*, mg) soit égale & o (). Le relevé p5 de vp
dans Egﬂ , d’origine un point quelconque p de ¢ “p )ﬂA*a est contenu dans
une feuille de F. Nous allons voir que son extrémité, qul est egale a hy(p),
appartient toujours a A* . il en résultera l'inclusion Da a5 Vrn A,

Dans A* tracons un chemln ¢ d’origine fi5(1), d’extrémité un point de
g '(m), ainsi quun chemin § d’origine un point de ¢~ *(m) et d’extrémité p.
La classe d’homotopie ¢ € m1(BhH,m) du lacet ( :=qo (dV pi5 v €), vérifie :

() =T o, = o),

ou Tp o 7, désigne la classe de mp oy, dans 7™ (DF, my). Soit [ty un chemin
dans B*P joignant m & @(m). D’apres (25), la classe du lacet g o p, dans
m1(Bj), m) differe de ¢ d’un élément de 7 (A*,m); les chemins de méme
origine § V p V& et pip ont donc leurs extrémités sur une méme composante

connexe de A*; il en est de méme de pi et fig ; d’ou la conclusion. O

. x ~ / X 1
Remarque 3.2.2. Pour trois composantes A** A**  A**" contenues dans
B;ﬁ , nous avons la relation :

ha//a/ o] I’La/a = ha//a

D’autre part, ’action de I' laissant invariant F , les constructions ci-dessus
sont “compatibles” avec I'action de ' (). Plus précisément, avec les mémes
notations, pour ¢ € 'y, () le chemin @ o i est égal au chemin u@@, c’est a
dire au chemin d’origine ¢(p) € p(A*®), d’extrémité dans go(A*o‘ ), obtenu
en relevant v,. Ainsi, si 'on désigne par @, : mo(A*)—~>m(A*) la bijection
induite par ¢, on a :

po hato © 9071 = hSDO(O/)SOo(CY) .
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On en déduit directement que ’application suivante :
H% : Foo(ﬁ) — Allt(A*a, OO) y P hatp.(a) op = h;.l(a)a °ce,
est un morphisme de groupes.

Définition 3.2.3. Nous appellerons ﬁ%, le morphisme d’holonomie-étendue
de D, réalisée sur A*®,

Pour justifier ce vocabulaire, notons que si & € w1 (B}, m) et ¢ € I'ao () sont

tels que %P (1) = o(p), alors HS () est le relevé sur la composante A*,

considérée comme revétement universel de A*, du germe de difféomorphisme
d’holonomie Hp,, (). On obtient finalement le diagramme commutatif :

(A’ mo) -« goo (A*O‘7 OO) &, Qg:o
(©)y Hp,, (2) H(9) MZ (o) .
(A’ mo) -« goo (&*O‘7 oo) &, @‘g:o

3.3. Relations entre conjugaisons d’holonomies et de monodro-
mies. Avec les notations du chapitre 2, supposons donné une conjugai-
son géométrique (g,h) entre les monodromies sz; et 9)?5 de F et F/,
que l'on suppose de type général. Grace au corollaire (2.6.4), donnons-
nous une représentation géométrique (g,g,h) de (g,bh), cf. (2.5.1), ou g :
(B,S) — (B,S’) est un germe d’homéomorphisme excellent et désignons
par G : (Bg,Dg) — (B, Ds) son relevé sur les résolutions des singularités.
Soit (A, mg), mo ¢ Sing(Dg) une fibre de la fibration de Hopf d’une com-
posante D de Dg, telle que (A, my) := (G(A),G(myp)) soit aussi une fibre
de Hopf de D’ := G(D). Enfin, identifions A et A’ & leurs images Fg(A) et
Eg/(A’) par les applications de réduction.

Théoréeme 3.3.1. S’il existe une réalisation (w,zz, h) de (g,h) sur A et
A, alors 1), avec la restriction Gp: D-=5D', conjugue les représentations
d’holonomie associées aux composantes D et D', i.e. le diagramme suivant
est commutatif :

m1(D?, mg) —2— Diff(A, mp)
G ¢) P

m1(D'°, mo) — 2"+ Diff(A, ml)

ot Py () := Yooy~ et Gy est induit par la restriction de G & D°, cf.
(23).

Preuve. Soit 4 € w1 (D° mg), 1 € Wl(ég,m) et p € T'wo(f), tels que
orb

T5o(n) = o(p) =7 -et ainsi Hp, (/1) = Hp(¥). Considérons le diagramme
de la figure 1 ci-dessous. Les deux cotés frontaux sont constitués des dia-
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Hp (%)

(A, mo) ~ (A%, my)
A A
A
X 9 %z
Hpr (G«(7))
o (&) - (8%,
A A
A A
q/
. Hyo) %
(A*av OO) = > (A*av OO) q,
n n
X N
~
(A,*a/’oo) HD/(E(W)) X (&’*O‘/,oo)
n n
TZ*Q TZ/*O/ TZ*Q
\ 9;7(7:( ) Y
~ T (e ~
Qg:o > Qg:o TZI*a’
\ >
Y y Y
~ m7, (a(¥)) ~
f/ s’ _ f/
Qoo QOO

Fi1G. 1. Diagramme concernant les conjugaisons des holono-
mies et monodromies.

grammes commutatifs (¢), et (0)g(,) ; les deux cotés latéraux sont constitués

du diagramme commutatif (x) et de celui exprimant que 9 releve 9 ; la com-

mutativité du diagramme horizontal de base, h o M% () = ML, (g()) o h,
résulte de la commutativité de (xx) 7 Les pro-germes canoniques 7x,, et

«

TXwor €tant des monomorphismes d’apres (2.3.1), le diagramme horizon-

tal médian est aussi commutatif : ¢ o ﬁ%(g@) = N%/ o 1. On en déduit la
commutativité du diagramme horizontal supérieur :

Yo Hp(Y) =Hp (Gu(7)) 0¥,

car les pro-germes ¢ et ¢’ sont des épimorphismes. D’ou la conclusion. [J
=00 =00

4. ENONCES DES RESULTATS ET PREUVE DES THEOREMES [ ET I

Conservons les notations relatives aux germes de feuilletages F et ', que
nous avons introduites dans chapitres précédents, en particulier les notations
(2), (3), (15) et (16). Nous allons énoncer ici les théorémes principaux de ce
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travail sous leurs formes la plus générale. Ils impliqueront les théoremes I et
IT énoncés dans l'introduction.

Théoréme 4.0.2 (d’invariance). Supposons que F et F' sont de type
général, i.e. ils satisfont les propriétés (i)-(iii) de (1.1) et qu’ils sont conju-
gués par un germe d’homéomorphisme ¥ : (C%,0)—=(C2,0) transversale-
ment holomorphe et préservant l’orientation de C2. Soit g : (C2,0)-—=(C2,0)
un germe d’homéomorphisme excellent fondamentalement équivalent a ¥,
cf. (2.6); notons G : (Bs,Ds) — (Bg,Ds/) son relevé : Ego G = W o Eg.
Alors :

(1) pour toute composante irréductible D de Dg et tout point singulier

s € Sing(F) N D, on a l’égalité des indices de Camacho-Sad :

(%)s CS(F,D,s) = CS(F',G(D),G(s)),

(2) il existe une conjugaison (g,b) des monodromies MY et ML, | réali-
sée sur des transversales a S et a S', en des points m et m' # (0,0),
telle que WU soit un représentant de g.

Le théoreme suivant peut étre considéré comme une réciproque de celui-ci.

Théoréme 4.0.3 (de classification). Soit (g,h) une conjugaison géomé-
trique des monodromies ﬂﬁf; et sz;,’ de deux feuilletages de type général, qui
posséde une réalisation (1, @Z, h) sur des courbes holomorphes ¥ et ¥/, lisses
et transverses auz feuilletages en des points m € S\ {0} et m' € S\ {0} de
leurs séparatrices. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites,
(9,9, h) désignant® une représentation géométrique de (g,b) :

(1) g(m) et m’ appartiennent a la méme composante irréductible de S,

(2) pour toute composante irréductible S de S, on a ’égalité des in-
dices de Camacho-Sad : CS(F, S, §) = CS(£’,J§’, ), ot S, resp. S,
désigne la transformée stricte de S, resp. g(S) et § € Sing(F), resp.
§ € Sing(F') son point d’attache au diviseur exceptionnel.

Alors il existe un homéomorphisme ¥ d’un voisinage ouvert U de S sur un
voisinage ouwvert U’ de S et un relevé W : U*—5U'* de W, tels que :

(a) ¥(ENU) C X'NU’, le germe enm de W sy est égal a ) et le germe

a linfini de \II‘Z o est égal a 1;,
(b) U est excellent, conjugue Fu a ‘7:|IU’ et est transversalement holo-

morphe,
(c) si ¥g désigne le germe de U le long de S et Vo le pro- germe a
Uinfini de U, alors (Ug, oo, h) est une réalisation de (g,b) sur U et
U'.
En fait nous prouverons en (6.3), que la condition (2) du théoreme de clas-
sification équivaut a l’assertion (1) du théoreme d’invariance.

Le lien entre de ces théoremes avec les théoremes I et II de 'introduction
provient des propriétés de rigidité transverse génériquement satisfaites, que
nous allons préciser.

8Les propriétés (1) et (2) sont indépendantes du choix de cette représentation.
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Définition 4.0.4. Nous dirons que le germe de F en (0,0) est transversa-
lement rigide, st tout germe d’homéomorphisme conservant les orientations
de (C2,0) et celle des feuilles, qui conjugue F & un germe de feuilletage de
type général est transversalement holomorphe ;

D’apres le théoréeme de J. Rebelo [13] cité dans l'introduction, 'existence
d’une composante irréductible de Dg dont le groupe d’holonomie est non-
résoluble, suffit a assurer la rigidité transverse de F. La généricité de cette
propriété, au sens de la topologie de Krull, est prouvée dans [5]. Remarquons
que d’autres conditions intéressantes, mais plus particulieres, induisent aussi
la rigidité transverse du feuilletage, cf. la monographie de F. Loray [6].

Corollaire 4.0.5. Soient F et F'deux germes de feuilletages transversale-
ment rigides, de type général, qui sont conjugués par un germe d’homéomor-
phisme g, préservant les orientations de C? et des feuilles. Il existe alors
un germe d’homéomorphisme excellent ¥ qui conjugue F a F' et qui est fon-
damentalement équivalent & Wy, cf. (2.6). En particulier, si ¥ : Dg-—"~Dg
désigne la restriction aux diviseurs totaux du relevé de W sur les réductions
des singularités, on a :

(i) pour tout s € Sing(F), le germe de F au point s et celui de F' au point
\Ilﬁ(s), sont holomorphiquement conjugués ;

(ii) pour toute composante irréductible D de Dg, les représentation d’ho-
lonomie Hp et Hys(py définies en (24) sont holomorphiquement con-
juguées, via U,

Cette derniere assertion signifie que si A et A’ sont des courbes holomorphes
transverses & D et D’ := ¥¥(D), en des points m € D \ Sing(F) et m’ :=
U (m), le diagramme (1) de I'introduction est commutatif.

Preuve. On applique d’abord le théoreme d’invariance, puisque ¥ est trans-
versalement holomorphe; ensuite, on applique le théoreme de classifica-
tion. [l

Notons que ce corollaire est une formulation plus précise du théoreme
I énoncé dans l'introduction. D’autre part, grace au théoréeme de rigidité
transverse, le théoreme II résulte des théoremes d’invariance et de classifica-
tion ci-dessus, appliqués avec ’hypothese supplémentaire de généricité (G)
citée dans I'introduction.

5. STRUCTURE PERIPHERIQUE D’UN GERME DE COURBE

5.1. Groupes périphériques. Toujours avec les notations (2), (15), (22)
et (3.1.1) précédemment introduites, donnons-nous un voisinage tubulaire
Wy d’une composante irréductible S de S dans B, épointée de l'origine
0 € C? : la paire (Wg,é’o), S° .= § \ {0}, est homéomorphe a la paire
(5° xD(1), 8° x {0}). Soit s € Sing(Ds) le point d’attache de la transformée
stricte S de S. Quitte & permuter les coordonnées (zs,ys) du systeme local
que 'on a fixé en (21) (pour définir la notion d’homéomorphisme excellent)
nous supposons que xs = 0 est une équation de S. Nous choisissons aussi
e > 0 assez petit, pour que W} = Egl(Wg) se rétracte sur le 2-tore {|x4| =

& lys| =1},
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Proposition 5.1.1. Wg est incompressible dans B*.

Preuve. 11 suffit de montrer l'incompressibilité du tore {|zs| = ¢, |ys| = 1}
dans Bg. Ceci se fait par utilisation répétée du théoreme de Van Kampen,
cf. par exemple la construction d’un voisinage ouvert de Dg par “assemblage
bord & bord” faite en [9]. O

Considérons les lacets m, resp. p, de méme origine, tracés dans Wy et
définis par : (zs,ys) o m(t) = (e€2™ 1), resp. (ws,ys) o p(t) = (g, e?m™).
Au point ¢ := Eg(m(0)), les classes d’homotopie mg, resp. ps € m1(Wy, ¢),
des lacets Eg o m, resp. Eg o p, donnent la décomposition en somme di-
recte : Wl(Wg,é) = Zwmg @ Zpz. L’abélianité de ce groupe implique que
I’isomorphisme de Wl(Wg, c1) sur wl(Wg,cz) induit par un chemin reliant
dans Wg deux points ¢ et co, ne dépend pas choix de ce chemin. Ainsi, la
décomposition en somme directe de 71 (W3, ¢) se transporte canoniquement
en tout point de Wg :

Ps . =m(Wg,c) =Zme & Zp. C m(B,c), ce Wg.

Définition 5.1.2. Nous appellerons m. le méridien, p. le parallele et Py

le sous-groupe périphérique, associés a la composante S, au point c.

La propriété géométrique suivante de ce sous-groupe, rendra sa décompo-
sition “intrinseque”.

Proposition 5.1.3. [10] Le sous-groupe P . est égal a son normalisateur

dans m (B*, ¢), i.e. (C e m(B*c) et CP§7CC_1 C Wl(Wg,C)) = (€ Pg .

On en déduit immédiatement :

Corollaire 5.1.4. La décomposition en somme directe

P =Zmp & Zpp , mp ::Cmcg_la Pr 3=CPCC_1’
de tout sous-groupe P = CchC_l, ¢ € m(B*,¢), conjugué a Py, est
intrinséque, i.e. elle ne dépend pas de ¢ € m (B*, ).

5.2. Conjugaison des structures périphériques. Nous allons voir que
les méridiens et paralleles canoniques définis en (5.1.2), associés aux com-
posantes irréductibles de S, sont des invariants topologiques.

Théoréme 5.2.1. Soit U un voisinage ouvert de S dans B et ® un homéo-
morphisme de U sur un voisinage U’ de 0 dans B, tel que ®(S) =S"NU".
Alors, pour toute composante irréductible S de S et tout point ¢ d’un voi-
sinage tubulaire de S\ {0} dans B, lisomorphisme ®, de m (B*,c) sur
m1 (B*, ¢) induit par ®, envoie respectivement le méridien m. et le paralléle
Pe associés a S, sur le méridien m, et sur le paralléle p!, associé a la com-
posante ®(S), au point ¢ = ®(c).

Preuve. Remarquons d’abord que ®, induit un isomorphisme de la structure

périphérique Py de S, sur celle Pg, y de § := @(g ). En effet donnons-nous

un voisinage tubulaire W de S, deux voisinages tubulaires W’ et W” de
S\ {0} dans B', ainsi qu’une boule B” C B’ de centre 0, tels que W”"NB" C
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®(W) Cc W'. Ces inclusions induisent au niveau des groupes fondamentaux,
deux morphismes Z-linéaires

2? ~Py , — u(Py ) — Py =L,

dont le composé est un isomorphisme. Ainsi :

(27) (I)*(,Pg" c) = ,ng7 o

Le théoreme de marquage (2.6.3) donne l'existence d’'un homéomorphisme
excellent g qui est fondamentalement équivalent a ®. Nous pouvons supposer
que W' NB" C g(W) C W’ et g induit un isomorphisme g, de Py, sur
Psr g(c)- Visiblement g, (m.) = m . et gi(pe) = py ), car le relevé Eylo
g o Eg se prolonge aux diviseurs exceptionnels. L’équivalence fondamentale
entre g et ¥ donne l’existence d’un élément ¢ de 7 (B*, ') tel que

(28) Iro®, =kog, :m(B*, ) — m(B*, ),

ol I désigne 'automorphisme intérieur de 1 (B*, ') défini par ¢ et ol &
est I'isomorphisme canonique de 1 (B*, g(c)) sur m1(B*,¢’), donné un che-
min quelconque tracé dans W', joignant g(c) a ¢’. Les relations (27) et (28)
donnent 1’égalité §P4,7C,C_1 = 77%,76,. D’apres la proposition (5.1.3), ¢ ap-
partient & P~,7C,. La restriction de I a 735,,76, est 'identité, car ce groupe
est commutatif. En restreignant (28) a Pj. . on obtient I'égalité &, = K0 g,.
D’ou :
D (me) = £i(gs(me)) = (M) = me;

de méme @, (p.) = pl,. O

6. DEMONSTRATION DU THEOREME D’INVARIANCE (4.0.2)

6.1. Démonstration de ’assertion (2). D’apres la proposition (2.7.4),
on ne change pas le probleme en composant a gauche W par un germe
homéomorphisme ©; : (B, S")—=(B’, S") qui est F'-isotope & I'identité. Soit
Y, resp. X’ une une courbe holomorphe lisse transverse & F, resp. F', en
un point m € S, resp. en m' := ¥(m). Il est aisé de construire ©; tel
que O1(¥(X)) et X' aient méme germe en m’. L’assertion (2) se déduit
immédiatement de (2.7.2) et (2.7.3).

6.2. Invariance des indices de Camacho-Sad des séparatrices. Nous
allons prouver 1’égalité (x)s de l'assertion (1) du théoréeme (4.0.2), lorsque s
est le point d’attache d’une transformée stricte S d’une composante irréduc-
tible S de S. Nous reprenons les notations utilisées en (5.1) et nous désignons
aussi par p : W, — S N W; la fibration en disques telle que ys 0 p = ys, par
7n le lacet tracé sur I'axe x5 = 0, tel que ys o v, (t) := *™ 0 < ¢ < 1, par
q le point de coordonnées (0,1/2) et enfin par T la transversale p~1(q).

Donnons-nous une suite (g, )nen de points de T" tendant vers ¢, tels que le
lacet 7, se releve, via p, en un chemin I'), d’origine ¢,,, contenu dans I'ouvert
{lzs| < %} et tracé dans la feuille de F contenant g,. On peut voir qu’une
telle suite existe toujours et que

v 1 s
(29) CS(F,8,s) = lim / dzs
Iy

n—oo 297Tn Jr, Ts
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Fixons un réel 0,, €] — m, 7| différent des arguments de ¢, et de I',,(1) puis,
dans le disque coupé

T n{arg(zs) # On, 0 < |z,| < 1/n},

tragons un chemin &, d’origine ¢, et d’extrémité I',(1). Puisque la partie

réelle de Qijm fén Cﬁ”j est bornée, la partie réelle de 'indice de Camacho-Sad

(29) est donné par :

< v o In . _ 1 dxs
(30) Re(CS(F,S,s)) = 711520;, oun I,:= %T/anfn o
La classe d’homotopie dans 71(B*, ¢,), ¢, = Es(qn), du lacet T',v&, se
décompose dans la structure périphérique Py . C m (B*, ¢pn),

Lpvén = Lime, + npe, -

Si ay, est un lacet quelconque d’origine qg, d’extrémité ¢, tracé dans 7'\ {¢},
la classe dans 71 (B*, ¢p) du lacet A\, := a,vI,v&,vay, ! est donc :

(31) An = Iyme, + npey -

Fixons maintenant les mémes données au point s’ := G(s) d’attache de la
transformée stricte S” de " := W(S). Désignons par (zy,yy) : W, —->D(1)?
les coordonnées locales au point §', issues du systeme local £, par p' : WY, —
S'n W!, la fibration en disques définie par yy o p' = yy et par ¢’ € S le
point de coordonnées (0,1/2). Notons aussi 7" := p'~!(¢’). Nous laissons au
lecteur le soin de prouver que, quitte & le composer par un homéomorphisme
F'-isotope & l'identité, U satisfait les propriétés suivantes :
- U(V) C V', ou V est I'image par Es d’un voisinage tubulaire du cercle
{zs =0,|ys| = 1} dans le tore {|zs| < 1,|ys| = 1} et V' est 'image par
Eg du tore {|zl,| <1,|yy| =1};
— ¥y “commute aux fibrations”, i.e. Eg,op’oEg,lo\IJ|V = \I/OE'SopOEEl.
Comme en (29) nous avons 'égalité :

. 1 dz’,
CS(F, &', ') = lim — / Ty
n—00 207N Jwor,, Ty

La variation de 'argument de 2z, 0§, est bornée, car ¥ est transversalement
holomorphe -et donc holomorphe en restriction a 7'. Ainsi :

. i 1 /
(32)  Re(CS(E,&.&)) = lim 2, Jn:= / duy.
‘IJO(Fn\/fn)

n - — 5.
n—oo n s x,

Visiblement la classe de ¥ o \,, dans m(B*, ¥U(qg)) est égale a Jnm(I,(CO) +
np'\p(%), d’ou :

(33) Jnm&}(CO) + np(ll(c(]) = ‘I/*(Inch + anO) .

Le théoreme (5.2.1) donne 'égalité : I,, = J,,. Grace & (32), CS(F,S, s) et
CS(£’,S” ,s') ont méme partie réelle. Leur différence est un nombre entier,
puisque leurs exponentielles sont les valeurs propres de la dérivée des holo-
nomies de S et S’ -et celles-ci sont holomorphiquement conjuguées, car ¥
est transversalement holomorphe. Ils sont donc égaux.
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6.3. Invariance de tous les indices de Camacho-Sad. La preuve repose
sur la formule classique d’indice [1], indiquant que I’auto-intersection d’une
composante D du diviseur exceptionnel, est égale & la somme des indices
de Camacho-Sad le long de D, en tous les points de singulier du feuilletage
situés sur D.

Considérons les filtrations des diviseurs exceptionnels &g := E§1(0) et
— -1 .
85’/ .— Es/ (0) .
E0:=EsDE DED et E=ELDEDE,D -

définies par induction de la maniere suivante : £_1 \ £; est I'union des com-
posantes D de &£;_1, de valence 1 dans &£;_;. Elles aboutissent a ’ensemble
vide, car les graphes duaux de ces diviseurs sont des arbres. Visiblement
G(&j) = &;, pour tout j. Pour obtenir les égalités (x)s du théoréme en tout
point s € Sing(F) et pour toute composante D de Dg, il suffit de démontrer
pour tout j > 1, 'assertion suivante :

(x); Uégalité (x)s du théoréme est vraie en tout point s € (Sing(Dg) \
Sing(&;)), pour chaque composante D contenant s.

Or la formule d’indice donne I'implication (); = (%);4+1 et (3)o exprime
I'invariance des indices de Camacho-Sad des séparatrices, que nous venons
de prouver en (6.2). D’ou la conclusion.

7. DEMONSTRATION DU THEOREME DE CLASSIFICATION (4.0.3)

Conservons toujours les notations (2), (15), (22) et (3.1.1) et plagons-
nous sous les hypotheses du théoreme (4.0.3). Nous allons construire une
réalisation globale de la conjugaison (g, ) sur un voisinage de Dg dans Bg,
qui induit une réalisation de (g,h) sur un voisinage de S dans B, satisfai-
sant les conclusions (a)(b)(c) du théoreme. Nous procéderons par induction,
en construisant les homéomorphismes cherchés de proche en proche, sur les
“pieces élémentaires” d’une décomposition appropriée d’un voisinage du di-
viseur total Dg dans Bg, décrite en (7.2).

7.1. Description de l’induction. Le lemme d’extension (7.3.2) ci-apres
est I'outil clé qui permet d’effectuer “le pas” de I'induction, mais il permettra
aussi de linitier. Etant donné une réalisation (¢, ¢, h) de (g,h), donnée sur
une fibre T" de la fibration de Hopf d’une composante du bord de K, il donne
une condition topologique simple (o) qui permet d’étendre cette réalisation
en une réalisation sur une piece élémentaire K ; de plus :

1. la restriction de cette extension a une fibre de Hopf quelconque de
toute composante connexe de 0K, satisfait aussi la condition (e),

2. lorsque T est contenue dans l'intersection de deux pieces élémentaires
adjacentes, les réalisations données par ce lemme sur chacune de ces
pieces, coincident nécessairement sur leur intersection.

Ainsi, si nous disposons d’une réalisation sur une piece élémentaire K, nous
pouvons I’étendre, de proche en proche, sur tout un voisinage de Dg dans
Bgs. Pour prouver le théoreme, il suffit donc de pouvoir utiliser le lemme
(7.3.2) dans le contexte ou D est la transformé stricte de la composante
irréductible de S contenant m, T = E~(X) et de prendre pour K° la piece
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élémentaire associée a D. Au paragraphe (7.6) nous prouverons 'existence
d’une représentation (g1, g1, h) de la conjugaison (g, h), qui satisfait dans ce

contexte la condition (0)51 7 des hypotheses de (7.3.2). Ceci qui achevera la

preuve du théoreme.

7.2. Pieces élémentaires. Fixons deux tubes de Milnor, cf. (22), 7; pour
S et T, pour ', les réels €, &’ > 0 étant choisis assez petits pour que G(7;) C

_, et que chaque hypersurface réelle {|z;| = 1} et {|ys| = 1}, s € Sing(F),
ainsi que {|zy| = 1} et {|lys| = 1}, s’ € Sing(F'), sépare le tube en deux
composantes connexes et intersecte son bord transversalement (suivant un
2-tore). Notons :

Hi= |J o=yl =1} H = | {lowl=1}0{lys|=1}.

s€Sing(F) s’'€Sing(F’)

Nous appelons ici piéce élémentaire de Tz, resp. de T, toute intersection

o (e}
K :=KnNT7T, resp. K' := K'NT., ou K, resp. K', est 'adhérence d’une
composante connexe de 7. \ ‘H, resp. 7, \ 'H'. Pour chaque piece élémentaire
K, resp. K', une et une seule des deux éventualités suivantes est réalisée :
— K, resp. K’, contient un (unique) point s de Sing(F), resp. s’ € Sing(F’)
et est contenue dans le domaine Wy de la carte (zs,ys), resp. Wy de
(xs’ )y Ys! ) )
— K, resp. K', contient un compact D° := D \ |[J; Ws, ot D désigne une
composante de Dg, resp. Dg/ et s décrit ’ensemble des points singulier
de F, resp. F'; de plus, quitte & restreindre de nouveau ¢ ou & > 0,
la restriction de la fibration 7p & K N 75! (0D°), est une fibration en
disques ;
Dans le premier cas la piece élémentaire sera notée K, resp. Ky et elle sera
notée Kp dans le second cas.
L’intersection de deux pieces élémentaires distinctes est soit vide, soit un
3-tore plein. D’autre part, comme g est excellent, nous avons les égalités

G(KeNDs) = Kg)NDsr, o€ Comp(Dg) L Sing(F) ,

et G(K,) est un voisinage ouvert de K¢(,) N Ds dans K,

7.3. Extension de réalisations. Fixons une composante D de Dg et une
fibre de Hopf T := wl_)l(c) N 7¢, en un point ¢ du bord de D°, cf. (23).
La composante connexe C' de 0D° contenant ¢, est un cercle bordant un
disque W5 N D, s € Sing(F). Fixons aussi une représentation (g, g, h) de la
conjugaison (g, h), avec g excellent et supposons € > 0 assez petit pour que
G:=Eg'ogo Eg7. soit défini sur 7; et a valeurs dans 7. Ainsi ¢’ := G(c)
est un point du bord de D’°, D" := G(D). Notons T" := 7,/ (¢) et supposons
donnés un germe de biholomorphisme ¢g : (T, ¢) — (T”,c'), ainsi qu'un pro-
germe & l'infini ¢ : (JN“, o0) — (T’,oo) qui releve ¢g, tels que (gzﬁs,ggoo,h)
soit une réalisation de (g,h) sur T et T".

Conventions 7.3.1. Pour B C B* et B' C IE%’*, nous notons :

mo(B, 00) := limpey, ,mo(BNTU*), mo(B',00) = limyey,, ,, (B NT*).
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Lemme 7.3.2 (d’extension de réalisations). Désignons par K, resp K' l'une
des deux pieces Kp ou K et notons : Z := K NDg et Z' := K' N Dg.
Supposons que qb et la restriction de g a T* induisent la méme application

(.)fgv,;bi ¢0 :gt :WO(T JOO) —>7T0(T *700)7 ’
et, dans ['éventualité K = K, supposons aussi réalisée l’égalité des in-
dices de Camacho-Sad : CS(F, D, s) = CS(F', D', G(s)). Alors il existe des

homéomorphismes ® : V. — V' et ® : V* — V'™ tel que, pour toute compo-
sante D de Dg qui intersecte K, on ait :

(a) V, resp. V', est un voisinage owvert de DgNK dans K, resp. de DgrNK'

dans K', <I> reléve ® i.e. ¢ o® = do 47+ et @‘Zm[)o = G|Zm§° ;

(b) ® respecte les fibres de Hopf au dessus de K N DO plus précisément
T © <I)IVmwil(VmD") Go TDvnpes avec D' = G(D> ,

(c) le germe de la restriction de ® a T est égal a ¢pg et le pro-germe de la
restriction de ® a T* est €gal a (;500,

(d) si l’on désigne par ®g le germe de ® le long de K N Dg et par Doy le
pro-germe a linfini de (I> alors (@s,éoo,h) est une réalisation de la
conjugaison (g,h) sur'V et V', au sens de (7.3.1); en particulier ® est
une conjugaison transversalement holomorphe entre les restrictions de
feuilletages Fjy et ]:|/V' ;

(¢) pour chaque t € D° N K, les restrictions de § et de ® o Ty := ng(t),
induisent la méme application

~ —FH ~ - Tk % S ;.
97 = (I)|Tt*' cmo(Ty, 00) = mo(T'),00), Ty = T ), t'=G().

De plus, les homéomorphismes que l’on obtient ainsi, pour les éventualités

K = Kp et K = K, coincident sur 'intersection de leurs domaines de
définition.

7.4. Démonstration du lemme (7.3.2) pour K = Kp. D’apres le théo-
reme (3.3.1), ¢ conjugue la représentation d’holonomie de F le long de D°,
a celle de F’ le long de D'°. Classiquement :

(A) il existe des systémes fondamentaur (Wi)ken et (W] )ken de voisi-
nages de D°, resp. D'°, dans K, resp. K' et des homéomorphismes
), de Wy, sur WY, tels que : 1) pour tout k, I, ®p et ®; coincident
sur Wi, N Wy, 2) les intersections de Wy, resp. W avec les fibres
de mp, resp. wps, sont des disques conformes -et donc W} et K*,
resp. W't et K*, sont homotopes, 3) Saty(T N Wi, Wy) = Wy, et
Saty(T" N Wy, Wy) = Wy, 4) mpr o @ = G o mpyw,, ) les restric-
tions de ¢ et de ®; a Wy N'T coincident, 6) @ conjugue Fy, @
/
Liwy -
Posons :
Vi=W,, V' :=Wj, &:=3,.
Notons A :=V NT et A" :=V NT'. Dapres la propriété 2) (A) ci-dessus,
la restriction de ¢ a chaque composante connexe V*0 de 17*, e 71'()(‘7*),
resp. V'*% de V'*, 8 € mo(V'*), est un revétement universel de V*, resp.
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de V'*; il en est de méme pour les composantes connexes A*® de A* au
dessus de A*, o € mo(A* N V*P) et pour celles A”* de A au dessus de
A, of € mo(A™). Fixons 3 € mo(V*), a € mo(A* N V*F) et désignons par
IR VA C R, Vel Cl I'unique homéomorphisme qui releve ® sur V*0 et qui
coincide avec gg sur A*O‘, 3’ correspondant ici & la composante connexe de
V’*, qui contient ¢(A**). Nous allons démontrer :

(i) ®° ne dépend pas du choix de o € mo(A* N V*F);

(ii) 'homéomorphisme ® : V* — V'*, qui est égal & ®* en restriction a
chaque composante V** X\ € mo(V*), satisfait les conditions (a)-(e) du
lemme (7.3.2).

- Preuve de (i). Par unicité des relevés de ® sur le revétement VB,
il suffit de montrer que pour tout x € WQ(A* NV*P ) les applications P et
(E coincident en un point particulier de A*“; en fait nous allons prouver
I’égalité des germes a l'infini de leurs restriction a A*F,

I suffit pour cela de montrer que ‘iﬂ(ﬁ*’i) et ¢(A*F) sont contenus dans
une meéme composante connexe A* de A’* N V™7 En effet, ®° conjugue
F~ T al F v et se factorise a travers les espaces de feuilles de ces feuille-

tages. On a donc le diagramme commutatif suivant :

(A*n’ OO) l} (5/*/@’7 OO)

(*k)]‘7 K TXxk 1 O ! TXren! s
048 — oL

ou YT désigne le germe a l’infini &)fﬁ* de la restriction de ®° a A*F,
F oo

les fleches verticales désignant les pro-germes canoniques définis en (2.3);
d’autre part ce diagramme commute aussi lorsqu’on prend pour T le germe
a linfini gbl Xon o, delaTestriction de é A A car (¢s, Do h) est une représen-

tation de (g, h) sur T'; I'égalité @?M = qumoo découle de la proposition

(2.3.1) qui affirme que 7%,, et 7%,.., sont des ég—monomorphismes.

*K A/*n

Considérons maintenant les revétements connexes naturels
xg: || mo (AZ‘OXN/*B,OO) =: Hg —D°, Ap=apt )NV,
teD°
et Xy : |_| o (A'f N f/’*ﬁ/,oo> = 1,7 — D°, A= Ty )NV
teD’°

Les applications § et ®° envoient toute composante connexe de Az‘ NV*P sur
une composante connexe de A’ *G( t NV’*% définissant ainsi des morphismes

de revétements g° et &3? ,

A
PR O IXp , A=gP oubien A= o

Do G‘_Df D/o
Notons qu’au dessus du point c, 5{3? et g7 coincident au point a € FQ(A*, o0) C

Hg précédemment fixé; en effet nous avons les égalités : D2 (a) = ¢(a) =



30 DAVID MARIN ET JEAN-FRANCOIS MATTEI

Tl (), la premieére provenant de la construction de ®P et la seconde de

I'hypothese (e >§ ~. On en déduit I'identité ¢ = ¢, En utilisant de nouveau

(o)~ 7¢, cette identité donne : CI)ﬁ(Ii) 3P (k)= ( ), pour tout k€ WO(A*QYN/’W);
ce qui acheve la preuve de (i).

- Preuve de (ii). Ici D = D et K N D° = D°. Les assertions (a), (b)
et (c) sont satisfaites par construction. Lors de la preuve de (i), nous avons
aussi prouvé l'assertion (e). Il reste & montrer (d), c’est a dire que le pro-
germe a l’infini ®o, défini par &D, fait commuter les diagrammes (*)500 et
(**)500 de la définition (2.7.1).

Preuve de la commutativité de (*)500. Pour deux familles co-finales U,, €
Ur supg(r) et Uy, € U SUEg (1) T € N, donnons nous des applications ho-

lomorphes h,, ;, de ég dans ég, telles que h = h&lphl)nn Iy, p. Par définition,

n

p
la commutativité de (x)g signifie la commutativité de tous les diagrammes

(V*,00) 25 (V" 0)

/
(34) Tn | ! Ty nzp,
~ B p ~
., —
ou T, = Ty « 1y, €t T[’, = Ty/x, SONt les pro-germes canoniques intrduits en
»Tp

(2.3). Pour prouver cela, il suffit grace au théoreme (1.1.1), de déterminer
des voisinages ouverts V,, , de D° dans Kp, tels que :

(35) Vip CUny ®(Vop) CUL et 7, 08 =h,,oT,

P [Vn.p ’p|‘7n7p ’

N

ol
Tnp V —>Q}— et 7, :V’* —>fo

désignent les apphcatlon de passage au quotlent par la relatlon d’équivalence

définie par F Fu, et F v respectivement. Prenons pour V, , un ouvert Wy,

du systeme fondamental donné en (A), l'indice k(n,p) € N étant choisi assez
grand, pour que les inclusions ci-dessus soient satisfaites. L’égalité de (35)
étant une égalité d’applications, elle est satisfaite des qu’on la vérifie? sur
un recouvrement (VU )o de V* Posons :

f@ffp = Sati(ﬁnvp, Vap), OE€E WQ(A* 00), App:=Vo,p,NT,

n,p’

ol ﬁzm est la composante connexe de A;ﬁb’p correspondant a o. La pro-
priété 3) de (A) implique que les V”p recouvrent V,, ,. D’autre part la pro-
priété c. de la définition de (F,% U Eg(T))-admissibilité de V, np énoncée
en (1.1), implique que chaque feuille de la restriction de F A V" inter-
secte (transversalement) Agvp en exactement un point, définissant amsi une
submersion-rétraction-intégrale premiere holomorphe r? de ‘N/,Z p Sur 5"

est clair d’apres 4) (A), que ®(A7 ) est une composante connexe de A’ fl o

INotons qu’'un tel argument n’est pas valable pour prouver directement 1’égalité de
pro-germes : 7, 0 ®oc = hn,p 0 T, sans les réaliser préalablement sur les ouverts V4, 5, cf.
(2.2.1).
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oun Aj =V, NT' = &(A,,). On dispose également d’une submersion-
intégrale premiére 7’7 définie sur le Eaturé ‘/,Z?L’,P, de ®(Ay ) dans V'} et
a valeurs sur (A7 ). Visiblement V5 ) = ®(V, ) et, par 6) (), le dia-
gramme suivant commute :

- gﬁa -
o n.p o
Vn,p V/mp
(36) o | O Lo
o

ANo Z"’P T ANOC
An,p - (I)(An,p)

D’autre part, d et qg coincident sur A*. Aussi la commutativité du dia-
gramme (x)4 de la définition (2.7.1) implique celle du diagramme suivant si,
ce que l'on supposera, on a choisi l'indice k(n,p) assez grand :

@5,
A7, % B(A7,)
(37) Tl @) L7
~ hn,p ~.r
Qf, ’ QJUF_;,

7 et 7/ désignant toujours les applications de passage au quotient. Il est
maintenant clair que la commutativité de (36) et de (37), donnent la re-

lation 7,, , o NIan = hppo o), de (35). Ceci termine la preuve de la

commutatwlte de (x)z

Preuve de la commutativité de (%*)= . 500 fait commuter le diagramme

)%
(**)¢ de la définition (2.7.1) :

Foo 7 o
(**)500 gl O } Poox
’ v
FOO — 1—‘7:,*’00

L) == |7+ YOS U(p) = P\ En appliquant alors le sous-lemme suivant
avec Wy = Eg(T), Wy := Eg(V), W] := Eg/(T") et W3 := Eg/(V’), on

obtient directement la commutativité de (xx)z

Sous-Lemme 7.4.1. Soit Wi C Wy, resp. W{ C W, des sous-variétés de
B, resp. B', non-contenues dans S, resp. S’ et telles que W1 N S # 0, resp.
Wins # @ Soit \Ilg W2 — W2 relevant un homéomorphisme Wy : Wy —
W3 tel que W (Wh) = W{. Alors (avec les notations introduites en (2.7)) les
propriétés de commutation du diagramme (%)= ou du diagramme (%*)<

) ) L4 \ &
ci-dessous sont équivalentes :

Lk

Foo — ].—“A/"/I:’OO

(**)E/k ol / L T , k=12,
L
/ k /
', < Fﬁ//* -

k

avec : Uy = ‘1’2 ~ k() = Pl et 1, (p) = Pl
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Preuve du sous-lemme. 11 suffit d’utiliser que les lignes du diagramme ci-
dessous sont formées de monomorphismes :

~

L2 12

Foo — Fﬁ/;7oo — FVT/{‘,OO
g l l \112* O J/ \Pl*
/ Ll2 / L/12 /
ry, <= I+, — ~
Wi, o0 Wi*, 00
R / R
avec 512(90) = Qolﬁ/l* et LIZ(SO) = (‘0|IX/”1‘ : U

Ceci acheve la démonstration de (i7), et donc aussi celle du lemme (7.3.2)
dans I’éventualité K = Kp.

7.5. Démonstration du lemme (7.3.2) pour K = K,. Supposons que
ys = 0, resp. ys = 0, est une équation locale de D, resp. D’ et adoptons les
notations :

Poy = {lzsl S Nyl < by P = {leg| S A Jyel <},

(38)  Taui={lwsl < Nlysl =pp, Ty = {lee] < A lys| =}

f)\’u = {‘(BS‘ = A ’ys‘ < M} et T/)\,,u = {‘:173/‘ = A ‘ys" < M}'
Désignons par X, resp. X', le champ de vecteurs réel tangent & F, resp.
F', dont le flot s'écrit (xg,ys,t) — (F(xs,ys,t),etys), resp. (g, ys,t) —
(F/(xS’ayS’at)aetys’)-

Nous allons d’abord construire ® et ® qui satisfont les assertions (a)-(d)
du lemme, puis nous modifierons ces deux homéomorphismes, sans affecter
(a)-(d), pour satisfassent aussi I’assertion (e).

Etape 1 : construction de ®. Gréace au théoréme (3.3.1), le germe ¢g
conjugue les holonomies de F et F'; il s’étend donc au voisinage des disques
épointés :

D¢ :={0<|zs| <1,ys =0}, D.°:=G(D?)={0<|ry|<1,ys =0},

définissant un unique germe de d’homéomorphisme ®pe de (W, D) sur
(W!,, D.°) qui conjugue F a F' et commute aux fibrations de Hopf : mp o
®pe = Gomp. Notons que le germe ® po est holomorphe pour |z4| assez petit,
disons |zs| < a, car il est transversalement holomorphe par construction et
G, qui est excellent (2.6.2), est holomorphe sur un polydisque P, s -et vérifie

aussi :
Tg O Gma,ﬁ = $S|Pa,5 s Yg' © G|Pa,6 = ys\Pa,ﬁ .

L’égalité des indices de Camacho-Sad permet d’appliquer le théoreme de
conjugaison énoncé en [11], cf. (5.2.1) [6]. Celui-ci affirme que le germe ®pe
s’étend au point singulier s : il peut étre représenté par un homéomorphisme
®p, défini sur un polydisque P; (, 0 < € < a et a valeurs sur un ouvert
contenant un polydisque IP”LE,, qui conjugue F a F' et vérifie 7p o ®p, =
Go TP, ; de plus @p, est holomorphe sur Pq,e. Quitte a restreindre « et
e > 0, nous pouvons aussi supposer que

— le champ X est transverse au tore T, . et X’ est transverse a 'hyper-

surface analytique réelle H := ®p_(Tq, ),
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— H n’intersecte pas le tore T} g,
— pour o > 0 assez petit, (P/a’, 1 \ H) possede deux composantes connexes

et celle qui ne contient pas s, contient T,/ 5; nous désignons par P’ Z, 15
son adhérence.
Fixons un tel o’ et nous recollons ®p, avec ’homéomorphisme ®¢ donné
par le sous-lemme ci-dessous : désignons par Dy, resp. D}, la composante de
Ds, resp. Dy, contenant s, resp. s’ et différente de D, resp. D’.

Sous-Lemme 7.5.1. Il existe un homéomorphisme ®¢ défini sur un voi-
sinage ouvert Ve de la couronne C := {zs = 0,¢ < |ys| < 1} dans {]zs] <
o' e < ys| < 1}, a valeurs sur un voisinage ouvert Vg, de C' :=P'7, 1ﬁ{x8/ =
0} dans ]P”;r,yl, qui conjugue Fy, a E\/Vé,f coincide avec Pp, en restrictions

a Ve NTye, satisfait la relation wp; o Oc(p) = Gomp,(p), pour lys(p)| > B
et vérifie : Satr(Ve NTy e, Vo) = Ve.

Preuve du sous-lemme. Elle se fait par la construction classique de releve-
ment de chemins, que nous laissons aux soins du lecteur d’expliciter dans ce
cas. (|

Nous obtenons un homéomorphisme ® défini sur P; . U V. Nous posons
Vo= {lzsys| < 3 CWs, V= @(V) et @ := @y, apres avoir choisi ¢ > 0
assez petit, pour que V soit contenu dans Py U V¢, .

-Etape 2 : construction de ®. Il est clair (avec les notations (7.3.1)) que
les applications naturelles

(39)  mo(%f,00) — mo(V¥,00), mo(%5 4, 00) — mo(V'*, 00),

induites par les inclusions ’{,1 CV* et ¥ i1 C V'*, sont des bijections.
Ainsi tout relevé <I>r31 L ‘IC,I — V'* de la restriction de ® & Tt 4, se pro-

longe de maniére unique en un homéomorphisme OV VN qui releve
®. Pour choisir &)gc,l, appliquons d’abord le lemme (7.3.2) dans ’éventualité
K = Kp (pour laquelle il est prouvé) ; nous obtenons un homéomorphisme
®po défini sur un voisinage Vpo de D° et un relevé P po défini sur VDO
qui satisfont assertions du lemme. Or (b) et (¢) induisent 'unicité de ces
homéomorphismes, deés que (c) est réalisée. Comme & satisfait aussi (¢), sa
restrictions a ‘IC 1 coincident en germe avec celle de ® po. Nous pouvons donc
prendre pour @gc ., 'extension de ®po sur V* quitte a restreindre ¢ > 0
pour que T¢ 1 soit contenu dans Vpe.

-Etape 3 : démonstration de (a)-(d). Les assertions (a)-(c) sont trivia-
lement satisfaites. Pour (d) nous devons prouver la commutation des deux
diagrammes de la définition (2.7.1). Pour la commutativité (»x)z il suffit de
recopier littéralement la preuve effectuée précédemment dans Péventualité

K = Kp. Il reste donc a prouver la commutativité de (*)5
Pour cela remarquons d’abord, avec les notations de l'étape 2, que le
triplet (®po, ®po, h) étant une réalisation de la conjugaison (g, h) sur V sa

restriction (@7, ,, @IE* , h) est une réalisation de (g, ) sur T¢ ;. Nous avons
: i
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donc le diagramme commutatif

T* glzivl Tl
(Fep00)  — (FE,0)
(40) g = s O s
! ¢l éfo h ég;l

7 et 7/ désignant les pro-germes canoniques. D’autre part, F et F’ étant de
type généraux, ils satisfont la condition (TG)(iii) et leurs singularités aux
points s et s’ ne sont pas de type nceud. Classiquement, on a :

Sous-Lemme 7.5.2. [l existe des voisinages ouverts U de DsNK dans K et
U’ de DsrNK' dans K' et des rétractions par déformation R : U* — UNT] 4

et R': U™ — U'NT'Y, telles qu’en notant Uy := (Ds N K)UR™(%] ) et
U} := (Dg N K')UR(T'} ), on ait :

(1) la famille (Uy)o<r<a, esp. (Uy)o<r<1, forme un systéme fondamen-
tal de voisinages de Dg N K dans K, resp. de Dgr N K' dans K';

(2) tout point p de Uy, resp. Uy est dans la méme feuille de E\U;; resp.
E‘IUIK, que R(p), resp. R'(p).

Les (uniques) relevés de ces rétractions définissent, grace aux propriétés
(1) et (2) ci-dessus, des germes & linfini R et R, qui font visiblement
commuter les diagrammes

(V*, 00) (T¥,00) (V"™ 00) (T, 00)
Tf{//* TE* Tf\‘/’/* TEI*
o7 or

ainsi que

Y 7% goo Yo

(V*, 00) (V'*, 00)
(41) Roo | 0 | R,

D~

(T, 00) =57 (T'*,00)

La commutativité de (x)z découle directement de la commutativité de ces
trois diagrammes et de celle de (40) :
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- 3 -
(V*,00) (V'*, 00)
RDo R
“I* S/* )
V/* V/*
or. : or

—E’tape 5 : modification de ® et de ® pour satisfaire (e). A priori ’homéo-
morphisme ® que nous avons construit peut ne pas satisfaire (e). Cependant
il induit sur WQ(TTJ, o0) la méme application que g,

(42) o = go : mo(T} 1,00) — mo(T'7 1, 00).

En effet @ et g induisent les mémes applications de TQ(%TJ,OO) sur
Wo(i’il,oo), car ®po satisfait (e); I'égalité (42) se déduit alors des bijec-
tions (39) et des bijection similaires

(43)  mo(T}q,00)—m(V*,00) et mo(T'} 4, 00)mo(V*, 00).

Nous allons composer & gauche ® par le germe & P'infini O, d’un relevé d’un
“twist de Dehn © le long des feuilles de F'” & support un petit voisinage de

/ .
11"

( /*7 oo) Do (‘7/*7 oo)

¢ | O La,

(V' Ds) — (V',Dg)

Nous prouverons ensuite que Ou o O satisfait (e) ainsi que (a)-(d), déja
vérifiés par P.

A) Construction de © et O. Désignons toujours par I’ la composante de
Dg:, d’équation locale xy = 0. Sur le disque D'n W!,, considérons le champ
de vecteur réel 6, de flot (¢,yy) — e*7™yy, fixons une fonction différentiable
u & support dans une couronne {zy = 0,¢ < |yg| < 1}, 0 < ¢ < 1 et
égale 1 sur le cercle €' := D' N {|yy| = 1} et désignons par Y le champ de
vecteurs sur V'’ tangent & F', se projetant sur ud par - Pour des temps ¢
variant dans un intervalle I C R fixé, le flot T; de Y est défini sur un méme
voisinage ouvert Uy de D dans Wy ; il se reléve en une unique application
T, : UI — V' qui vaut Iidentité pour |yy o ¢'| < ¢, définissant donc un
germe & l'infini Tiso : (V/*,00) — (V'*,00). Visiblement le germe Yo fibre

au dessus de C', i.e. mpro¢ o Tnooﬁf,* =npoq %> pour n € Z. 11 défini

oo|

un automorphisme T,. : I'"5TT du revétement naturel :

p, I — Clv plil(p) = 71-0(1-'11/)*7 OO) ) T;,) = ng(p) :
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Nous allons poser © := T, et 0 = Tno, I’entier ngy étant choisi de la
maniere suivante :

— fixons un point a du cercle C' := {|zs| = 1,ys = 0} = KN D° et un
élément v de (T, 0), T, := 7 (a) ; considérons le revétement natu-
rel p : IT — C de C de fibres p~!(p) := Wo(f; ,00) et les automorphismes
de revétement au dessus de G :

n A o )
(Ma rl O 1o, A=®, ou A=g,,
G‘C ,
5 C

définis par ® et ; d’apres égalité (42) et les bijections (39) et (43),
les images o’ := ®,(v) et ¢” := g,(v) appartiennent & la méme fibre de

*

I’application ¢, : Wo(fé/*, o0) — 7r0(1~I"1’1,oo), induite par I'application

d’inclusion ¢ : T,,* — T’} ; ; d’autre part action suivante de Z sur la

fibre de p' au point o’ := ®(a) = G(a) € C" :

7. x 7T0(T/ *

7 *00) — mo(Th*, 00) (n,0) — Tha(o),
coincide avec l'action de m1(C’,a’) ~ Z sur cette fibre, induite par le
revétement p’; les orbites de celle-ci correspondent aux fibres de ¢,.

Nous prenons pour ng 'unique entier tel que Y, ,(c’) = o”.

B) Preuve de (a)-(e) pour © o ®,. Les propriétés (a)-(c) sont trivialement
satisfaites ; la propriété (d) résulte de la proposition (2.7.4). Il reste a prouver
(e), c’est a dire a montrer les égalités

Q) (©0 5{5;). = G5, mo(T}, 00) — mo(T Gy, 00)

pour tout t € C' et pour tout t € C’. Dans le premier cas, © vaut 1'identité
sur T3 au dessus de C' et ® coincide par construction avec ’homéomorphisme
®po donné par le lemme dans 1’éventualité K = Kp; or nous avons déja
prouvé que ce dernier satisfait (¢). Considérons donc le cas t € C’. Triviale-
ment (O); équivaut a ’égalité (é o Cf). = ¢, des morphismes de revétements
(0)(905). et (#)5,, définis en posant A = © o Poo et A = Joo. 1l suffit donc
de montrer I’égalité sur une fibre, c’est a dire (Q),. Celle-ci est vérifiée sur
Pélément o de mo(T}, 00) précédemment fixé : (© o ®),(0) = g.(0). Comme
' agit transitivement sur TF()(Tt*,OO), on est ramené a vérifier 1’égalité
(0 0 B)o(0u(0)) = Go(e(0)), pour tout ¢ € Too; celle-ci résulte directe-

ment de la commutation de (xx) Sod ~
ITg

(60 ®)a(0s(0)) = [(6 0 ®)u(9)]s((© 0 ©).(0)) = (Fx(¢))s(Ga(0))
= (9+(p) 09)e(0) = (G0 9)e(0) = Ga(pe(0)) -

Ceci acheve la démonstration du lemme (7.3.2).

(44)

Preuve du sous-lemme (7.5.2). Lorsque la singularité de F en s est réso-
nante non-linéarisable, la construction des rétractions se déduit facilement
des constructions effectuées dans la partie (4.2) de [9]. Si la singularité est
linéarisable, elle satisfait la condition (TG)(iii) et on peut fixer les coor-
données (x4, ys) de telle sorte que le feuilletage peut étre défini sur K par un
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champ de vecteurs holomorphe qui s’écrit : :Esa%s—kx\ys@i%, avec A = A\ +ido,
Aj € R, vérifiant que si Ao = 0 alors A\ < 0. Prenons U = K si Ay # 0 et
U = K N {|ys||zs|™™ < 1} si Ay = 0, et considérons la rétraction par
déformation R, : U* — U N %7, donnée par

7>\2a($s7ys7t)

xT . e
Rt(x&ys) - < s 67’04(55573/5,15)7 Ys

ei()\loé(xs,ys,t) t)‘2 lOg |‘r5 |)
IES

AT
ou o(zs, ys, t) = f—Qlog(]ySH:J:S]*’\lt) sidy # Oet a(zs,ys,t) =0sidg =0. O

7.6. Fin de la démonstration du théoréme (4.0.3) : initiation de
I’induction. Placons nous sous les hypotheses et les notations du théoreme
(4.0.3) et désignons par Sy, resp. S, le transformé strict de la composante
S1 de S, resp. S| de S’, contenant m, resp. m’ et notons s, resp s, leurs
points d’attache sur les diviseurs exceptionnels. Grace a la propriété énoncée
en (2.7.4) d’invariance par F ou F’-isotopies, nous supposons que X, resp.
Y/, est contenu dans l'image Eg(7y), resp. Eg/(1}), d'une fibre de Hopf
Ty, resp. T}, contenue dans 'intersection des pieces élémentaires K, N K, ,
resp. Ky N Kg;. De méme, quitte & composer la représentation (9,9,h) de
la conjugaison (g, h) par homéomorphismes S ou S’-isotopes a I'identité, cf.
(2.5.3), nous supposons 1’égalité des germes (g(X), m) = (X', m’). Enfin nous
ordonnons les coordonnées locales x4, ys sur Ws, resp. x4, ys sur WY, pour
que ys = 0, resp. yy¢ = 0, soit une équation locale de Sy, resp. S;. Nous
notons ici :

T:=Es({|zs| =1,ys =0}) et T :=Eg({|zy| =1,ys =0}).

Pour démarrer I'induction décrite en (7.1), nous allons construire une repré-
sentation (g1, g1, h) de la conjugaison (g, h), qui satisfait la condition topo-
logique (o) du lemme d’extension (7.3.2) dans le contexte D = S§1, T' = T
et (¢, o, h) = (1/412, h). Celle-ci s’écrit de maniere équivalente :

(.)517{/; "(Z. = glo : Wo(i*, OQ) SN 7.‘.0(53/*7 OO) 7

Un calcul similaire & (44) et les mémes arguments que ceux utilisé dans cette
partie, montrent que ¥, = gi., des que D'égalité 1;.(0) = g1.(0) est réalisée
pour un élément particulier de mo(2*, 00). Fixons og € mo(X*, 00). D’aprés
le lemme (7.6.1) ci-dessous, g,(0¢) et 1,(0g) appartiennent & la méme fibre
de Dapplication ¢, : m(X'*, 00) — Wo(ﬁf/*, o0) induite par 'application d’in-
clusion ¢ : ¥* < T’*. Or en utilisant P'image directe Eg,Y du champ de
vecteurs Y construit a la partie A de I'étape 5 précédente, il est aisé d’obte-
nir un homéomorphisme $'-isotope & l'identité & : B'—5B’, dont le relevé &
vérifie : 5.@’, (00)) = ¥.(00). 11 suffit de poser g1 =€ og et g; := go g, pour
achever la démonstration.

Lemme 7.6.1. Sgus ces hypothéses, on a ’égalité des applications suivantes
induites par g et :

§<> = J() : 7TO(T*a OO) - 7TO(V]T/*? OO) .

Preuve du lemme (7.6.1). Adoptons les notations suivantes, avec I' = I'y,
resp. [ = I . Pour ¢ € I, ¢y est Pautomorphisme induit sur mo(T*, 00)
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*

resp. mo(T'*, 00). Pour un sous-ensemble A de mo(T*, 00), resp. mo(T™*, o),

on pose :
I'(A) :={p el | po(A) = A}.

Enfin pour G C T, nous notons : m(G) le sous ensemble des éléments o de
WO(T*,m), resp. WO(T'*,M), tels que p(o) = o pour tout ¢ € G. Si l'on se
donne un relevement £ : (B*, 00) — (B, 00) d’'un germe d’homéomorphisme
h:(B,S) — (B,S), tel que h(T, S)=(T',5") et si 'on note hy : m(T*, 00) —
WO(T’ ¥ 00) et By : Do — I, les applications induites, nous avons visible-
ment les relations suivantes, pour A C WO(T*, o0) et GC Ty

(45) he(Too(A)) = Th(ho(A)), ho(n(@)) = T (ha(@)) -
Nous allons conclure grace a ces relations et au sous-lemme suivant :

Sous-Lemme 7.6.2. Pour un singleton {oo} C mo(T'"*), on a :
(T ({o0})) = {00}

En effet, en utilisant cette identité, les relations (45) et la commutation du

diagramme (xx) 7 de la définition (2.7.1), il vient :

{¥0(00)} = m(T (o ({00}))) = T(1h+(To({00}))) =
(G (Tos({00}))) = 7T (G0 ({00}))) = {Go(00)} -

Ce qui acheéve la démonstration du lemme (7.6.1). O

Preuwve du sous-lemme (7.6.2). Trivialement on 1’équivalence élément
(46) o € m(T({o0})) & (Th({o0}) € Th({o})) -

Comme I agit transitivement sur m(T'*,00), nous pouvons poser o =

po(00) et, grace a (45), I ({o}) = @I ({o0})) = @« o T ({oo}) 0 7"
L’équivalence (46) devient :

vo(00) € m(Io({o0})) & ¢ € N(T'o({o0})) ,

ol, pour un sous-groupe G de I, N(G) désigne le normalisateur de G
dans T_. Pour prouver le sous-lemme, il suffit donc de montrer 1’égalité
N ({o0}) = T ({o0}): i

Pour cela, fixons un point py dans la composante connexe de T’ corres-
pondant & o et identifions T, & 71 (B, po), po := ¢'(po), via 'isomorphisme
X q oy, ¢ €L, ol v,, désigne un chemin tracé dans B'*, d’origine
po et d’extrémité ¢(pg). D’apres (5.1.1), T'* est incompressible dans B'™* et
son groupe fondamental peut étre considéré comme un sous-groupe de ce-
lui de B*; visiblement x(I", ({o0})) = m1(T™,po). La proposition (5.1.3)
permet de conclure. O
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