MAPPING CLASS GROUP D’UN GERME DE COURBE

PLANE SINGULIERE

DAVID MARIN ET JEAN-FRANCOIS MATTEI

RESUME. Nous prouvons que toute conjugaison topologique entre germes
de courbes holomorphes singulieres du plan complexe est homotope a
une conjugaison qui s’étend aux diviseurs exceptionnels des désingulari-
sations minimales de ces courbes. Grace a ce résultat, nous donnons une
présentation explicite d’un sous-groupe d’indice fini du mapping class
group d’un germe de courbe plane.
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-Si A est un sous-ensemble d’un espace topologique, on désigne par A son

intérieur, A son adhérence et on note §A4 := A\ A. Si A est une variété a

bord, son bord est noté 0A.

- Pour une courbe analytique X, on note Sing(X ) I’ensemble de ses points
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singuliers et Comp(X) la collection de ses composantes irréductibles. Deux
composantes irréductibles sont dites adjacentes si elles sont distinctes et
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d’intersection non-vide. Le nombre v(Y') de composantes de X adjacentes
a'Y € Comp(X) est appelé valence de Y. Nous notons Compy(X) la col-
lection des composantes de X de valence > k. Une composante connexe de
Padhérence de X \ Uy ccomp,(x) Y est appelée chaine (géométrique) de X,
si elle ne contient pas de composante de valence 1; elle est appelée branche
morte (géométrique) de X, sinon.

1. INTRODUCTION

Soient (S,0) et (S,0) deux germes de courbes holomorphes singuliéres
contenues dans (C?,0). Une conjugaison topologique entre (S,0) et (S',0)
est un germe d’homéomorphisme h : (C2,0) — (C2,0) tel que (h(S),0) =
(5’,0). Nous dirons que la conjugaison h est excellente, si elle se releve aux
réductions des singularités de S et de S’, définissant ainsi un homéomor-
phisme entre des voisinages des diviseurs exceptionnels g et g de ces
réductions, qui :

— conjugue topologiquement £g a Eg,

— est compatible aux fibrations de Hopf des composantes de £g et Egr, en

dehors d’un voisinages des singularités du transformé total Dg de S,
— est holomorphe au voisinage de chaque point singulier de Dg.
La question naturelle de I'existence de conjugaisons excellentes est résolue
par les résultats classiques de O. Zariski et M. Lejeune [22, 9]. Les techniques
de plombage introduites par Mumford [14] et développées par Neumann
[15, 5, 16] permettent de préciser ce probléme et de calculer aisément certains
invariants topologiques, dont le groupe fondamental du complémentaire de

S :
(1) Tg:=m(B:\S,:), B.:= {|21|2+‘22|2§6}, O<exkl.

L’objet de ce travail est de décrire les “classes d’homotopies” des conju-
gaisons topologiques entre deux germes de courbes fixés et de montrer que
chaque classe contient une conjugaison excellente.

Plus précisément, nous disons que deux conjugaisons f, g entre (.5,0)
et (57,0) sont fondamentalement équivalentes et nous notons f =< g, si les
restrictions de f et g & B, \ S sont homotopes en tant qu’applications a
valeurs dans B,/ \ S’, pour 0 < ¢ < ¢’ < 1. Visiblement < est une relation
d’équivalence sur ’ensemble des conjugaisons topologiques entre S et S'.
Notons que la structure conique du complémentaire B, \ S au dessus de
OB. \ S et la suite suite exacte d’homotopie associée a sa structure de fibré
au dessus du cercle, montrent que B. \ S est un espace d’Eilenberg-MacLane
K(m,1). La théorie d’homotopie classique implique alors que f =< g si et
seulement si les actions de f et g sur les groupes fondamentaux de B. \ S et
B./ \ S’ coincident & automorphisme intérieur pres (di aux choix des points
de base).

Nous définissons un marquage de S’ par S comme une classe d’équivalence
d’une conjugaison entre S et S’, pour la relation d’équivalence fondamentale
=. Le résultat principal de ce travail est le suivant :

Théoreme A. Tout marquage admet un représentant excellent.
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Notre construction est entierement basée sur les résultats de décomposi-
tion des variétés de dimension 3 de Waldhausen [19], Jaco-Shalen [6] et Jo-
hannson [7]. Elle ne peut pas se déduire des théorémes classiques de Zariski-
Lejeune [22, 9]; pour s’en convaincre il suffit de considérer 1’éventualité
S = 9, pour laquelle le résultat de Zariski-Lejeune est sans objet, alors
que le théoreme A induit des résultats non-triviaux sur les automorphismes
des germes de courbes.

L’ensemble Gg de marquages d’'un germe de courbe S par lui-méme est
muni d’une structure de groupe par la composition. C’est ’analogue ger-
mifié du mapping class group des surfaces de Riemann. La théorie d’ho-
motopie des espaces K (7, 1) indique que le groupe Gg se plonge dans le
groupe des automorphismes extérieurs Out(I's) du groupe fondamental I'g
défini en (1). L’image Out,(I's) C Out(I's) de ce plongement se caractérise
par la préservation de certaines données algébriques de I'g, qui sont de na-
ture géométrique : la structure périphérique munie de ses méridiens, cf. la
définition (3.16), le théoreme (3.15) et le corollaire (3.19). Le sous-groupe
Qg de Gg constitué des germes d’homéomorphismes fixant chaque compo-
sante irréductible de S, est distingué et d’indice fini : il est égal au noyau
du morphisme naturel de Gg dans le groupe le groupe &g des permutations
des composantes irréductibles de S. Le théoréme précédent nous permet
d’expliciter un systeme de générateurs de Qg; désignons par Eg : Bg — C?
Papplication de réduction (minimale) de S, on a :

Théoréme B. Il existe un épimorphisme
DAD) e PZ; —~ Gs,
D C

ot : D décrit ’ensemble des composantes irréductibles de valence v(D) > 3
du diviseur total Dg := Egl(S), A(D*) est le groupe d’Artin pur' de D = S?
pointé par Sing(Dg) N D, C décrit la collection €g des chaines de Dg et
Z% =72,

Remarquons que le groupe quotient Gg/ gg correspond aux “grandes symé-
tries de S”. Notons aussi que le graphe de la décomposition topologique
de JSJ de la 3-variété & bord obtenue en enlevant a la sphere S? := 9B,
un voisinage tubulaire de Ientrelacs S NS, est constitué de : Comps(Dyg)
comme ensemble de sommets et €g comme ensemble d’arétes. Ainsi, G2 est
un groupe de graphe au sens de [18]. Nous verrons sur un exemple explicite,
qu’en général I’épimorphisme ci-dessus n’est pas un isomorphisme.

Le probleme résolu par le théoreme A nous est apparu de fagon naturelle
dans I’étude de la classification topologique de germes de feuilletages singu-
liers. Il joue un roéle clé dans la résolution de la conjecture de Cerveau-Sad
(3, 10, 11].

Le plan du travail est le suivant :

Le. le groupe de tresses pures du plan & v(D) — 1 brins quotienté par son centre -qui

est isomorphe a Z.
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-Au chapitre 2 nous introduisons quelques notions sur la désingularisation
minimale d’un germe de courbe singuliere, ainsi que sur les tubes de Milnor
(de dimension trois et quatre); elles nous permettront de préciser 1’énoncé
du théoreme principal ainsi que la notion clé de marquage.

-Au chapitre 3 nous établissons les propriétés topologiques des tubes de
Milnor qui nous seront utiles par la suite. Ce chapitre est divisé en trois
sections. Dans la premiere nous donnons une présentation du groupe fonda-
mental du complémentaire d’une courbe singuliere. Dans la deuxiéme nous
précisons la décomposition de Jaco-Shalen-Johannson du tube de Milnor de
dimension trois, qui jouera un roéle clé dans la preuve du théoreme principal.
Enfin, dans la troisieme section nous étudions les propriétés algébriques de
I’action d’une conjugaison topologique entre germes de courbes, sur quelques
éléments remarquables des groupes fondamentaux associés aux composantes
de bord.

-Au chapitre 4 nous donnons la preuve du théoréme A, structurée en
quatre sections : réduction a la dimension trois, construction d’un homéo-
morphisme entre les 3-tubes de Milnor compatible aux décompositions de
JSJ introduites dans la section 3.2, conjugaison des arbres duaux des di-
viseurs exceptionnels des désingularisations, enfin extension aux 4-tubes de
Milnor.

-Finalement, nous étudions au chapitre 5 les propriétés algébriques du
groupe Gg et nous démontrons le théoreme B, a ’aide du théoreme A déja
établi.

2. CONJUGAISON DE GERMES DE COURBES MARQUEES

2.1. Désingularisations et systémes locaux. Dans tout cet article S
désigne l'intersection d’une courbe analytique de C? avec une boule fermé
B := B,, de centre 0 = (0,0) et rayon 79 > 0 fixé. Nous supposons que B
est une boule de Milnor pour S, i.e. 0 € S et S\ {0} est lisse et transverse
a toutes les spheres 0B,., pour 0 < r < rg. Soit F : B — B l'application
de réduction (minimale) de S; nous notons D := E~L(S) le diviseur total,
£ := E71(0) le diviseur exceptionnel et S := D\ £ la transformée stricte de
S. Désignons par Comp(D) I’ensemble de composantes irréductibles de D et
par Sing(D) I'ensemble des points singuliers de D. Notons encore S(D) :=
D N Sing(D). Deux composantes D, D" € Comp(D) sont dites adjacentes
si D # D' et leur intersection D N D" # (; dans ce cas DN D' = {s} C
Sing(D). Nous considérons aussi une seconde courbe analytique S 3 0,
ainsi qu'une boule de Milnor B’ := B,, pour S E B — B, D, &,
S’ désignent respectivement 1’application de réduction, le diviseur total, le
diviseur exceptionnel et la transformée stricte de S’. Dans tout I’article, nous
adoptons les notations suivantes :

(2) A":=(A\S), A":=(A\D), pour ACB et ACB.
De méme, si A" C B’ et A" C B, nous notons A := (A" \ §') et A :=
(A"\ D).

Donnons nous pour chaque point singulier s € Sing(D), un systéeme de co-
ordonnées locales holomorphes (7, ;) : Qs——D; x Dy définies sur voisinage
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fermé Qs de s dans B, a valeurs sur le polydisque fermé Dy x Dy, telles que
DNQs ={zsys =0} et QsNQy =0, pour s # ', avec D, := {|z| < e} C C.
Fixons aussi pour chaque composante irréductible D € Comp(D), une fi-
bration localement triviale en disques fermés donnée par une submersion
différentiable pp : Qp — D, définie sur un voisinage fermé Qp de D dans B.
Adoptons les notations suivantes, D et D’ désignant encore des composantes
irréductibles de D :

(3) Ds:=DnNQQy, pour seS(D):=Sing(D)ND,
et :

(¢]
(40 Kp:=|D\ |J Ds|, Ks:=D,uD,, si DND ={s}.
s€S(D)
Nous noterons aussi pour tout X C B, tout K C D non-réduit a point
singulier et tout s € Sing(D),

(5) X(K):=XnppH(K) et Xg:=XNQ= X(Kj).

Définition 2.1. Nous dirons que la collection L := ((s,ys), pp)s p est un
systeme local de S sur B, s’l satisfait de plus les propriétés suivantes, pour
tout D € Comp(D) et s € Sing(D) :

(i) la restriction de pp a D est lidentité ;
(ii) si D C &, alors pp est holomorphe sur pp' (Kp) ;
(iii) si D C S et m € DN OB, alors pp,'(m) C IB.
(iv) si z := x5 ou ys désigne la coordonnée locale non-identiquement nulle
sur D, alors z o pp(m) = z(m), pour |z(m)| < 1/2, m € Qp N Q.
La fibration pp sera appelée ici fibration de Hopf de base a D.

Notons qu’alors pp est holomorphe au voisinage de chaque point singulier
de D et que les composantes locales de D en ces points, sont des fibres de
ces fibrations. Nous laissons au lecteur le soin de voir que, les cartes locales
(zs,ys) étant données, il existe des fibrations pp telles que £ soit un systéme
local de S sur B.

2.2. Tubes de Milnor et homéomorphismes excellents. Fixons main-
tenant une équation holomorphe réduite f de S, définie sur un voisinage
ouvert de B. Pour tout réel n > 0, notons :

(6) T,:=f*D,)NB et T,:=E T, CB.

Lorsque 1 > 0 est assez petit, la restriction de f a T,y est une fibration
C*-localement triviale au dessus de D, \ {0} ; nous dirons alors que T}, et 7,
sont des 4-tubes de Milnor pour S. Apres avoir fixé une équation holomorphe
réduite de S’ au voisinage de B, nous définissons de la méme maniere les
4-tubes de Milnor pour S’ et les notons Té, CB,7,ChB.

Remarque 2.2. Si T;, C B est un 4-tube de Milnor et B, est une boule

fermée contenue dans T, alors les inclusions B C T}y C B* induisent des
isomorphismes au niveau des groupes fondamentaux.
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Le systeme local £ étant fixé, nous pouvons préciser la topologie des 4-
tubes de Milnor. Pour 79 > 0 assez petit, on construit classiquement? un
champ de vecteurs différentiable X" sur 7,, s’annulant sur D qui, pour toute
composante D de D, est tangent aux fibres de pp en tout point de 7, (Kp)
et tel que X - (f o E) = f o E. Ce champ se projette via E' en un champ
lipchitzien X sur T}, qui est tangent & S et nul a 'origine. Les flots de ces
champs sont définis pour tous les temps négatifs.

Considérons les 3-variétés a bord suivantes, que nous appelons 8-tubes de
Milnor,

(7) M, = f1oD,)NB C T, et M, :=E1(M,) CIT,.

A Taide des flots de X et de X , on construit facilement une rétraction par
déformation de T sur My, -et donc aussi une rétraction par déformation
de ’Z;;g sur M, . Les propriétés de tangence de ces flots permettent d’étre
plus précis.

Proposition 2.3. Il existe un difféomorphisme © : MnoX]O,UO];ng tel
que :

O(My, x {n}) =M;,  O(0My,x]0,1)) =T,rNOB",  O(m,m0) =m,
pour tout m € My, et 0 <n <ng. De plus D € Comp(D),
©(My, (Kp)x]0,n0]) = 7,,,(Kp)

et la restriction de © a My, (Kp)x|0,m0], se prolonge en une application
différentiable © p : My, (Kp) x [0,m0] — T, (Kp) vérifiant :

pp o Op(m,s) =pp(m), Op(m,0)=pp(m)e Kp.
Ce difféomorphisme se redescend en un difféomorphisme
(8) 0’ : My, x]0,10] =Ty,

qui induit une rétraction par déformation de (7, , T,y NOB) sur (M, OM,,).
Comme T}, est un rétract par déformation de B*, cf. [13] , M, est aussi un
rétract par déformation de B*. Ainsi pour 7 assez petit, les restrictions de
pp & T,(Kp), sont aussi des fibrations en disques.

Remarque 2.4. Les inclusions B C Ty C B*, lorsqu’elles ont lieu, in-

duisent? des isomorphismes au niveau du groupe fondamental. Comme, tou-
jours d’apres [13], M, fibre (par f) sur le cercle 9, la suite exacte d’homo-
topie de cette fibration montre que M, est un espace de Eilenberg-MacLane
K(m,1). Il en est de méme de T,;‘ et B*, qui se rétractent sur M,, ainsi que
de 7;7*, B* et M, qui leurs sont homéomorphes.

2Par transversalité, un champ Xp possédant ces propriétés existe sur un voisinage
ouvert Wp de chaque Kp ; sur Qs, s € Sing(D), Pexistence de tels champs X résulte de
I’homogénéité de la fonction f o E. Tous ces champs se recollent en utilisant une partition
de l'unité formée de fonctions up : Wp — R égales & 1 sur 7,,(Kp) et us : 5 — R nulles
sur Qs N (UpTy, (Kp)), cf. [20].

3Cela se voit facilement en utilisant par exemple la structure conique [13] du couple

(B, S).
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Le systeme local £ pour S sur B étant toujours fixé, considérons aussi un
systeme local pour S’ sur B/,

El = ((l‘;/,y;/> : Q;/ — ]Dl X Dl, pID/ : QID/ - D/)SI’D/ .

Nous conservons pour £’ les notations (3), (4) et (5) utilisées pour L.

Définition 2.5. Un homéomorphisme ® : T;, — T[I, entre deux 4-tubes de
Milnor de S et de S', tel que ®(S) = S’, sera dit excellent pour L et L', s’il
se reléve en un homéomorphisme ¢ : T, — ’Z;,’,, E'o¢p = do E, satisfaisant
les propriétés suivantes :

(a) ¢ est holomorphe au voisinage de chaque point singulier de D ;

(b) pour toute composante irréductible D de D, on a l’égalité : $(T,(Kp)) =
7;7’, (K(’MD)) ; de plus sur ces ensembles ¢ conjugue les fibrations pp et

Py i-0: Pio(6(m)) = Slpp(m)), m € Ty(Kp).

2.3. Marquages entre germes de courbes. Classiquement la structure
conique de B*, qui sera précisée en (4.1), induit une rétraction par déforma-
tion de B* sur toute boule fermée plus petite B C B*. Si T,, C B est un
4-tube de Milnor contenant B, les inclusions B C T,y C B* induisent donc
des isomorphismes au niveau des groupes fondamentaux. Toute application
continue de 1'un de ces ensembles vers B'* définit ainsi un morphisme du
groupe fondamental de B* dans celui de B’* . Plus précisément considérons
I'ensemble €(B* B'*) des applications continues F' : U — B, out U est un
sous-ensemble connexe par arc de B*, tel que 'application d’inclusion 4 :
U — B* induit un isomorphisme i, : 71 (U, p)—m1(B*, p). Notons alors :

F,:=F,o0(iy)~" : m(B*,p) - m(B", F(p)).

Définition 2.6. Nous dirons que deux éléments F : U — B'* et G : V — B'*
de €(B*,B'*) sont fondamentalement équivalents et nous noterons F < G, si
pour tout chemin « tracé dans B* d’origine un point p de U et d’extrémité
un point q de V, il existe un chemin o' tracé dans B™* d’origine F(p) et
d’extrémité G(q), tel que

(9) a;OE*:Q*OaM

ot oy : T (B*,p) — m(B*, q) et o, : T (B™*, F(p)) — m(B™*,G(q)) sont les
isomorphismes induits par o et o/ .

On vérifie facilement que < est bien une relation d’équivalence dans €(B* B'*)
et que F' < G des qu'il existe existe un couple de chemins (o, o’) satisfaisant
Iégalité (9).

Définition 2.7. Une classe d’équivalence f de < s’appellera marquage de S’
par S, s’il existe un voisinage ouvert U de l’origine dans B et un représentant
F:U* — B'* def, qui se prolonge en un homéomorphisme F : U—=F{U)C
B’ vérifiant F(SNU) = S N F(U) et préservant les orientations* de U, U’
et S,S" en tant que courbes complezxes.

481 § = S’ est donnée par une équation réelle alors F(z,y) = (T, y) préserve lorienta-
tion de ’espace ambiante mais renverse ’orientation de S.
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Dorénavant tous les homéomorphismes conjuguant deux germes de
courbes que nous considérons sont supposés préserver 'orientation de
Pespace ambiant et celles des courbes holomorphes.

Visiblement deux homéomorphismes conjuguant S & S’ sur des voisinages
de l'origine définissent le méme marquage (de S’ par S) s’ils ont méme germe
a l'origine. Nous parlerons donc de germe d’homéomorphisme représentant
un marquage. Comme d’apres (2.4), B} est un espace K (m, 1), un théoréme
classique® de topologie algébrique donne la caractérisation suivante.

Proposition 2.8. Deuzx germes d’homéomorphismes au voisinage de 0 € C?
conjuguant les germes a l'origine de S et de S’, représentent le méme mar-
quage si et seulement si pour € > 0 assez petit, ils induisent des applications
de B dans B, qui sont homotopes.

Cela nous amene a poser la

Question. Est-ce que deux germes d’homéomorphismes hg, k1 : (C2,0) —
(C2,0) tels que h;(S,0) = (5,0), i = 0,1, définissent le méme marquage si
et seulement sil existe une germe d’homéomorphisme H : (C3,1) — (C3, 1)
le long du compact I := 0 x 0 x [0,1], qui s’écrit H(z,y,t) = (Hi(z,y),t),
vérifie Hy = hg, Hy = hy et tel que les germes de H(S x [0, 1]) et de S’ x [0, 1]
le long de I, soient égaux?

Le résultat principal de ce travail est le théoreme suivant.

Théoréme 2.9. Soient L= ((xs,Ys), pp)s, 0 €t L = (2%, Y.), Ppr)s’, D deuz
systemes locauz de S et S’ sur B et B respectivement et h : B.——h(B.) C B’
un homéomorphisme tel que h(S NB.) = S N h(B.). Alors il existe un
homéomorphisme ® : Tn;T;;” ®(S) =85, qui est excellent pour L et L',
et tel que les restrictions hyg: et <I>|T;; Ty — Té’f sont fondamentalement
équivalentes.

En d’autres termes, on obtient le théoreme A de I'introduction :

Tout marquage de S’ par S peut étre représenté par un homéomorphisme
excellent entre deux 4-tubes de Milnor.

3. TOPOLOGIE DES TUBES DE MILNOR

Avant de commencer la preuve du théoreme 2.9, nous établissons dans
cette section les propriétés topologiques des tubes de Milnor que nous utili-
serons par la suite.

3.1. Groupe fondamental et homologie. Nous allons expliciter une pré-
sentation du groupe fondamental I de T};. Pour cela, rappelons que l’arbre
dual A de la désingularisation de S est constitué d’'un sommet pour chaque
élément D € Comp(D) et d’une aréte joignant les sommets correspondants
a D et D', pour chaque singularité s € Sing(D), point d’intersection de D

5Cf. par exemple [21] corollaire (4.4), page 226.
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et D'.

Fixons un systeme local £ pour S ainsi qu’'une immersion topologique j

d’une réalisation géométrique [A[ de A dans 7,7, telle que :

— pour chaque D € Comp(D), j‘l(’];]*(K D)) contient un seul somment
sp de A, qui est celui associé a D et de plus pp o j est un plongement
sur un voisinage de sp ;

— pour chaque s € Sing(D), j_l(’Z;]*(Ks)) est contenu dans une seule
aréte, qui est celle associée a s. Nous supposons aussi, ce qui est toujours
possible, que le point de coordonnées (zs,ys) = (1,1) appartient & j(A).

Comme j(A) est contractile, on a un isomorphisme canonique entre les
groupes 71(7,", j(A)) et I' qu'on nous n’expliciterons pas.

Définition 3.1. Pour chaque D € Comp(D) considérons l’élément ¢cp € T'
représenté par le lacet simple pp'(pp(j(sp))) N M, orienté comme le bord
d’une courbe holomorphe de '];;"

Remarque 3.2. Soit s € Sing(D) le point d’intersection de D et D’ €
Comp(D). Supposons que 'on a: DNQs = {zs =0} et D'NQs = {ys =0}.
Alors ¢p et ¢ps sont les classes d’homotopie des lacets (x4, y5) = (e*7,1) et
(zs,75) = (1, %) respectivement.

Proposition 3.3. Le groupe fondamental I' admet comme systéme de géné-
rateurs {CD}DGComp(D)f avec les relations données par les familles®

(10) M &P =1 [per]®? =1
D’eComp(D)

d’indices E € Comp(€) et D € Comp(D).

La preuve de cette proposition se fait en appliquant le théoréeme classique
de Seifert-Van Kampen de fagon récurrente, voir par exemple [14, 4, 10].

Nous écrirons les éléments de I' en notation multiplicative et ses classes
dans T'/[[,T] = Hy(7,5;Z) en notation additive, mais en conservant les
meémes noms.

Corollaire 3.4. Le groupe d’homologie Hl(%*;Z) est un groupe abélien
libre de rang r = #Comp(S), engendré par les classes €s; associés aur
composantes irréductibles Sy, ..., S, de S. De plus, si l'on note {E1, ..., E,}
les composantes de € et respectivement cg et c¢s les vecteurs transposés de
(¢Eys-..cE,) et de (cs,,...,cs,), alors

(11) e =—(£,6)71E,S)es,

ou (€,€) et (€,S) désignent les matrices ayant pour coordonnées les nombres
d’intersection (E;, E;) et (E;, S) respectivement. Enfin la composante (i, k)
de la matrice —(E,€)7' - (€,8) est égale a l'ordre d’annulation vy, (fx o E)
de fro E sur E;, ou f désigne une équation réduite de Sk.

6Dans le produit H (D,’E), l'ordre est celui donné par l'ordre cyclique des

CD/
D’eComp(D)

arétes de la projection pg o j(star(sg)) de létoile de sg, dans la composante E, qui est
de dimension réelle deux.
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Preuve. 11 suffit d’écrire matriciellement les équations
n

(12) 0= > (Ei,D)p=)> (EiEj)cg + > (EiSk)cs,
DeComp(D) j=1 k=1

qui se déduisent des relations (10), puis d’exprimer les c¢g, en fonction des
¢s, grace au fait bien connu que det(&€, &) est égal a £1. Finalement,

1 L /d 1 d
ve(feoB) = o [ B () =52 [ ¢ dfis
T Jeg, i im )= (0)1ES), EBles,) Tr

{=1

(13) = _((575)71 ) (578))ik7
car % fE(CSE) Cﬁf—: = Oyp- O

3.2. Décomposition de JSJ. Ce qui suit est bien connu des spécialistes
de la topologie des 3-variétés. Il s’agit des applications aux singularités de
courbes, de la classification des variétés de dimension 3 due a Waldhausen
[19], Jaco-Shalen [6] et Johannson [7]. Cette étude est effectuée par Michel-
Weber [12] et par Neumann [15, 16], via des techniques de plombage. Dans
ce paragraphe nous précisons et adaptons ces méthodes, afin de mettre en
évidence les propriétés qui nous seront utiles au chapitre suivant. Pour les
énoncés précis des théorémes utilisés, nous nous référons a [8] dont nous
adoptons le vocabulaire ; le lecteur pourra aussi se référer a la monographie
[20] de CTC Wall, ainsi qu’a l'article [17] de Neumann-Swarup.

Avec les notations (4) et (5), définissons pour tout point singulier s et
toute composante D de D, les sous-variétés a bord de M,, suivantes :

(14) My i=M,NQ, et Mp =M, (Kp);

nous les appelons ici blocs élémentaires de M,,. La décomposition de M,
en “blocs de Jaco-Shalen-Johannson” (JSJ) et en “tores épaissis”, que nous
allons maintenant définir, sera obtenue en agrégeant de tels blocs.

Notons R C Comp(D) I'ensemble des composantes de D de valence >
3. Celles-ci correspondent aux les sommets de rupture de ’arbre dual A.
Précisons la notion de chaine de composantes reliant deux éléments D’ et
D" € R : c’est une collection finie de composantes

(15) C:= {D(), cee ,ch+1} s lc Z 0, DO == Dl, ch+1 = DN,
telle que
(16) U(Dl):"':’U(DlC)IQ et Dijj+17é®, jZO,...,lc.

Désignons par € l’ensemble de chaines de composantes de D reliant des
composantes de R. Rappelons qu’on appelle branche morte de £ adjacente
a D € fR, toute suite finie C := {Dy, ..., Dy}, lc > 1, de composantes de &,
telle que

(17) Dy=D, v(Dj)=2, v(Dy)=1, DpNDyy #0,

pour 1 < j <lcet0 <k <lc—1. Lacomposante D, est appelée composante
d’extrémité de C et le point d’intersection de Dy avec D1, point d’attache de
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C. Nous désignons par 9t 'ensemble de branches mortes de £.

Soit C = {Do, ..., D¢, 41} € €. Désignons par s; le point d’intersection de
Dj_i1etDj, j=0,...,lc. Classiquement, pour n > 0 assez petit, ce que nous
supposons, M, est un tore épaissi, i.e. M, est homéomorphe au produit
du tore standard T := 9Dy x D1 avec un intervalle compact. Chaque Mp,,
7 =1,...,lc, est aussi un tore épaissi et I’on obtient par recollement une
3-variété a bord M, munie d’un homéomorphisme :

le le
(18) Go: Mc:= | Mp, U | My,—T x [-1,1].

j=1 §=0
Cette structure produit s’étend sur un voisinage du bord de M sur une
3-variété a bord M, munie d’un homéomorphisme

(19) 0, : Mc—5T x [-1—€,1+¢], o, (T x [-1,1]) = Mc, oeppm. = e

Considérons le 2-tore T¢ := o *(T x {0}). L’adhérence B de toute compo-
sante connexe de M, \ (UceeTc) contient un unique bloc élémentaire Mp,
D € R. Nous disons que B est le bloc de JSJ de M, associé a D et nous le
notons Bp. Nous désignons par B% la composante connexe de la fermeture
de M,, \ UgeeMc, contenue dans Bp.

Considérons une branche morte C = {Dy,...,D;,} € M de €. Nous no-
tons encore :

le le—1
(20) M = U Mp, U U Ms,, ot {sj}:=D;NDji1.
j=1 5=0

Ainsi, pour D € ‘R, BbD est I'union de M p et des variétés M, pour toutes
les branches mortes C s’attachant en un point de D. Remarquons que si
C € M alors M est homéomorphe & un tore solide D x S! ; notons aussi que
le complémentaire Mg d’une fibre de Hopf (non contenue dans Dj;,_;) du
diviseur D, de valence 1 dans M¢ a le type d’homotopie du tore St x St

Définition 3.5. Pour C € € UM, posons H{ = Hy(M¢,Z), si C € € et
HS = H{(M2,Z), si C € M. Pour chaque D;j € C, la classe ¢; d’une fibre de
pD; restreinte a MDj et orientée comme bord d’une courbe holomorphe de
1,, sera appelée méridien associé a D;. Si C € M, nous désignons par ¢, 41
et nous appelons méridien exceptionnel de C, le générateur du noyau du mor-
phisme Hi(Mp,Z) — Hi(Mc,Z) induit par Uinclusion, dont I’ orientation
et induite par le bord d’une courbe holomorphe de 7Ty,.

Proposition 3.6. 5iC € €U M alors :

(i) HS est un groupe abélien libre de rang 2 qui admet comme systéme de
générateurs cg, ..., ¢ ,41, avec les relations’

(21) ¢j_1+eici+¢1 =0, e =(D;,D;) j=1,...,l¢c;

7€j est aussi égal a la classe de Chern du fibré normal de D; dans B, intégrée sur la

classe fondamentale.
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(it) pour tout j = 0,...,l¢c, les éléments c;,cjy1 forment base de HY ; ces
bases définissent toutes la méme orientation ; la 2-forme Z-linéaire ca-
nonique det(-,-) sur HY telle que det(cj,cj+1) = 1 et det(cj,cj) = 0,
correspond a la forme d’intersection de chaque composante connexe de
OMe¢, considérée comme surface orientée ;

(iit) on a ¢ = ac, + be,y1, avec a = +det(A) # 0, ou A désigne la
matrice de la restriction au diviseur lLCJ Dj, de la forme d’intersection
de & ; o~

(v) les éléments ¢o @ 1, .11 ® 1 forment une Q-base de H{ ® Q.

Preuve. L’affirmation (i) est une conséquence directe du fait que HS s’iden-

tifie & ’homologie entiere d’un tore et des relations (12). L’assertion (ii) se

déduit facilement & partir des relations (21), voir aussi [4, 5|, qui s’écrivent
sous forme matricielle comme

f[eq 1 0 0 - 0 ][ ¢ ] [ ]
1 e9 1 0 0 () 0
(22) 0 .
: .. . . . 0 : :
0+ 0 1 ey 1 0 0
L 0 : 0 1 €l 1L Clc ] L Clc+1 |
A

En appliquant la formule de Cramer on voit sans peine que le coefficient a

de I'expression ¢y = ac, + bej, 1 n'est autre que a = det A, ot A est la
le

matrice de la restriction au diviseur |J D; C &£ de la forme d’intersection
j=1

de £ qui est définie négative. Ce qui donne (iii), car det A # 0. Finalement,

Iaffirmation (iv) est une conséquence directe de (iii). O

Désignons par Sop(D) C S(D) I’ensemble des points d’attache des branches
mortes sur D et notons :

(23) S(D) := S(D)\ Sm(D), Kp:=D\ U D,=Kpu |J Ds.
seS(D) s€Sm(D)

Corollaire 3.7. Pour chaque composante D de £ de valence > 3, la restric-
tion a Mp de la fibration pp du systeme local L, se prolonge en une fibration
de Seifert pp : By, — Kp, de fibres exceptionnelles ppl(s), s € Sm(D). De
plus ﬁl_)l (s) est lintersection de BbD avec une fibre de la fibration de Hopf
de base la composante d’extrémité de la branche morte qui s’attache a D au
point s.

Preuve. Donnons-nous m := [0D x {1}] un méridien et p := [{1} x S!] un
parallele dans Hy(D* x S',Z). Il est bien connu quune courbe de D* x St
de classe d’homologie entiere am + bp est une fibre d'une fibration de Seifert
de D x S!, si et seulement si @ # 0. On conclut en appliquant la partie (iii)
de la proposition précédente et en remarquant que m = ¢;,41. O
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Remarque 3.8. La structure produit des tores épaissis M¢, C € €, permet
d’étendre facilement pp en une fibration de Seifert

(24)  p%*:Bp — K&, KZ':=D\ Useg(D)DS’ ﬁ?fggj =pp,

dont les fibres sont contenues dans les fibres de o, D, désignant ici un

(¢]
disque conforme fermé de centre s contenu dans Dy.

Ainsi chaque tore T¢, C € €, qui est I'intersections de deux blocs de JSJ,
est muni des deux fibrations en cercles, obtenues en restreignant a T¢ les
fibrations de Seifert de chaque bloc adjacent. Les classes d’homologie des
fibres correspondantes & ces deux fibrations sont ¢y et ¢;,41, qu’on peut
considérer comme des éléments de Hy(T¢,Z) puisque l'inclusion Te € Mg
est un isomorphisme en homologie.

Remarque 3.9. Soit C € €. Pour j € {0,l¢c+1}, en utilisant que v(D;) > 3
on voit aisément [10] que T¢ est incompressible dans Bp, ce qui donne
le monomorphisme Hi(T¢,Z) — Hi(Bp,,Z). Ainsi ¢g et ¢4 sont aussi
indépendantes dans H;(B Dj,Z) et donc les fibrations de Seifert de Bp, et
BDzC ., he sont pas compatibles. En utilisant les relations (11), il est facile
de voir que I'image de Hy(T¢,Z) dans H{(M,,Z) est différente des images
de I'homologie des tores bordant M,,.

Les hypotheses du théoreme (1.2.3) de [8] étant satisfaites, il vient :

Corollaire 3.10. La famille (T¢)cee est une famille caractéristique® de
tores essentiels® de la 3-variété M, et détermine sa décomposition de JSJ,
qui est constituée de blocs de type Seifert.

Remarque 3.11. Les sommets de I’arbre de la décomposition de JSJ de M,,
(correspondants aux blocs Seifert Bp) sont en correspondance bijective avec
les composantes D € R et ses arétes (joignant deux sommets correspondants
a deux blocs Seifert adjacents) sont en correspondance bijective avec les
chaines C € €.

3.3. Structures périphériques et isomorphismes géométriques. Pour
chaque composante irréductible Sy de S considérons un voisinage tubu-

[¢]
laire Wy, de S N (B, \ Bs) avec 0 < s < r < 1 tel que les restrictions
des fibrations ps, et pp, & Wy := E~1(W}) soient des fibrations triviales,
Dy, € Comp(D) désignant la composante d’attache de Si. Le groupe fon-
damental Py, := 71 (W}) est isomorphe a Zmy, & Zpy ot my, et py sont les
bords orientés d'une fibre de la restriction a W}, de ps, et pp, respective-
ment. L’abélianité de P, permet de ne pas a expliciter un point de base
dans W;. Remarquons que my est un générateur du noyau du morphisme
T (W) — m1(Wy) induit par inclusion. Soit s = SN Dy, € Sing(D) le point
d’attache de Si. Quitte & permuter les coordonnées (zs, ys) nous supposons
que zs = 0 est une équation de Si. Nous choisissons €1, €2 > 0 convenables,
pour que W; se rétracte sur le 2-tore {|xs| = €1, |ys| = e2}. Les lacets m et p

8i.e. une famille minimale de tores telle I'adhérence de chaque composante connexe du

complémentaire est une variété de Seifert ou atoroidale, cf. [8] p. 144.

9.e. incompressible dans M., et non-isotope a une composante de OM,,.
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de W définis par (2, ) om(t) = (1657, &) et (s, ys)op(t) = (1, £2¢%7)

sont deux représentants de my et p; respectivement.

Définition 3.12. Nous appellerons my et p le méridien et le parallele ca-
nonique de Sy.

Proposition 3.13. L’ensemble W' est incompressible dans Ty, i.e. le mor-
phisme iy, : Py, — I induit par Uinclusion Wi C Ty, qui s’explicite par
zk(mk) = €Sy zk(pk) = €Dy est injectif.

Preuve. Ceci peut se démontrer 'V directement, par utilisation répétée du
théoreme de Van Kampen, comme nous 'avons déja fait en la construc-
tion d’un voisinage adapté de D par “assemblage bord a bord” dans [10].
Nous allons présenter une autre preuve basée sur 'incompressibilité dans
T, de la fibre de Milnor!! F' d’une équation réduite f de S. Notons par
iow, twT, loF, i respectivement les morphismes au niveau des groupes
fondamentaux, induits par les inclusions FNWg C W, Wy C T, FNW; C
F,F C T,~. Remarquons que 71 (F) est le noyau du morphisme f, : I' — Z
qui envoie c¢p sur la multiplicité vp(f o E) de f o E le long de D. Notons
v = vp,(foE). Comme foFE = x,y*, on a I'isomorphisme 7 (FNW}) =
Zby, ou by désigne la composante du bord (orienté) de F' contenue dans
W et icw(bg) = pr — vymy. D’autre part, si € = apy + fmy, € m (W))
appartient au noyau de iy, alors fi(iwr(apx+0mg)) = avg+ 06 =0; d'ou
t = icw(aby). Comme iy oicw = ipr °icF, icF €t ipp sont injectives,
a = 0 et 7y est donc aussi injective. O

Dorénavant nous identifierons Py a son image dans I', en prenant le point
de base dans W} . Si nous avons besoin de considérer plus d'un sous-groupe
Pr a la fois, il nous faudra alors de considérer la famille de tous les conjugués
deP dans I'. Le résultat suivant précise cette situation.

Proposition 3.14. Le normalisateur de Py dans ' est égal a Py, i.e. si
C el et (PpCt C Py alors ¢ € Py. En particulier, la décomposition Pj, =
Zwy, ® Zpy, est intrinséque 2 dans T.

Preuve. La preuve de la proposition précédente montre que 71 (F') N P
T (F O W}) = Zbg. Soit ¢/ = (mf avec € = fi(¢) = o= [, B (%)
Comme fi(myg) = 1 il résulte que f.(¢") = 0 et donc ¢’ € 71 (F). Ainsi,
(op¢’t € m(F) N Pe¢’t = m(F) NPy = Zbg. D'ou ('bp¢’"t = b7
pour un certain n € Z. En passant a I’homologie la derniere égalité on ob-
tient que n = 1 et donc [(’,bg] = 1, que nous pouvons interpréter comme
une relation dans le groupe libre 71 (F'). Comme le sous-groupe (¢’, bg) de
m1(F) est aussi libre d’apres le théoreme classique de Schreier, nous en
déduisons qu’il est monogene : (¢’, b;) = (f) pour un certain 6 € m(F) =

g r
(u1,v1, ..., g, Vg, b1, ..., bp| ] [wi,v;] TT bj = 1), ot b; C OF. Nous pouvons
i=1 j=1

10Lorsque S n’est pas irréductible, i.e. r > 1, on peut raisonner directement en homo-
logie, car alors 71 (W) & Hy (Wi Z) 2 Z* — Z" = Hy(T};; Z). Ce derniere inclusion vient
de (13) car f; o E s’annule sur Dy, pour tout £ =1,...,7.

HElle résulte trivialement de la suite exacte d’homotopie de la fibration de Milnor.

1216 1a décomposition P = Zmp @ Zpp de tout sous-groupe conjugué P := (Pp¢™*
donnée par mp := (mpC ! et pp = (prC™!, ne dépend pas de (.
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supposer que by = by. Il suffit de prouver que b; n’est pas une puissance

non-triviale dans 71 (F') car dans ce cas ¢’ € (0) = (b)) C Py. Si r > 1 alors

by fait parti du systéme libre de générateurs ui,vi,...,uq,vq,b1,...,br—1

de 71 (F); il n’est donc pas une puissance non-triviale. Si » = 1 alors
g

by' = 11 [us, ;] est un mot cycliquement réduit dans le groupe libre 71 (F) =
i=1

(u1,v1,...,uq,vg|); on voit encore facilement, qu’il ne peut étre une puis-

sance non-triviale. [l

Théoréme 3.15. Soit U un voisinage ouvert de 0 dans B et h un homéo-
morphisme'3 de U sur un voisinage U’ de 0 dans B, tel que h(SNU) = S'N
U'. Supposons que linclusion U C B induit un isomorphisme w1 (U*) = T.
Alors, pour toute composante Sy, de S lisomorphisme hy : I' — I induit par
h envoie Py, sur le sous-groupe Py, associé a la composante Sj, = h(S, N U)
de S'NU’ et transforme méridien en méridien : h,(my) = m).

Preuve. Considérons des voisinages tubulaires Wy, de SN (B, \B;) et W}/ C

W, de S;.N (B, \B's) contenus dans U et U’ respectivement tels que W} C
h(Wy) C W} et Py = m(W}) et m(W}*) = mi(W}*) = Pj, via 'inclusion
W/ c W/*. Ainsi h(Px) C P}, et le composé P, — hy(Pi) — Pj. est
un isomorphisme. Ainsi h.(Py) = Pj, et la restriction de h, & Py = Z?2
est surjective sur Pj = Z?. Comme tout morphisme surjectif de Z? sur
lui-méme est aussi injectif, hy : Pr — P}, est un isomorphisme. De méme
he @ m(Wy) — m(Wjs) est aussi un isomorphisme. Ainsi h, conjugue les
noyaux des morphismes induits par les inclusions W} C Wy, et W/* C W/ qui
sont engendrés par my, et m}, respectivement. On conclut que h,(my) = m;gil :
mais 'exposant est égal a +1, car h préserve les orientations. ]

Dans I’énoncé du théoreme précédent, k étant donné, nous avions arbi-
trairement choisi dans Wy, et W}/, les points de base pour I' et I respective-
ment. Mais nous aimerions disposer d’une notion indépendante de ces choix,
intrinseque a h,. Pour cela, revenons a la définition d’équivalence fondamen-
tale introduite en 2.6 et notons que ’ambiguité de 'action hy : I' — I est
controlée par la composition & droite et/ou a gauche de h, par des automor-
phismes intérieurs. Cela nous conduit a introduire la notion d’isomorphisme
extérieur, comme une classe d’équivalence d’isomorphisme I' — I modulo
composition par des automorphismes intérieurs. Nous pouvons alors définir

Définition 3.16. Nous disons qu’un isomorphisme extérieur @ : I' —
IV préserve les structures périphériques s’il envoie tous les sous-groupes
conjugués des Py sur des sous-groupes conjugués des Py,. L’isomorphisme
@ est dit géométrique si de plus il envoie tous les conjugués des méridiens
my, sur des conjugués des méridiens mj,.

Remarque 3.17. Le théoreme 3.15 affirme que si h : (U,S) — (U',5)
est un germe d’homéomorphisme alors h, : I' — I' est un isomorphisme
géométrique. La premiere moitié de la preuve de 3.15 implique que si h :
U* — U™ est un homéomorphisme alors hy : I' — I" préserve la structure
périphérique ; cependant il peut ne pas étre géométrique, comme montre

13p1réservant comme toujours les orientations.
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I'exemple suivant : U = U’ = C?, S = 8 = {zy =0} et h : C* x C* —
C* x C* est défini par h(z,y) = (zy,y).

Rappelons ici un important résultat de F. Waldhausen [19, Corollary 6.5] :

Théoréme 3.18. Soient M et M’ des variétés de dimension trois, irréduc-
tibles, a bord incompressible et soit ¢ : 7 (M) — w1 (M') un isomorphisme
préservant la structure périphérique, i.e. pour toute composante connexe F
de OM, il existe une composante connexe F' de OM’, telle que p(m1(F))soit
conjugué & 71 (F"). Alors il existe un homéomorphisme ¢ : M — M’ indui-
sant ¢ en homotopie, i.e. © = ¢,.

Corollaire 3.19. Si ¢ : I' — I est un isomorphisme qui préserve la struc-
ture périphérique, alors il existe un homéomorphisme h : T;; — Té*, tel que
he = @ : 11 (Ty) — m(T)7). Si de plus ¢ est géométrique, alors h s’étend en
un homéomorphisme de Ty sur T,*, tel que h(S) = S'. Ainsi, tout isomor-
phisme géométrique est induit par un (unique) marquage.

Preuve. Nous pouvons appliquer le théoreme de Waldhausen a l'isomor-
phisme ¢ : I' = 71 (M,) — m1(M,) = 1", car M, et M,; sont irréductibles,
d’apres la remarque 2.4 et a bord incompressible, grace a la proposition 3.13.
Il existe donc un homéomorphisme ¢ : M, — M,/, qui s’étend triviale-
ment en un homéomorphisme h : Tp — T7, via les structures produit
Ty = Myx]0,n] et T;* = M;x]0,n] données par (8). D’autre part, si ¢
conjugue les méridiens des tores du bord de M;, et M,’7, alors ¢ s’étend en un
homéomorphisme de 7;, N 9B sur 7; N IB’. En utilisant la structure conique

de S et 9, il est facile d’étendre ¢ en un homéomorphisme entre les paires
h:(Ty,S) — (T, 5). O

4. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL

Etant donné 'homéomorphisme h : B.——h(B.) C B’ tel que h(SNB.) =
S’ N h(B.), dans la premiere section de ce chapitre nous construisons une
application hy de M,, sur M1’7,, pour 0 < n < n’ < 1, qui est fondamentale-
ment équivalente a h. Grace aux résultats de Waldhausen, nous modifierons
cette application par une homotopie, afin d’obtenir un homéomorphisme ho
entre les 3-tubes de Milnor.

Dans la section suivante, en utilisant les résultats classiques de Jaco-
Shalen-Johannson, nous isotopons hg a un nouvel homéomorphisme h3z qui
préserve des réalisations tres précises de la décomposition JSJ des 3-tubes
de Milnor.

Ensuite a la section 4.3, nous construisons un isomorphisme explicite entre
les arbres duaux des désingularisations minimales de S et de S’.

Celui-ci nous permet, a la section suivante, d’étendre hz aux 4-tubes de
Milnor. Cette extension & la dimension quatre se fait faite en quatre étapes :
Dans la premiére, nous ne nous occupons que des blocs 7, (D) associés aux
composantes de valence > 3. Dans la deuxieme étape, nous traitons le cas
des chaines C de composantes de valence 2, en utilisant la structure produit
des blocs 7,(C). A Détape suivante, nous considérons le cas des branches
mortes et celui des transformées strictes des séparatrices. Finalement a la
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derniere étape, nous modifierons I’lhoméomorphisme construit, a 'aide d’iso-
topies bien choisies, afin d’assurer qu’il est fondamentalement équivalent a
I’homéomorphisme h initial.

4.1. Réduction a la dimension trois. Fixons des réels positifs r < ¢ et
g’ < €, tels que

(25) B., ¢ h(B,) & BL & h(B.) C B'™.

Munissons le couple (B, S) d'une structure conique, c’est a dire d’un difféo-
morphisme ¢ : 9B %[0, 1] — B en dehors de 'origine, vérifiant : o(OBx{r}) =
OB,., pour tout r €]0, 1], ¢((SNIB) x[0,1]) = S et p(m,0) =0, p(m,1) = m,
pour tout m € OB. Nous disposons aussi d’une structure conique ¢’ : OB’ x
[0,1] — B, pour le couple (B’,S"). Notons g, : B — B, la rétraction par
déformation qui correspond, via ¢, a I'application valant (m,t) — (m,e),
pour ¢ < t < 1. Notons aussi o, : (B’ \ {0}) — 0B la rétraction par
déformation correspondant, via ¢’, & (m,s) — (m, 1). Désignons enfin par
o' : B" — B/, lapplication continue correspondant, via ¢’, & ’application
(m,t) — (m,<(t)), ol () est affine pour &” <t < & et vérifie ¢(t) = ¢, pour
t <&’ etg(t) =1, pour t > ¢'. Visiblement nous avons :

o' (S) =8, J(9)=5, J(S=5, /=9

Notons aussi que g, et o’ sont I'identité au voisinage de l'origine et que o’
coincide avec o, en dehors de B.,. Posons :

(26) hy:=0"ohog, : B— B.

Cette application est continue, nécessairement surjective et vérifie hy (0B) =
OB', hi(S) = S et h;*(S") = S. Elle définit ainsi une application de B*
dans B’*. D’autre part hq coincide avec h au voisinage de l'origine et donc
les restrictions de h et de hy a B}, que nous désignerons encore par h et hy,
sont fondamentalement équivalentes : h < h.

Fixons maintenant des 4-tubes de Milnor 7, C B pour S et 7| 7;, C B’ pour
S’, tels que hy(T5) C T/],. Désignons par r : T, — M, la rétraction par
déformation sur le 3-tube de Milnor (7), donnée par la structure produit
décrite en (2.3) et notons 1" : T)7 — M), = f7H0Dyy) NB' la rétraction
similaire. Posons :

(27) hi := T’/Ohloan : M, —>M7’7/,
ou vy, : My — T, désigne 'application d’inclusion.

Remarque 4.1. Ona: h < h; < hi.

Quitte a multiplier 1’équation f’ par %, nous supposons que 1 = 1.

Nous identifions désormais T}, & 7,, Tg a 7;7’ et nous continuons & noter hy
Papplication E'~! o hy o E définie sur M,, := E~1(M,) et & valeurs dans
M, = E _1(M7’7,). Celle-ci satisfait les hypotheéses du théoréeme (6.1) de
Waldhausen [19], car fbl(@Mn) C 8./\/1;7,. Comme M, n’est pas l'espace
total d'un fibré en droites sur une surface de Riemann close, il existe une
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homotopie F' : M, x [0,1] — M;, vérifiant F'(OM, x [0,1]) C IM,,,

F(-,0) = hi et telle que F (-, 1) soit un homéomorphisme. Nous posons
(28) hg := F(-,1) : My=—=M; .
Remarque 4.2. La relation he = lvzl est satisfaite.

4.2. Construction d’un homéomorphisme JSJ-compatible. Considé-
rons maintenant pour /\/l%/, la décomposition de JSJ similaire a celle ef-
fectuée pour M,, : nous conservons les notations (14) pour les blocs élémen-
taires de M%, : Nous désignons par R’ la collection des composantes de D’
de valence > 3 et par € celle des chaines de composantes de D’ reliant deux
éléments de R'; pour chaque C' € €', les tores épaissi Mg, et MV’C,, ainsi
que leur structure produit o : ﬂé, —5T x [-1 — €, +1 + €] sont construits
comme en (19); le 2-tore T, = o, ' (T x {0}) est proprement plongé dans
/\/l%, et les adhérences des composantes connexes de /\/l,’,], \ Ucree T(: consti-
tuent les blocs de JSJ de M;?, ; chacun d’eux est noté By, car il contient un
unique bloc élémentaire M’,,, v(D’) > 3; une fibration de Seifert étendue
Pt B, — Ab,eXt, définie comme en (24), prolonge la fibration de Hopf
pp : My — Kpp ;5 enfin la famille (Tp))crcer est, pour les mémes raisons,
une famille caractéristique de tores essentiels proprement plongés dans ./\/127,.

Visiblement (T¢)cee et (hy ' (Tp))cree sont deux familles caractéristiques
de tores essentiels de M,,. D’apres le théoreme d’unicité des familles carac-
téristiques, cf. (1.2.6) de [8], il existe une bijection

(29) K9 Q:;Qtl

et un automorphisme ¢ de M, isotope a l'identité, tels que ha(¢)(T¢)) =
wa(c), pour tout C € €. Posons hg := hg 0 1), nous avons :

(30) hy = hy=<h et ho(Te)= T:@(C) , pour tout CeC.

Remarque 4.3. Visiblement hs transforme tout bloc de JSJ de M, en un
bloc de JSJ de M%,, définissant ainsi une (unique) bijection kg : R—NR'

telle que ha(Bp) = Bl -

Lemme 4.4 (de 'accordéon). Il existe un homéomorphisme Bg 1sotope a Bg,
qui transforme tout tore épaissi en un tore épaissi, en respectant la structure
produit ; précisément : ha(Mc) = M:@(C) et U;Q(C) o hy = o¢.

Preuve. Soit C € € et Bp une composante de JSJ de M,, telle que T¢ C
O0Bp. Le tore Ty, C' := k2(C), est une composante connexe de OB,’{S(D).
Nous pouvons supposer que 8B3) D UEI(T x {1}) et 8B'ZB(D) D U’E,I (T x
{1}). L’homéomorphisme rs de T x [0,1 + ¢] sur T x [s,1 + €], défini par
rs(p,t) == (p,s + tl“lL_:s), s € [0,1], se releve en un homéomorphisme de
oz (T x [0,1 4 ¢]) sur o5 (T x [s,1 + ¢€]), qui se prolonge par I'identité en
un homéomorphisme

Rs: Bp—Bp(s) == (Bp \ oz (T x [0,s])), Ryp, =idp .
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On construit un homéomorphismes similaire R de B, (D) Sur B, (py(8) =
(B;S(D) \ oz (T x [0, s[)). Pour s € [0,1], posons Fy : M,, — M, défini par :

Fy(m) = ha(m), si m#¢ Bp,
Fy(m) = R,ohso R;Y(m), si me€ Bp(s),
Fy(m) := 04 o (Hy X idyg q)) 0 oc(m),  si m € oy (T x [0,3]),

ou Hy(p) = a’c,(ﬁg(ac_ 1(p,0))). Visiblement F, est une isotopie qui vérifie
Fy = hy et Fi(M¢ N Bp) = Mp N B;S(D). Pour achever la preuve du
lemme, il suffit d’effectuer successivement de telles isotopies, pour toutes les
composantes du bord de chaque bloc de JSJ de M,,. O

Lemme 4.5. Il existe un homéomorphisme hg isotope a ;LQ, qui satisfait les
mémes propriétés (4.4) que ho et qui de plus conjugue les fibrations de Seifert
du cg\mplém/e\ntaire des tores épaissis, i.e. il existe des homéomorphismes
Sp - KDL’K;I%(D)’ D € $R, tels que ﬁ’%(D) o h3|B']3 =Spopp.

Preuve. Visiblement B% est muni de deux fibrations de Seifert : pp de base
Kpet ﬁHg(D) th\BE de base KI/€3(D)' Comme BE n’est ni un un tore plein, ni
un tore épaissi, le théoreme d’unicité des fibrations de Seifert (1.2.5) de [8],
donne une isotopie ¥p s : B% — B%, s € [0, 1], telle que ¥p o est I'identité et
¥p,1 conjugue les feuilletages définies par ces deux fibrations. Précisément,
si¢p: Kp — K ;3( D) est I’homéomorphisme induit par 1p 1 sur les espaces
de feuilles, on a : ﬁ’RB(D) 0 hy o Yp1 = sp o pp. Grace a 'assertion (a) du
lemme (4.6) ci-dessous, ces isotopies se recollent en une isotopie globale
Vs : My — My, vérifiant 1y = idpy,), ¢S|BbD =vYps, D € Ret Yyr, = idy,,
C € €. Pour achever la démonstration, il suffit de poser hy = fag oy. [l

Lemme 4.6 (d’extension des isotopies). Soit B une variété a bords et

B’ C B une sous-variété a bords de méme dimension, telle qu’il existe un

homéomorphisme o de B\ B® sur OB x [0,1], vérifiant 0(0B) = OB x {1}

et 7(OB”) = OB x {0}. Alors :

(a) si Fy: B> — B°, s € [0,1], est une isotopie telle que Fy = idp,, alors il
eviste une isotopie Iy : B — B, telle que F! Fy et Fs/|8B = idgpg,
s € [0,1];

(b) si Gs : OB — 0B, s € [0,1], est une isotopie telle que Gy = idyp,
alors il existe alors une isotopie G, : B — B, telle que G;|B,, =idp, et

G{S|8.B - Gs, S € [0, ].].

|B> —

Preuve. (a) Notons Fy := 0 o Fy o U|_a}3b' Pour m € B\ B, nous posons
E’;(m) =o0lo Zif o o(m), avec Ii’(p,t) = Ns,t(p,t), si0 <t < set
Fl(p,t) := (p,t), si s <t < 1. La preuve de (b) est similaire. O

Pour chaque D € R, 'homéomorphisme ¢p donné par (4.5), induit une
bijection wp entre les points singuliers de D situés sur D et ceux de D’
situés sur D’ := k3(D). Celle-ci vérifie, avec les notations (23) :

@p(Sm(D)) = S;m(D') et donc wp(S(D)) = 8(D'),
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puisque les points d’attache des branches mortes correspondent aux fibres
exceptionnelles des fibrations de Seifert et les éléments de S (D), resp. de
S (D), correspondent aux composantes connexes de 0K D, resp. de oK [
est facile de prouver que, quitte a modifier hg par une isotopie, ¢p envoie
le disque Dy, s € Sop(D), sur le disque D;D( 5)" Ainsi h3 envoie le bloc
élémentaire Mp sur le bloc élémentaire M',,, en conjuguant les fibrations
de Hopf restreintes a ces blocs.

4.3. Conjugaison des arbres duaux des diviseurs. Récapitulons les
résultats obtenus : nous avons construit un homéomorphisme hz : M, —
M%, tel que h3 < h, ainsi que des bijections

(31) k3 R— R, ke:C =, K M-,

qui satisfont pour tout C € € et Ce I, les propriétés suivantes :

(a) les images par k3 des composantes d’extrémité de C, sont les compo-
santes d’extrémité de k2 (C);

(b) si Dy € R est la composante d’attache de C, alors k3(Dg) est la compo-
sante d’attache de x1(C);

(c) 'homéomorphisme hg envoie M sur M[_ .y, Mg sur M; & et Te

sur T/ ,(c) bour D € R, il envoie aussi, en conjuguant les fibrations de
Seifert, Bp sur B;3(D)7 B'Db sur BQ;:,(D) et Mp sur ./\/l:%(D).

La proposition suivante étend les correspondances (31) a toutes les compo-
santes des diviseurs. Elle précise les résultats classiques de Zariski-Lejeune
en donnant, par la propriété (c), les relations entre I’homéomorphisme h qui
transforme S en S’ et la correspondance des arbres duaux de D et D’.

Proposition 4.7. [l existe une bijection k : Comp(D) — Comp(D’) entre
les ensembles de composantes irréductibles de D et D', telle que :

(1) (k(D),x(D")) = (D,D’), pour tout D, D" € Comp(D) ;
(2) pour tout C € €, resp. C € M, on a Uéquivalence : (D € C) <

(k(D) € ka(C)), resp. (D € C) & (k(D) € k1(C)) ; en particulier C

et k2(C) ont méme longueur, ainsi que C et k1(C) ;
(3) la restriction de k ¢ R C Comp(D) est égale a K3.

En particulier les propriétés (a) (b) et (c) ci-dessus restent satisfaites par
K.

Avant de prouver la proposition 4.7 nous avons besoin d’un résultat auxi-
liaire. Soit C € € U M.
= SiC={Dy,..., Dic41} €€, considérons la chaine C'={D, ..., D;  }=
k2(C) € €', que nous numérotons de maniere a avoir D = k3(Dp) et
D;C/—i-l = r3(Dig+41)-
—SiC={Do,..., D} €M, considérons C' = {Dy,..., Dy} = ra(C) €
m’.
Désignons par ¢; € Hi (Mc, Z) le méridien associé & D; et par ¢, € Hi (M, Z)
celui associé a Dy, cf. (3.5). L'égalité h3(Mc) = Mp, induit un isomor-
phisme :
hs« : Hi(Mc,Z) — Hi(Mpi,Z) .
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Dans le cas ot C et C’ sont des branches mortes, Clo+1 €t cgc/ 41 désignent les

méridiens exceptionnels correspondants. Comme h3 conjugue les fibrations

de Seifert de Bp, et B}, , il conjugue aussi les fibres exceptionnelles ; ainsi
0

h3 envoie Mg sur M et induit un isomorphisme :
has : Hi(MS,Z) — Hy (M, 7).

Lemme 4.8. Pour tout j =0,...,l+ 1, on a les égalités : lc = lor =: 1 et
ha«(c;) = ¢; € HY'.

Nous allons d’abord démontrer le sous-lemme technique suivant'* :
Sous-Lemme 4.9. Soient a = (a1, a2) et b= (81, 42) € Z2, pged(ay, az) =
1, pged(B1, B2) = 1 tels que det(a,b) > 0. Il existe alors n € N unique et
une suite finie ¢ := (co, ..., cny1) d’éléments de 72N (Qa+Qb) C Q? unique
tels que :

det(Cj,Cj+1) =1,757=0,...,n,
(32) det(cp_1,cp41) > 1, k=1,...,n,
co=a, chy1 = 0.

En particulier si det(a,b) = 1, lunique suite ¢ satisfaisant (32) est donnée
parn=0,co=a et c; =b.

Preuve du sous-lemme. L’existence de n et des c; se montre aisément a ’aide
i)

de fractions continues. Pour I'unicité, nous utiliserons I’assertion suivante,

facile & prouver® :

(o) soient u = (v1,12),v := (vi,v2) € Z? et \,u € Qsq, tels que
det(u,v) >0, v1 +1v2 > 1, vy +v2 > 1 et (1,1) = Au+ pv. Alors
det(u,v) > 1.

Pour I'unicité, nous raisonnons par double récurrence, avec I’hypothese
Hp, v suivante :

. / . . 4
“sic = (cj)’;i’ol et ¢ = (c%)};f:%l sont deuz suites finies d’éléments

de 72N (Qa + Qb), satisfaisant (32) et 5i0 <n < N et0<n/ < N,
alorsn=n' etc=c'.”

Nous allons d’abord montrer Ho ny = Ho, N+1; par symétrie on aura aussi
Hy,0 = Hn+1,0; comme Hg o est évident, il suffira alors de prouver I'im-
plication Hy_1, nv—1 = Hn, N7

Ho, N = Ho, N1 ¢ A un automorphisme de Z? prés, nous supposons
co = a = (1,0) et ¢ = b = (0,1). La propriété (¢) donne l'exis-
tence d'un indice k € {1,...,N'}, tel que o’}; =(1,1),1 <iyg < N.
On conclut en appliquant ’hypothese de récurrence aux deux suites
((1,0), (1,1)) et (cp,- - - ’OIE)’ ainsi qu’aux deux suites ((1,1),(0,1))
et ¢ := (c’];, o )

MNous remercions Mark Spivakovski pour son aide et ses suggestions concernant la
preuve de ce lemme.

15Visiblement, 0 < A, p < 1;ainsi (1,1) appartient & I'intérieur du parallélogramme de
sommet 0, u, u + v, v; mais ceci est impossible lorsque u et v forment une Z-base de Z>.
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Hy-1,nv -1 = Hn,n' : Toujours a un automorphisme de 7?2 pres, nous
pouvons maintenant supposer a = (1,0) et b = (01, 32), avec (1 <
B2. Grace a (o) on obtient deux indices j € {1,...,N} et k €
{1,...,N'} tels que ;= C«’I; = (1,1). L’hypothese de récurrence ap-
pliquée aux deux suites (Cj)jzo,..ﬁ et (Ck)k:(),...jé’ ainsi qu’aux deux

suites (cj)._~ et (ck),_3 v permet de conclure.

J=J-

Ceci acheve la démonstration du sous-lemme. ([l
Preuve du lemme (4.8). D’apres le lemme (4.5), hg envoie toute composante
de O M sur une composante de OMy, en conjuguant les fibrations de Seifert
correspondantes. L’isomorphisme hs, induit en homologie satisfait donc les
égalités :

(33) hai(co) = ¢y et hge(cy1) = iy,

ol nous posons [ := l¢ et I = [ pour abréger. Grace a lassertion (ii) de la
proposition 3.6 nous déduisons aussi que

(34) det(a, b) = det’(hg«(a), h3«(b)),
pour tous a,b € H. Des relations (21) on tire :
det(Cj_l,Cj_H):—(Dj,Dj) 22, jzl,...,l,

car 'application E de réduction de S est minimale.

Posons c;’ = hg*l(c;.). Les deux suites finies ¢ := (¢j);=0,. 141 €t ¢’ :=
(¢))j=o0,..+1 d’éléments de Hy (Mg, Z) ~ Z?, ont méme premier et méme
dernier terme (33); elles satisfont les relations (32) du lemme (4.9). La
conclusion résulte de 'unicité de ces familles. O

Preuve de la proposition (4.7). Les chaines et les branches mortes qui se cor-
respondent par kg9 et par ki, ont méme longueur; il existe donc une et une
seule bijection x : Comp(D) — Comp(D’) qui étend k3 et qui satisfait les as-
sertions (2) et (3), ainsi que ’équivalence (DND’ # ) < k(D) Nk(D') # D).
Les auto-intersections de toutes les composantes compactes considérées étant
< —1, il suffit pour prouver (1) de montrer les relations :

(35) (D,D) = (k(D),k(D)), pourtout D € Comp(E).

Lorsque D; est contenue dans une chaine ou une branche morte de £, les rela-
tions (21) se déduisent directement des égalités (D;, D;) = —det(cj_1, ¢j41).
Comme h3, commute aux formes déterminants (34), relations h3.(c;) = ¢ du
lemme (4.8) donnent : (Dj, D;) = (k(D;), k(D;)), pour tout j = 1,...,lc+1.

Il reste a prouver (35) lorsque D est de valence > 3. Remarquons qu’alors
M p est un rétract par déformation de

M= Mp U M, DND;=:{s;},
ou D1,. .., Dy(p) sont les composantes de D adjacentes a D. Le point singu-
lier s; est le point de branchement d'une chaine, d’'une branche morte C;, ou
bien encore d'une transformée stricte. Considérons le méridien associé a D,
qui est un élément c; de Hy(M;,Z) ~ Hi(Ms; N Mp,Z), o M; est le tore
épaissi Mc,, ou /\/lgj dans les deux premiers cas, ou bien encore M, UMp,

dans le dernier cas. Désignons par ¢; € Hi(Mp,Z) 'image de ¢; par le mo-
nomorphisme induit en homologie par I'inclusion Mp N M, C Mp. Nous
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pouvons réécrire la formule d’indice le long de D donnée par (12) de la fagon
suivante, cf. [4, 5] :

v(D)
(36) (D,D)c+ > ¢ =0 dans Hi(Mp,Z),
j=1

ol ¢ est la classe d’homologie d’une fibre pBl (p), p € Kp, que nous appelons
le méridien associé a D. D’apres ce qui précede, {H(Dj)}jzl,“.,v(D) est la
collection des composantes adjacentes a k(D) et grace au lemme (4.8), leurs
méridiens respectifs sont hs.(c;) € Hi(M; ) N M;;,Z), olt {s’} := k(D) N
k(Dj). De méme h3,(c) est le méridien de x(D), car hg conjugue les fibration
de Seifert de Bp et B! (p)- La formule d’indice le long de k3(D) donne

Pégalité (35). 0

4.4. Extension a la dimension quatre. Toujours avec les notations (4)
et (5), nous définissons maintenant la collection des blocs élémentaires du
4-tube de Milnor T, par :

(37) Ty:=T7,NQ et Tp:=T,(Kp), seSing(D), D e Comp(D).

Un 4-tube associé a une chaine C € €, resp. a une branche morte Cem est,
avec les notations (15) et (16), resp. (17) et (20) :

le le Iz o1
(38) Te = U Tp, U U Ts;, Tesp. TC = U Tp, U U Ts, -
j=1 j=0 j=1 j=0

Nous définissons de maniere similaire les blocs élémentaires de ’];7’,, que nous
notons 7, s’ € Sing(D’) et T}, D' € Comp(D’), ainsi que les 4-tubes 7;,,
C/ee’etTCL,,é’emt’.

Nous allons d’abord construire, pour * € R, des homéomorphismes G :
T — ’Té( ») satisfaisant les propriétés (a), (b) de (2.5) et coincidant avec hs
sur 7, N M,, = M,. Ensuite nous construirons G, lorsque x est une chaine,
puis une branche morte ou une transformé stricte, qui satisfera toujours les
propriétés (a), (b) de (2.5), se recollera avec les Gp, D € R déja construits,
mais qui ne coincidera plus nécessairement avec hg sur M,. Enfin, a 'aide
de twists de Dehn, nous modifieront 'homéomorphisme global

(39) G:T,—T,, Gum, =G, xcRUCUM,

ainsi obtenu, pour qu’il devienne isotope a hz en restriction a M,,. Nous
avons maintenant un homéomorphisme ® qui satisfait le théoreme 2.9.

4.4.1. Construction de Gp, pour D € SR. Les restrictions des fibrations de
Hopf aux blocs élémentaires 7p et ’];’( D> D € Comp(D), sont des fibrations
en disques globalement triviales; on dispose sur ces blocs de champs de vec-
teurs différentiables Z et Z’, tangents aux fibres de Hopf qui, en restriction
a chaque fibre, correspondent au champ radial réel ua% + U%, dans des co-
ordonnées trivialisantes (u + v, pp) : 7p — Dy x Kp. Nous définissons un
homéomorphisme qui étend hg|r, et conjugue les fibrations de Hopf, en
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posant :

Gp: TD—>T(D), GD|MD:h3: p;(D)OGD:pDU—D?
GD(¢t (m)) = ¢t (h3(m)) ) si. mé€ MDat < Oa
Gp(m) :=<sp(m)(hs(m)), si me Kp,

ol ¢7 et ¢7  désignent les flots de Z et Z’ respectivement.

4.4.2. Construction de G¢, lorsque C est une chaine. Considérons une chaine
C € € de D et la chaine de D’ associée, C' := k2(C)),

C = {Dj}jzo,...,l+1 ec¢, C = {Dg}jzo,...,H»l s Dz = H(Dj) >
les composantes Dy, D;1 étant de valences > 3. Nous supposerons [ > 1, le
cas d’une chaine de longueur | = 0, n’ayant aucune composante de valence
2 et avec un seul point singulier {s} = Dy N D; se traitant de maniere
identique, avec M¢ = My et My, = M., {s'} := D{n D}.

Dans une premiere étape, nous allons construire des homéomorphismes g
holomorphes sur des voisinages Wy, des singularités {s;} ==Dj_1NDj; en-
suite nous construirons des homéomorphismes gp, sur les blocs élémentaires
Tp,, qui conjuguent les fibrations de Hopf; enfin, & la derniere étape, nous
recollons ces homéomorphismes, pour obtenir un homéomorphisme

(40) GC : 723 — ,]-C//

qui satisfait les propriétés (a) et (b) des homéomorphismes excellents (2.5).

Etape 1. L’application foFE, composée de I'équation de S fixée & la section
(2.2) avec l'application de réduction, est une équation globale de D. Le
corollaire 3.4 donne des formules universelles (voir aussi [5, Theorem 18.2])
exprimant les multiplicités vp(foFE) le long de chaque composante D de D, a
partir de la matrice d’intersection de D. Les matrices d’intersection (D', D")
et (k(D'),k(D")), D', D" € Comp(D), sont égales d’apres I'assertion (1) de
(4.7). On a donc en particulier, toujours avec les notations de la section
(2.2)

I/D;(f,oE/) =vp,(foE)=mj, j=0,...,1+1.
Soit s; le point d’intersection de D; et Dji1 et s celui de D} et D} 4. 11

existe en ces points des coordonnées holomorphes locales

(41) (uj,vj) : WSj;ID)l X Dl, ( Uy j) W’/ H]D>1 X Dl,

avec W, C Qs et W), C 9% o telles que v; = 0, resp. v; = 0, soit une équa-

tion locale de Dj, resp. de D’ et qui rendent f o F et f’ o E/ monomiaux :

mip1 mj I g N myir, m;
oF = U, ; oF = ) S
f w., = U et f W, " witv

On obtient ainsi un difféomorphisme holomorphe g, entre les variétés a
bords et a coins Wy, N7, = W, N7y et W, N7, =W, NT, en posant :
J J J

(42) gSj (Uj,'Uj) 1 (u_],vj) . WSj N 7;7 — Wé; N 7;7// .

En supposant 7 > 0 suffisamment petit, la 3-variété Wy, N M, ainsi que
les composantes connexes T; et T, de M, \Wsj, avec T; N Mp, # 0,



MAPPING CLASS GROUP D’UN GERME DE COURBE 25

sont des tores épaissis. Leurs inclusions dans M sont des isomorphismes en
. / / . . A .7 7 .
homologie. Supposons que Ws; NM;, satisfait les mémes propriétés. Quitte
a diminuer 7" > 0, la restriction de g5, & Wy, N M, a valeurs dans W, ﬂ./\/l%,,
J

définit alors un isomorphisme, noté :
(43) s, : Hi(Mc, Z) — Hi(Mp, Z).

Lemme 4.10. Soient ¢; et c;-, les méridiens associés aux composantes D;
et D} respectivement, cf. (8.5). Alors gs;«(ck) = ¢, k= j,j + 1, pour tout
j=0,...,1.

Preuve. Supposons k = j, le cas k = j + 1 se traite de la méme maniere.
Quitte a permuter les coordonnées du systeme local, nous supposons aussi
que ys; = 0 est une équation de D;. Pour n > 0 assez petit, les fibres de z;
et de u; sont transverses en tout point de W, \ Djt1, aux fibres de Milnor,
i.e. aux fibres de fo E. Sur D; N Wy, le champ de vecteurs holomorphe qui
s’écrit u, a%j, se releve donc (via I’application u;) en un champ Z tangent aux
fibres de Milnor -et donc aussi a M,,. On construit facilement une fonction

a support compact a : W, N M, — R, telle que le flot au temps 1 de aZ

envoie [; = uj_l(p) N Ws, N My sur [ = a:s_jl(p) NWs, N M, ou p # s;

[¢] [e] o
désigne un point fixé de D; N Wy,. Soit K C D;NWy,, s; € K, p ¢ K,
un disque conforme fermé. Quitte a diminuer n > 0, la restriction de xs; a
M, \a:s_jl(K ) est encore une fibration en cercles triviale; ainsi une fibre [
de la restriction de pp, a Mp, "My, C 8(/\/13]. \x;jl(K)), est homologue a
;. Finalement on obtient :

(1] = [1}]
Supposons 1" > 0 assez petit, pour que les égalités similaires dans M,

soient satisfaites. Pour achever la démonstration, il suffit de remarquer que
par construction, gs; envoie les fibres de uj, resp. de vj, sur les fibres de u;-,

[[;/] =¢j € Hl(Mc,Z).

resp. de . O

Etape 2. Donnons-nous maintenant des homéomorphismes
) / .
(44) ng.TDj—WTQ, j=1,...,1
tels que :
(a) gp,(Tp, N T;;) = 1');, N 7;';_,
(b) gp, conjugue les fibrations de Hopf : il existe un homéomorphisme p, :
KDJ' - KID;a tel que Sp; © PD; (m) = pID; ©9D; (m)’ m e TDj7
(¢) le morphisme gp, « : Hi(Mc,Z) — H1(Mg),7Z) induit'® par la restric-
tion de gp, a Mp;, a valeurs dans M’D;_, vérifie : gp, « () = ¢, b = j+£1,

ou gD; -

16ia les identifications Hi(Mp,,Z) ~ Hi(Mec,Z) et Hi(MY, ,Z) ~ Hi( Mg, 7Z)
J

donnés par les inclusions.
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Remarquons que 1'égalité (c¢) pour k = j, se déduit de (b) et que le cas
k = j — 1 est équivalent au cas k = j + 1, d’apres les formule d’indices (21)
et I'assertion (1) de (4.7). Ainsi, la construction de gp, se fait sans peine,
apres avoir trivialisé les fibrations de Hopf.

Etape 3. 1l reste a construire, pour chaque composante connexe ¥ de
T, \ Ws,, 5 = 0,...,1, un homéomorphisme défini sur ¥, a valeur sur une
composante connexe T’ de ’Z;’; \Wé;, qui se recolle avec gs; et gp,, j =3
ou j + 1. Pour cela fixons un homéomorphisme A de T sur [0,1] x S! x Dj.
Donnons-nous aussi une fibration en disques pz : € — Cg := Dy N'E, qui
coincide avec pp, sur une composante connexe de A71({0,1} x St x Dy) et
qui, sur I'autre composante, coincide avec une coordonnée homogénéisante
définie en (41). On procede de méme avec T'. On constate que les restrictions
de gs; et 9D, a 0%, conjuguent les fibrations construites. Pour conclure, il

suffit d’appliquer le lemme suivant, en utilisant pour cela le lemme (4.10).

Lemme 4.11. Soient ¢g et ¢1 deux homéomorphismes du tore plein S' x
Dy sur lui méme, qui commutent a la premiére projection, i.e. ¢r(0,2) =
(0,¢,(0,2)), k= 0,1. Si leurs restrictions a S! x 0Dy induisent lidentité en
homologie, il existe un homéomorphisme ® de [0,1] x S x Dy sur lui-méme,
qui commute auxr deuzr premieres projections, i.e. ®(0,z,t) = (t,0,2,(0, 2))
et tel que : g =¢, P1 =9 , et P,(0,2) =(0,z) si % <t< %

Preuve. Les applications continues %k 10— gk(e, ), k=0,1, de S' dans le
groupe Aut(S!) des homéomorphismes (préservant 'orientation) de S! dans
lui-méme, sont homotopes. En effet I’application

1 dz
(¢r)re[o,1] = ﬂ /7'>—>1/J7—(1) ?

est un isomorphisme du groupe fondamental de Aut(S!) sur Z; or

d
[0
,7—,_)¢)k(62i7'r7'7 1) z

car I'automorphisme de H;(S! x S!,Z) induit par ¢ est I'identité. Fixons
des homotopies t — @ ; € CO(ST, Aut(S1)), t € [0,1], Pr.o = ¢k, Pr.1 =
(0 — idg1). 11 suffit de poser :

o a1 (O)(F), st 0<1-3t<[z] <1,

(0, 557), st 0< 2| <1-3t,

Q(0,2) = (0,2), si F<t<Z,

0,0, 575), st 0< [z <3t—2,

‘1)1,|z\+2—3t(9)(ﬁ)7 si 0<3t—2<|z|<1.

0

4.4.3. Construction de G¢, lorsque C est une branche morte ou une trans-
formée stricte. Considérons d’abord le cas d’une une branche morte de
D, notée C = {D;}j=0,..1, v(Do) > 3 et désignons par C' := k1(C) =
{D%}i=o,..1, D} = k(Dj), la branche morte de D' correspondante. Nous pou-
vons encore effectuer, dans ce contexte, toutes les constructions précédentes,
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sauf pour la composante d’extrémité : pour {s;} := DjNDj41,5=0,...,1—
1, nous construisons, avec les mémes notations qu’en (42), un homéomorphis-
me gs, et, pour chaque composante de valence deux, un homéomorphisme
gp; comme en (44). Dans H1(M'g,,Z), nous avons encore les égalités

gs; (k) =, k=j.j+1, j=0,....0-1,

pour les mémes raisons qu’au lemme (4.10) et grace a (4.8); les gs; et gp,
se recollent donc, comme a ’étape 3 ci-dessus. Il ne reste plus qu’a étendre
9s,_, le long de D;. Pour cela, nous supposerons comme précédemment que

n,n > 0 sont assez petits pour que les composantes connexes de 7 s1_1 \ W, |
et 7, \ W/ soient des tores épaissis. Il suffit alors de construire un
-1 -1

homéomorphisme g de la composante connexe T de (75, . \ Ws,_,) UTp,
contenant Dy, sur la composante connexe ¥ de (7 \ W, U T}, conte-
l

nant D}, qui coincide avec g5, , sur le tore plein ¥ N Wy, . Fixons encore
des fibrations pg : € — TN Dy et po, : T — T' N D}, qui coincident avec
les fibrations de Hopf sut 7p,, resp. sur 7; 1/) et avec une coordonnée ho-
mogénéisante (41) sur TN W,_,, resp. sur T N Wg,_,. Visiblement T et T’
sont homéomorphes a D x Dy, les fibrations pg et pk correspondant a la
premiere projection. Pour achever la construction de G, il suffit d’utiliser

le lemme suivant dont la démonstration est similaire & celle de (4.11).

Sl 1)

Lemme 4.12. Soit ¢ un homéomorphisme de 0D1 x D1 sur lui méme, qui
commute a la premiére projection : ¢(6,p) = (0,6(0,p)) et qui, en restric-
tion a 0Dy x 0Dy, induit lidentité en d’homologie. Alors ¢ se prolonge en
un homéomorphisme ® de D1 x D1 sur lui-méme, qui commute aussi a la
premiere projection.

Preuve. Comme pour (4.11), il existe une application continue ¢ — P,y €
CO(S', Aut(SY)), t € [0,1], telle que ®o(0) (V) = 9 et ®1(0)() = ¢(6,19). On
pose ®(2',2") = (Z/, ®(7,2")), avec :

2] @\Zq(w)(ﬁ,p st < | <1

8,2 = {11 R (ED(ED, s RS2,
22 ¢ <|zi|,|,:,’|;>, si | < |2 <1,
O
Considérons maintenant Dy et D} := (D), des transformées strictes

de composantes irréductibles de S et S’ respectivement. Les composantes
adjacentes Dy € Comp(D), resp. D{, := k(Dy) € Comp(D’), sont de valence

> 3. Notons {s} := Dy N Dy et {s'} := D{ N D}, C := {Dy, D1}, C'
{D{, D1} et posons : M¢ := M;UMp,, Tc .= T,UTp,, My = M, UM/ /
et 7p == T, U ’Tl’)/. Avec les mémes notations, nous construisons comme
n (43) un b1holomorphlsme g9s + W N7y — W, N 7T, Pour les mémes
raisons qu’en (4.10), celui-ci Verlﬁe le égalités gs«(cx) = ¢, k= 0,1, ou ¢,
resp. ¢}, sont les classes dans Hy(Mec, Z), resp. dans Hi(My,, Z), d’une fibre
quelconque de la fibration de Hopf pp, restreinte a Mg N Mp, , resp. p’D/
k

restreinte a M/, N M/, . Remarquons que la restriction de hz a Mc N 0B
k
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(qui est une composante du bord de M,,), & valeurs dans M, NOB', vérifie
aussi 'égalité!”

h3.(cg) =c¢, dans Hy(Mp,Z), , k=0,1.

En effet, par construction h3 et h sont fondamentalement équivalents ; leurs
actions sur I' different donc d’un automorphisme intérieur. En passant a
I’homologie h, = hs.. Le théoreme (3.15) affirme que l'image par h, du
méridien mp, du sous-groupe périphérique P C I' associé a C n’est autre
que le méridien mp € P C T'. Comme les isomorphismes P = Hy(M¢,Z)
et P’ = Hy{(Mp,,Z) font correspondre mp, & ¢1 et m’D,1 a ¢} on obtient
Iégalité hsi(c1) = ¢}. D’autre part, d’apres la remarque 3.9, l'inclusion
naturelle Hy(M¢,Z) — H;(Bp,) envoie ¢y sur la classe d’homologie de
¢p, € T1(Bp,) C T représentée'® par une fibre de la fibration de Seifert de
Dy. Nous avons une description analogue pour M. Comme h3 conjugue les
fibrations de Seifert de Bp, et B;% il en résulte que hs.(co) = c{.

Soit Hp, : Tp, — é, un homéomorphisme qui coincide avec h3 en res-
1
triction & M¢NB et qui commute aux fibrations de Hopf : Hp, (Kp,) = K7,
1
et Hp, o pp, = p', o Hp,. Comme & I’étape 3 précédente, nous construisons
1

un homéomorphisme G¢ : Tc — 7, qui étend gs, qui est égal & Hp, en
restriction & M¢ N Mp, et & Hp, en restriction a M¢ N 9B.

4.4.4. Modification par twists de Dehn. Nous allons maintenant modifier
I’homéomorphisme G obtenu par recollement (39), en le composant a droite
par un homéomorphisme ¥ : 7, — 7, qui vaut I'identité sur chaque bloc 7p,
D € R et tel que G o ¥ satisfait le théoreme (2.9). En posant Ve := V¥, il
suffit de prouver I’assertion suivante, pour tout C =: {D; }é‘:o désignant une
chaine de €, une branche morte, ou bien une paire de composantes associée
a une transformée stricte.

(%%) Il existe un homéomorphisme V¢ : Te — T¢, Ve(Ze ND) = 7o N D,
a support dans lintérieur de (s, \ {so0}), {s0} := Do N Dy, tel que
Yo, et G lohs: Mc — M sont homotopes relativement au bord
de Mg, i.e. il existe une homotopie Fy : M¢ — Me, t € [0,1], telle
que Fy = G o hz, F1 = W 5y, et Fy(m) = m, pour tout t € [0,1] et
m € OMe.

Rappelons qu’a toute application continue K d’une variété a bord X dans
elle méme, qui vaut 'identité en restriction a un sous-ensemble A C X, est
associé un morphisme de variation relative a A, cf. [1] :

varg : Hy(X, A, Z) — Hy(X,Z), [8]— [K(5)—d].

Celui-ci est un invariant de la classe d’homotopie relative a A, de K. Notons
que si K, : H1(X,Z) — Hi(X,Z) désigne le morphisme induit par K et
iv: H(X,Z) — H1(X, A;Z) celui induit par I'inclusion (X, 0) C (X, A), on
a I'identité : K. = idy, (xz) + vark oi.. Nous utiliserons le résultat suivant.

1Tavec les identifications données par les inclusions : Hi(McNOB,Z) ~ Hi(Mc,Z) et
Hi(M}, NOB',Z) ~ Hi (M., 7).

181¢i nous utilisons que les désingularisations de S et S’ sont minimales et donc v(Dg) =
v(Dp) > 3.
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Proposition 4.13. Deux homéomorphismes xo et x1 : M¢c — M¢ égaux a
l’identité en restriction a OMec, sont homotopes relativement a OMec, si et
seulement si leurs morphismes de variation sont égauz :

vary, = vary, : Hy(Mc,0Mc;Z) — Hi(Mc,Z).

Remarquons que si C est une branche morte, alors (M¢, OM¢) est homéo-
morphe a (S! x Dy, St x St) et Hy(Mec,dMc;Z) = 0. Pour obtenir (%x), on
pose alors ¥¢ = idz,.

Si C n’est pas une branche morte, I’assertion (%) découle immédiatement
du lemme suivant.

Lemme 4.14. Supposons que C est une chaine ou est associé a une trans-
formée stricte. Alors pour tout morphisme de L : Hy(Me¢g,0Me;Z) —
Hy(Mec,Z), il existe un homéomorphisme ¥ : 1o — Tc a support dans

Qs \ {50}, vérifiant Ye(Ze ND) = Te ND et tel que L soit le morphisme de
variation de la restriction de ¥V a M¢ : L = VaTy, -

Preuwve du lemme (4.14). Visiblement Hy(Mc,0Mec,Z) = Zd est engendré
par la classe d’un chemin quelconque ¢ reliant les deux composantes connexes
de OMe. Grace a la formule!® var,, o, = var,, +var,,, il suffit de déterminer
U pour L = Ly : [0] — ¢k, k = 0,1, ol ¢y et ¢; sont les méridiens associés a
Dy et & Dq. En effet ceux-ci forment une Z-base de Hy(Me¢,Z), d’apres la
proposition 3.6. Pour £ = 0 ou 1, fixons comme (41) des coordonnées (u,v)
au point sg dans lesquelles ’application fo E est monomiale et v = 0 est une
équation de Dj. L’homéomorphisme (twist de Dehn) ¥ : 7o — 7 définit
par

uoV¥ =u, vo\If:{ e > % < Jul < %’
v, si non,

convient. O

Preuve de la Proposition (4.13). La preuve consiste & appliquer convenable-
ment le théoreme de classification d’Eilenberg, cf. [21, Theorem V.6.7], dont
nous rappelons I’énoncé :

Théoréme 4.15. Soient Y un espace topologique (n — 1)-connexe avec m =
Tn(Y) abélien, (X, A) un CW-compleze relatif et fo : X — Y une application
continue. Supposons que
(1) Y est g-simple pour n+ 1 < ¢ < dim(X, A),
(2) HI(X,A;my(Y)) =0 pour n+1 < ¢ < dim(X, A),
(3) HI™Y (X, A;my(Y)) =0 pour n +1 < ¢ < dim(X, A) — 1.
Alors la correspondance f — (fo, f)*"(Y) induit une bijection entre l’en-
semble de classes d’homotopie relatives a A d’extensions de fo 4 et le groupe
de cohomologie H™ (X, A; 7).

Dans cet énoncé +*(Y) € H™"(Y;7) = Hom(H,(Y),n) s’identifie & l'in-
verse de l'isomorphisme de Hurewicz m,(Y) = H,(Y). Si Y est un CW-
complexe, alors ¢"(Y") envoie chaque n-cellule de Y sur 'unique élément de

198y effet, Vary; x50 = [X1X20 — 8] = [x1x20 — X20] + [x20 — §] = vary, 0 + vary,0 car
[x20] = [0] =0 dans Hi(Mc,IMc;Z).
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m = mp(Y) obtenu en écrasant le (n — 1)-squelette de Y au point base.
D’autre part (fo, f1)* = (i*x) 1o d* o F(y, 1, ot application Fg, ¢y : X x
OIUAXT — Y est définie par Fy, ¢)(z,t) = fi(r)siz € X et t € Ol = {0,1}
et par F(ys r)(a,t) = fola) = fi(a) sia € Aett €l :=[0,1]. Finalement
O HY (X x OTUAxI;m) — H"H X x I, X x 01U A x I; ) est le mor-
phisme de connexion et i*x : H"(X, A;7) — H" (X xI, X x OIUA x I; )
est I'isomorphisme induit par le produit par le générateur i € H'(I, dI), en
remarquant que (X x I, X x 0IU A x I) = (X, A) x (I, 9I).

Notons encore T = S! x S' et I = [0,1]. Si C est une chaine, resp. une
branche morte, nous appliquons le théoreme avec X =Y := Mg qui est
homéomorphe & T x I, resp. & X =Y = D x S!, et est donc est un espace
de Eilenberg-MacLane K(m,1), avec 7 = (T x I) = H;(T x I) = 72
(resp. m = Z). Les hypotheses du théoreme précédent sont donc trivialement
satisfaites. Nous posons aussi A := OM¢e = T x I, resp. A = 9D x S! et
fo =1id.

Si C est une branche morte alors

HY(X,A;7) = HY(D x S',0D x S',Z) = H'((D, oD) x (S, 0)) =0,

par la formule de Kiinneth relative et par le fait que H*(D,0D) = 0 pour
1 = 0, 1. Dans ce cas on obtient donc que toutes les extension de l'identité
sur A sont homotopes relativement a A.

Dans le cas ou C est une chaine (de € ou une paire de composantes as-
sociée a une transformée stricte) nous obtenons que les classes d’homotopie
relatives a A d’extensions de I'identité sont en correspondance bijective avec
HY(T x1, T x 0I; Z?) = 72 1l suffit de montrer que si f : T xI — T x I est une
extension de I'identité sur T x 91 telle que vary = 0, alors (id, f)*} (T x I) =
(id,id)*2* (T x T). En fait, pour ne pas avoir & travailler avec le morphisme
de connexion, il suffit de voir que

Flap (T x 1) = Fjig ;a2 (T xT) € HY(T x Ix OTUT x I x T; Z?).

Comme TxIxJIUT x I xI =T x (I x I), on voit que Hy (T x I x oTUT x
Ol x 1) = Hy(T)® Hy(O(I x 1)) =2 73, dott HY(T x I x OTUT x OI x I; Z?) =
Hom(H: (T x I x d1UT x 9l x ), Z?) = 73 @ Z2.

Rappelons que ¢g, ¢; est une base de H;(T x I) = Hy(T) telle que ¢y C
D* x {?} et ¢; C {z} x SL. Soit e un générateur de Hy(A(I x I)) = Z. 1l est
facile & voir que +' (T x1I) € HY(T x I; 71 (T x 1)) = Hom(H1 (T xI), H; (T xI))
s’identifie a application identité et alors F(*;dvf)zl('ﬂ‘ x I) & Fliq,f)s, o1

Flia, e o Hi(T x O(I x 1)) = Zeo @ Zey @ Ze — Zeo © Zey = Hy (T x I

s’identifie & une matrice de la forme

1 0 k
01 m )’

(m,k) € Z? vérifient que vary(d) = kco + mey onr 0 est le générateur de
H(Tx1I,Tx0l;Z) = Z qui joigne les deux composantes connexes de T x JL.
Ceci complete la preuve de la proposition. O
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5. GROUPE D’AUTOMORPHISMES D’UN GERME DE COURBE

Etant donnée un germe de courbe plane S, nous notons :

— Gg 'ensemble de marquages de S par lui méme, qui est un groupe pour
la composition ;

— I's le groupe fondamental du tube de Milnor épointé T;, \ S';

— Out(I's) := Aut(I's)/Inn(I's) le groupe d’automorphismes extérieurs
de I'g;

— Outy(I'g) le sous-groupe de Out(I's) formé des automorphismes exté-
rieurs géométriques, cf. la définition 3.16.

Théoréme 5.1. L’application * : Gg — Out(L's), qui a chaque marquage
[h] associe son action hy sur le groupe fondamental T'g, est un isomorphisme
sur Outy(I's).

Démonstration. L’application x est bien définie précisément parce qu’on
considere des automorphismes extérieurs de I's qui éliminent ’ambiguité du
choix de h dans la classe fondamental [h]. L’application x est trivialement
un morphisme de groupes injectif grace a la Proposition 2.8 car T}, \ S est un
espace K(I'g,1). Finalement, la surjectivité sur Outy(I's) est conséquence
du corollaire 3.19. O

Corollaire 5.2. Tout élément de Outy(I's) est réalisable par un homéomor-
phisme excellent de (15, .S) sur lui méme.

Soit Ag ’arbre dual pondéré de la résolution minimale de S et &g le
groupe de permutations des composantes irréductibles de S. Il existe deux
morphismes naturels bien définis o : Gg — Gg et 7 : Aut(Ag) — Sg. L'exis-
tence d’un homéomorphisme excellent dans chaque classe d’homotopie de Gg
et I'injectivité de @, prouvé dans le lemme suivant, permet de considérer un
morphisme bien défini

a:Gs — Aut(Ag)
tel que 0 =G o a.
Lemme 5.3. Avec les notations précédentes on a que :

(i) & est injective, et en conséquence ker o = ker a ;

(i) « est surjective et donc Imo =Ima.

Démonstration. La premiere assertion se démontre facilement par récurrence
sur le nombre r de composantes irréductibles de S. Le cas r = 1 se démontre
par récurrence sur le nombre g de paires de Puisseux de S. Quand g = 1
une description tres explicite de la situation permet de montrer que & est in-
jective dans ce cas. La deuxieéme assertion se démontre aussi par récurrence
sur le nombre de composantes irréductibles de S. Quand S est irréductible
Aut(Ag) = {id} d’apres (i). Si S; et S; sont deux composantes irréductibles
de S exchangées par g € Aut(Ag) alors les sous-arbres pondérés correspon-
dants aux réductions de S; et S; sont isomorphes. Dans ce cas il est facile a
voir qu'il existe un homéomorphisme de (7, D) qui induit g et qui est I'iden-
tité en dehors d’un voisinage de de la partie du diviseur D qui n’intersecte
pas les sous-arbres correspondants a S; et S;. [l

Toujours avec les notations (4), (5), (37), (38), pour une chaine C € € nous
posons : K¢ :=TcND, T,(0K¢) = T,,(0(K¢ N Dy)) U T, (0(Ke N Dyq1))-
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Définition 5.4. Pour chaque élément B € B := RUC considérons le groupe
Gp des classes d’homotopie relatives a Kp U T,(0Kpg) d’homéomorphismes
de Tp qui laissent Kp invariant et sont l'identité sur T,(0Kpg).

Tout élément de Gg induit un marquage excellent a support contenu dans
7,(KB). Nous avons donc un morphisme bien défini

B: P Gs— Gs.

BeB
Proposition 5.5. Considérons D € R et C € €.

(i) Le groupe Gp est isomorphe au groupe A(D®) des classes d’homotopie
relative a D N Sing(D) d’homéomorphismes de D fizxant chaque point
de S(D).

(ii) Tout élément de G est un twist de Dehn le long de C, cf. section (4.4.4).
En particulier, Ge = 72.

Démonstration. Pour prouver (i) on trivialise 7,,(Kp) = Kp x ID et on écrit
un représentant excellent d'un élément quelconque § de Gp sous la forme
(f,g9) ou f: Kp — Kp est un homéomorphisme valant I'identité sur 0K p
et g: Kp — Homeo(ID,0) ~ S'. Comme 9joK est constante égal a idp il en
résulte que (f,g) est isotope a (f,idp). Ainsi, f = [(f, g)] est complétement
déterminé par [f] € A(D®). Réciproquement, tout élément [f] € A(D®)
détermine de fagon univoque I’élément [(f,idp)] € Gp. D’autre part, ’asser-
tion (ii) est une conséquence immédiate de la Proposition 4.13. O

Le groupe modulaire pur A(D*®) s’identifie au quotient du groupe d’Artin
de tresses pures du plan a v(D) — 1 brins, par son centre qui est isomorphe
a 7Z. 1l s’identifie aussi au quotient du groupe de tresses pures de la sphere a
v(D) brins, par son centre qui est isomorphe & Z/2Z, voir par exemple [2].
Nous appellerons les éléments de Gp twists d’Artin au dessus de D.

D’apres la Proposition 5.5, le théoreme B de l'introduction affirme que
I'image de 3 est le noyau G2 de o, c’est a dire, les twists d’Artin et les twists
de Dehn engendrent le sous-groupe d’indice fini gg de Gg.

Preuve du théoreme B. D’apres le théoreme principal et le lemme 5.3, tout
élément de gg peut étre représenté par un homéomorphisme excellent f :
7, — 7, qui fixe chaque composante irréductible de D et qui est l'iden-
tité? sur le bord de chaque bloc 7, (Kp) et 7,(C). D’apres le théoreme de
Seifert-Van Kampen, le groupe fondamental I'g est le produit amalgamé des
groupes fondamentaux I's(D) = 7 (Bp), D € R, des blocs Seifert de la
décomposition JSJ de M, au dessus des groupes fondamentaux de ses tores
essentiels I's(C) = m1(Te), C € €. Soit D € R un sommet terminal de I’arbre
de JSJ de M, cf. (3.11), et C € € sa chaine adjacente. En composant f par
deux éléments convenables de Gp et Ge on peut supposer que fy : I's — I'g
est I'identité sur I'g(D) D I's(C). On conclut en raisonnant par récurrence
sur le nombre de blocs de Seifert sur lesquels f, n’est pas l'identité. O

20Ceci est possible grace & I’holomorphie de f au voisinage de chaque singularité de D.
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L’exemple suivant montre que I’épimorphisme du théoreme B n’est pas en
général injectif. Ainsi il peut exister d’autres relations entre les générateurs
de Gp et Ge a part de celles qu’on vient d’expliciter.

Exemple 5.6. La courbe S = f~1(0) avec f(z,y) = y(y? —23)? — 2% a deux
paires de Puiseux, le diviseur exceptionnel de sa désingularisation minimale

consiste en cinq droites E;, i = 1,...,5, numérotés par ordre d’apparition
et ayant pour matrice d’intersection

-3 0 1 0 0

o -2 1 0 0

1 1 -3 0 1

o 0 o0 -2 1

0 0 1 1 -1

Dans ce cas, il y a deux diviseurs de valence trois Fs3 et E5 avec deux (resp.
une) branches mortes adjacentes E1, Fo (resp. Ey). Il n’y a qu'une chaine C
de longueur 0 correspondant au point F3 N E5. Le groupe fondamental I'g
d’un tube de Milnor de f moins S admet comme systeme de générateurs les
classes d’homotopie a1, b1, c1,bo, ca,d de lacets contenus dans des fibres de
Hopf des diviseurs E1, Es, E3, E4, E5 et S respectivement. Les relations de
ces générateurs sont engendrés par

a‘;’ = C1 = b%, a1b162 = C‘z’, Cy = b%, Clbgd = C2
et
(45) [cl,al] = [Cl,bl] = [01,02] = [Cg,bg] = [Cg,d] =1.

En prenant le point de base convenablement, ’action sur I'g d’un twist de
Dehn autour de C de type (p,q) est de la forme suivante :

ar—ai, bi=bi, crec, by dbac?, oo, d ddel?,

qui d’apres les relations (45) coincide avec I’automorphisme intérieur associé
a I'élément ¢ € T'g. Ainsi, dans ce cas, 3(Ge) C ker(x) qui est trivial.
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