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Resumo

Silva, Lucyjane de Almeida.Campos vetoriais suaves por partes: Modelos
Predador-Presa. Goiânia, 2015.88p. Dissertação de Mestrado. Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho estudamos o comportamento qualitativo global de três modelos predador-

presa. Analisamos a existência de ciclos limite e ciclos de canard e investigamos os tipos

de bifurcações que podem ocorrer. No primeiro modelo, modelo predador-presa de Gause

com refúgio, analisamos os efeitos do refúgio para as presasno comportamento dinâmico

do ecossistema. Empregando a capacidade de suporte para a população de presas no mo-

delo de Gause com refúgio obtemos o segundo modelo, para o qual analisamos os efeitos

da capacidade de suporte e comparamos os resultados obtidos. No terceiro modelo consi-

deramos as estratégias de colheita com limiar contínuo que éaplicada quando a densidade

de predadores está acima de um certo limite e investigamos o comportamento dinâmico

global. Observamos que o modelo possui uma dinâmica complexa com múltiplos pontos

de equilíbrio e diferentes tipos de bifurcações.

Palavras–chave

modelo predador-presa, modelo de Gause com refúgio, ciclo limite, ciclo de

canard, bifurcação Bogdanov-Takens.



Abstract

Silva, Lucyjane de Almeida.Piecewise smooth vector fields: Predator-Prey
Models. Goiânia, 2015.88p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática e
Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we study the global qualitative behavior of three predator-prey models. We

analyze the existence of limit cycle and canard cycle and we investigate the kinds of

bifurcation that can occur. In the first model, Gause predator-prey with a refuge, we

analyze the effects of a prey refuge on the ecosystem qualitative behavior. Employing

the carrying capacity of the prey population in the Gause Model with a refuge we obtain

the second model, for which we analyze the effects of the carrying capacity and we

compare the results. In the third model we consider the continuous threshold harvesting

strategies ocurring when the predator density is above a certain threshold. We note that

the model has a complex dynamics with multiple internal equilibria and different types of

bifurcation.

Keywords

predator-prey model, Gause model with refuge, limit cycle,canard cycle,

Bogdanov-Takens bifurcation.



Introdução

Controle biológico é um fenômeno que acontece espontaneamente na natureza

e consiste na regulação do número de plantas e animais por inimigos naturais. Esta

é uma estratégia que o homem vem utilizando há muito tempo para o controle de

patógenos, pragas e ervas daninhas. Este método de controlepopulacional tem sido

um dos temas de maior interesse em pesquisas, ver em [11] e [18], e depende de

predação, parasitismo, herbivoria ou outros mecanismos naturais, mas também depende

de uma gestão humana ativa. A seleção e aplicação de uma gama ideal de estratégias de

controle biológico minimiza a perda e maximiza o retorno. O objetivo dessas estratégias

é atingir um nível de controle biológico que é aceitável em termos econômicos para as

pessoas causando perturbação mínima ao ambiente dos indivíduos que não são alvos.

Geralmente a erradicação completa de uma espécie não é possível e nem é biologicamente

ou economicamente desejável, portanto uma boa estratégia de controle biológico pode

reduzir uma população a um nível aceitável para o público.

No mundo natural, algumas vezes precisamos controlar a população de predado-

res pois eles podem levar as presas a diminuírem e tornarem extintas. O exemplo deste

controle pode ser encontrado em Ecologia, especialmente nos sistemas ecológicos agro-

pecuário. Em meados dos anos 1920 o biofísico Alfred J. Lotkae o matemático Vito

Volterra formularam a equação conhecida como Lotka- Volterra utilizada para descrever

dinâmicas nos sistemas biológicos, principalmente quandoduas espécies interagem como

no modelo predador-presa.

Estimulado por implicações da equação Lotka-Volterra, Gause elaborou o pri-

meiro experimento detalhado para observar as evidências deciclos populacionais entre

Paramecium (presa) e Didinium (predador). No experimento os indivíduos eram coloca-

dos em um mesmo ambiente e a cada período de tempo Gause observava o resultado e mo-

dificava o ambiente. Gause confirmou que se algum sedimento fosse adicionado ao meio

como um refúgio para as presas então uma certa concentração limite de presas ficando

no sedimento não podia ser destruída pelos predadores. Istoporque as presas podiam evi-

tar o predador via mudança de habitat, movendo para o refúgio, quando estava em baixa

concentração. Uma vez que a densidade de presas excedia a concentração limite as presas

reapareciam e mais uma vez tornava acessível aos predadores. Sobre tais circunstâncias a



presa e o predador podiam coexistir e oscilar periodicamente.

Com o objetivo de considerar teoricamente o resultado experimental observado,

Gause estendeu o clássico modelo Lotka-Volterra, ver [10] e [22]. Para isto, Gause usou

uma função de saturação por partes para repassar a taxa de consumo linear a um sistema

dinâmico não suave ou sistema de Filippov dado por

(ẋ, ẏ) =

(

rx− εbxy
1+bhx

,
εkbxy

1+bhx
−δy

)

, (0-1)

ondex e y denotam a densidade de presas e predadores, respectivamente, r é a taxa

intrínseca de crescimento da população presa,k denota a eficiência com que a presa

capturada é convertida em novos predadores,δ é a taxa de morte do predador,b descreve

a taxa de busca do predador eh é o tempo de manuseio, isto é, o tempo entre a presa sendo

encontrada e a busca concluída. Além disso, o parâmetroε é definido por

ε =

{

0, se x−Rc < 0,

1, se x−Rc > 0,
(0-2)

ondeRc é a densidade de presas crítica.

A quantidade de presas que o ambiente suporta é um fator que interfere no

comportamento dinâmico do modelo de Gause, ver [24]. Assim, levando em consideração

a capacidade de suporteK o modelo (0-1) pode ser escrito como

(ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− εbxy
1+bhx

,
εkbxy

1+bhx
−δy

)

. (0-3)

Atualmente muitos trabalhos têm sido desenvolvidos para analisar modelos

predador-presa com limiar de colheita impulsivo. Jiang, em[12], investiga um modelo

onde uma estratégia de controle de realimentação com limiarimpulsivo é tomada somente

quando a densidade das presas atinge um limite. Além disso, em [3] e [19], alguns

autores formulam uma forma alternativa de colheita com limiar contínuo e investiga

suas propriedades no âmbito de um modelo predador-presa. A presença de um limiar

de colheita é interessante e faz o comportamento dinâmico mais complexo. Portanto, é

necessário considerar como o limiar afeta a dinâmica do ecossistema. Collie e Spencer,

em [7], analisa a dinâmica de um modelo predador-presa considerando as estratégias de

colheita com limiar contínuo de forma que quando a populaçãopredador está acima de

um certo limite, a estratégia de colheita ocorre e quando esta densidade está abaixo do

limite, as estratégias são encerradas. Uma análise adicional tem sido desenvolvida desde

então, por exemplo em [1] e [16]. Um modelo predador-presa com essa política é descrito

pelo seguinte sistema



(ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

,
β1xy
α+x

−δy−H(y)

)

, (0-4)

onde os parâmetrosr, K, δ são definidos como nos modelos anteriores,β é a taxa

máxima de captação por predador,β1 denota a proporção de conversão de biomassa com

0< β1 < β, α é a constante de meia saturação para uma função resposta Holling tipo II,

ver [20], que contribui para o crescimento do predador e a função colheitaH(y) significa

que a colheita inicia quando a densidade de predadores ultrapassa o limiteT, e decresce

suavemente para o valor limite de saturaçãoh. Além disso,H(y) é definida por

H(y) =







0, se y≤ T,
h(y−T)
c+y−T

, se y> T.
(0-5)

Observe que os parâmetros definidos acima são todos positivos, e a segunda

coordenada de (0-4) é sempre negativa seβ1 < δ, assim assumimosβ1−δ > 0.

O objetivo desse trabalho é investigar o comportamento qualitativo global dos

modelos predador-presa (0-1), (0-3) e (0-4) quanto à estabilidade do sistema, a existência

de ciclos limite, ciclos de canard e tipos de bifurcações queocorrem. Além disso,

comparamos os resultados obtidos para o modelo (0-1) com os obtidos para o modelo

(0-3) analisando os efeitos da capacidade de suporte para a população presa e discutimos

os efeitos da estratégia de colheita com limiar contínuo no modelo (0-4). Do ponto de vista

biológico, estamos interessados no comportamento dinâmico dos modelos no primeiro

quadrante doR2. Assim, vamos considerarx,y ∈ R+ e, quando necessário, a condição

inicial x(0) = x0 > 0 ey(0) = y0 > 0.

Observamos que, todos os retratos de fase apresentados neste trabalho foram

plotados no Maple. Além disso, utilizamos o Corel Draw para pontilhar retas e adicionar

componentes como setas, pontos e símbolos.
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CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo apresentamos as definições e os resultados preliminares necessá-

rios para o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Campo vetorial

SejaE um subconjunto aberto do espaço EuclideanoR
n. Um campo vetorial de

classeCk, k ≥ 1, emE é uma aplicaçãoF : E → R
n de classeCk. Ao campo vetorialF

associamos o sistema de equações diferenciais

ẋ= F(x), (1-1)

ondex= x(t) e ẋ é a derivada dex em relação ao tempot.

Para o sistema de equações diferenciais (1-1) temos as definições seguintes que

podem ser encontradas em [13] e [21].

Definição 1.1 Uma solução para o sistema(1-1) é uma aplicação diferenciávelϕ(·,x) :

I ⊂ R→ E, com x∈ E, tal que

dϕ
dt

(t) = F(ϕ(t)), (1-2)

para todo t∈ I, estas soluções são chamadas trajetórias, fluxo ou curvas integrais do

sistema.

Definição 1.2 Um ponto x0 ∈ E é um ponto de equilíbrio para o sistema(1-1), ou ponto

singular, se F(x0) = 0, caso contrário, x0 é um ponto regular. Um ponto de equilíbrio x0

é chamado hiperbólico se todos os autovalores da matriz Jacobiana, DxF(x0), tem parte

real não nula.

Definição 1.3 Dizemos que uma função escalar I(x) é uma integral primeira se ela é

constante ao longo trajetórias do sistema(1-1), isto é, se

İ(x) = ∇I(x) · ẋ= ∇I(x) ·F(x) = 0.
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Definição 1.4 Considere(x,y)∈R
2 e F(x,y)= (X(x,y),Y(x,y)) na equação(1-1). Assim

dy/dx = Y(x,y)/X(x,y) é a equação diferencial dos retratos de fase. Os retratos de

fase que intercepta a curva definida por Y(x,y) = cX(x,y) interceptarão com a mesma

inclinação c, tais curvas são conhecidas como Isóclinas do campo vetorial. As isóclinas

particulares, são dadas por{(x,y) ∈ R
2; X(x,y) = 0}, a qual os retratos de fase do

sistema(1-1) intercepta com inclinação infinita, e{(x,y) ∈ R
2; Y(x,y) = 0}, a qual os

retratos de fase do sistema intercepta com inclinação zero.

Observamos que, as isóclinas particulares são também conhecidas comox-

nullcline quandoX(x,y) = 0 ey-nullcline quandoY(x,y) = 0. Além disso, pontos onde

as isóclinas particulares se interceptam definem os pontos de equilíbrio do sistema.

Se identificarmos a funçãoϕ(·,x), na Definição1.1, com o seu gráfico, então

podemos pensar na trajetória de (1-1) passando pelo pontoϕ(0,x0) = x0 ∈ E como o

movimento ao longo da curva

Γx0 = {x∈ E; x= ϕ(t,x0), t ∈ R}.

Logo, podemos definir a semi-trajetória positiva passando porx0 como o movimento sobre

a curva

Γ+
x0
= {x∈ E; x= ϕ(t,x0), t ≥ 0}.

A semi-trajetória negativaΓ−
x0

é similarmente definida. Consequentemente, qualquer

trajetória do sistema (1-1) é dada porΓ = Γ+
x0
∪Γ−

x0
.

Temos a seguinte definição.

Definição 1.5 SejaΓ uma trajetória do sistema(1-1). Um ponto p∈ E é um pontoω-

limite da trajetóriaΓ se existe uma sequência tn −→ ∞ tal que

lim
n→∞

ϕ(tn,x) = p.

Similarmente, se existe uma sequência tn −→−∞ tal que

lim
n→−∞

ϕ(tn,x) = q,

com q∈ E, então q é um pontoα-limite da trajetóriaΓ.

O conjunto de todos os pontosω-limite de uma trajetóriaΓ é chamado de

conjuntoω-limite de Γ, vamos denotá-lo porω(Γ). O conjunto de todos os pontosα-

limite deΓ é chamado de conjuntoα-limite deΓ e denotado porα(Γ).
Definimos uma órbita periódica do sistema (1-1) sendo qualquer curva solução

fechada de (1-1) que não contém e não é ponto de equilíbrio. Temos o resultadoseguinte,

ver [21].
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Teorema 1.6 (Teorema de Poincaré-Bendixson)Suponha que F∈ C1(E), onde E é

um subconjunto aberto deR2 e que(1-1) tem trajetóriasΓ com Γ+ contida em um

subconjunto compacto K de E. Temos que, se o conjuntoω(Γ) não contém pontos de

equilíbrio de(1-1) entãoω(Γ) é uma órbita periódica de(1-1).

Sejamf1 : U1 →R
p e f2 : U2 →R

p duas aplicações suaves e considerex∈U1 ⊂
R

n e x ∈ U2 ⊂ R
n. Dizemos quef1 é equivalente af2, isto é f1 ∼ f2, se existe uma

vizinhançaU ⊂U1∩U2 dex tal que f1(z) = f2(z), para todoz∈U .

Definição 1.7 As classes de equivalência sobre essa relação são chamadas Germes de

aplicações em x. Denotamos o germe de f: Rn → R
p em x por f: (Rn,x) → (Rp,y),

onde y= f (x). Dizemos que x é a fonte do germe e y é a meta do germe.

Definição 1.8 Um germe suave

f : (R×R
n,(0,0)) −→ R

(t,x) 7−→ f (t,x)

é chamado p-regular em(0,0) com respeito a t se

f (0,0) =
∂ f
∂t

(0,0) = · · ·= ∂p−1 f
∂t p−1 (0,0) = 0,

∂p f
∂t p (0,0) 6= 0.

Com as definições acima temos o seguinte resultado.

Teorema 1.9 (Teorema de Preparação de Malgrange)Seja f : (R× R
n,0) → R um

germe p-regular em(0,0) com respeito a primeira variável. Então, existem germes u1,

u2,· · ·, up : (Rn,0)→R e Q: (Rn+1,0)→ R tal que

f = Q

(

t p+
p

∑
j=1

u j t p− j

)

,

onde Q(0) 6= 0.

O teorema seguinte relaciona o comportamento qualitativo das soluções de dois

campos vetoriais dependendo de suas respectivas velocidades, ver [4]. Este resultado

nos permitirá analisar o comportamento do modelo (0-1), sobre algumas condições,

comparando-o com um sistema adequado.

Teorema 1.10 (Teorema da comparação para equações diferenciais ordinárias)

Suponhamos que f e g sejam funções reais contínuas no domínio

D = {(x,y) ∈ R
2; |x−x0|< a, |y−y0|< b},
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e denotamos por y0(x), z0(x) qualquer solução dos problemas de valor inicial

1. y′(x) = f (x,y), com y0(x0) = y0,

2. z′(x) = g(x,z), z0(x0) = y0,

respectivamente. Se f(x,y)> g(x,y) em D então y0(x)> z0(x) para x> x0 e y0(x)< z0(x)

para x< x0. No entanto, f(x,y) ≥ g(x,y) em D não implica y0(x) ≥ z0(x) para x> x0,

sem alguma condição adicional sobre f ou g.

O Teorema abaixo é um resultado clássico na teoria qualitativa das equações

diferenciais ordinárias que pode ser encontrado em [21]. O teorema afirma que numa

vizinhança de um equilíbrio hiperbólico, o campo é estruturalmente estável.

Teorema 1.11 (Teorema de Grobman-Hartman)Seja E um subconjunto aberto do Rn

contendo a origem, f∈C1(E) um campo em E⊂ R
n e considereφ(t) o fluxo do sistema

não linear

ẋ= f (x), (1-3)

com x∈ R
n. Suponha que f(0) = 0 e que a matriz A= D f (0) não tem autovalores com

parte real nula. Então existe um homeomorfismo H de um conjunto aberto U contendo a

origem em um conjunto aberto V contendo a origem tal que para cada x0 ∈U, existe um

intervalo aberto I0 ⊂ R contendo o zero tal que para todo x0 ∈U e t∈ I0

H ◦φt(t0) = eAtH(x0),

isto é, H leva as trajetórias de(1-3) próximo da origem nas trajetórias dėx = A(x)

próximo da origem e preserva a parametrização pelo tempo.

Sabemos que o comportamento dinâmico de um campo vetorial pode apresentar

diferentes bifurcações, como a Bifurcação de Hopf, sela-nóe Bogdanov-Takens. Além

disso, o campo pode exibir ciclos limite e cúspides. Para mais detalhes ver [13] e [21]. No

que segue apresentaremos alguns resultados sobre essas diferentes dinâmicas.

Definição 1.12Um ciclo limiteΓ de um sistema planar(1-1) é um órbita periódica de

(1-1) que é o conjuntoα ou ω-limite de alguma trajetória do sistema(1-1) diferente de

Γ. SeΓ é o conjuntoω-limite de todas as trajetórias em alguma vizinhança deΓ, então

Γ é um ciclo limite estável. SeΓ é o conjuntoα-limite de todas as trajetórias em alguma

vizinhança deΓ, entãoΓ é um ciclo limite instável.

O resultado seguinte nos fornece uma critério para analisara existência de ciclos

limite. Usaremos este resultado para mostrar que o modelo (0-1) não possui ciclo limite

emR
2
+ quandox> Rc.
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Teorema 1.13 (Critério de Dulac) Seja f∈ C1(E), onde E é uma região simplesmente

conexa emR2. Se existe uma função B∈ C1(E) tal que o divergente de B· f , denotado

por ∇(B f), não é identicamente nulo e não muda de sinal em E, então o sistemaẋ= f (x)

com f= (P,Q)T e (x,y)T ∈ R
2 não tem órbita fechada inteiramente contida em E. Se

A é uma região anular contida em E na qual∇ ·B f não muda de sinal, então existe no

máximo um ciclo limite dėx= f (x) em A.

O exemplo seguinte pode ser encontrado em [21].

Exemplo 1 Vamos mostrar que o sistema

(ẋ, ẏ) =
(

y, −ax−by+ax2+βy2)= f (x,y), (1-4)

com b6= 0, não possui ciclo limite emR2.

Neste caso temos que as funções coordenadas de f são polinômios e portanto

f ∈C1(R2). Tomando a função de Dulac B(x,y) = be−2βx temos que B∈C1(R2) e

∇(B f) =
∂
∂x

(

be−2βxy
)

+
∂
∂y

(

be−2βx(−ax−by+ax2+βy2)
)

=−b2e−2βx.

Observe que, b6= 0 implica em∇(B f) < 0 para todo(x,y) ∈ R
2. Assim, pelo Teorema

1.13, o sistema(1-4) não possui ciclo limite emR2.

Para os próximos resultados precisamos da seguinte definição.

Definição 1.14Uma função f: E −→R
n é analítica no conjunto aberto E⊂ R

n se cada

componente fj(x), j = 1,..., n, é analítica em E, isto é, se para j= 1,..., n e x0 ∈ E, a

componente fj(x) tem uma série de Taylor que converge para fj(x) em alguma vizinhança

de x0 em E.

Suponhamos que existe uma vizinhançaV da origem tal que o único ponto de

equilíbrio do sistema planar

(ẋ, ẏ) = (P(x,y),Q(x,y)), (1-5)

emV é a origem, ou seja, a origem é um equilíbrio isolado de (1-5), ondeP e Q são ana-

líticas em alguma vizinhança da origem. Apresentaremos alguns resultados estabelecidos

em [2] para o caso em que a matriz associada à parte linearA= DF(0) possui um ou dois

autovalores nulos, masA não é uma matriz nula.

Definição 1.15Um setor que é topologicamente equivalente ao setor mostrado na Figura

1.1-(a) é chamado um setor hiperbólico. Um setor topologicamente equivalente ao setor
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mostrado na Figura1.1-(b) é chamado um setor parabólico. Finalmente, um setor

topologicamente equivalente ao setor mostrado na Figura1.1-(c) é chamado um setor

elíptico.

Figura 1.1: (a) Um setor hiperbólico.(b) Um setor parabólico.(c)
Um setor elíptico.

De acordo com a definição1.15temos que, uma sela-nó é um ponto crítico do

tipo não hiperbólico para o sistema planar (1-5) que consiste de dois setores hiperbólicos

e um setor parabólico, bem como as três separatrizes e o pontode equilíbrio, ver Figura

1.2. Um outro tipo de comportamento que pode ocorrer em um ponto de equilíbrio

não hiperbólico, ilustrado na Figura1.3, consiste de dois setores hiperbólicos e duas

separatrizes. Este ponto de equilíbrio é chamado uma cúspide. Nos resultados seguintes

teremos condições para que o sistema planar (1-5) apresente um desses comportamentos.

Figura 1.2: Uma sela-nó na origem. Figura 1.3: Uma cúspide na origem.

Vamos considerar o caso em que a matrizA possui um autovalor nulo, isto é,

quando detA= 0 e trA 6= 0. Neste caso, como é mostrado em [2], o sistema (1-5) pode ser

escrito na forma
{

ẋ= f (x,y),

ẏ= y+g(x,y),
(1-6)

onde f e g são analíticas em uma vizinhança da origem e tem expansões com termos de

grau maior ou igual a dois emx e y. Segue que, temos o teorema seguinte que é provado

em [2].
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Teorema 1.16Suponhamos que a origem é um ponto singular isolado para o sistema

analítico(1-6). Seja y= φ(x) uma solução da equação y+g(x,y) = 0 em uma vizinhança

da origem e considere a expansão da funçãoψ(x) = f (x,φ(x)) em uma vizinhança de

x= 0 na formaψ(x) = amxm+ ..., onde m≥ 2 e am 6= 0. Então,

1. para m ímpar e am > 0, a origem é um nó instável,

2. para m ímpar e am < 0, a origem é uma sela topológica e

3. para m par, a origem é uma sela-nó, ou seja, para x< 0 a origem é um ponto de

sela e para x> 0 a origem é um nó.

Observamos que, a Forma normal para um sistema de equações diferencias é um

sistema de coordenadas no qual o sistema é apresentado numa forma mais simples. Esta

forma mais simples nos permite analisar o comportamento dinâmico do sistema em uma

vizinhança de uma solução conhecida. Para nossa proposta, asolução conhecida será um

ponto de equilíbrio.

Agora, consideramos o caso em que a matrizA possui dois autovalores nulos, ou

seja, detA= 0 e trA = 0 masA 6= 0. Neste caso, é mostrado em [2] que o sistema (1-5),

próximo da origem, pode ser escrito na forma normal

(ẋ, ẏ) = (y,akx
k(1+h(x))+bnxny(1+g(x))+y2R(x,y)), (1-7)

ondeh(x), g(x) e R(x,y) são funções analíticas numa vizinhança da origem, tais que

h(0) = g(0) = 0, ak 6= 0 en≥ 0. Temos o seguinte teorema.

Teorema 1.17Seja k= 2m, com m≥ 1, na forma normal(1-7). Então a origem do

sistema(1-5) é

1. uma cúspide se bn = 0 ou se bn 6= 0 e n≥ m.

2. um ponto sela-nó se bn 6= 0 e n< m.

Se considerarmos que a matrizA possui um autovalor nulo de multiplicidade

dois obtemos a seguinte definição. Ver página 477 de [21].

Definição 1.18 (Bifurcação Bogdanov-Takens)Esta bifurcação resulta do desdobra-

mento da forma normal

(ẋ, ẏ) = (y, x2±xy), (1-8)

obtida de qualquer sistema com um autovalor zero de multiplicidade dois dado na forma

(

ẋ

ẏ

)

=

(

0 1

0 0

)(

x

y

)

+

(

ax2+bxy+cy2

dx2+exy+ f y2

)

+

(

O1(|(x,y)|3)
O2(|(x,y)|3)

)

, (1-9)
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onde e+2a 6= 0 e d 6= 0. Um desdobramento universal da forma normal(1-8) é dado por

(ẋ, ẏ) = (x, µ1+µ2y+x2±xy). (1-10)

O sistema acima com o sinal positivo é transformado no mesmo sistema com sinal nega-

tivo sobre a transformação linear de coordenadas(x,y, t,µ1,µ2) → (x,−y,−t,µ1,−µ2).

Portanto, consideramos o sistema(1-10) com o sinal positivo como o desdobramento

universal para a Bifurcação Bogdanov-Takens.

1.2 Campo vetorial descontínuo ou sistema de Filippov

Considere o seguinte campo vetorial descontínuo ou sistemade Filippov:

ż(t) =

{

FS1(z), z∈ S1,

FS2(z), z∈ S2.
(1-11)

ondeFS1,FS2 : R2 → R
2 são suficientemente suaves emR2 e f : R2 → R é uma função

escalar suficientemente suave tal que

S1 =
{

z∈ R
2
+; f (z)< 0

}

, S2 =
{

z∈ R
2
+; f (z)> 0

}

.

O conjunto de descontinuidade, denotado porΣ, separando as regiõesS1 e S2 é definido

por

Σ = {z∈ R
2
+; f (z) = 0}.

Para investigar a dinâmica global do sistema de Filippov (1-11) é essencial

estudar o comportamento qualitativo dos subsistemas determinados pelos campos de

vetoresFS1, FS2 e a dinâmica definida na descontinuidadeΣ. Considere

σ(z) = 〈∇ f (z),FS1(z)〉〈∇ f (z),FS2(z)〉,

onde〈,〉 denota o produto escalar padrão. Vamos denotarFSi f = 〈∇ f (z),FSi(z)〉 comi =1,

2. Então, de acordo com as convenções de Filippov, podemos definir as seguintes regiões

emΣ.

• Região de Costura: quandoσ(z)> 0, ver Figura1.4.

• Região de Escape: quandoσ(z)< 0 comFS1 f > 0 eFS2 f < 0, ver Figura1.5.

• Região de Deslize: quandoσ(z)< 0 comFS1 f < 0 eFS2 f > 0, ver Figura1.6.
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ΣΣ

Figura 1.4: Região de costura.

Σ

Figura 1.5: Região de escape.

Σ

Figura 1.6: Região de deslize.

Observamos que seFS1 f (z) = 0 eF2
S1

f (z) = FS1(FS1 f (z)) 6= 0 entãoz∈ Σ é um

ponto de tangência quadrática deFS1, casoFS1 f (z) 6= 0 a órbita deFS1 é transversal aΣ
emz. Ver Figuras1.7-(a) e1.7-(b) respectivamente.

∇ f (z)

∇ f (z)

Σ

Σ FS1
(z)

FS1
(z)

(a) (b)

Figura 1.7: (a) Órbita tangente aΣ; (b) Órbita transversal aΣ.

Temos as seguintes definições para o sistema de Filippov (1-11).

Definição 1.19Um ponto z∗ ∈ R
2 é chamado um equilíbrio regular do sistema de

Filippov (1-11) se z∗ ∈ S1 for um ponto de equilíbrio de FS1 ou se z∗ ∈ S2 for um ponto

de equilíbrio de FS2. Um ponto z∗ é chamado um equilíbrio virtual do sistema de Filippov

(1-11) se z∗ ∈ S2 for um ponto de equilíbrio de FS1 ou z∗ ∈ S1 for um ponto de equilíbrio

de FS2.

Definição 1.20Um ponto z∗ ∈R
2 é chamado um equilíbrio de fronteira do sistema(1-11)

se FS1(z
∗) = 0 e f(z∗) = 0 ou FS2(z

∗) = 0 e f(z∗) = 0.
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O campo de vetores do sistema de Filippov (1-11) na região de deslizeΣs é

definido usando um método de controle, equivalente ao introduzido por Utkin em [23],

ou usando o método de Filippov. Pelo método de Filippov temosque o campo de vetores

é dado por
dz(t)

dt
= FS(z), z∈ Σs,

ondeFS(z) = λFS1(z)+(1−λ)FS2(z) com 0< λ < 1 dado por

λ =
〈∇ f (z),FS2(z)〉

〈∇ f (z),FS2(z)−FS1(z)〉
.

Obtemos os seguintes resultados.

Definição 1.21Um ponto z∗ é chamado um pseudo equilíbrio se ele é um equilíbrio na

região de deslize do sistema(1-11), isto é, FS(z∗) = 0. Um ponto z∗ é chamado um ponto

Σ-contato do sistema(1-11) se z∗ ∈ ΣS, FS(z∗) 6= 0 e (FS1 f (z∗))(FS2 f (z∗)) = 0.

Definição 1.22Um pontoΣ-contato z∗ é chamado um pontoΣ-dobra de FS1 se

FS1 f (z∗) = 0 mas F2
S1

f (z∗) 6= 0, ver Figura1.7-(a). Além disso, z∗ éΣ-dobra visível (resp.

invisível) do subsistema FS1 se FS1 f (z∗) = 0 e F2
S1

f (z∗) > 0 (resp. F2
S1

f (z∗) < 0. O ponto

z∗ é Σ-dobra do sistema(1-11) se ele é um pontoΣ-dobra de FS1 ou de FS2.

Definição 1.23Uma curvaΓ é chamada um Ciclo de Canard do sistema de Filippov

(1-11) seΓ é fechada e

(i) Γ contém arcos de pelo menos dois dos campos de vetores FS1, FS2 e FS ou é

composto por um único arco de FS,

(ii) A transição entre arcos de FS1 e arcos de FS2 (ou vice e versa) acontece em pontos

de costura,

(iii) A transição entre arcos de FS1 (ou FS2) e arcos de FSacontece nos pontosΣ-dobra de

pontos regular no arco escape ou deslize, representando a orientação. Além disso

seΓ 6= Σ, então existe pelo menos um pontoΣ- dobra visível em cada componente

conexa deΓ∩Σ.

O próximo resultado nos fornece condições necessárias e suficientes para a

existência de um ciclo de canard no sistema de Filippov (1-11), ver [5]. Usaremos este

resultado para garantir que existem valores dos parâmetrospara os quais os modelos (0-1)

e (0-3) possuem um ciclo de canard.

Lema 1.24 Suponhamos que o sistema de Filippov(1-11) tem um único ponto

Σ- dobra A1 que é visível. Denote porΓ1 o arco de FSi (i = 1 ou i = 2) que passa pelo
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ponto A1 e seja A2 o ponto de contato transversal deΓ1 com Σ. Então o sistema de

Filippov (1-11) tem um ciclo de canardΓ se e somente se as seguintes condições são

satisfeitas

(i) a componenteΓ1 deΓ que passa por A1 é um arco tipo focal,

(ii) (FS1 f )(FS2 f ) < 0 no intervalo (A1,A2 ] e {FS1,FS2} é um conjunto linearmente

independente em[A1,A2].

Uma classe de modelos predador-presa de Gause é dada pelo seguinte sistema

(ẋ, ẏ) = (xg(x)−ξ(y)p(x), η(y)(−γ+q(x))), (1-12)

com condições iniciaisx(0)≥ 0 ey(0)≥ 0, onde ˙x e ẏ são derivadas em relação ao tempo

t e as funçõesg, ξ, η, q são suficientemente suave de modo que a existência, unicidade

e continuidade para todot positivo são satisfeitas para problemas de valor inicial. Temos

que x(t) e y(t) representam as populações presa e predador, respectivamente, em um

dado tempot ≥ 0. A Proposição seguinte, provada em [15], fornece uma condição para

que o sistema (1-12) com η(y) = ξ(y) = y apresente um único ciclo limite globalmente

assintoticamente estável. Usaremos essa proposição para mostrar que o modelo (0-3)

possui um ciclo limite parax> Rc.

Proposição 1.25Considere o sistema

(ẋ, ẏ) = (xg(x)−yp(x), y(−γ+q(x))), (1-13)

com condição inicial x(0)> 0 e y(0)> 0. Se

d
dx





xg′(x)+g(x)−xg(x) p′(x)
p(x)

−γ+q(x)



≤ 0,

em0≤ x< x∗ e x∗ < x≤ K, então o sistema(1-13) tem exatamente um ciclo limite que é

globalmente assintoticamente estável no conjunto{(x,y)∈ R2; x>0,y>0}−{E∗}, onde

E∗ = (x∗,y∗) é o único ponto de equilíbrio interior do sistema de equaçõesdiferenciais

(1-13) .



CAPÍTULO 2
Modelo predador-presa de Gause com refúgio

Empregando métodos qualitativo e numérico Krivan mostrou,em [14], que

o modelo predador-presa de Gause com refúgio (0-1) pode apresentar seis dinâmicas

qualitativas distintas.

1. Todas as trajetórias convergem para um ciclo de canard estável.

2. Todas as trajetórias convergem para um pseudo equilíbrio.

3. Algumas trajetórias tendem a um ciclo de canard localmente estável e outras tendem

para infinito.

4. Algumas trajetórias tendem a um pseudo equilíbrio localmente estável e outras

tendem para infinito.

5. A densidade de presas tende para infinito e a densidade de predadores tende a zero.

6. Todas as trajetórias tendem ao infinito.

O principal objetivo deste capítulo é provar os seis resultados acima para o

modelo predador-presa de Gause com refúgio definido em (0-1) por

(ẋ, ẏ) =

(

rx− εbxy
1+bhx

,
εkbxy

1+bhx
−δy

)

. (2-1)

Para isto fornecemos condições necessárias e suficientes para os cinco primeiros resul-

tados e dois grupos de condições suficientes para que o modeloapresente a dinâmica

descrita no sexto resultado.

2.1 Comportamento qualitativo do modelo quando a

densidade das presas está acima do limite crítico

Quando a densidade de presas está acima do limite crítico, isto é, quandox> Rc

temos queε = 1 e o comportamento qualitativo do modelo de Gause (2-1) é determinado
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pelo subsistema










ẋ= rx− bxy
1+bhx

= P2(x,y),

ẏ=
kbxy

1+bhx
−δy= Q2(x,y).

(2-2)

Nesta seção vamos analisar o comportamento qualitativo do subsistema (2-2).

Os pontos de equilíbrio do subsistema (2-2) sãoO = (0,0) que é um ponto de sela e

E∗ = (x∗,y∗) que é o único equilíbrio interior, ondex∗ =
δ

b(k−δh)
e y∗ =

rk
b(k−δh)

.

Observe que o ponto de equilíbrio interiorE∗ esta no primeiro quadrante se

β = kb−ωδ = b(k−δh)> 0,

ondeω = bh e como o parâmetrob é sempre maior ou igual a zero temos queβ > 0

implica que(k−δh)> 0.

Determinando a matriz Jacobiana associada ao subsistema (2-2) no ponto de

equilíbrioE∗ obtemos que o polinômio característico é dado por

P(λ) = λ2− δrh
k

·λ+
δr(k−δh)

k
·

O discriminante deP(λ) é dado por△ =
rδ
k2 · (rδh2 − 4k2 + 4kδh), onde

rδ
k2 > 0. Se

(rδh2−4k2+ 4kδh) < 0 então os autovalores são um par de complexos conjugados da

formaλ = a1± ia2 coma1 =
δhr
2k

> 0. Assim, pelo Teorema1.11, o ponto de equilíbrio

E∗ é, localmente, um foco instável. Além disso, se(rδh2 − 4k2 + 4kδh) ≥ 0 então os

autovalores sãoλ1,2 = a1±a2 ondea1 > 0 e a2 =

√
△
2

> 0, observamos queλ1,2 > 0,

pois pela definição dea1 ea2 temosλ1 = a1+a2 > 0 e

λ2 = a1−a2 < 0 ⇔ δhr
2k

<

√
△
2

⇔ δh2r2

k2 <
rδ
k2 · (rδh2−4k2+4kδh)

⇔ 4δ2hr
k

−4δr = 4δr(δh−k)> 0,

como assumimosk−δh> 0 e 4δr ≥ 0 a última desigualdade é uma contradição, portanto

λ2 > 0 e, novamente pelo Teorema1.11, o ponto de equilíbrioE∗ é, localmente, um nó

instável.
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Fazendo a mudança de variáveisu= x−x∗ e v= y−y∗, obtemos























du
dt

=
(u+x∗)(rbhu−bv)

1+bh(u+x∗)
,

dv
dt

=
bu(k−δh)(v+y∗)

1+bh(u+x∗)
,

(2-3)

então,
dv
du

=
bu(k−δh)(v+y∗)
(u+x∗)(rbhu−bv)

=
(k−δh)(v+y∗)

rhu−v+ rhx∗−x∗
v
u

·

Considerandov= v(u) temos quev(0) = 0, pois(u,v) = (0,0) é singularidade isolada do

sistema (2-3), assimq=
dv
du

(0) = lim
u→0

v(u)
u

. Consequentemente, tomando(u,v)→ (0,0)

na equação acima, obtemos

q=
dv
du

=
y∗

x∗
k−δh
rh−q

=
rk
δ

k−δh
rh−q

, (2-4)

simplificando a equação (2-4) obtemosδq2 − δhrq+ rk(k− δh) = 0. Resolvendo esta

equação quadrática, emq, obtemos

q1,2 =

rh±
√

r
δ
(rδh2−4k2+4kδh)

2
=

rh±
√

k2

δ2△
2

. (2-5)

Portanto, se△≥ 0, ou seja o equilíbrio interiorE∗ é um nó instável, então existem duas

assíntotas para o modelo (2-2) na direção negativa, denotadas por

L1 : y= q1(x−x∗)+y∗, L2 : y= q2(x−x∗)+y∗ .

Além disso, temos queq1 > q2 e ambos são positivos. De fato, pela expressão (2-5) é

fácil ver queq1 > q2 e q1 > 0, agora para mostrar queq2 > 0 devemos verificar que

rh >

√

k2

δ2△, mas isto é válido se e somente se,

r2h2 >
k2

δ2△=
r
δ
(

rδh2+4kδh−4k2) .

Dividindo ambos os lados da inequação acima porr e simplificando o resultado encon-

trado obtemos

4kδh−4K2 = 4k(δh−k)< 0.

Esta inequação é verdadeira, já queβ = k− δh > 0. Portanto,q2 > 0 como queríamos

mostrar.
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Resolvendo as equaçõesQ2(x,y) = 0 eP2(x,y) = 0 obtemos, pela Definição1.4,

que as isóclinas particulares do modelo (2-2) são dadas, respectivamente, por

L3 : x= x∗, L4 : y= rhx+
r
b

,

obtidas resolvendo Note que, a inclinação da isóclinaL4 é maior que a inclinação da

assíntotaL1, assimrh > q1 > q2 > 0. Segue que, seE∗ é um nó instável o retrato de fase

para o subsistema (2-2) pode ser representado pela Figura2.1.

Γ1

L1

E∗

L2

L3
L4

L5

L6

Figura 2.1: Retrato de fase para o subsistema(2-2), onde fixamos
os parâmetros r= 2, b= 1, k= 0.4, h= 1 e δ = 0.2.

A fim de analisarmos o comportamento qualitativo global do modelo (2-2)

consideramos um reescalonamento do tempo dado por

t = (1+ωx)τ, ou dt= (1+ωx)dτ ,

então o modelo (2-2) torna-se











dx
dτ

= x(r +ax−by),

dy
dτ

= y(βx−δ),
(2-6)

onder > 0, a = rω > 0 e β = kb− δω. Observe que seβ ≤ 0, então
dy
dτ

< 0 para todo

τ ≥ 0. Isto implica que(dy/dt)(dt/dτ)< 0, ou seja,
dy
dt

< 0 para todot ≥ 0, então quando

t tende ao infinito temos quey tende a zero, e consequentementex tende ao infinito. Segue
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que, se o ponto de equilíbrioE∗ não existe então a densidade de presas tende para infinito

e a população de predadores morre eventualmente, ou seja, obtemos o seguinte lema.

Lema 2.1 Seβ ≤ 0, então a densidade de presas do modelo(2-2) tende para infinito e a

população de predador entra em extinção.

Paraβ > 0 podemos considerar um reescalonamento do tempo no modelo (2-6),

dado por̃t = δτ, e a seguinte mudança de variáveis

x̃ =
β
δ

x, ỹ =
b
δ

y .

Substituindo no modelo (2-6) obtemos,

dx̃
dt̃

=
dx̃
dτ

· dτ
dt̃

=
β
δ

dx
dτ

· dτ
dt̃

= x̃

(

r
δ
+

a
β

x̃− ỹ

)

,

dỹ
dt̃

=
dỹ
dτ

· dτ
dt̃

=
b
δ

dy
dτ

· dτ
dt̃

= ỹ(x̃−1),

ou seja, obtemos o seguinte modelo











dx̃
dt̃

= x̃(p1+ p2x̃− ỹ) = P(x̃, ỹ),

dỹ
dt̃

= ỹ(x̃−1) = Q(x̃, ỹ),
(2-7)

ondep1=
r
δ
> 0, p2 =

a
β
> 0. O modelo (2-7) possui dois pontos de equilíbrios denotados

porE0 = (0,0) eE1 = (1, p1+p2). Determinando a matriz Jacobiana, associada ao campo

de vetores do modelo, no pontoE1 e seu polinômio característico, encontramos que os

autovalores são dados por

λ1,2 =
p2±

√

p2
2−4(p1+ p2)

2
.

Baseado na discussão acima, paraE∗, podemos mostrar que, sep2
2 < 4(p1+ p2) entãoE1

é um foco instável e sep2
2 ≥ 4(p1+ p2) entãoE1 é um nó instável. Observe que, a função

f (p2) = p2
2− 4(p1+ p2) atinge seu valor mínimo emp2 = 2 com fmin = −4(p1+ 1).

Além disso, existe uma raiz positiva da equaçãof (p2) = 0, a qual denotamos por

p∗ = 2+2
√

p1+1. Logo, f (p2)< 0 para todo 0< p2 < p∗, então fazendo uma mudança

de variáveis inversa emE1, ou seja 1= x̃ = βx/δ e rk/δ(k−δh) = ỹ = by/δ, concluímos

que o equilíbrioE∗ é um foco instável para 0< p2 < p∗ e um nó instável sep2 ≥ p∗.

Vamos mostrar que o modelo (2-7) não possui ciclos limite no primeiro qua-

drante doR2. Para isto considereB(x̃, ỹ) = x̃n−1ỹm−1 uma função de Dulac, então o di-
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vergente deB f(x̃, ỹ) é dado por

∇(B f) =
∂BP
∂x̃

+
∂BQ
∂ỹ

= x̃n−1ỹm−1(np1+(n+1)p2x̃−nỹ−m+mx̃).

Assim n = m= 0 são tais que∇ ·B f = p2ỹ−1 > 0 quandoỹ > 0. Pelo Teorema1.13,

concluímos que o modelo (2-7) não possui órbitas fechadas no primeiro quadrante doR
2,

portanto tal modelo não possui ciclo limite nesta região.

Vimos que, para um estudo local o sistema (2-2) pode ser um foco ou um

nó instável. A fim de estudarmos o comportamento qualitativoglobal do sistema é

necessário saber como as soluções se comportam quando aproximam do infinito. Para

isto, consideramos uma extensão do campo de vetores, associado ao sistema (2-2), à

esferaS2 e trabalharemos nos hemisférios separados pelo equador. NaesferaS2 temos

que, o equador representa os pontos do infinito e podemos definir seis cartas locais, dadas

por

Ui = {y= (y1,y2,y3) ∈ S
2; yi > 0}, Vi = {y= (y1,y2,y3) ∈ S

2; yi < 0},

parai = 1, 2, 3. As correspondentes aplicações locaisϕi : Ui −→ R
2 andψi : Vi −→ R

2

são definidas comoϕi(y) =−ψi(y) = (ym/yi ,yn/yi) param< n em, n 6= i. Este método é

conhecido como Compactificação de Poincaré, ver [9].

Primeiro, consideramos as coordenadas(x̃, ỹ) para oR2, a carta(U1,ϕ1) e o

subsistema (2-2) reescrito como o sistema (2-7). Neste caso, aplicamos a mudança de

coordenadasu=
ỹ
x̃

ez=
1
x̃

, no subsistema (2-7), e obtemos











du
dt̃

=
1
z
(u(1− p2)−zu(1+ p1)+u2),

dz
dt̃

=
1
z
(uz− p2z− p1z2).

(2-8)

Agora reescalonamos o tempo no sistema acima tomandoτ =
t̃
z

e obtemos











du
dτ

= u(1− p2)−zu(1+ p1)+u2,

dz
dτ

= uz− p2z− p1z2.
(2-9)

Considerandoz= 0 vemos queO1 = (0,0) e N = (p2− 1,0) são duas singularidades.

Observe que, se voltarmos às variáveis originaisx e y obtemos queO1 = (∞,0) e

N = (∞,∞) são duas singularidades no infinito para o modelo (2-1).

A matriz Jacobiana associada ao campo de vetores do sistema (2-9) é dada por
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J(u,z) =

(

−(p1+1)z+(1− p2)+2u −(p1+1)u

z u− p2−2p1z

)

,

então, calculandoJ(O1) obtemos uma matriz diagonal cujos autovalores são dados por

λ1,2 = 1− p2,−p2. CalculandoJ(N) obtemos uma matriz cujo polinômio característico

é dado porp(λ) = λ2− (p2−2)λ− (p2−1). Isto implica que os autovalores deN são

λ1,2 = p2−1,−1. Consequentemente, sep2 > 1 temos queO1 é um nó estável eN é um

ponto de sela e se 0< p2< 1 entãoO1 é um ponto de sela eN é um nó estável. Além disso,

p2 < 1 implica quep2
2 < 4(p1+ p2) pois p1 > 0, p2 > 0 e, neste caso,p2

2 < 4p2, assim

E1 é um foco instável, de onde concluímos queE∗ é um foco instável quandop2 < 1.

Em particular, sep2 = 1 então os pontos de equilíbrio no infinito,O1 e N, coincidem.

Segue que, fazendo um reescalonamento do tempo,τ =−λ, no sistema (2-9) comp2 = 1

obtemos











du
dλ

= zu(1+ p1)−u2 = Φ(u,z),

dz
dλ

= z−uz+ p1z2 = z+Ψ(u,z),
(2-10)

ondeO1 é um ponto singular de ordem superior. Tomandoz+ Ψ(u,z) = 0, obtemos

z1(u) = 0 e z2(u) = (u− 1)/p1. Note quez1(0) = 0, z2(0) 6= 0 e substituindoz= z1

emΦ(u,z) temosΦ(u,z1) =−u2. Segue, pelo Teorema1.16, queO1 é um ponto sela-nó.

Agora, consideramos a carta(U2,ϕ2) e aplicamos a mudança de coordenadas

v=
x̃
ỹ

ez=
1
ỹ

no sistema (2-7). Em seguida, reescalonando o tempo comt̃=−zτ obtemos

o sistema










dv
dτ

= v−vz(p1+1)− (p2−1)v2 = v+Ψ1(v,z),

dz
dτ

= vz−z2 = Φ1(v,z),
(2-11)

que possui duas singularidades, a saberO2 = (0,0) eN = (1/(p2−1),0).

Os autovalores deO2 são λ1,2 = 1,0, o que implica queO2 também é uma

singularidade de ordem superior. Tomandov+Ψ1(v,z) = 0 em (2-11), obtemosv1(z) = 0

e v2(z) = (1−z(p1+1))/(p2−1), ondev1(0) = 0 ev2(0) 6= 0. Substituindov= v1 em

Φ1(v,z) obtemosΦ1(v1,z) =−z2 e, novamente pelo Teorema1.16, concluímos queO2 é

um ponto sela-nó.

Observamos que, nas variáveisx e y, sep2 > 1 então,O2 = (0,∞) e N = N =

(∞,∞) são as singularidades no infinito para o subsistema (2-2) e se 0< p2 ≤ 1 entãoN

não pertence aR2
+ ou coincide comO1, assim,O1 e O2 são as únicas singularidades no

infinito de (2-2).

Em resumo temos o seguinte resultado para o subsistema (2-2).
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Teorema 2.2 Seβ > 0 e p2 ≤ 1, então qualquer solução tende à órbita heteroclínica que

conecta os pontos O1, O2 e O, onde O1 = (∞,0) e O2 = (0,∞) são singularidades no

infinito e O= (0,0) é a origem deR2. Seβ > 0 e p2 > 1, então qualquer solução tende

para infinito.

Demonstração. Seβ > 0 e p2 ≤ 1, então o único equilíbrio interior do subsistema (2-2)

E∗ é um foco instável. Na discussão acima, vimos que não existe ciclo limite em torno

de E∗ no primeiro quadrante doR2 e, além disso,p2 ≤ 1 implica emp2 − 1 ≤ 0, de

onde obtemos que a singularidadeN = N, no infinito, não existe ou coincide comO1.

As singularidadesO O1 eO2 são pontos de sela ou sela-nó. Assim, numa vizinhança dos

pontosO1 eO2, temos os setores hiperbólicos, ver Figura1.1. Portanto, qualquer solução

do modelo irá espiralar em torno deE∗ e tender à órbita heteroclínica que conecta os

pontosO1, O2 eO.

Se β > 0 e p2 > 1, então temos três singularidades no infinito,N, O2 e O1

que são, respectivamente, um ponto de sela, um ponto sela-nóe um nó estável para o

subsistema (2-2). Isto significa que qualquer solução do subsistema iniciando no primeiro

quadrante, exceto deE∗ tenderá paraO1 ou N, ou seja tenderá para infinito. �

Se p2 > 1, então o ponto de equilíbrioE∗ poderá ser um foco ou nó instável

dependendo dep∗. Para analisar a existência de um ciclo de canard no modelo (2-1),

precisamos discutir se uma trajetória do subsistema (2-2) partindo de um ponto(x0,y0)

na isóclinaL4 comx0 < x∗ irá atingir esta linha novamente ou não quando 1< p2 < p∗.

Primeiro vamos analisar esta questão considerando um sistema que pode ser um limite do

subsistema (2-2) quandox→ ∞, ou um sistema de comparação, dado por

{

ẋ= rx−αy= P4,

ẏ= (m−δ)y= Q4,
(2-12)

ondeα = 1/h em= k/h. Denotamos mais duas linhas por

L5 : y=
r
α

x, L6 : y=
r +δ−m

α
x,

comL5 sendo uma isóclina particular eL6 uma solução especial do sistema (2-12) dada

na formay= Ax, e definimos quatro regiõesΘi , i = 1,2,3,4, dadas por

Θ1 =
{

(x,y) ∈ R
2; y<

r
α

x
}

, Θ2 =

{

(x,y) ∈ R
2;

r +δ−m
α

x< y<
r
α

x

}

,

Θ3 =

{

(x,y) ∈ R
2; y<

r +δ−m
α

x

}

, Θ4 =

{

(x,y) ∈ R
2;

r
α

x< y<
r +δ−m

α
x

}

.

Obtemos os seguintes resultados.
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Lema 2.3 Considere o sistema(2-12), temos que

(a) se m−δ > r então qualquer solução partindo de(x0,y0) ∈ Θ1 atinge a linha L5 em

tempo finito.

(b) se0≤ m−δ < r, então qualquer solução partindo de(x0,y0) ∈ Θ2 irá alcançar a

linha L5 em tempo finito enquanto qualquer solução partindo de(x0,y0) ∈ Θ3 irá

permanecer nesta região e ambas componentes tenderão para infinito.

(c) se0> m−δ, então qualquer solução iniciando na regiãoΘ4 irá atingir a linha L5

em tempo finito e então a componente x vai para infinito enquanto y tende a zero

na regiãoΘ1.

A Figura2.2 ilustra esse comportamento para valores fixos dos parâmetros.

Demonstração.

Considerando(x(0),y(0)) = (x0,y0) e integrando a segunda equação do sistema

(2-12) obtemos

y(t) = y0e(m−δ)t , t ≥ 0.

Substituindo na primeira equação e integrando o resultado concluímos que

x(t) = ert
{

x0+
αy0

m−δ− r

(

1−e(m−δ−r)
)

}

, t ≥ 0.

DenotandoM = m−δ− r eM̄ = αy0/M obtemos

x(t) = ert (x0+ M̄
(

1−eMt)) .

Portanto
dx
dt

= rert (x0+ M̄
(

1−eMt))−ert M̄MeMt .

Observe que, emL5 temosdx/dt = 0, tomandoTm o tempo em que a solução

partindo de(x0,y0) atinge a linhaL5 e resolvendo esta equação com respeito at obtemos

rert (x0+ M̄
(

1−eMt))−ert M̄MeMt = 0⇔ t =
1
M

ln
r(x0+ M̄)

M̄(r +M)
.

Portanto,

TM =
1
M

ln
r(x0+ M̄)

M̄(r +M)
=

1
M

ln
r(x0+ M̄)

M̄(m−δ)
.

Para queTM > 0 exista, consideramos os três casos seguintes.

1. Assumimos quem−δ > r, ou seja,M > 0, m−δ > 0 eM̄ > 0. Segue que,

TM > 0⇔ r(x0+ M̄)

M̄(m−δ)
> 1⇔ rx0 > M̄(m−δ)− rM̄ = M̄M



2.1 Comportamento qualitativo do modelo quando a densidadedas presas está acima do limite crítico 34
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x x x

θ1

θ1

(a) (b)
(c)

θ2

θ3

θ4

L5

L5

L5

L6

L6

Figura 2.2: Retrato de fase para o modelo(2-12) nos casos1 2e3:
(a) m= 3, δ = 1.5, r = 1 eα= 3.2; (b) m= 3, δ = 2.1,
r = 1 e α = 3.2; (c) m= 1, δ = 1.5, r = 1 e α = 1.2.

⇔ rx0 > αy0 ⇔ y0 <
rx0

α
.

Portanto, qualquer solução partindo de(x0,y0) ∈ Θ1 atingeL5 em tempo finito.

2. Suponha que 0≤ m− δ < r, entãoM < 0 e M̄ < 0. Neste caso, devemos ter

x0+ M̄ < 0 eTM > 0⇔ r(x0+ M̄)

M̄(m−δ)
< 1. Note que, as implicações

x0+ M̄ < 0⇔ y0 >
r +δ−m

α
x0,

r(x0+ M̄)

M̄(m−δ)
< 1⇔ r(x0+ M̄)> M̄(m−δ)⇔ rx0 > αy0 ⇔ y0 <

rx0

α
,

são válidas para todo(x0,y0) ∈ Θ2. Portanto, qualquer solução partindo deΘ2

atinge a linhaL5 em tempo finito. Analisando as expressões dex(t) e y(t) em Θ3

vemos que as soluções partindo de(x0,y0) ∈ Θ3 não alcançam a linhaL5, assim

tais soluções devem permanecer nesta região. Além disso, quandot → ∞ ambas

componentesx ey tendem para infinito.

3. Suponhamos quem− δ < 0, entãoM < 0 e M̄ < 0. Neste caso, devemos ter

x0+ M̄ > 0 eTM > 0 se e somente se
r(x0+ M̄)

M̄(m−δ)
< 1. Observe que as implicações

x0+ M̄ > 0⇔ x0 >− αy0

m−δ− r
⇔ y0 <

δ+ r −m
α

x0,
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r(x0+ M̄)

M̄(m−δ)
< 1⇔ rx0 < M̄(m−δ− r)⇔ rx0 < αy0 ⇔ y0 >

r
α

x0,

são verdadeiras para todo(x0,y0) ∈ Θ4. Portanto, qualquer solução partindoΘ4

atinge a linhaL5 em tempo finito. Analisando as expressões dex(t) e y(t) vemos

que, quandot → ∞ a componentex tende para infinito ey tende a zero.

�

Baseado na demonstração do lema acima, existe um tempoTM tal que a solução

x(t) atinge seu valor extremo neste ponto para os três casos. A fim de aplicarmos o Lema

2.3 no sistema (2-2), notamos quem− δ = k/h− δ = (k− δh)/h tem o mesmo sinal de

β = b(k− δh). Portanto, seβ ≤ 0 então, pelo item(c) do Lema e pelo Teorema1.10,

temos que a população presa vai para infinito enquanto a população predador entra em

extinção.

Temos quer −m+δ = r +δ−k/h= ((r +δ)h−k)/h e p2−1=
(r +δ)h−k

k−δh
.

Isto significa que, se o equilíbrioE∗ existe, entãop2 < 1 é equivalente ar−m+δ < 0, isto

é r < m−δ, e vale o caso 1 do Lema2.3, além disso,p2 > 1 é equivalente ar −m+δ > 0

e vale o caso 2 do Lema2.3. De acordo com essa discussão, temos o seguinte resultado.

Lema 2.4 Se E∗ existe e1< p2 < p∗, então qualquer solução do sistema(2-2) iniciando

nas regiõesΘ3 eΘ1, mostradas na Figura2.2-(b) e(c), não pode atingir a linha L4. Além

disso, existe um ponto A1 = (x1,y1) pertencente a linha L4 tal que a trajetória partindo

de A1 irá ser tangente à linha L6 no infinito como mostra a Figura2.3.

Demonstração. Para todo(x,y) ∈ Θ1 ouΘ3 temos que

kbxy
1+hbx

−δy

rx− bxy
1+bhx

=
Q2

P2
<

y
h(k−δh)

rx− y
h

=
Q4

P4
.

De fato, observe que as desigualdades

rx− y
h
< rx− y

h

(

hbx
1+hbx

)

,

kbxy
1+bhx

−δy=
hbx

1+hbx

(

ky
h

)

− δhy
h

<
yk
h
− δhy

y
,

são verdadeiras, já que
hbx

1+hbx
< 1. Além disso, temos quey< (rx/α) = rhx na região

Θ1 e rx − (y/h) > (k− δh)x na regiãoΘ3, isto implica que em ambas regiões temos

rx− (y/h)> 0, ja quek−δh> 0. Segue que,P2 > 0, P4 > 0, Q4 > 0, Q2 < Q4 eP4 < P2.
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Portanto,
Q2

P2
<

Q4

P4
como queríamos mostrar. Assim, pelo Teorema1.10e Lema2.3, a

primeira parte do resultado está provado.

Para a segunda parte do resultado, observe que a linha

ỹ = (p2−1)x̃ =
(r +δ)h−k

k−δh
x̃,

então, voltando essa expressão para as variáveisx, y obtemos quey= ((r +δ)h−k)x, que

é exatamente a linhaL6. Consequentemente a singularidadeN no infinito pertence aL6.

Portanto, a linhaL6 é uma assíntota da singularidadeN no infinito. �

L3

L4

L5

L6

A1

Γ1

E∗

x= Rc

A

Figura 2.3: Retrato de fase para o modelo(2-2) quando1< p2 <
p∗ e0≤ m−δ < r.

Vamos denotar as coordenadas deA1 por (x1,y1). Segue, pelo Lema2.4, que

qualquer solução partindo da linhaL4 com x < x1 entrará na regiãoΘ3 ou Θ1 e perma-

necerá nesta região e qualquer solução partindo da linhaL4 comx> x1 irá espiralar em

torno deE∗ e então atingir a linhaL4 novamente no lado esquerdo do pontoA1. Estas

propriedades desempenham um papel fundamental para determinar a existência do ciclo

de canard no modelo (2-1).

2.2 Dinâmica na região de deslize

Nesta seção analisamos o comportamento qualitativo do modelo de Gause com

refúgio (2-1) na região de deslizeΣs.
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De acordo com as definições dadas na Seção1.2, podemos considerar o parâme-

tro ε dado pela expressão (0-2), f (z) = f (x,y) = x−Rc e definir um sistema de Filippov,

dado na forma (1-11), associado ao modelo de Gause. Neste caso, o subsistemaFS1 defi-

nido parax< Rc é dado por

{

ẋ= rx = P1(x,y),

ẏ=−δy= Q1(x,y),
(2-13)

cujo único ponto de equilíbrio,(0,0), é um ponto de sela eFS2 definido parax > Rc é

dado pelo subsistema (2-2). No que segue vamos nos referir aos subsistemas (2-13) e

(2-2) como sistemasFS1 eFS2, respectivamente. Além disso, definimos a região de deslize

por Σs= {z∈ Σ;σ(z)< 0}, onde

σ(z) = rx

(

rx− byx
1+bhx

)

,

ja que∇ f (z) = (1,0). Tomandof (z) = 0, isto éx=Rc, e resolvendo a inequaçãoσ(z)< 0

com respeito ay, obtemosy>
r(1+bhRc)

b
= yc, assim, a região de deslize é dada por

Σs =
{

z= (x,y) ∈ R
2|x= Rc,y> yc

}

.

Empregando um método de controle, equivalente ao introduzido em [23] por

Utkin, podemos obter a equação diferencial para a dinâmica do modelo (2-1) na região de

deslizeΣs. Como f (z) = 0 ex= Rc emΣs, obtemos que

d f
dt

=
dx
dt

= rRc−
εbRcy

1+bhRc
= 0,

resolvendo essa equação com respeito aε, obtemos

ε =
r (1+bhRc)

by
. (2-14)

Assim, o comportamento dinâmico na região de deslizeΣs pode ser determinado pela

equação diferencial escalar
dy
dt

= rkRc−δy, (2-15)

que é obtida substituindo o valor deε, dado em (2-14), na expressão de ˙y dada no sistema

(2-1). Observe que a equação (2-15) possui um único ponto de equilíbrio que denotamos

por y∗s, comy∗s =
rkRc

δ
, que é estável com respeito aΣs. Isto indica que o modelo (2-1)

possui um pseudo equilíbrioEp = (Rc,y∗s), desde quey∗s ≥ yc.

O campo de vetores do modelo (2-1) definido na região de delizeΣs pode ser
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descrito por

ż(t) = Fs(z), z∈ Σs,

ondeFs(z) = (0, rkRc−δy).

DenotandoA= (Rc,yc) =

(

Rc,
r(1+bhRc)

b

)

, pela Definição1.22, temos queA

é um ponto deΣ-dobra visível para o modelo (2-1). De fato, temos que o campo deslizante

aplicado emA é dado porFs(A) = (0, rkRc−δyc) 6= 0 e

(FS1 f (A))(FS2 f (A)) = rRc

(

rRc−
bRcyc

1+bhRc

)

= 0,

onde a última igualdade é obtida substituindo o valor deyc na equação. Além disso,

FS2 f (A) = 0 e

F2
S2

f (A) =
bRchr

1+bhRc
> 0,

portanto,A é um pontoΣ−dobra do modelo (2-1).

No que segue, identificamos como sistema de Filippov o sistema dado na forma

(1-11) que está associado ao modelo de Gause (2-1). Para os pontos de equilíbrioE∗ eEp

temos o resultado seguinte.

Lema 2.5 O equilíbrio regular E∗ e o pseudo equilíbrio Ep do sistema de Filippov não

podem coexistir.

Demonstração. SeE∗ é um equilíbrio regular do sistema de Filippov, ou seja,

Rc < x∗ = δ/(b(k−δh)), então

yc−y∗s =
δr + rbRc(δh−k)

bδ
=

r
b

(

1− b(k−δh)
δ

Rc

)

=
r
b

(

1− Rc

x∗

)

> 0,

isto implica queEp está fora da região de deslizeΣs. Segue que, se o equilíbrio regularE∗

existe então o pseudo equilíbrioEp não existe.

Por outro lado, seEp é um pseudo equilíbrio do sistema de Filippov, ou seja

y∗s > yc, então

Rc−x∗ = Rc

(

1− rk
b(k−δh)

δ
rkRc

)

=

(

1− y∗

y∗s

)

> 0,

poisy∗s > yc ⇒ y∗s > y∗, assimE∗ ∈ S1. Portanto, se o pseudo equilíbrioEp existe então

E∗ é um equilíbrio virtual do sistema de Filippov. �
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De acordo com o lema acima, sex∗ > Rc, entãoE∗ é um equilíbrio regular para

o modelo (2-1) e o pseudo equilíbrioEp não existe, além disso, sex∗ ≤ Rc, entãoE∗ é um

equilíbrio virtual eEp é um pseudo equilíbrio para o modelo (2-1).

2.3 Análise do comportamento dinâmico global

Nesta seção apresentamos uma análise do comportamento qualitativo global do

modelo de Gause (2-1). Para isto, assumimos que o equilíbrioE∗ deFS2 existe, ou seja,

admitimosβ > 0.

Observe que, seRc = x∗ então

y∗s =
rkRc

δ
=

rkx∗

δ
=

rk
b(k−δh)

= y∗.

Isto indica que o equilíbrioE∗ e o pseudo equilíbrioEp coincidem quandoRc = x∗.

Portanto, se escolhermosRc como um parâmetro de bifurcação e fixarmos os demais

parâmetros do modelo de Gause (2-1) então, pelo Lema2.5, ocorre uma bifurcação nó de

fronteira ou foco de fronteira emRc = x∗.

Para o modelo de Gause com refúgio (2-1) temos os resultados seguintes.

Teorema 2.6 O modelo de Gause possui um ciclo de canardΓ, globalmente assintotica-

mente estável se, e somente se, Rc < x∗ e p2 ≤ 1. Ver Figura2.4.

Demonstração. Suponhamos queRc < x∗ e p2 ≤ 1, vamos provar que isto implica na

existência e estabilidade do ciclo de canardΓ.

Observe que, qualquer solução iniciando em(x0,y0) com x0 < Rc determinada

pelo sistemaFS1 irá alcançar a linhax = Rc em um tempo finito. ComoRc < x∗, temos

queA éΣ-dobra visível e o equilíbrio positivoE∗ é regular, então pelo Lema2.5o pseudo

equilíbrioEp não existe, isto significa queEp não pertence a região de deslizeΣs, ou seja

y∗s < yc, o que implicay∗s < yc ≤ y, para todoy∈ Σs. Portanto, comody/dt = rkRc−δy

em Σs, temos quedy/dt < 0 para todo(x,y) ∈ Σs e t ≥ 0. Consequentemente, o campo

deslizante é regular e o subsistemaFS2, dado em (2-2), apresenta o comportamento

dinâmico descrito no Teorema?? da seção2.1 quandop2 ≤ 1. Assim,E∗ é um foco

instável do sistemaFS2, já que consideramosp2 ≤ 1, e o conjuntoω-limite de qualquer

solução do sistemaFS2, excetoE∗, é a órbita heteroclínica que conecta os pontos de

equilíbrioO, O1 eO2.

Para que o ciclo de canard exista é necessário mostrar que a solução partindo do

pontoA irá atingir Σs, digamos em um pontoB ∈ Σs, ver Figura2.4. Note que,B 6= A,

caso contrário teríamos um ciclo limite e isto seria uma contradição, pois vimos na seção

anterior que não existe ciclo limite no sistemaFS2. Denote a trajetória partindo do ponto
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A= (Rc,yc) por Γ2, então queremos mostrar queΓ2 intercepta a linhax= Rc no pontoB

em tempo finito.

A solução deFS2 partindo do pontoA, isto éΓ2, irá alcançar a isóclinaL4 para

x < x∗ em um ponto que não pode estar à direita deA devido a instabilidade deE∗ e

ao fato de que não existe ciclo limite no sistemaFS2. Logo, Γ2 atingeL4 em um ponto

que se localiza à esquerda deA e isto indica queΓ2 passa pela linhax = Rc em um

pontoB∈ Σs. Além disso,Γ2 é um arco do tipo focal poisE∗ é um foco do sistemaFS2

e (FS1 f (z))(FS2 f (z)) < 0 em (A,B] pois (A,B] ⊂ Σs. Finalmente,Rc < x∗ implica que

yc > y∗s, ou seja,Ep não pertence ao conjunto[A,B], consequentemente{FS1,FS2} é um

conjunto linearmente independente em[A,B]. De acordo com o Lema1.24e a Definição

1.23vemos que o sistema de Filippov associado ao modelo de Gause (2-1) possui um ciclo

de canard que denotamos porΓ = Γ2∪AB como mostra a Figura2.4. Qualquer solução

iniciando no lado externo aΓ deve alcançarΣs e portanto tal solução tende aΓ e qualquer

solução iniciando no lado interno deΓ atinge o segmentoAB, caso contrário teríamos

uma contradição com o Teorema1.6 pois o subsistemaFS2 não possui ciclo limite eE∗

é instável. Concluímos que o modelo de Gause (2-1) possui um ciclo de canardΓ que é

globalmente assintoticamente estável, ver Figura2.4.

x= Rc

ΓE∗

B

A

L3

L4

Figura 2.4: Retrato de fase para o modelo(2-1) com os parâmetros
fixos r= 1, b= 1, k= 0.5, h= 0.1, δ = 0.2 e Rc = 0.2.

Reciprocamente, se o modelo (2-1) possui um ciclo de canard assintoticamente

estável entãoRc < x∗ e p2 ≤ 1. De fato, se tivéssemosRc > x∗ o pontoE∗ seria um

equilíbrio virtual, então o pseudo equilíbrioEp existiria e seria um ponto estável em

relação aΣs . Isto é uma contradição com estabilidade global deΓ. Além disso, sep2 > 1
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então, pelo item(b) do Lema2.3, temos que qualquer solução partindo da regiãoΘ3

permanecerá nesta região. Novamente, isto contradiz a estabilidade global deΓ. Portanto,

p2 ≤ 1. �

Na demonstração do teorema acima vimos que o fato de que a trajetória Γ2

partindo deA atinge a região de deslizeΣs novamente ou não desempenha um papel

fundamental para a existência do ciclo de canard. No que segue, fornecemos um método

geral para mostrar queΓ2 atingeΣs novamente em pontoB= (Rc,yB).

Considere a seguinte equação diferencial















ẋ= x

(

r − by
1+bhx∗

)

= P3(x,y),

ẏ=
kbxy

1+bhx
−δy= Q3(x,y),

(2-16)

ondex∗ é a componentex do ponto de equilíbrioE∗. O sistema (2-16) possui um único

equilíbrio no primeiro quadrante que é exatamenteE∗ e os autovalores neste equilíbrio

são dados porλ = ±i
√

rδ(k−δh)/k. Isto implica que o ponto de equilíbrioE∗ é um

centro para o sistema (2-16). Além disso, pela definição1.3, temos que para qualquer

valor inicial (x0,y0) a função definida por

k
h

ln
1+bhx
1+bhx0

−δln
x
x0

= rln
y
y0

− b(y−y0)

1+bhx∗
(2-17)

é uma integral primeira para o sistema (2-16). De fato, defina a função

g(x,y) =
k
h

ln
1+bhx
1+bhx0

−δln
x
x0

− rln
y
y0

+
b(y−y0)

1+bhx∗
, (2-18)

assim a integral primeira é dada porg(x,y) = 0. Mostraremos que, para qualquer valor de

x ey a funçãog(x,y) é constante ao longo das trajetórias de (2-16). Temos que

dg
dt

(x,y) =

(

kb
1+bhx

− δ
x

)

ẋ+

(

b
1+bhx∗

− r
y

)

ẏ

=

(

kb
1+bhx

− δ
x

)(

r − by
1+bhx∗

)

x+

(

b
1+bhx∗

− r
y

)(

kbxy
1+bhx

−δy

)

,

simplificando a expressão obtida concluímos que
dg
dt

(x,y) = 0. Logo, pela Definição1.3,

temos queg(x,y) é constante ao longo das trajetórias do sistema (2-16). Em particular,

parax ey tais queg(x,y) = 0.

ComoRc < x∗, temosyc < y∗ e existe uma trajetória fechada do sistema (2-16),

denotada porγ0, que é tangente a linhax = Rc em um pontoM como mostra a Figura
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2.5. Portanto a trajetóriaγ1 de (2-16) partindo deA pode alcançarΣs novamente no ponto

A′ = (Rc,yA′). Note que, ambos pontosA e A′ pertencem à mesma trajetóriaγ1, assim as

coordenadas deA e A′ satisfazem a equação (2-17). Logo, tomando(x0,y0) = (Rc,yc) e

(x,y) = (Rc,yA′), obtemos

yA′ = yc exp

(

byA′

r(1+bhx∗)

)

exp

(

− byc

r(1+bhx∗)

)

,

multiplicando ambos os lados da igualdade acima por− b
r(1+bhx∗)

exp

(

− byA′

r(1+bhx∗)

)

e simplificando a equação resultante obtemos

− byA′

r(1+bhx∗)
exp

(

− byA′

r(1+bhx∗)

)

=− byc

r(1+bhx∗)
exp

(

− byc

r(1+bhx∗)

)

,

com

− byc

r(1+bhx∗)
exp

(

− byc

r(1+bhx∗)

)

∈
[

e−1,0
)

Segue, deyA′ > yc que

yA′ =−r(1+bhx∗)
b

W

{

−1,− byc

r(1+bhx∗)
exp

(

− byc

r(1+bhx∗)

)}

,

ondeW, conhecida como a funçãoW de Lambert, é definida como a inversa, com vários

valores, da funçãoz 7→ zez que satisfaz a equaçãoW(z)exp(W(z)) = z. Para mais detalhes,

ver [8].

Agora, vamos mostrar que o ciclo de canardΓ pertence ao lado externo deγ1 e

yA′ < yB.

Por conveniência, denotamos

f (x,y) =
Q2(x,y)
P2(x,y)

, F(x,y) =
Q3(x,y)
P3(x,y)

e consideramos as seguintes regiões

D1 = {(x,y)|Rc ≤ x≤ x∗,0< y≤ y∗} , D2 = {(x,y)|x≥ x∗,0< y≤ y∗} ,

D3 = {(x,y)|x≥ x∗,y∗ ≤ y≤ r(1+bhx)/b} , D4 = {(x,y)|x> x∗,y> r(1+bhx)/b} ,

D5 = {(x,y)|Rc < x< x∗,y> y∗} .

Na regiãoD1 temos queP2 < P3, Q2 < 0 e Q3 < 0, de onde obtemos que

f (x,y) < F(x,y). Pelo Teorema1.10, concluímos queΓ2 deve estar no lado externo a

γ1 emD1 como mostra a Figura2.5. SejaM1 = (x∗,yM1) o primeiro ponto de interseção

deΓ2 com a linhax= x∗ e N1 = (x∗,yN1) a primeira interseção entreγ1 e a linhax= x∗,
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entãoyN1 > yM1. Além disso, sejaγ2 a trajetória do sistema (2-16) partindo do pontoM1

então a curva fechadaγ1 pertence ao interior da curvaγ2.

.

*
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.

.

x= Rc

Γ2

E∗

B

A

A′

M1

M

M2

y∗

M3

x∗

N1

y= r(1+bhx)
b

N2

N3

γ0

γ1

γ2

γ3

γ4

Figura 2.5: Retrato de fase para o sistema(2-16) e uma solução
particular do modelo(2-1).

Na regiãoD2 temos queP2 > P3, Q2 > 0 e Q3 > 0, assim f (x,y) < F(x,y).

Novamente, pelo Teorema1.10, temos que a curvaΓ2 pertence ao lado externo da curvaγ2

nesta região. EmD3 temosP3 < 0<P2, Q2 > 0 eQ3 > 0, assimF(x,y)< 0< f (x,y). Isto

implica que também temosΓ2 no lado externo deγ2 na regiãoD3. SejaM2 = (xM2,yM2) o

ponto de interseção deΓ2 com a linhaL : y= r(1+bhx)/b eN2 = (xN2,yN2) a interseção

entreγ2 e a linhaL, temos quexM2 > xN2, yM2 > yN2. Sejaγ3 a trajetória do sistema (2-16)

partindo do pontoM2, entãoγ2 pertence ao interior deγ3. Além disso, sejaM3 = (x∗,yM3)

o segundo ponto de interseção deΓ2 com a linhax = x∗ e N3 = (x∗,yN3) a primeira

interseção deγ3 com a linhax= x∗ como mostra a Figura2.5.

Considerando a regiãoD4 temos queP2 > P3, Q2 > 0 eQ3 > 0, de onde obtemos

f (x,y) < F(x,y). Isto indica que, nesta região, a curvaΓ2 esta no lado externo deγ3 e

yM3 > yN3. Denotamos porγ4 a trajetória do sistema (2-16) partindo do pontoM3, então

γ4 pertence ao lado externo deγ3.

Finalmente, na regiãoD5 temos queP2 < P3, Q2 < 0 eQ3 < 0, e isto implica que

f (x,y)< F(x,y). Logo, nesta região, a curvaΓ2 pertence ao lado externo deγ4.

Concluímos que a curvaΓ2 pertence ao lado externo da curvaγ1 na região

D = D1∪D2∪D3∪D4∪D5 = {(x,y)|x> Rc,y> 0} .
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Portanto, a curvaΓ2 partindo do pontoA atinge a linhax = Rc novamente no pontoB,

além disso, temos queyA′ < yB.

Teorema 2.7 O pseudo equilíbrio Ep é globalmente assintoticamente estável se e so-

mente se Rc ≥ x∗ e p2 ≤ 1.

Demonstração. SeRc ≥ x∗ então o pseudo equilíbrioEp existe e além disso é assintoti-

camente estável com respeito a região de deslizeΣs. Pelo Lema2.5 temos queE∗ é um

equilíbrio virtual do sistema de Filippov eA é um pontoΣ-dobra invisível, assim qual-

quer solução partindo de um ponto(x0,y0) pertencente a linhax= Rc comy0 < yc deve

alcançar esta linha novamente em um ponto(x,y) comy> yc, ou seja em um ponto que

pertence aΣs, e então tender ao pseudo equilíbrioEp. Observe que, qualquer trajetória do

modelo (2-1) partindo da regiãoS1 encontra a linhax= Rc em um ponto(x̄, ȳ), além disso

seȳ< yc então essa trajetória entra na regiãoS2, caso contrário, isto é ¯y≥ yc, a trajetória

atinge a região de deslizeΣs. Em ambos os casos temos que a trajetória partindo deS1

tende ao pseudo equilíbrioEp. PortantoEp é globalmente assintoticamente estável.

Suponhamos que o pseudo equilíbrio do sistema de Filippov seja globalmente

assintoticamente estável, vamos provar queRc ≥ x∗ e p2 ≤ 1. SeRc < x∗ entãoE∗ é um

equilíbrio regular, mas isto contraria a existência do pseudo equilíbrio segundo o Lema

2.5. Por outro lado sep2 > 1, novamente pelo item(b) do Lema2.3, temos que qualquer

solução iniciando emΘ3 permanecerá nesta região, contrariando a estabilidade global do

pseudo equilíbrio. Portanto,Rc ≥ x∗ e p2 ≤ 1 como queríamos demonstrar. �

Teorema 2.8 O modelo de Gause possui um único ciclo de canardΓ localmente assinto-

ticamente estável se e somente se x1 < Rc < x∗ e1< p2 < p∗.

Demonstração. Suponhamos quex1 < Rc < x∗ e 1< p2 < p∗, então o ponto de equilíbrio

E∗ é um foco instável. Pelo Lema2.4 temos que a solução partindo deA, Γ2 irá

atingir a linhaL4 e voltar aΣs em algum pontoB. É claro queB 6= A, caso contrário

teríamos um ciclo limite emFS2, isto é uma contradição, portanto existe o ciclo de canard

Γ = Γ2∪ [A,B]. Além disso, qualquer solução iniciando na regiãoΘ3 com x0 > Rc irá

permanecer nesta região e toda solução iniciando no lado interno aΓ irá alcançar o

segmente[A,B], então tal solução tende aΓ. Segue queΓ é localmente assintoticamente

estável.

Agora assumimos que o modelo (2-1) tem um único ciclo de canard localmente

assintoticamente estávelΓ e vamos provar quex1 < Rc < x∗ e 1< p2 < p∗. Observe que,

a existência deΓ implicaRc < x∗, caso contrário existiria, segundo o Lema2.5, o pseudo

equilíbrio Ep que é estável em relação aΣs, fato este que contraria a existência deΓ.

Pelo Teorema2.6 devemos terp2 > 1. SeRc < x∗ e p2 ≥ p∗, então ambas componentes
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x e y do modelo tendem para infinito, pois neste caso temos queE∗ é um nó instável e

a solução partindo do pontoA tende a infinito. Portanto o resultado segue do Teorema

2.2. Novamente, isto é uma contradição com a existência do ciclocanardΓ. Finalmente,

segue pelo Lema2.4quex1 < Rc e a prova esta completa. �

Teorema 2.9 O pseudo equilíbrio Ep é localmente assintoticamente estável se, e somente

se, Rc ≥ x∗ e p2 > 1.

Demonstração. SeRc ≥ x∗, entãoE∗ é um equilíbrio virtual e o pseudo equilíbrioEp

existe. Por hipótese temos quep2 > 1, assim qualquer solução acima da órbitaΓ1, mos-

trada nas Figuras2.3e2.1, irá atingirΣs e então tender ao pseudo equilíbrioEp, enquanto

qualquer solução partindo deΘ3, ver Figura2.2-(b), comx0 > Rc irá permanecer nesta

região. Portanto, obtemos estabilidade assintótica localde Ep. Reciprocamente, supo-

nhamos que o pseudo equilíbrioEp é localmente assintoticamente estável. Então, pelo

Lema2.5, devemos terRc ≥ x∗. SeP2 ≤ 1 então pelo Teorema2.7 temos que o pseudo

equilíbrioEp do modelo (2-1) é globalmente assintoticamente estável contrariando nossa

hipótese, assim devemos terp2 > 1. �

Baseado no Teorema2.2e nas provas dos Teoremas2.8e 2.9, temos o seguinte

corolário.

Corolário 2.10 Se Rc ≤ x1 e 1< p2 < p∗, então ambas componentes x e y tendem para

infinito. Se Rc < x∗ e p2 ≥ p∗ também teremos que ambas componentes x e y tendem a

infinito.

Nos teoremas acima abordamos o comportamento qualitativo do modelo de

Gause (2-1) quandoβ = b(k−δh)> 0. Entretanto, seβ ≤ 0 temos o seguinte resultado.

Teorema 2.11A singularidade O1 no infinito é um ponto globalmente assintoticamente

estável se, e somente se,β = b(k−δh)≤ 0.

Demonstração. Suponhamos que a singularidadeO1 seja globalmente assintoticamente

estável. Seβ > 0, então segue dos Teoremas2.6-2.9e do Corolário2.10que deve existir

uma trajetória no modelo (2-1) além deE∗ que pode ser o ciclo de canardΓ, o pseudo

equilíbrioEp ou a trajetóriaΓ1. Isto é uma contradição com a estabilidade global deO1.

Portanto devemos terβ ≤ 0.

Reciprocamente, seβ ≤ 0 então o pseudo equilíbrioEp não existe. Caso contrá-

rio, teríamos

ys∗ =
rkRc

δ
≥ yc =

r
b
(1+bhRc),
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e assim
Rc

δ
(k−δh)≥ 1

b
,

mas isto é uma contradição, já queβ ≤ 0. Segue que, qualquer solução partindo do

pontoA tende aO1. Além disso, pelo Lema2.1, temos que a densidade de presas no

subsistema (2-2) tende para infinito enquanto que a densidade de predadores tende a zero.

Consequentemente, qualquer solução do modelo (2-1) partindo de(x0,y0) ∈ S2 tende

para infinito. Observe que, qualquer solução partindo da região S1 entra emS2 e deve

tender paraO1. Isto ocorre porque a origem é ponto de sela para o subsistema(2-13)

com subespaço instável sendo o eixoy= 0. Portanto,O1 é globalmente assintoticamente

estável. �



CAPÍTULO 3
Modelo predador-presa de Gause considerando

a capacidade de suporte

Neste capítulo vamos analisar o comportamento qualitativoglobal do modelo

predador-presa de Gause com refúgio considerando a capacidade de suporte do ambiente

para a população de presas. Neste caso, o modelo de Gause podeser escrito como

(ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− εbxy
1+bhx

,
εkbxy

1+bhx
−δy

)

, (3-1)

ondeε = 1 parax> Rc e ε = 0 parax< Rc.

Considerandof (z) = x−Rc, ondez= (x,y) ∈ R
2
+, podemos definir um sistema

de Filippov para o modelo conforme as definições dadas na seção 1.2 do capítulo1.

Note que, sef (z) < 0 o comportamento qualitativo do sistema (3-1) é determinado pelo

subsistema

(ẋ, ẏ) =
(

rx
(

1− x
K

)

, −δy
)

, (3-2)

se f (z)> 0 o comportamento é determinado pelo subsistema

(ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− bxy
1+bhx

,
kbxy

1+bhx
−δy

)

. (3-3)

Então, podemos definir um sistema de Filippov para o modelo (3-1), dado na forma

(1-11), ondeFS1 eFS2 são os campos de vetores associados aos subsistemas (3-2) e (3-3),

respectivamente. Além disso, o conjunto de descontinuidade é dado por

Σ = {z∈ R
2
+; f (z) = 0}.

3.1 Comportamento qualitativo do modelo

Nesta seção vamos analisar o comportamento qualitativo do modelo (3-1).

O subsistema (3-2) não possui equilíbrio interior, no entanto ele possui o equi-

líbrio trivial (0,0) e o equilíbrio predador livre(K,0). Temos que,(0,0) é um ponto de

sela cuja variedade estável é a retax= 0 e a variedade instável é a retay= 0 e pelo Te-
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orema1.11 temos que(K,0) é um nó estável. No subsistema (3-3) existem três pontos

de equilíbrio,(0,0), (K,0) e o único equilíbrio interior que denotamos porE∗
1 = (x∗1,y

∗
1),

onde

x∗1 =
δ

b(k−δh)
, y∗1 =

rk(bK(k−δh)−δ)
b2(k−δh)2K

.

Observe que o ponto de equilíbrio interiorE∗
1 pertence ao primeiro quadrante

desde quek− δh > 0 e bK(k− δh)− δ > 0. No que segue admitimos a existência

de um único equilíbrio para subsistema (3-3), isto é, as desigualdadesk− δh > 0 e

bK(k−δh)−δ > 0 são verdadeiras.

Determinando a matriz Jacobiana,DFS2, associada ao campo vetorial definido

pelo subsistema (3-3) e aplicando esta matriz nos pontos de equilíbrio deFS2 obtemos que

(K,0) é um ponto de sela comy= 0 sendo a variedade estável e a reta

y=
Kbδh−Kbk+δ−Kbhr− r

bK
(x−K)

sendo a variedade instável e(0,0) é um ponto de sela cuja variedade estável é a reta

x = 0 e a variedade instável é a retay = 0. Agora, calculandoDFS2(E
∗
1) obtemos que o

determinante e o traço são dados por

det(DFS2(E
∗
1)) =

−δr(Kbδh−Kbk+δ)
kKb

,

tr(DFS2(E
∗
1)) =

(Kbδh2−Kbhk+δh+k)δr
kKb(δh−k)

,

respectivamente. Como o polinômio característico do subsistema (3-3) emE∗
1 é dado por

P(λ) = λ2−λtr(DFS2(E
∗
1))+det(DFS2(E

∗
1)), obtemos

P(λ) = λ2−λ
(Kbδh2−Kbhk+δh+k)δr

kKb(δh−k)
− δr(Kbδh−Kbk+δ)

kKb
.

Denotandop=−tr(DFS2(E
∗
1)) eq= det(DFS2(E

∗
1)), vemos queq> 0 já que assumimos

bK(k−δh)−δ > 0. Além disso,

(a) sex∗1 <
Kbh−1

2bh
, entãop< 0;

(b) sex∗1 >
Kbh−1

2bh
, entãop> 0.

De fato,

x∗1 =
δ

b(k−δh)
<

Kbh−1
2bh

⇒ b(k−δh)(Kbh−1)−2bhδ > 0

⇒ −b(k−hkKb+δh+δbh2K)> 0⇒ (k−hkKb+δh+δbh2K)< 0.
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Como(k−δh)> 0 e os parâmetrosr, δ, K, k eb são positivos concluímos que

p=
rδ

(δh−k)Kkb
(k−hkKb+δh+δbh2K)< 0.

Analogamente concluímos a afirmação(b).

Considere△= p2−4q o discriminante do polinômio característicoP(λ), assim

os autovaloresλ, associados à matrizDFS2(E
∗
1), são determinados pela expressão

λ =
−p±

√
△

2
, (3-4)

segue que,

1. sex∗1 <
Kbh−1

2bh
e△< 0, entãoE∗

1 é um foco instável,

2. sex∗1 <
Kbh−1

2bh
e△≥ 0, entãoE∗

1 é um nó instável,

3. sex∗1 >
Kbh−1

2bh
e△< 0, entãoE∗

1 é um foco estável,

4. sex∗1 >
Kbh−1

2bh
e△≥ 0, entãoE∗

1 é um nó estável.

Neste trabalho vamos investigar o comportamento dinâmico do sistema (3-1),

usando técnicas de análise qualitativa, quandoE∗
1 é um foco. No entanto, quandoE∗

1 é um

nó, vamos apresentar o comportamento dinâmico do sistema (3-1) numericamente.

Lema 3.1 Suponha que x∗1 <
Kbh−1

2bh
e△< 0, então o subsistema(3-3) possui um único

ciclo limite, globalmente assintoticamente estável, no primeiro quadrante.

Demonstração.

Temos que 0≤ x < K, y > 0 e E∗
1 é um foco instável. Com as notações da

Proposição1.25, sejamg(x) = r
(

1− x
K

)

, p(x) =
bx

1+bhx
e −γ+ q(x) =

kbx
1+bhx

− δ.

Então

d
dx









xg′(x)+g(x)−xg(x)
p′(x)
p(x)

−γ+q(x)









= − d
dx

(

2rbhx2+ rx−Krbhx
Kb(k−δh)x−Kδ

)

= − d
dx

(

2rbhx2+ rx−Krbhx
Kb(k−δh)(x−x∗1)

)

,

(3-5)
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calculando a derivada em (3-5) obtemos a seguinte equação,

1
b(k−δh)(x−x∗1)

2

(

−2rbhx2

K
+

4rbhx∗1x

K
+
(

rbh+
r
K

)

x∗1

)

. (3-6)

Agora vamos analisar o sinal da equação (3-6). Para isso basta analisarmos o

sinal da equação do segundo grau

f (x) =−2rbhx2

K
+

4rbhx∗1x

K
+
(

rbh+
r
K

)

x∗1,

ja que
1

b(k−δh)(x−x∗1)
2 ≥ 0. Observe que o gráfico def (x) é uma parábola com

concavidade para baixo e o discriminante é dado por

△1 =
8r2bhx1∗

K2 (2bhx∗1+1−bhK),

onde
8r2bhx∗1

K2 ≥ 0. Por hipótese temos quex∗1 ≤
bhK−1

2bh
, consequentemente obtemos

(2bhx∗1+1−bhK)≤ 0,

ou seja,△1 ≤ 0 e f (x) possui no máximo uma raíz real, o que implica quef (x) ≤ 0.

Segue que,
1

b(k−δh)(x−x∗1)
2 f (x)≤ 0.

Portanto, pela Proposição1.25, o subsistema (3-3) possui um único ciclo limite

globalmente assintoticamente estável. �

3.1.1 Dinâmica na região de deslize e existência de equilíbrios

De acordo com as definições, fornecidas na seção1.2do capítulo1, a região de

deslize para um sistema de Filippov é definida porΣs= {z∈ Σ;σ(z)< 0}, onde

σ(z) = 〈∇ f (z),FS1〉〈∇ f (z),FS2〉.

Para determinarmos a região de deslize, denotada porΣs, do modelo (3-1), vamos

considerarf (z) = f (x,y) = x−Rc. Observe que,∇ f (z) = (1,0) e z= (Rc,y) poisz∈ Σs,

assim

σ(z) =
(

rRc

(

1− Rc

K

))(

rRc

(

1− Rc

K

)

− bRcy
1+bhRc

)

.
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Resolvendo a inequaçãoσ(z)< 0, emy, obtemos

y> yc1 =
r
b

(

1− Rc

K

)

(1+bhRc) ,

portantoΣs=
{

(x,y) ∈ R
2
+; x= Rc, y> yc1

}

.

Podemos obter uma equação diferencial para o comportamentodinâmico emΣs

usando um método de controle equivalente ao introduzido porUtkin em [23]. Como f = 0

ex= Rc emΣs, temos que

d f
dt

=
dx
dt

= rRc

(

1− Rc

K

)

− ε
bRcy

1+bhRc
= 0,

emΣs. Resolvendo a equação acima, com respeito aε, obtemos

ε =
r

(

1− Rc

K

)

(1+bhRc)

by
· (3-7)

Segue que, o comportamento dinâmico na região de deslize do modelo (3-1), Σs, pode ser

determinado pela seguinte equação

dy
dt

= rkRc

(

1− Rc

K

)

−δy= φ(y), (3-8)

obtida ao substituirmos o valor deε dado em (3-7) na expressão de ˙y=
dy
dt

dada em (3-1).

No modelo (3-1) podem existir diferentes tipos de pontos de equilíbrio, vamos

analisar a existência de tais pontos de acordo com as definições dadas no Capítulo1.

Seb<
δ

Rc(k−δh)
, ou equivalentementeRc < x∗1, o ponto de equilíbrioE∗

1 é um

equilíbrio regular para o modelo, o qual será denotado porE1
R. Seb >

δ
Rc (k−δh)

, ou

equivalentementeRc > x∗1, o pontoE∗
1 é um equilíbrio virtual, o qual denotaremos porE1

v .

Resolvendo a equaçãoφ(y) = 0, em y, obtemos

y1 =
rkRc

δ

(

1− Rc

K

)

,

logo, o modelo (3-1) possui um pseudo equilíbrio dado porEp = (Rc,y1), desde que

y1 > yc1.

O ponto de tangênciaE1
T satisfazx= Rc eX f(E1

T) = X∇ f (E1
T) = 0, ondeX é o

campo de vetores associado ao modelo (3-1), ou seja,E1
T satisfaz

rRc

(

1− Rc

K

)

− εbRcy
1+bhRc

= 0,
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resolvendo a equação acima emy obtemos

y=
r

(

1− Rc

K

)

(1+bhRc)

εb
. (3-9)

Note que, comoε = 0 ouε = 1, a expressão (3-9) apenas tem sentido paraε = 1. Segue

que, existe um ponto de tangênciaE1
T = (Rc,yc1) para o subsistemaFS2, dado em (3-3).

Observe que,

F2
S2

f (E1
T) =

(

0,
kbRcyc1

1+bhRc
−δyc1

)(

r − rRc

K
− byc1

(1+bhRc)2 ,
−bRc

1+bhRc

)

=
−bRcyc1

1+bhRc

(

kbRc

1+bhRc
−δ
)

,

substituindo o valor deyc1, determinado na seção3.1.1, e manipulando o resultado

encontrado, obtemos que

F2
S2

f (E1
T) =

Rcrδ
1+bhRc

(

1− Rc

K

)(

1− Rc

x∗1

)

.

Assim,E1
T é um ponto de tangência visível seRc < x∗1 e invisível seRc > x∗1.

O equilíbrio de fronteira do modelo (3-1) deve satisfazer as seguintes equações

rx
(

1− x
K

)

− εbxy
1+bhx

= 0,
εkbxy

1+bhx
−δy= 0, (3-10)

comx= Rc. Quandoε = 1, Rc = x∗1 =
δ

b(k−δh)
e y> 0, a partir da primeira igualdade

em (3-10), obtemos

rRc

(

1− Rc

K

)

− bRcy
1+bhRc

= 0⇒ y=
r
b

(

1− Rc

K

)

(1+bhRc) ,

substituindo este valor dey na segunda igualdade de (3-10) obtemos

(

kbRc

1+bhRc
−δ
)(

r
b

(

1− Rc

K

)

(1+bhRc)

)

= 0,

pois Rc =
δ

b(k−δh)
implica emδ =

kbRc

1+bhRc
. Portanto, o equilíbrio de fronteira do

modelo pode ser escrito comoE1
B =

(

Rc,
r
b

(

1− Rc

K

)

(1+bhRc)

)

.
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Lema 3.2 O equilíbrio regular E1
R e o pseudo equilíbrio Ep do modelo(3-1) não coexis-

tem. Além disso, se Ep existe então ele é estável na região de deslizeΣs.

Demonstração. Suponhamos queE∗
1 é equilíbrio regular do modelo, isto é,Rc < x∗1, logo

yc1 −y1 =
r
b

(

1− Rc

K

)(

1− (Rcb(k−δh)
δ

)

=
r
b

(

1− Rc

K

)(

1− Rc

x∗1

)

> 0,

já queRc <K. Isto indica queEp = (Rc,y1) não pertence aΣs, ou seja, o pseudo equilíbrio

Ep não existe.

Por outro lado, seEp é um pseudo equilíbrio do modelo (3-1) entãoy1 > yc1, isto

é,kbRc > δ(1+bhRc). Assim

Rc−x∗1 = Rc−
δ

b(k−δh)
=

bkRc− (bδhRc+δ)
b(k−δh)

> 0,

de onde concluímos queRc > x∗1 eE∗
1 é um equilíbrio virtual.

Portanto, o equilíbrio regular e o pseudo equilíbrio não coexistem.

Para provar que o pseudo equilíbrioEp é estável emΣs, basta mostrarmos que

φ′(y1)< 0. Mas,φ′(y) =−δ < 0 para todoy∈ R, em particularφ′(y1)< 0. Segue que, se

Ep existe então ele é um ponto estável emΣs. �

3.1.2 Análise qualitativa global

Nesta subseção, apresentamos os resultados referentes ao comportamento quali-

tativo global do modelo de Gause (3-1).

Considerex∗1 ≤
Kbh−1

2bh
e△ < 0, neste caso temos queE∗

1 é um foco instável

e, pelo Lema3.1, existe um único ciclo limite estável no subsistemaFS2. Denotaremos tal

ciclo limite porγ2, a coordenada mais à direita deγ2 por R2 = (xR2,yR2) e a coordenada

mais à esquerda porL2 = (xL2,yL2). Neste trabalho dizemos queγ é ciclo limite do modelo

(3-1) se ele está completamente na regiãoS2. Então, temos os seguintes resultados.

Teorema 3.3 O modelo possui um ciclo limite globalmente assintoticamente estávelγ se

e somente se0≤ Rc < xL2.

Demonstração. Suponhamos que 0≤ Rc < xL2, entãoE∗
1 torna-se um equilíbrio regular

do modelo e o ponto de tangênciaE1
T de FS2 é visível, isto indica que neste caso o

pseudo equilíbrio não existe, consequentemente,
dy
dt

= rkRc

(

1− Rc

K

)

−δy< 0 ∀y∈ Σs.

Além disso, o ciclo limiteγ2 do subsistemaFS2 está completamente à direita da linha de

descontinuidadex = Rc, isto é, na regiãoS2. Portanto,γ = γ2 é um ciclo limite para o

mmodelo (3-1).
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Qualquer solução partindo do ponto de tangênciaE1
T não encontra a linha limite

x= Rc novamente, tal solução deve tender aγ2 já queγ2 é globalmente assintoticamente

estável no subsistemaFS2. Dada uma trajetória partindo da regiãoS2 temos que, se ela

não atinge a região de deslizeΣs então ela tende aγ2 devido à estabilidade deγ2, caso

contrário, a trajetória irá mover atéE1
T ao longo do segmento de deslize, já quedy/dt < 0

emΣs, e então tender aγ2. Assim, qualquer trajetória iniciando na regiãoS2 convergirá ao

ciclo γ2.

Qualquer solução iniciando na regiãoS1 do modelo alcançará a linhax= Rc em

um tempo finito. As soluções que encontraremΣs irão mover-se paraE1
T e assim tenderão

a γ2. Além disso, as soluções que alcançam a linhax= Rc abaixo do ponto de tangência

entrarão na regiãoS2 e consequentemente tenderão aγ2. Portanto, todas as soluções do

modelo convergem paraγ2, ou seja,γ = γ2 é globalmente assintoticamente estável, ver

Figura3.1.

Figura 3.1: Retrato de fase do modelo(3-1), onde fixamos b= 0.19
e o parâmetro de bifurcação Rc = 8.

Reciprocamente, seγ é um ciclo limite para o modelo (3-1) então 0≤ Rc < xL2.

De fato, seRc = xL2, entãoγ é tangente a linha de descontinuidadex= Rc e isto contradiz

a definição de ciclo limite para o modelo. SeRc > xL2, então somente uma parte do ciclo

limite está na regiãoS2 e novamente isto contradiz a definição deγ. É claro queRc ≥ 0,

poisRc é a densidade crítica de presas. �

Teorema 3.4 O modelo de Gause possui
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(1) um ciclo tangente globalmente assintoticamente estável se, e somente se, xL2 = Rc,

(2) um ciclo de canard globalmente assintoticamente estável se, e somente se,

xL2 < Rc < x∗1.

Demonstração. (1) SexL2 = Rc, é claro que o ciclo limiteγ2 do subsistemaFS2 é tangente

a Σs no ponto de tangênciaE1
T , assimγ2 é um ciclo tangente para o modelo (3-1),

ver Figura3.2-(a). A prova da estabilidade deγ2 é similar à prova no Teorema3.3.

Reciprocamente, é fácil ver que, seγ2 é um ciclo tangente para o modelo entãoxL2 = Rc.

(2) SexL2 < Rc < x∗1, entãoE∗
1 é um equilíbrio regular e o ponto de tangência

E1
T do subsistemaFS2 é visível. Assim, o ciclo limiteγ2 não se encontra completamente

na regiãoS2 e pelo Lema3.2 o pseudo equilíbrioEp não existe. Logo, para mostrar a

existência do ciclo de canard, apenas precisamos provar quea solução do modelo (3-1)

partindo do ponto de tangênciaE1
T chegará a um pontoA1 ∈ Σs. SejaΓ1 a trajetória

partindo deE1
T , temos queΓ1 chegará até a isóclina vertical que esta á direita deE1

T devido

à instabilidade deE∗
1. Isto indica queΓ1 deve encontrarΣs em um pontoA1. Temos que

A1 6= E1
T , caso contrário teríamos uma inconsistência quanto a posição do ciclo limite de

FS2. Além disso,(FS1 f (z))(FS2 f (z)) < 0 em
(

E1
T ,A1

]

, já que
(

E1
T ,A1

]

é um segmento

que pertence aΣs, e comoE∗
1 é um foco instável deFS2 segue queΓ1 é um arco do tipo

focal. Como não existe pseudo equilíbrio emΣs, temos que{FS1,FS2} é um conjunto

linearmente independente em
[

E1
T ,A1

]

. De acordo com a Definição1.23e o Lema1.24,

o modelo (3-1) tem um ciclo de canardΓ = Γ1∪E1
TA1 ver Figura3.2-(b).

A1

*
*

( )a ( )b

γ2

E∗
1

E∗
1

E1
T

E1
T

Rc

Rc

Γ

Figura 3.2: Retrato de fase para o modelo(3-1), onde fixamos
b = 0.19 e escolhemos Rc como um parâmetro de
bifurcação, em(a) Rc = 10.3 e em(b) Rc = 11.

Qualquer solução na região interior deΓ deve atingir o segmentoE1
TA1, poisE∗

1

é um foco instável deFS2. Além disso, qualquer solução exterior aΓ deve tender ao ciclo
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de canard e a prova é similar àquela feita no Teorema3.3. Consequentemente, existe um

ciclo de canard globalmente assintoticamente estável no modelo (3-1).

Agora vamos mostrar que a existência de um ciclo de canardΓ, globalmente

assintoticamente estável, no modelo implica quexL2 < Rc < x∗1. De fato, se tivéssemos

xL2 ≥ Rc poderíamos garantir a existência de um ciclo limite ou de um ciclo tangente

no modelo, mas isto contraria o fato de queΓ é um ciclo de canard. Logo, temos que

xL2 < Rc. Por outro lado, seRc ≥ x∗1, entãoE∗
1 torna-se um equilíbrio virtual e segundo

o Lema3.2 o pseudo equilíbrioEp existe e é estável com respeitoΣs. Isto contradiz a

estabilidade global do ciclo de canard, assim devemos terRc < x∗1. �

Teorema 3.5 O pseudo equilíbrio Ep, do modelo(3-1), é globalmente assintoticamente

estável se e somente se x∗
1 ≤ Rc < K.

Demonstração. Temos queRc < K, pois K é a capacidade de suporte para as presas,

ou seja,K é a quantidade máxima de presas. Se o pseudo equilíbrio do modelo (3-1) é

globalmente assintoticamente estável entãoEp existe e, pelo Lema (3.2), E∗
1 = E1

v é um

ponto de equilíbrio virtual para o modelo e isto implica quex∗1 ≤ Rc. De onde obtemos

x∗1 ≤ Rc < K.

Reciprocamente, sex∗1 ≤ Rc < K, entãoE∗
1 torna-se um equilíbrio virtual e o

ponto de tangênciaE1
T de FS2 é invisível. Pelo Lema3.2,o pseudo equilíbrioEp existe

e é estável com respeito aΣs, ver Figura3.3-(b). Portanto, precisamos apenas mostrar

que qualquer solução iniciando na linhax= Rc comy< yc1 atinge região de deslizeΣs.

Mas, qualquer solução partindo da linhax= Rc comy< yc1 entra na regiãoS2, então se

olharmos essa solução como uma trajetória deFS2 ela tende ao ciclo limite deFS2, ou seja

a solução atinge a linhax = Rc em Σs, consequentemente tal solução tende ao pseudo

equilíbrioEp. Portanto, o pseudo equilíbrioEp do modelo é globalmente assintoticamente

estável. �

Considerandox∗1 >
Kbh−1

2bh
e △ < 0 sabemos queE∗

1 é um foco estável no

subsistemaFS2. Neste caso, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.6 Se 0 ≤ Rc < x∗1, então o ponto de equilíbrio regular E∗1 é globalmente

assintoticamente estável. Além disso, temos que x∗
1 ≤ Rc < K se, e somente se, o pseudo

equilíbrio Ep é globalmente assintoticamente estável.

Demonstração. A primeira afirmação do teorema pode ser demonstrada de forma similar

à prova do Teorema3.3 e a demonstração da segunda afirmação é similar à prova do

Teorema3.5. �
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3.2 Análise da bifurcação e simulações numéricas

Nesta seção fixamos os parâmetros conforme a Tabela3.1 para analisar a

bifurcação e apresentar uma investigação numérica para o modelo (3-1).

Tabela 3.1:Valores dos parâmetros para análise numérica.

Definições Unidades Valores
Taxa de crescimento intrínseco das presasr por dia 1
Capacidade de suporte para presasK por unidade de área50
Taxa de busca do predadorb por dia 0−0.7
Tempo de manipulaçãoh por presa 1
Taxa de Conversãok - 0.45
Taxa de morte do predadorδ por dia 0.36
Limite crítico de presasRc por unidade de área0−50

Observamos que uma típica bifurcação tangente pode ocorreruma vez que o

ciclo limite γ2 pode ser tangente a região de deslizeΣs no ponto de tangênciaE1
T quando

Rc = xL2. Por exemplo, quandoRc atinge o valor críticoRc = 10.3 o ciclo limiteγ2 torna-

se um ciclo tangente para o modelo (3-1), o qual é tangente à linha de descontinuidade

x = Rc no ponto de tangência visívelE1
T , como mostra a Figura3.2-(a). Neste caso, o

ciclo limite tangente é atrator com uma órbita de entrada estável deslizante.

*

*

(a) (b)

E1
v

E1
B

E1
T

RcRc

Ep

Figura 3.3: Retrato de fase para o modelo(3-1), com(a) Rc = 21;
(b) Rc = 35.

QuandoRc < xL2 temos queγ2 é um ciclo limite estável para o modelo e coexiste

com o ponto de tangência visívelE1
T , como mostra a Figura3.1 com Rc = 8. Para
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xL2 < Rc <
δ

b(k−δh)
o ciclo tangente estável torna-se um ciclo de canard, ver Figura

3.2-(b).

Uma bifurcação foco de fronteira pode ocorrer no modelo (3-1) quando os

equilíbriosE∗
1, E1

T eE1
B colidem simultaneamente. Escolhendo o parâmetro de bifurcação

Rc = 21 eb= 0.19 o ciclo de canard estável encolhe e neste caso o equilíbrioregularE∗
1,

o equilíbrio de fronteiraE1
B e o ponto de tangênciaE1

T coexistem, ver Figura3.3-(a), onde

Rc é obtido porRc =
δ

b(k−δh)
e o equilíbrio de fronteira é um ponto atrator com uma

órbita de entrada estável deslizante. QuandoRc satisfazxL2 < Rc <
δ

b(k−δh)
, o ciclo de

canardΓ passa pelo ponto de tangência visível e envolve o foco instável E∗
1 como mostra

a Figura3.2-(a). ParaRc >
δ

b(k−δh)
, o ponto de equilíbrio de fronteiraE1

B é substituído

por um pseudo equilíbrio estávelEp e um ponto de tangência invisívelE1
T , ver Figura

3.3-(b).

*
*

*

(a) (b) (c)
E1

v

E1
B

E1
T

E1
T

RcRcRc

E∗
1E∗
1

Ep

Figura 3.4: Retrato de fase para o modelo(3-1), onde b= 0.175e
(a) Rc = 14; (b) Rc = 22.8; (c) Rc = 35.

QuandoE∗
1 é um foco estável eRc = 22.8 pode ocorrer outra bifurcação foco de

fronteira no modelo (3-1), ondeRc é obtido porRc =
δ

b(k−δh)
. Neste caso, temos que

o equilíbrio de fronteiraE1
B é estável com uma órbita de entrada estável deslizante como

mostra a Figura3.4-(b). O foco estávelE∗
1 e o ponto de tangência visívelE1

T coexistem

quando 0< Rc <
δ

b(k−δh)
, ver Figura3.4-(a), e paraRc >

δ
b(k−δh)

existe um único

pseudo equilíbrio estávelEp, um ponto de tangência invisívelE1
T e o ponto de equilíbrio

E∗
1 torna-se um equilíbrio virtual com mostra a Figura3.4-(c).

No caso em queE∗
1 é um nó estável empregamos um método numérico para

investigar o comportamento qualitativo do modelo (3-1). Para isso, fixamos os valores dos

parâmetros de acordo com a tabela3.1e tomamosRc como um parâmetro de bifurcação,

então o comportamento dinâmico do modelo (3-1) pode ser apresentado pela Figura3.5.
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*

*

(a) (b) (c)

E1
v

E1
B

E1
T

E1
T

Rc Rc

Rc

E∗
1E∗
1

Ep

Figura 3.5: Retrato de fase para o modelo(3-1), onde b= 0.1 e
o parâmetro de bifurcação em(a) Rc = 30; em (b)
Rc = 40e em(c) Rc = 45.

QuandoRc = 30 a trajetória que alcança a região de deslizeΣs move até o

ponto de tangência visívelE1
T e então tende ao ponto de equilíbrioE∗

1 ao longo das

assíntotas, enquanto as trajetórias que não encontramΣs também tende ao nó estável, ver

Figura3.5-(a). Portanto, o ponto de equilíbrioE∗
1 é um nó globalmente assintoticamente

estável. ParaRc = 40 o modelo (3-1) possui um ponto de equilíbrio na fronteira,E1
B,

globalmente assintoticamente estável como mostra a Figura3.5-(b). QuandoRc cresce o

nó estávelE∗
1 torna-se um equilíbrio virtual e existe um pseudo equilíbrio, globalmente

assintoticamente estável,Ep próximo ao ponto de tangência invisívelE1
T , ver Figura3.5-

(c) na qualRc = 45.

△= 0

x∗1 =
(Kbh−1)

2bh

Rc = x∗1

Rc

b
Figura 3.6: O diagrama de bifurcação para o modelo(3-1) com

respeito a taxa de busca de presas b e o limite popula-
cional crítico de presas Rc.

Na Figura3.6 apresentamos um diagrama de bifurcação para o modelo (3-1),

ondex∗1 =
Kbh−1

2bh
quandob = 0.18 e△ = 0 quandob ≈ 0.1636. Nas regiões 1, 3 e

6 existe um pseudo equilíbrio estávelEp, na região 2 existem um cilo limite estável, um
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ciclo tangente e um ciclo de canard, na região 4 existe um focoestável e na região 5 existe

um nó estável. Assim o comportamento dinâmico do sistema é claramente mostrado nas

diferentes regiões do diagrama, que corresponde com nossosprincipais resultados.

Observamos que o ponto de equilíbrioE∗
1 é um nó instável quandob < 0, mas

este caso não está incluso nas nossas análises, pois sendob a taxa de busca das presas

pelo predador temos queb> 0.

Note que, o limite populacional crítico de presasRc desempenha um papel

fundamental na determinação dos resultados analíticos. Entretanto, a taxa de busca de

presas, denotado porb, que poderia determinar o tamanho da população de predadores é

crítico para o predador. Por isso, com objetivo de explorar ocomportamento dinâmico do

sistema do modelo (3-1), escolhemosb eRc como parâmetros de bifurcação e fixamos os

outros parâmetros conforme a Tabela3.1. Resultados similares poderiam ser obtidos se

escolhêssemos outros pares de parâmetros como parâmetro debifurcação.



CAPÍTULO 4
Modelo predador-presa com estratégia de

colheita com limiar contínuo

Neste capítulo consideramos um modelo predador-presa com estratégia de co-

lheita de limiar contínuo, onde essas estratégias ocorrem quando a densidade de predado-

res está acima de um certo limiteT. Um modelo com essa política é descrito por

(ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

,
β1xy
α+x

−δy−H(y)

)

, (4-1)

ondeH(y) = 0 sey≤ T eH(y) =
h(y−T)
c+y−T

sey> T.

No que segue, vamos analisar o comportamento qualitativo domodelo (4-1)

empregando métodos teóricos e numéricos.

Quanto ao comportamento geral das soluções temos o seguinteresultado.

Teorema 4.1 Todas as soluções do modelo(4-1) são uniformemente limitadas.

Demonstração. ComoT > 0, o eixox e o eixoy são ambos invariantes.

ConsidereM(t) = x+ βy/β1. Calculando a derivadadM(t)/dt com relação a

(4-1), obtemos
dM(t)

dt
= rx− rx2

K
− βδy

β1
− βH(y)

β1
,

de onde segue que

dM(t)
dt

+δM(t) = (r +δ)x− rx2

K
− βH(y)

β1
.

Como 0≤ H(y)≤ h paray> 0, temos que

(

rx2

K
+

βH(y)
β1

)

> 0 existeL > 0 tal que

dM
dt

+δM = (r +δ)x−
(

rx2

K
+

βH(y)
β1

)

≤ (r +δ)x≤ (r +δ)K = L.
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Observe que, o lado direito da inequação acima é limitado para todo(x,y) ∈ R
2
+. Usando

a inequação diferencial̇M+δM ≤ L, obtemos

M(x,y)<
L
δ
+

(

M(0)− L
δ

)

e−δt =
L
δ
(1−e−δt)+M(x(0),y(0))e−δt,

logo, quandot → ∞, temos que 0< M <
L
δ

. Ou seja, as soluções permanecem na região

B =

{

(x,y) ∈ R
2
+;0≤ x+

βy
β1

≤ L
δ

}

. Isto significa, pela definição deM(t), que existe

uma constanteM1 > 0 tal quex(t)≤ M1 ey(t)≤ M1 parat grande o suficiente.

Portanto todas as soluções do modelo são uniformemente limitadas como que-

ríamos demonstrar. �

4.1 Existência de pontos de equilíbrio

Nesta seção vamos investigar a existência de equilíbrios para o modelo (4-1) e

analisar a estabilidade destes pontos. Observe que, na ausência de colheita, isto éH = 0 e

y≤ T o comportamento do modelo é descrito pelo subsistema

(ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

,
β1xy
α+x

−δy

)

(4-2)

e com colheita, ou sejaH 6= 0 ey> T, o comportamento do modelo é descrito por

(ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

,
β1xy
α+x

−δy− h(y−T)
c+y−T

)

. (4-3)

Como T > 0 temos que ¯y = 0 < T, assim o equilíbrio extinçãoE0 = (0,0) e

o ponto de equilíbrioE0 = (K,0) existem para quaisquer valores dos parâmetros. Além

disso, se o modelo (4-1) possui um ponto de equilíbrio interiorE∗ = (x∗,y∗), então tal

equilíbrio deve satisfazer as seguintes equações

y=
r
β

(

1− x
K

)

(α+x), x=
α(H(y)+δy)

(β1−δ)y−H(y)
· (4-4)

Sabemos, pela primeira equação de (4-4), quey > 0 implica em
(

1− x
K

)

> 0 e, con-

sequentemente, obtemosx < K. Assim, o equilíbrio interiorE∗ existe somente quando

x∗ < K. ParaH(y) = 0 e y ≤ T a segunda equação de (4-4) implica quex∗ =
δα

β1−δ
,
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substituindo esse valor dex∗ na primeira equação de (4-4) obtemos

y∗ =
rβ1α

β
(Kβ1−δ(K +α))

K(β1−δ)2 = T0. (4-5)

Neste caso, o subsistema (4-2) possui um único equilíbrio interior que denotamos por

E1 = (x1,y1) =

(

δα
β1−δ

,T0

)

. Segue que, paray ≤ T o modelo (4-1) possui um único

equilíbrio interior, denotado porE1. Observe queE1 pode ser um equilíbrio real se

0< T0 ≤ T ou virtual se 0< T < T0.

QuandoH(y) 6= 0, o equilíbrio interiorE∗ existe se suas coordenadas satisfazem

as equações

y=
r
β

(

1− x
K

)

(α+x),
β1x

α+x
−δ =

h(y−T)
y(c+y−T)

· (4-6)

Para o casoy> T, se o equilíbrio interior existe, devemos tery∗ > T e assim pela segunda

equação de (4-6) temos que
β1x∗

α+x∗
− δ > 0 de onde obtemosx∗ >

αδ
β1−δ

. Além disso,

substituindo a primeira equação de (4-6) na segunda obtemos quex∗ é raíz da equação

P(x) =
β1−δ
β2K2 x4− 2K(β1−δ)−α(β1−2δ)

β2K2 x3

+

(

β1−δ
β2 +

2Kα(2δ−β1)−α2δ
β2K2 +

(c−T)(β1−δ)−h
rβK

)

x2

+

(

(β1−2δ)Kα+2α2δ
β2K

+
h(α−K)+(c−T)[K(β1−δ)+δα]

βrK

)

x

+
hT
r2 − α(h+δc−δT)

rβ
− δα2

β2 = 0,

(4-7)

onde
β1−δ
β2K2 > 0, já que assumimosβ1 > δ. Em resumo, se o subsistema (4-3) possui um

ponto de equilíbrio interiorE∗ = (x∗,y∗) entãoy∗ > T, αδ/(β1−δ) < x∗ < K e x∗ é raíz

do polinômioP(x) de grau quatro definido acima. Portanto, paray > T o modelo (4-1)

possui no máximo quatro pontos de equilíbrio interior.

A fim de determinar condições para a existência dos equilíbrios E∗ e precisar

quantos podem existir, vamos analisar a existência das raízes de um polinômio qualquer

Q(x) = a4x4+a3x3+a2x2+a1x+a0 coma4 6= 0. Sabemos queQ(x) pode possuir

1. quatro raízes simples, se existiremp1, p2 tais queQ(pi) = 0 eQ′(pi) < 0, i = 1,2,

como mostra a Figura4.1-(a).

2. uma raíz dupla e duas simples, se existiremp1, p2 tais queQ(p1) = Q(p2) = 0,

Q′(p1) = 0 eQ′(p2)< 0, ver Figura4.1-(b).
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3. duas raízes duplas, se existiremp1, p2 tais queQ(p1) = Q(p2) = 0 e Q′(p1) =

Q′(p2) = 0, ver Figura4.1-(c).

4. uma raíz simples e uma tripla, se existir um únicop∈R tal queQ(p)= 0,Q′(p)< 0

eQ′(x) 6= 0 para todop 6= x∈ R comQ(x) = 0, ver Figura4.1-(d).

5. uma raíz quarta, se existir um únicop∈ R tal queQ(p) = Q′(p) = 0, como mostra

a Figura4.1-(e).

6. nenhuma raíz, seQ(x)> 0 para todox∈ R, como mostra a Figura4.1-( f ).

(a) (b) (c)

(d) (e) ( f )

p1p1p1 p2p2p2
RRR

RRR pp

Figura 4.1: Raízes de um polinômio de grau quatro.

Voltando aos pontos de equilíbrio interiorE∗ do modelo (4-1), observe que, de

acordo com a Definição (1.4), esses pontos são pontos de interseção das isóclinas parti-

culares do modelo e pela discussão anterior isso ocorre segundo as raízes do polinômio

P(x). Segue que, podemos fazer uma análise similar àquela feita paraQ(x), agora usando

as inclinações das isóclinas particulares nos pontosE∗. Sejam

f1(x,y) = rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

e f2(x,y) =
β1xy
α+x

−δy−H(y) , (4-8)

pela fórmula de derivação implicíta temos que as inclinações das isóclinas particulares

f1(x,y) = 0 e f2(x,y) = 0 são dadas por− f1x

f1y

e− f2x

f2y

, respectivamente.

Considerando o caso em que 0< T < T0, temos que o modelo não possui ponto

de equilíbrio paray∗ ≤ T. Quandoy∗ > T, note que

P

(

δα
β1−δ

)

=
−h(y∗−T)

y∗(c+y∗−T)
< 0,
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assim, a equaçãoP(x) = 0 possui no máximo três raízes reais parax∈
(

δα
β1−δ

,K

)

. Isto

significa que o modelo (4-1) possui no máximo três equilíbrios interior. Denotamos os

três equilíbrios porE∗
1 = (x∗1,y

∗
1), E∗

2 = (x∗2,y
∗
2) e E∗

3 = (x∗3,y
∗
3) e supomosx∗1 > x∗2 > x∗3.

Assim, se existe um equilíbrioE∗ tal que

− f1x

f1y

∣

∣

∣

E∗
=− f2x

f2y

∣

∣

∣

E∗
, (4-9)

então E∗ é uma raíz de multiplicidade dois paraP(x), logo só podem existir dois

equilíbrios,E∗
1 e E∗

2 ou E∗
3 eE∗

2. Se existe um equilíbrio tal que

− f1x

f1y

∣

∣

∣

E∗
<− f2x

f2y

∣

∣

∣

E∗
, (4-10)

entãoE∗ é uma raíz simples deP(x), e deve existir mais dois equilíbrios além deE∗,

logo existem três equilíbrios,E∗
1, E∗

2 e E∗
3. Sobre outras condições, existe somente um

equilíbrio.

Pelas discussões anteriores temos que se 0< T0 ≤ T, o modelo possui um

ponto de equilíbrio interior que denotamos porE1 = (x1,y1) paray ≤ T, o que implica

H(y1) = 0. Paray> T, observe que

P(x1) = P

(

δα
β1−δ

)

=
−h(y∗−T)

y1(c+y1−T)
=

H(y1)

y1
= 0,

assim não temos nenhuma informação para limitar a quantidade de raízes deP(x) no

intervalo(δα/(β1−δ),K). Analisando as inclinações das isóclinas particulares temos os

seguintes casos.

1. Se a equação (4-9) for válida para todo equiíbrio interiorE∗ comy∗ > T, entãoE∗

será único e denotaremos porE∗
1.

2. Se existe um único ponto de equilíbrioE∗
1 tal que a equação (4-10) é verdadeira e

a equação (4-9) não é válida para ponto algum, então o modelo possui apenas dois

equilíbrios interior denotados porE∗
1 eE∗

2.

3. Se existem dois pontosE∗
1 e E∗

2 tais que (4-9) e (4-10), respectivamente, então o

modelo possui três equilíbrios interior denotados porE∗
1, E∗

2 eE∗
3.

4. Se existem dois pontosE∗
1 e E∗

2 tais que a equação (4-10) é válida, então o modelo

possui quatro pontos de equilíbrios denotados porE∗
i com i = 1, 2, 3 e 4.

5. Sobre outras condições, o modelo não possui equilíbrio interior.
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No que segue, vamos analisar o comportamento qualitativo domodelo conside-

rando os casos 0< T < T0 e 0< T0 ≤ T, conforme descrevemos acima.

4.1.1 Análise da estabilidade dos pontos de equilíbrio

Para analisarmos a estabilidade dos pontos de equilíbrio primeiro consideramos

o caso em que 0< T < T0. Assim, paray ≤ T, o modelo (4-1) não possui equilíbrios

interior, e paray> T o modelo possui no máximo três equilíbrios interior.

A estabilidade dos equilíbrios é determinada pela matriz Jacobiana

J(x,y) =

(

f1x f1y

f2x f2y

)

=









r − 2rx
K

− βαy
(α+x)2 − βx

α+x
β1αy

(α+x)2

β1x
α+x

− dH(y)
dy

−δ









.

Calculando a matriz Jacobiana no ponto de equilíbrioE0 = (0,0) e determinando

os autovalores deJ(0,0), obtemosλ1= r eλ2=−δ. Consequentemente,E0 é um ponto de

sela com variedade instável na direçãox e variedade estável na direçãoy. Para o equilíbrio

E0 = (K,0) temos que

J(K,0) =







r − 2rK
K

− βK
α+K

0
β1K

α+K
−δ






=









−r − βK
α+K

0
β1K

α+K
−δ









,

e determinando os autovalores deJ(K,0) obtemosλ1 = −r e λ2 =
β1K

α+K
− δ. Observe

queλ1 < 0 e

λ2 < 0⇔ β1K
α+K

< δ ⇔ K <
αδ

β1−δ
·

Segue queE0 é nó estável seK <
αδ

β1−δ
e um ponto de sela seK >

αδ
β1−δ

. QuandoE0

é um ponto de sela temos que o eixox é a variedade estável e a reta

y= −β1K+(r −δ)(α+K)

βK
(x−K) é a variedade instável. Consequentemente, seE0 for

um ponto estável globalmente, então o ponto de equilíbrio interior E∗ não existe pois tal

ponto existe seK >
αδ

β1−δ
. Neste caso, é impossível existir um ciclo limite no modelo

(4-1). Se o equilíbrio interno existe então o pontoE0 é sempre um ponto de sela.

Para um ponto de equilíbrio interiorE∗= (x∗,y∗) comy∗ >T, a matriz Jacobiana

torna-se

J(E∗) =







a11 − βx∗

α+x∗
β1αy∗

(α+x∗)2 a22






, (4-11)
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onde

a11 = r − 2rx∗

K
− βαy∗

α+x∗
, a22 =

β1x∗

α+x∗
− hc

(c+y∗−T)2 −δ.

O determinante e o traço deJ(E∗) = J(x∗,y∗) são, respectivamente,

D = a11a22+
ββ1αx∗y∗

(α+x∗)3 , Tr = a11+a22 .

Segue que,

• seD < 0, então um dos autovalores deJ(E∗) têm parte real positiva e o outro tem

parte real negativa. Assim,E∗ é um ponto de sela.

• seD > 0 eTr > 0, então todos os autovalores deJ(E∗) tem parte real positiva. De

modo queE∗ é um nó instável.

• seD > 0 e Tr < 0, então todos os autovalores deJ(E∗) tem parte real negativa,

assimE∗ é um estável. Além disso, seTr2−4D ≥ 0 então o ponto de equilíbrioE∗

é um nó estável e seTr2−4D < 0 entãoE∗ é um foco estável.

• seD = 0 eTr = 0, então o ponto de equilíbrioE∗ é degenerado.

Para o caso 0< T0 < T, a estabilidade dos equilíbrios quandoy> T é a mesma

discutida acima. A análise da estabilidade dos pontosE0 e E0 também é completamente

a mesma e omitiremos os detalhes. Para este caso sabemos que existe um ponto de

equilíbrio quandoy ≤ T, a saberE1 = (x1,T0) = (δα/(β1− δ),T0). De acordo com a

teoria de um clássico modelo predador-presa

(ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

,
β1xy
α+x

−δy

)

, (4-12)

temos os seguintes resultados para a estabilidade deE1.

1. SeK < 2x1+α, entãoE1 é um ponto de equilíbrio estável.

2. SeK < 2x1+α, entãoE1 é instável e o modelo possui pelo menos um ciclo limite.

3. SeK = 2x1+α, o modelo sofre uma bifurcação de Hopf.

Uma análise detalhada pode ser encontrada em [6].

4.2 Análise da bifurcação

Na Seção4.1 vimos que quando Det(J(E∗)) = D = 0 e Tr(J(E∗)) = Tr = 0 o

pontoE∗ é degenerado, ondeE∗ = (x∗,y∗), comy∗ > T, é um ponto de equilíbrio interior

para o modelo (4-1). Neste caso, pelos resultados apresentados na seção1.1do Capítulo
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1, o comportamento dinâmico do modelo pode apresentar algunstipos de bifurcações,

por exemplo a bifurcação de Hopf, bifurcação sela-nó e bifurcação de Bogdanov-Takens.

Nesta seção vamos analisar que tipo de bifurcação pode ocorrer quando os parâmetros

originais do modelo variam.

Baseado na discussão feita na Subseção4.1.1, temos os seguintes resultados para

o modelo (4-1) quando 0< T < T0.

Teorema 4.2 Se o determinante da matriz Jacobiana em E∗ é negativo ou se o determi-

nante e o traço são positivos, então o modelo possui um ciclo limite.

Demonstração. Se o determinante da matriz Jacobiana é negativo, isto é,D < 0 então

qualquer equilíbrio interiorE∗ é um ponto de sela, além disso, temos que os pontos de

equilíbrio E0 e E0 são pontos de sela e pelo Teorema4.1 as soluções do modelo são

limitadas. Segue, pelo Teorema1.6, que o modelo deve possuir um ciclo limite.

Suponhamos que o determinante e o traço da matriz Jacobiana são positivos, ou

sejaD > 0 e Tr > 0. Neste caso, qualquer equilíbrio interiorE∗ é um nó instável e os

pontos de equilíbrioE0 e E0 são pontos de sela. Além disso, pelo Teorema4.1 sabemos

que toda solução do modelo (4-1) é limitada. Portanto o Teorema1.6garante a existência

de um ciclo limite para o modelo.

�

Teorema 4.3 Se K=
δα

β1−δ
, então o modelo apresenta uma bifurcação transcrítica.

Demonstração. ConsidereK como o parâmetro de bifurcação. ParaK >
δα

β1−δ
vimos

que o pontoE0 é um ponto de sela. Além disso, seD > 0, Tr < 0 eTr2−4D ≥ 0 então

o ponto de equilíbrioE∗ é um nó estável. Observe que, quandoK =
δα

β1−δ
temos que

y∗ = T0 = 0 ex∗ = K, assim o pontoE∗ colide comE0. Finalmente, seK <
δα

β1−δ
então

o ponto de equilíbrioE0 é um nó estável e o pontoE∗ não existe. Consequentemente,E0

é um ponto sela-nó e o modelo apresenta uma bifurcação transcrítica. �

Existem valores dos parâmetros de modo que o ponto de equilíbrio interior E∗

do modelo (4-1) satisfazTr(J(E∗)) = 0, comJ(E∗) dada em (4-11). Os autovalores da

matriz JacobianaJ(E∗) são dados por

λ1,2 =
Tr±

√
Tr2−4D
2

,
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assim, seTr = 0 e D > 0 então a matriz JacobianaJ(E∗) tem um par de autovalores

imaginários puros eE∗ é um equilíbrio do tipo centro. Em resumo, existem valores dos

parâmetros tais queE∗ = (x∗,y∗) é um centro.

Vamos determinar condições sobre as quais o equilíbrio interior E∗ é um centro

e o modelo (4-1) sofre uma bifurcação de Hopf. Primeiro mudamos o ponto de equilíbrio

E∗ para a origem a partir de uma mudança de coordenadas,u= x−x∗ ev= y−y∗, obtendo

o seguinte sistema















u̇ = r(u+x∗)

(

1− u+x∗

K

)

− β(u+x∗)(v+y∗)
α+u+x∗

= f (u,v),

v̇ =
β1(u+x∗)(v+y∗)

α+u+x∗
−δ(v+y∗)−H(v+y∗) = g(u,v).

(4-13)

Agora, obtemos a expansão em série de potência das funçõesf (u,v) e g(u,v) em torno

do ponto(0,0). Observe que, para uma funçãof : R2 → R a série de potência em torno

do ponto(0,0) é dada por

f (u,v) = f (0,0)+d f(0,0)(u,v)+
1
2!

d2 f (0,0)(u,v)2+
1
3!

d3 f (0,0)(u,v)3+ ...

+
1
p!

dp f (0,0)(u,v)p+ r(|(u,v)|p+1).

Como f (0,0) = g(0,0) = 0, pois (0,0) é ponto de equilíbrio para o sistema (4-13),

obtemos

f (u,v) = a10u+a01v+a20u
2+a11uv+a30u

3+a21u
2v+O1(|(u,v)|3)

g(u,v) = b10u+b01v+b20u
2+b11uv+b02v

2+b30u
3+b21u

2v+b03v
3+O2(|(u,v)|3)

onde os coeficientes são dados por

a10 = r − 2rx∗

K
− βy∗α

(α+x∗)2 , a01 =− βx∗

α+x∗
, a20 =− r

K
+

βαy∗

(α+x∗)3 ,

a11 =− βα
(α+x∗)2 , a30 =

−βαy∗

(α+x∗)4 , a21 =
βα

(α+x∗)3 ,

b10 =
β1αy∗

(α+x∗)2 , b20 =− β1αy∗

(α+x∗)3 , b01 =
(β1−δ)x∗−δα

α+x∗
− hc

(c+y∗−T)2 ,

b11 =
β1α

(α+x∗)2 , b02 =
hc

(c+y∗−T)3 , b30 =
−β1αy∗

(α+x∗)4 ,

b21 =
−β1α

(α+x∗)3 , b03 =
−hc

(c+y∗−T)4 .
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Portanto o sistema (4-13) pode ser reescrito como







u̇ = a10u+a01v+a20u2+a11uv+a30u3+a21u2v+O1(|(u,v)|4),

v̇ = b10u+b01v+b20u2+b11uv+b02v2+b30u3+b21u2v+b03v3+O2(|(u,v)|4).
(4-14)

O determinante e o traço da matriz associada à parte linear dosistema (4-14) são

dados, respectivamente, por Det(E∗) = a10b01−a01b10 Tr(E∗) = a10+b01. Considerando

os valores dos parâmetros tais queE∗ é um centro, temos que Det(E∗) = D > 0 e

Tr(E∗) = Tr = 0. Além disso,a01 6= 0 implica que a matriz é não singular. Assim, usando

a fórmula do primeiro número de Liapunov, definido em [21], obtemos

σ =
−3πR

2a01D
3
2

=
−3π(α+x∗)R

2βx∗D
3
2

,

ondex∗ satisfaz a equação (4-7) e

R=a10b10(a
2
11+a11b02−2b2

02)+a10a01(b
2
11+a20b11+a11b02−2a2

20)+2b20b02

−a2
01(2a20b20+b11b20)+(a01b10−2a2

01)(b11b02−a11a20)

− (a2
01+a01b10)(3b10b03−3a01a30+2a10a21−a01b21).

Logo, o sinal deσ é determinado porR. SeR 6= 0, então a origem de (4-14) é um foco

fraco de multiplicidade um, além disso, o foco é estável paraR< 0 e instável paraR> 0.

Segue que, seR< 0 entãoσ> 0 e o modelo (4-1) apresenta um ciclo limite instável, assim

temos uma bifurcação subcrítica de Hopf. SeR> 0 entãoσ < 0 e o modelo apresenta um

ciclo limite estável, assim temos uma bifurcação supercrítica de Hopf.

Teorema 4.4 Se Tr(J(E∗)) = Tr = 0 e D= Det(J(E∗)) então o modelo(4-1) exibe as

bifurcações subcrítica e supercrítica de Hopf.

Observe queD = Det(J(E∗)) = f1x f2y − f1y f2x, assim, de acordo com as expres-

sões (4-9) e (4-10) temos que existem valores dos parâmetros tais que

1. D = 0 emE∗ e assim o modelo (4-1) possui somente dois equilíbrios interiores.

2. D > 0 e o modelo possui três equilíbrios interiores.

3. o modelo possui somente um equilíbrio interior.

Então obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.5 Se h= h∗ > 0 então o modelo exibe uma bifurcação sela-nó.
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Demonstração. Suponhamos que existem dois pontos de equilíbrios interiores para o

modelo (4-1), isto é, existe um pontoE∗
2 tal queD= 0. Além disso, consideramosh como

parâmetro de bifurcação, ou sejaD = 0 quandoh= h∗ e tomamos valores dos parâmetros

tais queTr 6= 0 emE∗
2.

A matriz Jacobiana de (4-1), dada na subseção4.1.1e calculada no pontoE∗
2,

possui autovaloresλ1=0 eλ2=Tr 6=0. Consideramos a mudança de variáveisξ=h−h∗,

u = x− x∗2 e v = y− y∗2, que leva o ponto de equilíbrio(h∗,x∗2,y
∗
2) para a origem, e

reescrevemos o modelo (4-1) como















u̇= r(u+x∗2)
(

1− u+x∗2
K

)

− β(v+y∗2)(u+x∗2)
α+u+x∗2

= F1(ξ,u,v),

v̇=
β1(v+y∗2)(u+x∗2)

α+u+x∗2
− (ξ+h∗)(v+y∗2−T)

c+v+y∗2−T
−δ(v+y∗2) = F2(ξ,u,v).

(4-15)

Então
∂F2

∂ξ
=− v+y∗2−T

c+v+y∗2−T
,

∂F2

∂ξ
(0,0,0) =− y∗2−T

c+y∗2−T
,

∂2F2

∂v2 =
2(ξ+h∗)c

(c+v+y∗2−T)3 ,
∂2F2

∂v2 (0,0,0) =
2h∗c

(c+y∗2−T)3 .

Pelas discussões anteriores temos quey∗2 > T e por hipótese temos queh= h∗ > 0, assim
∂2F2

∂v2 (0,0,0) 6= 0 e
∂F2

∂ξ
(0,0,0) 6= 0. Concluímos que o modelo exibe uma bifurcação

sela-nó parah= h∗ > 0 ex∗2 suficientemente grande. �

Pelo Teorema4.5 o modelo (4-1) exibe uma bifurcação sela-nó paraD = 0.

AssumindoD > 0, existem três equilíbriosE∗
1, E∗

2 e E∗
3. Quando o valor deD decresce

o equilíbrioE∗
3 tende ao equilíbrioE∗

2, quandoD = 0 o pontoE∗
3 colide comE∗

2. Em

particular,x∗2 é uma raíz dupla da equação (4-7).

Para o casoD = 0 eTr = 0 temos os seguintes resultados.

Teorema 4.6 Se D= 0 e Tr = 0 em E∗2, então o modelo(4-1) possui somente dois

equilíbrios E∗i , onde i= 1,2, e existem valores para os parâmetros tais que E∗
2 é uma

cúspide de codimensão dois.

Demonstração. Por hipótese temos queD = 0 emE∗
2, isto implica que a equação (4-9)

é válida emE∗
2, segue pela discussões anteriores que o modelo possui somente dois

equilíbrios no primeiro quadrante doR2.

Vimos que no ponto de equilíbrio interior o modelo (4-1) pode ser reescrito, a

partir de mudanças de variáveis, no sistema (4-14), onde

(u̇, v̇) = ( f (u,v),g(u,v)) = F(u,v)
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com f e g sendo funções analíticas, em uma vizinhança da origem, dadas em série de

potência. Observe quex∗2 > 0 implica que a matriz Jacobiana, dada por (4-11), não é

uma matriz nula, isto éA= DF(0) 6= 0, além disso os autovalores deA são nulos. Então,

somente precisamos transformar o sistema (4-14) na forma canônica da cúspide.

Primeiro façamos uma transformação afim,u1 = u e v1 = a10u+a01v, então o

sistema (4-14) torna-se







































u̇1 = v1+

(

a20−
a10a11

a01

)

u2
1+

a11

a01
u1v1+O3(|(u1,v1)|3),

v̇1 = (a01b10−b01a10)u1+(a10+b01)v1+

(

a10a20+a01b20−b11a10−
a11a2

10

a01

)

u2
1

+

(

a10a11

a01
− 2a10b02

a01
+b11

)

u1v1+
b02

a01
v2

1+O4(|(u1,v1)|3).
(4-16)

Agora, façamos uma mudançaC∞ de variáveis em uma vizinhança da origem. Isto é,

tomamosu2 = u1−
a11

2a01
u2

1 e v2 = v1+

(

a20−
a10a11

a01

)

u2
1, então o sistema (4-16) pode

ser reescrito como







u̇2 = v2+O5(|(u2,v2)|3),
v̇2 = (a01b10−b01a10)u2+(a10+b01)v2+η1u2

2+η2u2v2+
b02

a01
v2

2+O6(|(u2,v2)|3),
(4-17)

onde

η1 =a01b20−b01a20−b11a10+
b02a2

10

a01
+

a10a11b01

2a01
+

a11b10

2
,

η2 =2a20+b11−
a10a11

a01
− 2a10b02

a01
· (4-18)

Tomandou3 = u2, v3 = v2+O5(|(u2,v2)|3) e considerandoD = a01b10−b01a10 = 0 e

Tr = a10+b01 = 0 no sistema (4-17), obtemos







u̇3 = v3,

v̇3 = η1u2
3+η2u3v3+

b02

a01
v2

3+O7(|(u3,v3)|3),
(4-19)

comη1 e η2 dados nas equações (4-18).

Considerandoa2 = η1, b1 = η2, temos que o sistema (4-19) satisfaz as hipótese

do Teorema1.17 com k = 2, m= n = 1, f (u3) = g(u3) = 0. Portanto o modelo (4-1)

apresenta uma cúspide de codimensão dois quandoη1η2 6= 0. �
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Na demonstração do Teorema anterior vimos que quandoD = Tr = 0 o mo-

delo (4-1) pode ser reescrito como o sistema (4-19) a partir de mudanças de variáveis, tal

sistema é dado na forma (1-9) comb= c= 0. No que segue, encontraremos um desdobra-

mento versal deE∗
2 dependendo dos parâmetros originais do modelo e mostraremos que

δ e h podem ser tomados como parâmetros de bifurcação de forma queo modelo pode

apresentar uma Bifurcação Bogdanov-Takens.

Sejamδ = δ∗+k1 eh= h∗+k2, ondeδ = δ∗ eh= h∗ satisfazemTr = 0 eD = 0,

respectivamente, ek1, k2 são parâmetros pequenos. Podemos reescrever o modelo (4-1)

como














ẋ= rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

,

ẏ=
β1xy
α+x

− (δ∗−k1)y−
(h∗−k2)(y−T)

c+y−T
.

(4-20)

Quandok1 = k2 = 0, o sistema (4-20) tem um único ponto de equilíbrio interiorE∗
2 que

é uma cúspide de codimesão dois. De fato, neste caso a equação(4-9) é válida para todo

ponto singular do modelo o que implica na existência de um único ponto de equilíbrio

para o modelo e pelo Teorema4.6 temos que este ponto é uma cúspide de codimensão

dois. Parak1 6= 0 ek2 6= 0 temos o seguinte resultado.

Teorema 4.7 Se0 < |δ− δ∗| ≪ 1 e 0 < |h− h∗| ≪ 1 então o modelo(4-1) sofre uma

Bifurcação Bogdanov-Takens. Assim, existem valores dos parâmetros para os quais o

modelo possui um único ciclo limite estável ou apresenta um laço homoclínico.

Demonstração. Para analisar o comportamento do modelo sobre as hipótesesdo teorema

vamos reduzir o sistema (4-20) à forma normal em sucessivos passos. Estes passos são

similares àqueles feitos na demonstração do Teorema4.6.

1. Vamos transladar o ponto de equilíbrioE∗
2 para a origem. Tomandou = x− x∗2 e

v= y−y∗2 obtemos o seguinte sistema



















u̇= r(u+x∗2)

(

1− u+x∗2
K

)

− β(u+x∗2)(v+y∗2)
α+u+x∗2

= g1(u,v),

v̇=
β1(u+x∗2)(v+y∗2)

α+u+x∗2
− (δ∗−k1)(v+y∗2)−

(h∗−k2)(v+y∗2−T)

c+v+y∗2−T
= g2(u,v).

(4-21)

2. Determinando as séries de potência das funçõesg1 e g2, em torno da origem,
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podemos reescrever o sistema (4-21) por































u̇= a10u+a01v+a20u2+a11uv+O1(|(u,v)|3),

v̇= k1y∗2+
k2(y∗2−T)

c+y∗2−T
+b10u+

(

b01+k1+
k2c

(c+y∗2−T)2

)

v+b20u
2

+

(

b02−
k2c

(c+y∗2−T)3

)

v2+b11uv+O2(|(u,v)|3).
(4-22)

3. Tomamos a transformação afimu1 = u ev1 = a10u+a01v e reescrevemos o sistema

(4-22) como































































































u̇1 = v1+

(

a20−
a11a10

a01

)

u2
1+

a11

a01
u1v1+O3(|(u1,v1)|3),

v̇1 = a01k1y∗2+a01
k2(y∗2−T)

c+y∗2−T
+(a01b10−b01a10)u1−a10k1u1

− a10k2c
(c+y∗2−T)2u1+(b01+a10)v1+

(

k1+
k2c

(c+y∗2−T)2

)

v1

+(a10a20+a01b20−b11a10)u2
1+

(

b02a2
10

a01
− a2

10a11

a01

)

u2
1

−
(

a2
10k2c

a01(c+y∗2−T)2

)

u2
1+

(

b02

a01
− k2c

a01(c+y∗2−T)2

)

v2
1

+

(

b11+
a10a11

a01
− 2b02a10

a01
+

2a10k2c
a01(c+y∗2−T)2

)

u1v1+O4(|(u1,v1)|3).
(4-23)

4. Agora, façamos a mudança de variáveis dada por

u2 = u1−
a11

2a01
u2

1, v2 = v1+

(

a20−
a10a11

a01

)

u2
1 ,

então o sistema (4-23) pode ser reescrito como















































u̇2 = v2+O5(|(u2,v2)|3),

v̇2 = a01k1y∗2+
a01k2(y∗2−T)

c+y∗2−T
+(a01b10−b01a10)u2+(a10+b01)v2

+

(

k1+
k2c

(c+y∗2−T)2

)

(v2−a10u2)+

(

b02

a01
− k2c

a01(c+y∗2−T)2

)

v2
2

+η3u2
2+η4u2v2+G1(u2)+v2G2(u2),

(4-24)
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ondeG1(u2) é uma série de potênciasui
2 comi ≥ 3,G2(u2) é uma série de potências

ui
2 satisfazendoi ≥ 2 e os coeficientesη3 e η4 são dados por

η3 =η1+
(a01b10−b01a10)

(

k1(c+y∗2−T)2+k2c
)

−2a2
10k2c

2a01(c+y∗2−T)2 ,

η4 =η2+
2a10k2c

a01(c+y∗2−T)2 , (4-25)

ondeη1 e η2 foram definidos nas equações (4-18).

5. Considerandou3 = u2 e v3 = v2 + O5(|(u2,v2)|3) no sistema (4-24) podemos

reescreve-lo como











































u̇3 = v3,

v̇3 = a01k1y∗2+
a01k2(y∗2−T)

c+y∗2−T
+(a01b10−b01a10)u3+(a10+b01)v3

+

(

k1+
k2c

(c+y∗2−T)2

)

(v3−a10u3)+

(

b02

a01
− k2c

a01(c+y∗2−T)2

)

v2
3

+η3u2
3+η4u3v3+G3(u3)+v3G4(u3)+v2

3G5(u3,v3),
(4-26)

ondeG3(u3) é uma série de potênciasui
3 comi ≥ 3,G4(u3) é uma série de potências

ui
3 satisfazendoi ≥ 2 e G5(u3,v3) é uma série de potênciasui

3v j
3 satisfazendo

i + j ≥ 1, além disso,G3, G4 eG5 são funções que dependem dek1 e k2.

6. Observe que, quandoD = (a01b10−b01a10) = 0, Tr = a10+b01 = 0, 0< |k1| ≪ 1,

0< |k2| ≪ 1 eη1η2 6= 0 temos queη3η4 6= 0. Aplicando o Teorema1.9 e obter a

seguinte igualdade

a01k1y∗2+
a01k2(y∗2−T)

c+y∗2−T
−a10u3

(

k1+
k2c

(c+y∗2−T)2

)

+η3u2
3+G1(u3)

=

(

a01k1y∗2
η3

+
a01k2(y∗2−T)

η3(c+y∗2−T)
− a10k1(c+y∗2−T)2+a10k2c

η3(c+y∗2−T)2 u3+u2
3

)

Q(u3,k1,k2),

ondeQ(u3,k1,k2) é uma série de potência emu3 eQ(0,k1,k2)=η3. Para simplificar

os cálculos tomamos um reescalonamento do tempo e uma mudança de variáveis

dados porτ =
∫ t

0

√

Q(u3(s),k1,k2)ds, z1 = u3 e z2 =
v3

√

Q(u3,k1,k2)
. Assim o
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sistema (4-26) torna-se







































































ż1 = z2,

ż2 =
a01k1y∗2

η3
+

a01k2(y∗2−T)

η3(c+y∗2−T)
−z1

a10k1(c+y∗2−T)2+a10k2c

η3(c+y∗−T)2 +z2
1

+z2
k1(c+y∗2−T)2+k2c

(c+y∗2−T)2
√

Q(z1,k1,k2)
+z2

2

(

b02

a01
− k2c

a01(c+y∗2−T)2

)

+
η4z1z2

√

Q(z1,k1,k2)
+R1(z1,z2,k1,k2),

(4-27)

ondeR1(z1,z2,k1,k2) é uma série de potênciazi
1zj

2 com i + j ≥ 3 e j ≥ 2.

7. Agora façamos a transformação afim dada por

z3 = z1−
a10k1(c+y∗2−T)2+a10k2c

2η3(c+y∗−T)2 , z4 = z2.

Observe queQ(z1,k1,k2) = Q

(

z3+
a10k1(c+y∗2−T)2+a10k2c

2η3(c+y∗−T)2 ,k1,k2

)

, então

para uma análise local temosz3 → 0 e

Q(z1,k1,k2) = Q(A,k1,k2) = Q

(

a10k1(c+y∗2−T)2+a10k2c

2η3(c+y∗−T)2 ,k1,k2

)

.

Segue que, o sistema (4-27) reduz-se a































































ż3 = z4,

ż4 =
a01k1y∗2

η3
+

a01k2(y∗2−T)

η3(c+y∗2−T)
− 1

4

(

a10k1(c+y∗2−T)2+a10k2c

η3(c+y∗−T)2

)2

+z2
3

+
z4

√

Q(A,k1,k2)

(

k1+
a10k1η4

2η3
+

k2c
(c+y∗2−T)2 +

a10k2cη4

2η3(c+y∗2−T)2

)

+
z2
4

a01

(

b02−
k2c

(c+y∗2−T)2

)

+
η4z3z4

√

Q(A,k1,k2)
+R2(z3,z4,k1,k2),

(4-28)

ondeR2(z3,z4,0,0) é uma série de potênciaszi
3zj

4 satisfazendoi + j ≥ 3 e j ≥ 2.
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µ1(k1,k2) =
a01k1y∗2

η3
+

a01k2(y∗2−T)
η3(c+y∗2−T)

− 1
4

(

a10k1(c+y∗2−T)2+a10k2c
η3(c+y∗−T)2

)2

,

µ2(k1,k2) =
1

√

Q(A,k1,k2)

(

k1+
a10k1η4

2η3
+

k2c
(c+y∗2−T)2 +

a10k2cη4

2η3(c+y∗2−T)2

)

.

Calculando a matriz Jacobiana da funçãoF(k1,k2) = (µ1(k1,k2),µ2(k1,k2)) vemos

que a mudança dos parâmetros(k1,k2) para(µ1,µ2) é não singular em uma vizi-

nhaça de(k1,k2) = (0,0). Então, o sistema (4-28) pode ser reescrito localmente

como














ż3 = z4,

ż4 = µ1+µ2z4+z2
3+

η4z3z4
√

Q(A,k1,k2)
+

z2
4

a01

(

b02−
k2c

(c+y∗2−T)2

)

.
(4-29)

Segue que o modelo (4-1) pode ser escrito na forma normal (4-29) e pela Definição

1.18 temos que esta forma normal é um desdobramento universal para a Bifurcação

Bogdanov-Takens. Portanto, o modelo (4-1) sofre uma bifurcação Bogdanov-TaKens.�

Quando 0< T0 < T o modelo possui um único equilíbrio interior, denotado por

E1 = (x1,y1) = (δα/(β1− δ),T0), paray ≤ T e não possui equilíbrio interior ou possui

no máximo quatro paray> T. Quandoy> T a análise da bifurcação é a mesma do caso

anterior e paray< T obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.8 Se K> 2x1 + α, então o modelo possui pelo menos um ciclo limite. Se

K = 2x1+α uma bifurcação de Hopf ocorre.

Finalmente, vamos analisar o comportamento qualitativo domodelo (4-1)

quandoT = T0 = y∗. Neste caso, temos quex∗ =
δα

β1−δ
e o ponto de equilíbrioE∗ =

(x∗,T0) é um ponto de fronteira. A fim de analisarmos a estabilidade deE∗, devemos

considerar o comportamento das soluções do modelo (4-1) emE∗ segundo as órbitas dos

seguintes sistemas

(a): (ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

,
β1xy
α+x

−δy

)

,

(b): (ẋ, ẏ) =

(

rx
(

1− x
K

)

− βxy
α+x

,
β1xy
α+x

−δy− h(y−T)
c+y−T

)

.

SejamE∗
a e E∗

b os pontos de equilíbrio interior dos sistemas (a) e (b), respectivamente,

temos queE∗
a = E∗

b quandoT = T0. Assim, vamos denotá-los simplesmente porE∗.
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Calculando o traço e o determinante das matrizes Jacobianas, associadas aos sistemas

acima, emE∗ obtemos

Tra(E
∗) =r − 2rx∗

K
− βy∗α

(α+x∗)2 +
β1x∗

α+x∗
−δ,

Deta(E
∗) =

(

r − 2rx∗

K

)(

β1x∗

α+x∗
−δ
)

+
βy∗αδ

(α+x∗)2 ,

Trb(E
∗) =r − 2rx∗

K
− βy∗α

(α+x∗)2 +
β1x∗

α+x∗
−δ− hc

(c+y∗−T)2 = Tra(E
∗)− hc

(c+y∗−T)2 ,

Detb(E
∗) =

(

r − 2rx∗

K

)(

β1x∗

α+x∗
−δ
)

+
βy∗αδ

(α+x∗)2 −
hc

(c+y∗−T)2

(

r − 2rx∗

K
− βy∗α

(α+x∗)2

)

=Deta(E
∗)− Tra(E∗)hc

(c+y∗−T)2 +
hc

(c+y∗−T)2

(

β1x∗

α+x∗
−δ
)

.

Observe que
β1x∗

α+x∗
−δ = 0 parax∗ = δα/(β1−δ), hc/(c+y−T)2 > 0 e, pelas

discussões anteriores, Deta(E∗)> 0. Assim, obtemos as seguintes igualdades

Tra(E∗)−Trb(E∗) =
hc

(c+y−T)2 > 0, Deta(E∗) = Detb(E∗)+
hcTra(E∗)
(c+y−T)2 > 0 .

(4-30)

Quandoy∗ = T obtemos o resultado seguinte para o comportamento dinâmicodo modelo

(4-1) emE∗, analisando o comportamento dos campos (a) e (b) emE∗ separadamente, isto

é, E∗ = E∗
a e E∗ = E∗

b. No que segue, vamos considerar Tri =Tri(E∗
i ) e Deti =Deti(E∗

i ),

i = a,b, para simplificar a notação.

Teorema 4.9 Se Detb < 0, então E∗b é um ponto de sela e E∗a pode ser um foco ou um nó

instável. Se Detb > 0 então temos as seguintes dinâmicas.

1. Quando Trb > 0 temos que,

(i) se Tr2a−4Deta ≥ 0, então E∗a e E∗
b são nós instáveis. Neste caso, E∗ é um nó

instável e o modelo apresenta um ciclo limite;

(ii) se Tr2a−4Deta < 0 e Tr2b−4Detb ≥ 0, então E∗a é um foco instável e E∗b é um

nó instável. Neste caso, E∗ é instável e o modelo apresnta um ciclo limite;

(iii) se Tr2b−4Detb < 0, então E∗a e E∗
b são focos instáveis. Neste caso E∗ pode ser

estável, instável ou o modelo possui soluções periódicas.

2. Quando Tra < 0 e Trb > 0 temos que,
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(i) se Tr2b− 4Detb ≥ 0, então E∗a é um nó instável e E∗b é um nó estável. Neste

caso, o modelo possui um laço homoclínico;

(ii) se Tr2b−4Detb < 0 e Tr2a−4Deta ≥ 0, então E∗a é um nó instável e E∗b é um

foco estável, o que implica que E∗ é instável;

(iii) se Tr2b−4Detb < 0 e Tr2a−4Deta < 0 então E∗a é um foco instável e E∗b é um

foco estável. Isto implica que E∗ pode ser um ponto estável, instável ou o

modelo possui soluções periódicas.

3. Quando Tra < 0 temos que,

(i) se Tr2b−4Detb ≥ 0 e Tr2a−4Deta ≥ 0 então E∗a e E∗
b são nós estáveis. Neste

caso, E∗ é um nó estável;

(ii) se Tr2b−4Detb < 0 e Tr2a−4Deta ≥ 0 então E∗a é um nó estável e E∗b é um foco

estável, de modo que, E∗ é estável;

(iii) se Tr2b−4Detb ≥ 0 e Tr2a−4Deta < 0 então E∗a é um foco estável e E∗b é um nó

estável, de modo que, E∗ é estável;

(iv) se Tr2b−4Detb < 0 e Tr2a−4Deta < 0 então E∗a e E∗
b são focos estáveis. Neste

caso, E∗ pode ser um ponto estável ou instável ou o modelo possui soluções

periódicas.

Demonstração. Vamos apenas demonstrar o item 1.(i), as demais afirmações seguem a

partir de uma análise similar. Por hipótese temos que Detb > 0, Trb > 0 e Tr2a−4Deta ≥ 0.

Sabemos que os autovalores das matrizes Jacobianas, associadas aos sistemas (a)

e (b) definidos anteriormente, avaliadas nos pontos de equilíbriosE∗
a eE∗

b são dados por

λi =
Tri ±

√

Tr2i −4Deti

2
,

onde i = a,b. Além disso, a primeira expressão de (4-30) juntamente com Trb > 0

implicam em Tra >Trb > 0. Consequentemente, Tra > 0 e a segunda expressão de (4-30)

implicam em

Tr2b−4Detb =

(

Tra−
hc

(c+y∗−T)2

)2

−4

(

Deta−
hcTra

(c+y∗−T)2

)

(4-31)

= Tr2a−4Deta+4
hcTra

(c+y∗−T)2 +
h2c2

(c+y∗−T)2 > 0. (4-32)

Segue que, os autovalores são reais e positivos, ou seja,λa > 0 eλb > 0. Portanto,E∗
a e

E∗
b são nós instáveis, de modo queE∗ é um nó instável.
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Na Seção4.1vimos que os pontos de equilíbriosE0 eE0 existem para quaisquer

valores dos parâmetros e na Seção4.1.1vimos queE0 é um ponto de sela eE0 é um

ponto de sela quando o equilíbrio interiorE∗ existe. Logo, pelos Teoremas1.6 e 4.1, o

modelo possui um ciclo um ciclo limite. �

Observamos que o estudo da estabilidade do ponto de equilíbrio E∗ quando

T = T0 não é simples, existem os casos 1.(iii ), 2.(iii ) e 3.(iv) do teorema4.9 nos quais

a estabilidade deE∗ não está bem definida. Suponhamos que o caso 2.(iii ) é verdadeiro.

SejamJ−(E∗) e J+(E∗) as matrizes Jacobianas do modelo (4-1), à esquerda e à direita,

avaliadas emE∗ quandoT = T0. Essas matrizes sâo dadas respectivamente por

J∓(E∗) =









r − 2rx∗

K
− βαy∗

(α+x∗)2

−βx∗

α+x∗

β1αy∗

(α+x∗)2

β1x∗

α+x∗
−δ−H ′

∓(y
∗)









,

ondeH ′
+(y) é a derivada à direita deH(y) e H ′

−(y) é a derivada à esquerda deH(y).

Note que,H ′
+(y) = H ′

−(y) quandoy∗ 6= T e paraT = T0 = y∗ temos queH ′
−(y

∗) = 0

e H ′
+(y

∗) =
hc

(c+y∗−T)2 . ComoE∗
b é um foco instável temos que as partes reais dos

autovalores deJ+(E∗) são todas negativas e comoE∗
a é um foco instável, sem perda de

generalidade, existe pelo menos um autovalorλ de J−(E∗) tal que a parte real deλ é

positiva.

A fim de investigar o tipo de bifurcação que ocorre no modelo (4-1), numa

vizinhaça do equilíbrio de fronteiraE∗, quando os parâmetros satisfazem o item 2.(iii )

do Teorema4.9, vamos introduzir o Jacobiano generalizado de Clarke. SeJ+(E∗) e

J−(E∗) não possui autovalores no eixo imaginário, então, o Jacobiano de Clarke define,

localmente, o campo de vetores em torno deE∗, ver [17]. Considere

J(E∗) = c̄o{J−(E∗),J+(E∗)}= {(1−q)J−(E∗)+qJ+(E
∗);q∈ [0,1]}

e denoteJ(q) = (1−q)J−(E∗)+qJ+(E∗). Assim, o Jacobiano generalizado é dado por

J = {J(q);q∈ [0,1]}, ondeJ(q) é dado pela matriz

J(q) =









r − 2rx∗

K
− βαy∗

(α+x∗)2

−βx∗

α+x∗

β1αy∗

(α+x∗)2

β1x∗

α+x∗
−δ− qhc

(c+y−T)2









,

cuja equação característica é dada por

λ2+a1(q)λ+a0(q) = 0, (4-33)
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onde os coeficientes são dados por

a1(q) = r − 2rx∗

K
− βαy∗

(α+x∗)2 +
β1x∗

α+x∗
−δ− qhc

(c+y∗−T)2 ,

a0(q) =

(

r − 2rx∗

K
− βαy∗

(α+x∗)2

)(

β1x∗

α+x∗
−δ− qhc

(c+y∗−T)2

)

+
β1βαy∗x∗

(α+x∗)3 ·

Note que, as raízes de (4-33) são definidas por

λ± =
−a1(q)±

√

a1(q)2−4a0(q)
2

.

Quandoq= 1 temos queJ(q) = J+(E∗), o que implica que as partes reais das raízes de

(4-33) são ambas negativas e quandoq= 0 temos queJ(q) = J−(E∗), assim a parte real

de ambas raízes de (4-33) são positivas. Segue que, existeq∗, onde 0< q∗ < 1, tal que

a1(q∗) = 0. Além disso, paray∗ = T = T0 temos quex∗ = δα/(β1− δ), o que implica
β1x∗

α+x∗
−δ = 0, logo

a0(q) =

(

r − 2rx∗

K
− βαy∗

(α+x∗)2 +
β1x∗

α+x∗
−δ
)(

− qhc
(c+y∗−T)2

)

+
β1βαy∗x∗

(α+x∗)3

=−Tra(E∗)

(

qhc
(c+y∗−T)2

)

+
β1βαy∗x∗

(α+x∗)3 .

Pela expressão acima temos quea0(q) > 0, poisx∗,y∗ ∈ R
2
+, todos os parâmetros do

modelo (4-1) são positivos e Tra(E∗) < 0 por 2.(iii ). Consequentemente,λ = 0 não é

raíz da equação (4-33). Assim, quandoq = q∗ os autovalores da equação (4-33) são

λ± =±i
√

a0(q∗) =±iω, ondeω > 0. Segue que, existe um ciclo limite no modelo (4-1).

Em resumo, temos queE∗ é um foco estável paray≤ T, um foco instável para

y> T e o modelo pode apresentar um ciclo limite estável. Ou seja, omodelo sofre uma

bifurcação descontínua de Hopf.

4.3 Resultados numéricos

Nesta seção apresentamos numericamente o comportamento qualitativo do mo-

delo (4-1) com colheita, ou seja comH(y) 6= 0, quando considerandoh como parâmetro

de bifurcação.

Considere os seguintes valores dos parâmetrosr = 2.7, K = 8.5, β = 1.2, α = 1,

β1 = 1, δ = 0.64,c= 1 eT = 1. Neste caso, substituindo esses valores na equação (4-5)

obtemos queT0 = 4.943, logo,T < T0 e o modelo possui no máximo três pontos de
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equilíbrios interiores.

. .

.

.

..

E∗
1

E∗
1

E∗
1

(b) (c)(a)

E∗
2

E∗
2 E∗

3

Figura 4.2: Retratos de fase para o modelo(4-1), onde o parâ-
metro de bifurcação h é dado por(a) h = 0.97, (b)
h= 0.9755e (c) h= 1.005 .

Seh = 0.97 então o modelo possui apenas um equilíbrio interiorE∗
1 que é um

foco instável, de modo que existe um único ciclo limite, globalmente assintoticamente

estável, como mostra a Figura4.2-(a). Se h = 0.9755 então o modelo possui dois

equilíbrios internosE∗
1 e E∗

2, o pontoE∗
1 é um foco instável eE∗

2 é um ponto sela-nó.

Além disso, a interseção das variedades estável e instável deE∗
2 é uma órbita homoclínica

para o modelo, ver Figura4.2-(b).

.

.

.

.
.

.

.

.

E∗
1

E∗
1

(b) (c)(a)

E∗
2

E∗
2

E∗
2

E∗
3

E∗
3

E∗
3

Figura 4.3: Retratos de fase para o modelo(4-1), onde(a) h= 1.1,
(b) h= 1.26 e (c) h= 1.32185.

Quandoh = 1.005 existem três equilíbriosE∗
i , com i = 1,2,3, sendo queE∗

1 é

instável,E∗
2 é um ponto de sela eE∗

3 é um nó estável, ver Figura4.2-(c). Segue que,

a Figura4.2 mostra que o modelo apresenta uma bifurcação sela-nó. Quando a taxa de

colheita torna-se maior, isto é,h= 1.1 a órbita homoclínica é quebrada e o modelo exibe
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um ciclo limite em torno deE∗
1. Além disso, o equilíbrioE∗

2 é uma sela eE∗
3 é um nó

estável, ver Figura4.3-(a). Parah = 1.26, o ciclo limite é quebrado,E∗
2 é um ponto de

sela eE∗
3 é um nó estável como mostra a Figura4.3-(b). Agora, seh= 1.32815 então o

equilíbrio internoE∗
1 colide comE∗

2 ondeE∗
2 é uma cúspide de codimensão dois eE∗

3 é

estável como mostra a Figura4.3-(c).

Observe que deh = 1.005 parah = 1.32815 o equilíbrio instávelE∗
1 torna-se

estável, o que implica que o modelo apresenta uma bifurcaçãode Hopf. Quando a taxa

de colheita atingeh = 1.4 temos um único ponto de equilíbrioE∗
3 que é globalmente

assintoticamente estável, ver Figura4.4. Portanto, pelos resultados obtidos nas simulações

numéricas podemos concluir que o modelo (4-1) sofre uma bifurcação Bogdanov-Takens.

.
E∗

3

Figura 4.4: Retrato de fase do modelo(4-1) quando h= 1.4.



CAPÍTULO 5
Conclusão

Antes de comentarmos os resultados obtidos, ressaltamos que o método, utili-

zado neste trabalho, para analisar a dinâmica de um sistema de Filippov na região de

deslizeΣs e o método de Filippov são equivalentes. O método de Filippovfoi introdu-

zido na seção1.2do capítulo1. O método que utilizamos, equivalente ao de Utkin, é um

método de controle que consiste em observar quef (z) = 0 na descontinuidadeΣ e que,

a partir dessa igualdade, é possível controlar um dos parâmetros do sistema obtendo a

equação diferencial para a dinâmica emΣs. Portanto, podemos determinar o campo de

vetores na região de deslize. Nos modelos (2-1) e (3-1) tínhamosf (z) = x−Rc e, conse-

quentemente,f (z) = x−Rc = 0 emΣ. Então, usando o método equivalente ao de Utkin,

derivamos ambos os lados dex−Rc = 0, com respeito ao tempot, e obtemos ˙x = 0 na

região de deslizeΣs. Em seguida, resolvemos a equação ˙x= 0 com respeito ao parâmetro

ε e substituímos o valor encontrado, paraε, na expressão de ˙y. Assim, determinamos uma

equação diferencial para a dinâmica dos modelos emΣs e, consequentemente, obtemos

o campo de vetores emΣs. Observamos que, se determinássemos a equação diferencial,

emΣs, usando o método de Filippov, encontraríamos o mesmo campo de vetores. No en-

tanto, seria necessário um pouco mais de cálculos. Por exemplo, na seção2.2, usamos o

método de controle para determinar o campo de vetores do modelo (2-1) emΣs e obtemos

FS(z) = (0, rkRc−δy) paraz∈ Σs. Agora, pelo o método de Filippov, calculando o valor

deλ, conforme a definição dada na seção1.2, obtemos que

λ =−rbhRc−by+ r
by

.

Substituindo este valor deλ na equaçãoFS(z) = λFS1(z)+(1−λ)FS2(z), comFS1 dado em

(2-13) e FS2 dado em (2-2), e simplificando o resultado obtemosFS(z) = (0, rkRc− δy).

Assim, os campos de vetores encontrados em ambos os casos sãoiguais.

Para o modelo (4-1) utilizamos o Jacobiano generalizado de Clarke para estudar

a estabilidade local do ponto de equilíbrioE∗ quando ele pertencia à fronteiray= T = T0.

O Jacobiano generalizado nos permitiu analisar o comportamento do modelo (4-1) em

uma vizinhança do ponto de equilíbrio. Neste caso, não usamos o método de Filippov e



85

nem o método de controle equivalente ao de Utkin, pois estes dois métodos são restritos

ao conjunto de descontinuidadey= T.

Nosso foco nos capítulos2 e 3 foi analisar o comportamento global dos mode-

los predador-presa de Gause. Para o modelo de Gause com refúgio (0-1) determinamos

condições, sobre os parâmetros, de forma que as espécies coexistem e suas densidades

oscilam periodicamente em um ciclo de canard e sobre outras condições temos a esta-

bilidade do modelo em pseudo equilíbrio. No entanto, notamos que existem valores dos

parâmetros para os quais as soluções podem aproximar do infinito e isto é irrealístico pois

no mundo natural não faz sentido falar em quantidade infinitade presas ou de predado-

res. Portanto a capacidade de suporte para a população de presas pode estar envolvida ou

mesmo estratégias de controle biológico ou táticas de controle químico.

O modelo (0-3) foi obtido incorporando a capacidade de suporte no modelo

de Gause com refúgio (0-1). Para este modelo determinamos condições suficiente e

necessária para a estabilidade global do modelo em um pseudoequilíbrio, ciclo limite,

ciclo tangente ou ciclo de canard. Além disso, empregamos técnicas numéricas e teóricas

para mostrar que o modelo pode sofrer bifurcações com respeito à fronteiraΣ. Quando a

densidade de presas está abaixo do limite críticoRc elas evitam os predadores movendo-

se para o refúgio e então a densidade da população de presas cresce de acordo com

a lei logística. Quando o refúgio é grande o suficiente as duasespécies coexistem em

um equilíbrio regular ou um pseudo equilíbrio. Quando o tamanho do refúgio decresce

as presas e predadores podem coexistir e oscilar periodicamente ao longo de um ciclo

limite ou ciclo de canard ou ciclo tangente. Portanto é interessante notar que, se o

modelo proposto retrata a interação entre pestes e um inimigo natural então as condições

suficientes e necessárias para a estabilidade global dos atratores podem nos inspirar a

escolher um limiteRc adequado de forma que a densidade de pestes seja estabilizada no

nível limite.

No modelo (0-4) consideramos os efeitos de um controle biológico, no qual é

aplicado uma estratégia de colheita com limiar contínuo quando a densidade de preda-

dores está acima de um certo limiteT. Para este modelo fornecemos uma análise global

da estabilidade, mostramos que sobre algumas condições o modelo pode possuir um ci-

clo limite e sobre outras pode apresentar uma cúspide, uma bifurcação sela-nó ou Hopf

ou Bogdanov-Takens. Nossos resultados implicam que estabilidade do sistema pode ser

dirigido assintoticamente a um ponto de equilíbrio internoou a um ciclo limite.

Comparando os resultados obtidos para o modelo de Gause (0-1) com os obtidos

para o modelo (0-3) concluímos que as quatro dinâmicas seguintes são impossíveis para

o segundo modelo,

• existem trajetórias que tendem a um ciclo de canard estável localmente e também

existem trajetórias que tendem ao infinito,
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• existem trajetórias tendendo a um pseudo equilíbrio estável localmente e existem

trajetórias que tendem ao infinito,

• a densidade de presas tende ao infinito enquanto a densidade de predadores tende a

zero,

• todas as trajetórias tendem ao infinito.

Estas observações confirmam que a capacidade de suporte podeestabilizar o modelo

predador-presa de Gause e implicar na não existência do ponto singular no infinito. Isto

indica que a capacidade de suporte tem uma influência fundamental no comportamento

dinâmico do modelo.

Finalmente, a presença do controle biológico torna a dinâmica mais complexa.

O modelo com estratégia de colheita com limiar contínuo (0-4) é um sistema não suave

cuja dinâmica apresenta múltiplos equilíbrios internos, ciclo limite, órbitas homoclínicas

e diferentes tipos de bifurcações. Além disso, a densidade da população predadores está

sempre acima do valor limiteT e isto não é biologicamente e economicamente desejável.
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