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Resumo

Silva, Lucyjane de Almeida.Campos vetoriais suaves por partes: Modelos
Predador-Presa Goiania, 201588p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Neste trabalho estudamos o comportamento qualitativagtidtrés modelos predador-
presa. Analisamos a existéncia de ciclos limite e ciclosathaid e investigamos os tipos
de bifurcagbes que podem ocorrer. No primeiro modelo, noqoleldador-presa de Gause
com refugio, analisamos os efeitos do reflgio para as pnesesmportamento dinamico
do ecossistema. Empregando a capacidade de suporte pgralagdo de presas no mo-
delo de Gause com refugio obtemos o segundo modelo, pard arglisamos os efeitos
da capacidade de suporte e comparamos os resultados oblid@sceiro modelo consi-
deramos as estratégias de colheita com limiar continuo gpkoaida quando a densidade
de predadores esta acima de um certo limite e investigamompartamento dindmico
global. Observamos que o modelo possui uma dindmica comptam multiplos pontos
de equilibrio e diferentes tipos de bifurcacdes.

Palavras—chave
modelo predador-presa, modelo de Gause com refugio, dmite] ciclo de
canard, bifurcacdo Bogdanov-Takens.



Abstract

Silva, Lucyjane de AlmeidaPiecewise smooth vector fields: Predator-Prey
Models. Goiania, 201588p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work we study the global qualitative behavior of gnfgedator-prey models. We
analyze the existence of limit cycle and canard cycle andwestigate the kinds of
bifurcation that can occur. In the first model, Gause preadatey with a refuge, we

analyze the effects of a prey refuge on the ecosystem duiaitaiehavior. Employing

the carrying capacity of the prey population in the Gause @élledth a refuge we obtain

the second model, for which we analyze the effects of theyrayrcapacity and we

compare the results. In the third model we consider the coatis threshold harvesting
strategies ocurring when the predator density is abovetaioahreshold. We note that
the model has a complex dynamics with multiple internal Eopig and different types of

bifurcation.

Keywords
predator-prey model, Gause model with refuge, limit cydanard cycle,
Bogdanov-Takens bifurcation.



Introducéo

Controle biolégico é um fendmeno que acontece espontamé@ma natureza
e consiste na regulacdo do numero de plantas e animais poig@s naturais. Esta
€ uma estratégia que o homem vem utilizando ha muito tempa @asontrole de
patogenos, pragas e ervas daninhas. Este método de copbmiéacional tem sido
um dos temas de maior interesse em pesquisas, verlgre[[18], e depende de
predagéo, parasitismo, herbivoria ou outros mecanisnmiosais, mas também depende
de uma gestado humana ativa. A selecéo e aplicacdo de umadeahdé estratégias de
controle biolégico minimiza a perda e maximiza o retorno.ljetivo dessas estratégias
€ atingir um nivel de controle biolégico que é aceitavel ermts econdmicos para as
pessoas causando perturbacdo minima ao ambiente dogluadivijue ndo séo alvos.
Geralmente a erradicacdo completa de uma espécie ndo egbesstm € biologicamente
ou economicamente desejavel, portanto uma boa estratégiandrole bioldgico pode
reduzir uma populacdo a um nivel aceitavel para o publico.

No mundo natural, algumas vezes precisamos controlar dgug@mide predado-
res pois eles podem levar as presas a diminuirem e tornartameasxO exemplo deste
controle pode ser encontrado em Ecologia, especialmestsisiemas ecoldgicos agro-
pecuario. Em meados dos anos 1920 o biofisico Alfred J. Letkamatematico Vito
Volterra formularam a equacgao conhecida como Lotka- \altatilizada para descrever
dindmicas nos sistemas bioldgicos, principalmente qudnods espécies interagem como
no modelo predador-presa.

Estimulado por implicacdes da equacéo Lotka-Volterra,98alaborou o pri-
meiro experimento detalhado para observar as evidénciaglds populacionais entre
Paramecium (presa) e Didinium (predador). No experimestodividuos eram coloca-
dos em um mesmo ambiente e a cada periodo de tempo Gausewhsersultado e mo-
dificava o ambiente. Gause confirmou que se algum sedimesge &xlicionado ao meio
como um reflgio para as presas entdo uma certa concentragéonde presas ficando
no sedimento ndo podia ser destruida pelos predadorepolsjoe as presas podiam evi-
tar o predador via mudanca de habitat, movendo para o refigemdo estava em baixa
concentracdo. Uma vez que a densidade de presas excedizeattagao limite as presas
reapareciam e mais uma vez tornava acessivel aos preddsiobes tais circunstancias a



presa e o predador podiam coexistir e oscilar periodicagnent

Com o objetivo de considerar teoricamente o resultado erpatal observado,
Gause estendeu o classico modelo Lotka-Volterra, M@rd [22]. Para isto, Gause usou
uma funcéo de saturacao por partes para repassar a taxastenoolinear a um sistema
dindmico néo suave ou sistema de Filippov dado por

ebxy ekbxy 5 ) 7 (0-1)

(%) = (rx— 11bhx 11bhx Y
ondex e y denotam a densidade de presas e predadores, respect@ameénd taxa
intrinseca de crescimento da populagdo prksdenota a eficiéncia com que a presa
capturada é convertida em novos predaddyésa taxa de morte do predadbiiescreve
a taxa de busca do predaddr & o tempo de manuseio, isto €, 0 tempo entre a presa sendo
encontrada e a busca concluida. Além disso, o paramétaefinido por

s:{ 0, se x~R:<0, 0-2)

1 se x-R:>0,

ondeR; é a densidade de presas critica.

A quantidade de presas que o ambiente suporta € um fator tpréeie no
comportamento dinamico do modelo de Gause, 24 Assim, levando em consideracao
a capacidade de supoieo modelo 0-1) pode ser escrito como

S X ebxy ekbxy
(xy) = <rx (1 K) 1+bhx 1+ bhx 6y) ' 0-3)

Atualmente muitos trabalhos tém sido desenvolvidos paedisan modelos
predador-presa com limiar de colheita impulsivo. Jiang,[&#h, investiga um modelo
onde uma estratégia de controle de realimentagéo com limgarsivo € tomada somente
quando a densidade das presas atinge um limite. Além dissd3lee [19], alguns
autores formulam uma forma alternativa de colheita comalinciontinuo e investiga
suas propriedades no ambito de um modelo predador-preseesénza de um limiar
de colheita é interessante e faz o comportamento dinadmie®complexo. Portanto, é

necessario considerar como o limiar afeta a dinamica dosistesia. Collie e Spencer,
em [7], analisa a dinamica de um modelo predador-presa considi@i@s estratégias de
colheita com limiar continuo de forma que quando a popul@gédador esta acima de
um certo limite, a estratégia de colheita ocorre e quandodstisidade esta abaixo do
limite, as estratégias sdo encerradas. Uma andlise aalitéon sido desenvolvida desde
entdo, por exemplo eni] e [16]. Um modelo predador-presa com essa politica é descrito
pelo seguinte sistema



53 = (1)~ P Y —ey-H() ). (04
onde os parametros K, & sdo definidos como nos modelos anteriofés; a taxa
méaxima de captacao por predaddrdenota a proporcao de conversao de biomassa com
0 < B1 < B, a é a constante de meia saturagdo para uma fungéo respostaytiph 11,
ver [20], que contribui para o crescimento do predador e a funcdeitaH (y) significa
gue a colheita inicia quando a densidade de predadorepasgsa o limitel', e decresce
suavemente para o valor limite de saturalgdalém dissoH (y) é definida por

0, se y<T,
H(y) = hiy—T) se y>T (0-5)
c+y—T’ '

Observe que os parametros definidos acima séo todos pssiivea segunda
coordenada de)¢4) é sempre negativa §g < 9, assim assumimds® — o > 0.

O objetivo desse trabalho é investigar o comportamentatgtiad global dos
modelos predador-presa-{), (0-3) e (0-4) quanto a estabilidade do sistema, a existéncia
de ciclos limite, ciclos de canard e tipos de bifurcacdes gcmrem. Além disso,
comparamos os resultados obtidos para o modelt) com os obtidos para o modelo
(0-3) analisando os efeitos da capacidade de suporte para aapapudresa e discutimos
os efeitos da estratégia de colheita com limiar continuoodeto O-4). Do ponto de vista
biologico, estamos interessados no comportamento dilwadads modelos no primeiro
quadrante dd@®?. Assim, vamos considerary € R, e, quando necessario, a condi¢io
inicial x(0) =xo > 0 ey(0) =yp > 0.

Observamos que, todos os retratos de fase apresentadesrabsiho foram
plotados no Maple. Além disso, utilizamos o Corel Draw paratithar retas e adicionar
componentes como setas, pontos e simbolos.
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CAPiITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos as definicdes e os resultaiosipares necessa-
rios para o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Campo vetorial

SejaE um subconjunto aberto do espaco EuclideBRioUm campo vetorial de
classeCk, k> 1, emE é uma aplicacd® : E — R" de class&€*. Ao campo vetoriaF
associamos o sistema de equacg0es diferenciais

x=F(x), (1-1)

ondex = x(t) ex é a derivada d& em relagdo ao temgo
Para o sistema de equacdes diferenciki$) temos as definicdes seguintes que
podem ser encontradas e8] e [21].

Definicdo 1.1 Uma solucéo para o sisten{a-1) é uma aplicacéo diferenciavél(-,x) :
| C R — E, comxe E, tal que
d
D10 =Fo0). 1-2)

para todo te |, estas solu¢cdes sdo chamadas trajetérias, fluxo ou cunagrais do
sistema.

Definicdo 1.2 Um ponto ¥ € E € um ponto de equilibrio para o sisterfial), ou ponto
singular, se Kxg) = 0, caso contrario, ¥ € um ponto regular. Um ponto de equilibrig x
é chamado hiperbolico se todos os autovalores da matrizhlana, DiF (Xo), tem parte
real ndo nula.

Definigdo 1.3 Dizemos que uma fungéo escaldx) € uma integral primeira se ela é
constante ao longo trajetorias do sisteifial), isto €, se

I(x) =0l (x)-x=0l(x)-F(x) =0.
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Definigdo 1.4 Considergx,y) € R? e F(x,y) = (X(x,y),Y(x,y)) na equacigl-1). Assim
dy/dx =Y(x,y)/X(x,y) é a equacdo diferencial dos retratos de fase. Os retratos de
fase que intercepta a curva definida pofxyy) = cX(x,y) interceptardo com a mesma
inclinagéo c, tais curvas séo conhecidas como Iséclinasatopo vetorial. As isoclinas
particulares, sio dadas pof(x,y) € R?; X(x,y) = 0}, a qual os retratos de fase do
sistema(1-1) intercepta com inclinag&o infinita, &x,y) € R?; Y(x,y) = 0}, a qual os
retratos de fase do sistema intercepta com inclinagéo zero.

Observamos que, as iséclinas particulares sdo também aidabecomox-
nullcline quandoX(x,y) = 0 ey-nulicline quandoy (x,y) = 0. Além disso, pontos onde
as isoclinas particulares se interceptam definem os portegquilibrio do sistema.

Se identificarmos a fungé(-,x), na Definicdol.1, com o seu grafico, entdo
podemos pensar na trajetoria del) passando pelo pont(0,xp) = Xp € E como o
movimento ao longo da curva

Mo ={X€E; x=0¢(t,%0), t eR}.

Logo, podemos definir a semi-trajetoria positiva passaondggromo o movimento sobre
acurva
% = {x€E; x=¢(t,x), t >0}.

A semi-trajetoria negativdt, € similarmente definida. Consequentemente, qualquer
trajetoria do sistemalfl) é dada pof = F;fo Ul
Temos a seguinte definigcdo.

Definicdo 1.5 Sejal’ uma trajetoria do sistemél-1). Um ponto pc E € um pontaw-
limite da trajetorial” se existe uma sequéncjat— o tal que

lim ¢(tn, x) = p.
Similarmente, se existe uma sequéngiat> —oo tal que

nlrnw ¢ (tm X) - q7

com ge E, entdo g € um ponto-limite da trajetorial .

O conjunto de todos os pontaslimite de uma trajetérid é chamado de
conjuntow-limite de ", vamos denota-lo pa("). O conjunto de todos os pontos
limite del” € chamado de conjuntolimite del” e denotado pom(I").

Definimos uma 6érbita periddica do sistendal]) sendo qualquer curva solugéao
fechada deX-1) que ndo contém e néo € ponto de equilibrio. Temos o resigegionte,
ver [21].
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Teorema 1.6 (Teorema de Poincaré-Bendixson$uponha que Fe CY(E), onde E é

um subconjunto aberto d&? e que(1-1) tem trajetériasI” com . contida em um

subconjunto compacto K de E. Temos que, se o conm(lftg ndo contém pontos de
equilibrio de(1-1) entdow(I") € uma orbita periddica dél-1).

Sejamf; :U; — RP e fo: U, — RP duas aplicagbes suaves e considetd); C
R" e x € U, ¢ R". Dizemos quef; é equivalente >, isto é f; ~ fp, se existe uma
vizinhanga) C U;NU; dextal quefi(z) = f2(2), para todaz e U.

Definicdo 1.7 As classes de equivaléncia sobre essa relacdo sdo chamadases de
aplicagdes em x. Denotamos o germe deRf' — RP em x por f: (R",x) — (RP,y),
onde y= f(x). Dizemos que x é a fonte do germe e y é a meta do germe.

Definicdo 1.8 Um germe suave

f: (RxR"(0,0) — R
(t,x) —  f(t,X)

é chamado p-regular erf©, 0) com respeito at se

of oP-1f oPf

Com as definicGes acima temos o seguinte resultado.

Teorema 1.9 (Teorema de Preparacdo de Malgrange®eja f: (R x R",0) — R um
germe p-regular enf0,0) com respeito a primeira variavel. Entdo, existem germgs u
Uz, -+, Up: (R",0) = Re Q: (R"1,0) — R tal que

p .
f=Q(tP+ S utP |,
(75

O teorema seguinte relaciona o comportamento qualitatigssdlucdes de dois

onde Q0) # 0.

campos vetoriais dependendo de suas respectivas velesidaer fi]. Este resultado
nos permitird analisar o comportamento do mod@el)( sobre algumas condigdes,
comparando-o com um sistema adequado.

Teorema 1.10 (Teorema da comparacao para equacgdes diferéais ordinarias)
Suponhamos que f e g sejam funcdes reais continuas no dominio

D= {(X7y) € RZ, |X_X0| <a, |y_y0| < b}7
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e denotamos porgyx), zo(X) qualquer solugcéo dos problemas de valor inicial
1. Y(x) = f(xy), com y(Xo) = Yo,

2. Z(X) = g(X,2), 20(X0) = Yo,

respectivamente. SéxXy) > g(x,y) em D ent&o y(X) > zo(X) para x> X € ¥(X) < zo(X)
para x< Xp. No entanto, fx,y) > g(x,y) em D n&o implica y(x) > Zp(x) para X > Xo,
sem alguma condicéo adicional sobre f ou g.

O Teorema abaixo € um resultado classico na teoria queditdds equacdes
diferenciais ordinarias que pode ser encontrado 2th P teorema afirma que numa
vizinhanca de um equilibrio hiperbdlico, o campo € estaltnente estavel.

Teorema 1.11 (Teorema de Grobman-Hartman)Seja E um subconjunto aberto dd' R
contendo a origem, & C1(E) um campo em E R" e considerap(t) o fluxo do sistema
nao linear

x = f(x), (1-3)

com xe R". Suponha que (D) = 0 e que a matriz A= Df(0) ndo tem autovalores com
parte real nula. Entdo existe um homeomorfismo H de um canpalygrto U contendo a
origem em um conjunto aberto V contendo a origem tal que pada & € U, existe um
intervalo aberto § C R contendo o zero tal que para todp&U ete lg

H o @ (to) = €'H (xo),

isto é, H leva as trajetérias dél-3) proximo da origem nas trajetorias de= A(X)
proximo da origem e preserva a parametrizacao pelo tempo.

Sabemos que o comportamento dinamico de um campo vetodalggesentar
diferentes bifurcagcbes, como a Bifurcacao de Hopf, sela-B@gdanov-Takens. Além
disso, o campo pode exibir ciclos limite e cuspides. Para detalhes verl[3] e [21]. No
gue segue apresentaremos alguns resultados sobre essaisted dinamicas.

Definicdo 1.12Um ciclo limitel" de um sistema plangl-1) € um érbita periddica de
(1-1) que é o conjunt@ ou w-limite de alguma trajetoria do sisten{a-1) diferente de
. Sel € o conjuntaw-limite de todas as trajetérias em alguma vizinhancd dentéo

I € um ciclo limite estavel. Seé o conjuntax-limite de todas as trajetdrias em alguma
vizinhanca dd", entdol” € um ciclo limite instavel.

O resultado seguinte nos fornece uma critério para analisgisténcia de ciclos
limite. Usaremos este resultado para mostrar que o mo@elpr{do possui ciclo limite
emR2 quandax > R..
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Teorema 1.13 (Critério de Dulac) Seja fe C1(E), onde E € uma regido simplesmente
conexa enR?. Se existe uma funcdodC(E) tal que o divergente de B, denotado
por O(Bf), ndo é identicamente nulo e ndo muda de sinal em E, entdcensst= f(x)

com f=(P,Q)T e (x,y)" € R? ndo tem orbita fechada inteiramente contida em E. Se
A é uma regiao anular contida em E na qual Bf ndo muda de sinal, entdo existe no
maximo um ciclo limite d& = f(x) em A.

O exemplo seguinte pode ser encontrado 2ih |

Exemplo 1 Vamos mostrar que o sistema

<X7 y) = (y7 —aX— by+ aX2 + Byz) = f(X, y)7 (1_4)

com b+ 0, ndo possui ciclo limite erk?.
Neste caso temos que as fungdes coordenadas de f sdo polnérportanto
f € CL(R?). Tomando a funcéo de DuladBy) = be ?* temos que B C1(R?) e

0 0
O(Bf) = ~ (be*ZBXy> + Y (be’ZBX(—aX— by—+ axC + By2)> — —p%e 2

Observe que, & 0 implica emd(Bf) < 0 para todo(x,y) € R?. Assim, pelo Teorema
1.13 o sistemg1-4) n&o possui ciclo limite erk?.

Para os proximos resultados precisamos da seguinte definica

Definicao 1.14Uma funcgado . E — R" é analitica no conjunto aberto E R" se cada
componente jfx), j = 1,..., n, € analitica em E, isto €, se para=j1,..,ne¥cE, a
componente;jfx) tem uma série de Taylor que converge pafixfem alguma vizinhanga
dexyemE.

Suponhamos que existe uma vizinhakgda origem tal que o Unico ponto de
equilibrio do sistema planar

(X7y) = (P<X7y)7Q(X7y))7 (1'5)

emV € a origem, ou seja, a origem é um equilibrio isoladoldB)(ondeP e Q sdo ana-
liticas em alguma vizinhanca da origem. Apresentaremasalgesultados estabelecidos
em [2] para o0 caso em que a matriz associada a parte lAheabF (0) possui um ou dois
autovalores nulos, masnao é uma matriz nula.

Definicdo 1.15Um setor que é topologicamente equivalente ao setor mastraéfigura
1.1-(a) € chamado um setor hiperbdlico. Um setor topologicamentévatgnte ao setor
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mostrado na Figural.l-(b) € chamado um setor parabdlico. Finalmente, um setor
topologicamente equivalente ao setor mostrado na Fidufia/c) € chamado um setor

147

Figura 1.1: (a) Um setor hiperbdlico(b) Um setor parabdlico(c)
Um setor eliptico.

De acordo com a definicdb15temos que, uma sela-n6 € um ponto critico do
tipo n&ao hiperbdlico para o sistema plankS] que consiste de dois setores hiperbdlicos
e um setor parabdlico, bem como as trés separatrizes e o g@mguilibrio, ver Figura
1.2 Um outro tipo de comportamento que pode ocorrer em um poatequilibrio
nao hiperbdlico, ilustrado na Figuf3, consiste de dois setores hiperbdlicos e duas
separatrizes. Este ponto de equilibrio € chamado uma &idpas resultados seguintes
teremos condi¢Oes para que o sistema plah&j apresente um desses comportamentos.

y

()

Figura 1.2: Uma sela-n6 na origem. Figura 1.3: Uma cuspide na origem.

Vamos considerar o caso em que a mafipossui um autovalor nulo, isto €&,
guando dek = 0 e trA # 0. Neste caso, como € mostrado &) ¢ sistemal-5) pode ser

escrito na forma
{ 1), (1-6)
y=y+9(xy),
ondef e g séo analiticas em uma vizinhanca da origem e tem expansidetonos de
grau maior ou igual a dois erey. Segue que, temos o teorema seguinte que € provado
em [2].
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Teorema 1.16 Suponhamos que a origem € um ponto singular isolado paratensés
analitico(1-6). Seja y= ¢(x) uma solugdo da equacacphg(x,y) = 0 em uma vizinhanga
da origem e considere a expansao da fungf&) = f(x,@(x)) em uma vizinhanga de
x = 0na formay(x) = anx™+ ..., onde m> 2 e a, # 0. Entéo,

1. param impar e g > 0, a origem é um no instavel,
2. param impar e @< 0, a origem € uma sela topoldgica e

3. para m par, a origem € uma sela-né, ou seja, para @ a origem é um ponto de
sela e para x> 0 a origem é um no.

Observamos que, a Forma normal para um sistema de equafgeacias € um
sistema de coordenadas no qual o sistema é apresentadooramaanfiais simples. Esta
forma mais simples nos permite analisar o comportamen#@ndoo do sistema em uma
vizinhanca de uma solucao conhecida. Para nossa propsstagao conhecida serd um
ponto de equilibrio.

Agora, consideramos 0 caso em que a m&tpossui dois autovalores nulos, ou
seja, deA = 0 e trA = 0 masA # 0. Neste caso, € mostrado e} fjue o sistemal(-5),
préximo da origem, pode ser escrito na forma normal

(%,Y) = (¥, aX(14h(x)) +bux"y(1+ 9(x) + Y°R(X,Y)), (1-7)

ondeh(x), g(x) e R(x,y) sdo fungbes analiticas numa vizinhanga da origem, tais que
h(0) = g(0) =0, ax # 0 en > 0. Temos 0 seguinte teorema.

Teorema 1.17 Seja k= 2m, com m> 1, na forma normal(1-7). Entdo a origem do
sistemg1-5) é

1. umacuspide se;b=0ouseh #0en>m.
2. um ponto sela-n6 sg - 0e n< m.

Se considerarmos que a matAzpossui um autovalor nulo de multiplicidade
dois obtemos a seguinte definicdo. Ver pagina 472t [

Definicdo 1.18 (Bifurcacdo Bogdanov-TakenskEsta bifurcagéo resulta do desdobra-
mento da forma normal

(X,y) = (y, X2 £xy), (1-8)

obtida de qualquer sistema com um autovalor zero de muitjgide dois dado na forma

x\ (01 X ax 4 bxy+ cy? O1(|(x,y)[®) ]
(y)‘(o o)<y>+<dx2+exy+fy2>+<oz<|<x,y>\3>>’ (-9)
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onde e+ 2a# 0 e d# 0. Um desdobramento universal da forma norifiaB) é dado por
(%) = (X, H1+ oy +X2£xy). (1-10)

O sistema acima com o sinal positivo é transformado no messtesns com sinal nega-
tivo sobre a transformacéao linear de coordenadasy,t, p, ) — (X, =Y, —t, t1, —H2).
Portanto, consideramos o sisteni10) com o sinal positivo como o desdobramento
universal para a Bifurcagcdo Bogdanov-Takens.

1.2 Campo vetorial descontinuo ou sistema de Filippov

Considere o seguinte campo vetorial descontinuo ou sisderfdippov:

Fs(2), ze S,

2 :{ Fs,(2), z€S. (1-11)

ondeFs,;,Fs, : R? — R? sdo suficientemente suaves &he f : R? — R é uma funcéo
escalar suficientemente suave tal que

S ={zeR?%;f(z) <0}, S ={zeR?;f(z)>0}.

O conjunto de descontinuidade, denotado poseparando as regido8s e S, € definido
por
> ={zeR?;f(2) =0}.

Para investigar a dinamica global do sistema de Filipgb\t1) € essencial
estudar o comportamento qualitativo dos subsistemasndieiidos pelos campos de
vetoresFs,, Fs, e a dinamica definida na descontinuidad€onsidere

0(2) = (U1(2),Fs,(2))(D1(2), Fs,(2)),

onde(, ) denota o produto escalar padréo. Vamos deratée= ([1f(2), F5(z)) comi =1,
2. Entdo, de acordo com as convencgdes de Filippov, poderfiog ds seguintes regides
em2.

e Regido de Costuraquandoo(z) > 0, ver Figural.4.
¢ Regido de Escapequandoo(z) < 0 comFg f > 0eFs,f <0, ver Figural.5.
¢ Regido de Deslizequandoo(z) < 0 comFg f < 0 eFs,f > 0, ver Figural.6.
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AN\
VRN

Figura 1.4: Regido de costura.

AN AN
4 /4

Figura 1.5: Regido de escape. Figura 1.6: Regido de deslize.

Observamos que $&, f(z) =0 eFSZlf(z) = Fg (Fs, f(2)) # 0 entéoze Z € um
ponto de tangéncia quadratica g, casoFs, f(z) # 0 a orbita deFs, € transversal &
emz Ver Figurasl.7-(a) el.7-(b) respectivamente.

0t@
ol @ fe, @

Fs&@

(@) (b)

Figura 1.7: (a) Orbita tangente &; (b) Orbita transversal &.

Temos as seguintes definicoes para o sistema de Filigpdy)

Definicdo 1.19Um ponto 2 € R? é chamado um equilibrio regular do sistema de
Filippov (1-11) se Z € S for um ponto de equilibrio ded-ou se z € S for um ponto
de equilibrio de E,. Um ponto z € chamado um equilibrio virtual do sistema de Filippov
(1-11) se z € S for um ponto de equilibrio ded-ou z° € S; for um ponto de equilibrio

de Fs,.

Defini¢do 1.20 Um ponto z € R? é chamado um equilibrio de fronteira do sistefhal 1)
sefg(z')=0e f(z') =00u ks, (z") =0e f(z') =0.
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O campo de vetores do sistema de Filipp&vl(@) na regido de desliz&s €
definido usando um método de controle, equivalente ao inzidd por Utkin em 23],
ou usando o método de Filippov. Pelo método de Filippov tequeso campo de vetores
€ dado por

dz(t)

—>=F5(2), zeZ
dt S()7 € Sy

ondeFs(z) = AFs;(2) + (1—A)Fs,(z) com 0< A < 1 dado por

(2),
Fs, (

\ Fs,(2))
VA

(Of
Fs,(9 —Fs(2)

({0f(2)

Obtemos os seguintes resultados.

Definicdo 1.21Um ponto 2 é chamado um pseudo equilibrio se ele € um equilibrio na
regido de deslize do sisteni11), isto é, Is(z*) = 0. Um ponto z € chamado um ponto
2-contato do sistemél-11) se Z € Xs, Fs(z°) # 0 e (Fs, f(Z"))(Fs, f(Z°)) = 0.

Defini¢do 1.22 Um pontoZ-contato z € chamado um pontb-dobra de f5; se

Fs f(z*) =0 mas Fsﬁ f(z") # 0, ver Figural.7-(a). Além disso,zé Z-dobra visivel (resp.
invisivel) do subsistemasfFse ks, f(z') =0e Fézlf(z*) > 0 (resp. F§lf(z*) < 0. O ponto
Z* é2-dobra do sistemgl-11) se ele € um pontb-dobra de fs, ou de F,.

Definicdo 1.23Uma curvall é chamada um Ciclo de Canard do sistema de Filippov
(1-11) serl” éfechada e

(i) I contém arcos de pelo menos dois dos campos de vetgressfe Fs ou €
composto por um unico arco de,F

(i) Atransicéo entre arcos ded-e arcos de E, (ou vice e versa) acontece em pontos
de costura,

(iii) Atransicao entre arcos ded-(ou Fs,) e arcos de Eacontece nos pontasdobra de
pontos regular no arco escape ou deslize, representandéeatagdo. Além disso
sel #£ 2, entdo existe pelo menos um poBtadobra visivel em cada componente
conexa dd NZ.

O préximo resultado nos fornece condi¢cdes necessérias @estds para a
existéncia de um ciclo de canard no sistema de Filipfeyj, ver [5]. Usaremos este
resultado para garantir que existem valores dos paranpera®s quais os modeld®{)

e (0-3) possuem um ciclo de canard.

Lemal.24  Suponhamos que o sistema de Filippbi 1) tem um Unico ponto
2- dobra A que é visivel. Denote pdr; 0 arco de [5 (i =1 oui= 2) que passa pelo
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ponto A e seja A o ponto de contato transversal dg com . Entdo o sistema de
Filippov (1-11) tem um ciclo de canard se e somente se as seguintes condi¢des sao
satisfeitas

(i) a component&, del" que passa por Aé um arco tipo focal,

(i) (Fs f)(Fs,f) < 0 no intervalo (A1,Az2] e {Fs,Fs,} € um conjunto linearmente
independente elf\;, Ay).

Uma classe de modelos predador-presa de Gause € dada peldessigtema

(X,Y) = (xg(x) = &(y)p(X), n(Y)(=y+d(Xx))), (1-12)

com condigdes iniciais(0) > 0 ey(0) > 0, ondex'ey sdo derivadas em relagédo ao tempo

t e as funcdes, ¢, N, q sao suficientemente suave de modo que a existéncia, urecidad
e continuidade para todgositivo séo satisfeitas para problemas de valor iniceinds
quex(t) e y(t) representam as populagbes presa e predador, respectieamenum
dado tempd > 0. A Proposicao seguinte, provada ebb]j fornece uma condigéo para
que o sistemal(12) comn(y) = &(y) = y apresente um unico ciclo limite globalmente
assintoticamente estavel. Usaremos essa proposicédo pateamque 0 modelo0¢3)
possui um ciclo limite para > R..

Proposicéo 1.25Considere o sistema

(%,¥) = (xg(x) =yp(X), Y(=y+da(x))), (1-13)
com condi¢&o inicial §0) > 0 e y(0) > 0. Se

d (X909+900 a0 B

dx —y+da(x) o

em0 < x< X e X < x <K, entdo o sistemfl-13) tem exatamente um ciclo limite que &
globalmente assintoticamente estavel no conjdiftoy) € R x>0,y >0} — {E*}, onde
E* = (x*,y") é o Unico ponto de equilibrio interior do sistema de equagbfsenciais

(1-13 .



CAPITULO 2

Modelo predador-presa de Gause com refugio

Empregando métodos qualitativo e numérico Krivan mostem, [14], que
o modelo predador-presa de Gause com refufia) (pode apresentar seis dinamicas
gualitativas distintas.

1. Todas as trajetdrias convergem para um ciclo de canardedst
2. Todas as trajetorias convergem para um pseudo equilibrio

3. Algumas trajetérias tendem a um ciclo de canard localenestavel e outras tendem
para infinito.

4. Algumas trajetorias tendem a um pseudo equilibrio loeatm estavel e outras
tendem para infinito.

5. A densidade de presas tende para infinito e a densidadedidpres tende a zero.
6. Todas as trajetérias tendem ao infinito.

O principal objetivo deste capitulo é provar os seis redoltaacima para o
modelo predador-presa de Gause com refugio definiddethgor

. ebxy ekbxy
= — — . 2_1

Para isto fornecemos condi¢cdes necessarias e suficiemgesgpainco primeiros resul-
tados e dois grupos de condi¢des suficientes para que o maplesente a dinamica
descrita no sexto resultado.

2.1 Comportamento qualitativo do modelo quando a
densidade das presas esta acima do limite critico

Quando a densidade de presas esta acima do limite crite@, iquanda > R
temos que = 1 e o comportamento qualitativo do modelo de Gads#) € determinado
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pelo subsistema

bxy
X=1rIX— =Py(X
l+th 2( 7y)7 (2_2)
A YY)

Nesta se¢cdo vamos analisar o comportamento qualitativalokistemaZ-2).

Os pontos de equilibrio do subsisten2a?j s&oO = (0,0) que é um ponto de sela e

E* = (X*,y*) que é o Unico equilibrio interior, ondé = m ey = b(k%kéh)

Observe que o ponto de equilibrio interiof esta no primeiro quadrante se
B =kb—wd=b(k—dh) >0,

ondew = bh e como o parametrb é sempre maior ou igual a zero temos ue 0
implica que(k— dh) > 0.

Determinando a matriz Jacobiana associada ao subsisgf)an6 ponto de
equilibrioE* obtemos que o polindmio caracteristico é dado por

orh or (k — dh)
PA) =N - — A4 — L
(M) M T
o ] ro 5 5 ro
O discriminante de’(A) é dado porA = 2 (roh® — 4k 4 4kdh), ondep > 0. Se
(réh? — 4k? 4 4kdh) < 0 entdo os autovalores sdo um par de complexos conjugados da
ohr

formaA = a; +iap coma; = K > 0. Assim, pelo Teorem#.11, o ponto de equilibrio

E* &, localmente, um foco instavel. Além disso, (88h? — 4k? 4 4kdh) > 0 entéo os

~ VA
autovalores sad;, = a; +ap ondea; > 0 eap = — > 0, observamos quk; » > 0,

pois pela definicdo da; eas temosA; =a;+a, >0e

dhr VA  8h’r?  rd
)\z—al—a2<o ~ E<T<:> I <p(r

3h? — 4k? + 4kah)

45°hr
k

— 408r = 46r (dh—k) > 0,

como assumimos— &h > 0 e &Hr > 0 a ultima desigualdade é uma contradicao, portanto
A2 > 0 e, novamente pelo Teorenadll, o ponto de equilibric* €, localmente, um n6
instavel.
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Fazendo a mudanca de variaveis X — X* ev=y—y*, obtemos

du_ (u+x*)(rbhu—bv)
dt ~ 1+bhu+x*) °’

(2-3)
dv_ bu(k—3h)(v+y")
dt  1+bhu+x*)

entao,
dv_ buk-8h)(v+y)  (k=8h)(v+y’)

du  (u+x*)(rbhu—bv) rhu—v-i—rhx*—x*\—l:'

Considerand® = v(u) temos que/(0) = 0, pois(u,v) = (0,0) é singularidade isolada do

v(u)

. : d :
sistema 2-3), assimq = d—\l:(O) = “moT' Consequentemente, toman@opv) — (0,0)
u—
na equagéo acima, obtemos

_dv_ y'k—3h rkk—3h

9= " xrh—q orh—q

(2-4)

simplificando a equaci®{4) obtemosdqg? — dhrq + rk(k — 8h) = 0. Resolvendo esta
equacao quadratica, esnobtemos

r 2 2 k2
it [S (8 — 42+ 4kdh)  thay [ A
- & (2-5)

Oi2 = > = >

Portanto, se\ > 0, ou seja o equilibrio interide* € um no instavel, entdo existem duas
assintotas para o mode®-) na dire¢do negativa, denotadas por

Liiy=qu(x—=x*)+Vy*, La:y=qX—X")+y" .

Além disso, temos qug; > ¢z € ambos séo positivos. De fato, pela expresgas) €
facil ver queq: > g2 e g1 > 0, agora para mostrar qup > 0 devemos verificar que

k2
rh > ?A’ mas isto é valido se e somente se,

k2 r

22 2 2

reh® > ?A: 5 (réh” + 4kdh — 4k°) .

Dividindo ambos os lados da inequacao acimarpersimplificando o resultado encon-
trado obtemos

4kdh — 4K? = 4k(3h—k) < 0.

Esta inequacao é verdadeira, ja que k— dh > 0. Portantog, > 0 como queriamos
mostrar.
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Resolvendo as equacd®@s(x,y) = 0 eP»(x,y) = 0 obtemos, pela Defini¢éh4,
gue as isoclinas particulares do modde? sdo dadas, respectivamente, por
r
L3:Xx=X" L4:y:rhx+6 ,
obtidas resolvendo Note que, a inclinagdo da isodlip@ maior que a inclinagdo da

assintotd.1, assimrh > g; > g2 > 0. Segue que, 9&* € um n0 instavel o retrato de fase
para o subsistem&+{2) pode ser representado pela Figlra

101

0 1 2 3 4
X

Figura 2.1: Retrato de fase para o subsistelf2a2), onde fixamos
os parametros =2, b=1,k=04,h=1e6=0.2.

A fim de analisarmos o comportamento qualitativo global dadehm 2-2)
consideramos um reescalonamento do tempo dado por

t=(14wx)T, ou dt=(1+wx)dt,

entdo o modelod-2) torna-se

(r +ax—by),
gr (2-6)
=Y(Bx—-9),
onder >0,a=rw> 0 ep =kb—dw. Observe que sp <0, entéog < 0 para todo
dy

T > 0. Isto implica quédy/dt)(dt/dt) < 0, ou sejaa < 0 paratodd > 0, entdo quando
t tende ao infinito temos quaende a zero, e consequentemextende ao infinito. Segue
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gue, se o ponto de equilibrig® ndo existe entdo a densidade de presas tende para infinito
e a populacéo de predadores morre eventualmente, ou sigjaaxo seguinte lema.

Lema 2.1 Sef3 <0, entdo a densidade de presas do mod2l@) tende para infinito e a
populacao de predador entra em extingao.

Paraf3 > 0 podemos considerar um reescalonamento do tempo no m@ddlo (
dado poit = &1, e a seguinte mudanca de variaveis

Substituindo no model®¢6) obtemos,

dt _dx dv_Bdx dt o/t a, o
G dt & osdr ot \s pgr V)
dy dy dt bdy dt _ _

B _dy Y I gz 1),

df ~ dt df  ddr df
ou seja, obtemos o seguinte modelo
=X(p1+ p2X—¥) = P(X,9),

y(x-1) = Q(X.¥),

(2-7)

S S| &

r
o
porEp=(0,0) eE1 = (1, p1+ p2). Determinando a matriz Jacobiana, associada ao campo
de vetores do modelo, no pona e seu polinbmio caracteristico, encontramos que 0S

autovalores séo dados por

ondep1=<->0,p2= % > 0. O modelo 2-7) possui dois pontos de equilibrios denotados

= \/P%—4(D1+ P2)
)\1’2: > .

Baseado na discuss&o acima, f&tapodemos mostrar que, §& < 4(p; + p2) entdoE;
€ um foco instavel e sp% > 4(p1+ p2) entdoE; é um no instavel. Observe que, a fungéo
f(p2) = p% —4(p1 + p2) atinge seu valor minimo emy = 2 com fyin = —4(p1+ 1).
Além disso, existe uma raiz positiva da equadgdp,) = 0, a qual denotamos por
p*=2+42,/p1+1. Logo,f(p2) < 0 para todo & py < p*, entdo fazendo uma mudanca
de variaveis inversa effy, ou seja =X = 3x/d erk/d(k— dh) = § = by/d, concluimos
que o equilibrice* é um foco instavel para4€ p; < p* e um no instavel sp; > p*.
Vamos mostrar que o model@-f) ndo possui ciclos limite no primeiro qua-
drante doR?. Para isto considem®(%, §) = X"~1§™ ! uma funcfo de Dulac, entdo o di-
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vergente d8f(X,¥) é dado por

0BP 0B on—lem—
O(Bf) = -+ ayQ:xn 1gm=1(

npL+ (n+ 1) paX — Ny — m+mx).

Assimn = m= 0 s&o tais quél-Bf = p,§~1 > 0 quandoy > 0. Pelo Teoremd.13
concluimos que o model@{7) ndo possui 6rbitas fechadas no primeiro quadrani@so
portanto tal modelo ndo possui ciclo limite nesta regiéo.

Vimos que, para um estudo local o sisten2a2) pode ser um foco ou um
no instavel. A fim de estudarmos o comportamento qualitagiedal do sistema é
necessario saber como as solu¢des se comportam quandaregrorlo infinito. Para
isto, consideramos uma extensdo do campo de vetores, ad3@0 Sistema2(2), a
esferaS? e trabalharemos nos hemisférios separados pelo equadesfélaS? temos
gue, o equador representa os pontos do infinito e podemog defscartas locais, dadas
por

Ui={y=(ynY2,y3) €S% yi >0}, Vi={y=(y1,Y2,¥3) € S i < 0},

parai = 1, 2, 3. As correspondentes aplicacdes lo¢ais); — R? andy; : Vi — R?
sdo definidas com;(y) = —Wi(y) = (Ym/VYi,Yn/Yi) param< nem, n # i. Este método é
conhecido como Compactificacdo de Poincaré, 9er [

Primeiro, consideramos as coordena¢f®g) para oR?, a carta(Uy,¢1) e 0
subsistemaZ-2) reescrito como o sistema-{/). Neste caso, aplicamos a mudanca de

1 .
coordenadas = % ez= oL no subsistema&(7), e obtemos
du 1
7 = 5 (U(1—p2) —2u14 p) +1P),
(2-8)
= }(uz— P2z— P17)
di  z 2 1=
, . t
Agora reescalonamos o tempo no sistema acima tomaﬁd?e obtemos
du
gr — U= p2) —zul+p) + U7,
! (2-9)

dz
a =UuUzZ— pPpZ— p122

Consideranda = 0 vemos quéD; = (0,0) e N = (p> —1,0) sé&o duas singularidades.
Observe que, se voltarmos as variaveis originais y obtemos queO; = (»,0) e
N = (o0, 0) sdo duas singularidades no infinito para 0 mod2ia)(

A matriz Jacobiana associada ao campo de vetores do si2edpé (lada por
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Juz= [ “PrtbzEd-p)t2u —(ptLu
’ z U—p2—2p1z )

entdo, calculandd(O1) obtemos uma matriz diagonal cujos autovalores s&o dados por
A12 = 1— p2,—p2. CalculandaJ(N) obtemos uma matriz cujo polindmio caracteristico

é dado pomp(A) = A2 — (p2 — 2)A — (p2 — 1). Isto implica que os autovalores 8esdo

A12 = p2—1,—1. Consequentemente, pe> 1 temos qué; € um no estavel B € um
ponto de sela e se pz < 1 entddd; € um ponto de selalk € um no estavel. Além disso,

p2 < 1 implica quep3 < 4(p1+ p2) pois p1 > 0, p2 > 0 e, neste casqs < 4pz, assim

E;1 € um foco instavel, de onde concluimos dtieé um foco instavel quandp; < 1.

Em particular, sgp, = 1 entdo os pontos de equilibrio no infinitd; e N, coincidem.
Segue que, fazendo um reescalonamento do tempo;A, no sistemad-9) comp, =1
obtemos

d

d_; =ZU1+ p1) — U = ®(u,2),

d (2-10)
V4

5 = 2-uz pZ =z+W¥(u,2),

ondeO; € um ponto singular de ordem superior. TomardeW¥(u,z) = 0, obtemos

z1(u) =0 ez(u) = (u—1)/p1. Note quez;(0) = 0, z(0) # 0 e substituindae = z;

em®(u,z) temosd(u,z;) = —u?. Segue, pelo Teorendal6 queO; € um ponto sela-no.
Agora, consideramos a cartty, $,) e aplicamos a mudanca de coordenadas

X 1 . . ~
V= § ez= § no sistema-7). Em seguida, reescalonando o tempo ¢em-zt obtemos

0 sistema q
v
= v—vz(p1+1) — (p2— V2 = v+ Wi(v,2),
de (2-11)
=V Z = d1(v,2),

que possui duas singularidades, a s&et (0,0) eN = (1/(pz —1),0).

Os autovalores d©®; séoA1> = 1,0, o que implica qued, também € uma
singularidade de ordem superior. TomandeW¥;(v,z) = 0 em @-11), obtemoss;(z) =0
evz(z) = (1—2z(p1+1))/(p2—1), ondevy(0) = 0 evy(0) # 0. Substituindos = v em
®4(v,z) obtemosb(vy,2) = —72 e, novamente pelo Teoremal6 concluimos qué®, é
um ponto sela-no.

Observamos que, nas variaveis y, sep; > 1 entdo,0, = (0,0) eN =N =
(c0,00) s@0 as singularidades no infinito para o subsist&¥A € se 0< p; < 1 entdoN
nao pertence Rﬁ ou coincide con4, assim,01 e O, sdo as Unicas singularidades no
infinito de R-2).

Em resumo temos o seguinte resultado para o subsis&@)a (
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Teorema 2.2 Sef > 0 e p < 1, entdo qualquer solucdo tende a orbita heteroclinica que
conecta o0s pontos QO; e O, onde @ = (»,0) e O, = (0,») s&o singularidades no
infinito e O= (0,0) é a origem deR?. Sep > 0 e p > 1, entdo qualquer solucéo tende
para infinito.

DemonstracaoSef > 0 e p2 < 1, entdo o Unico equilibrio interior do subsistere?{
E* é um foco instavel. Na discusséo acima, vimos que ndo exdtelienite em torno
de E* no primeiro quadrante d&? e, além dissop, < 1 implica emp, — 1 < 0, de
onde obtemos que a singularidade= N, no infinito, ndo existe ou coincide co@.
As singularidade® O; e O, sé@o pontos de sela ou sela-nd. Assim, numa vizinhanca dos
pontosO; e Oz, temos os setores hiperbdlicos, ver Figlrh Portanto, qualquer solugéo
do modelo ira espiralar em torno @& e tender a orbita heteroclinica que conecta os
pontosO;, O, e O.

Se3 >0 e p2 > 1, entdo temos trés singularidades no infinkp,0, e O
gue séao, respectivamente, um ponto de sela, um ponto se&aindbnd estavel para o
subsistemaZ-2). Isto significa que qualquer solucao do subsistema irdcia primeiro
guadrante, exceto d&* tendera par®; ou N, ou seja tenderda para infinito. O

Sep2 > 1, entdo o ponto de equilibrie* podera ser um foco ou no instavel
dependendo de*. Para analisar a existéncia de um ciclo de canard no modely (
precisamos discutir se uma trajetéria do subsiste?¥®) partindo de um pont¢xo, yo)
na isoclinaLy, comxg < x* ira atingir esta linha novamente ou ndo quando fi; < p*.
Primeiro vamos analisar esta questao considerando urmsisgige pode ser um limite do
subsistemaZ-2) quandax — o, ou um sistema de comparacao, dado por

{ X=rxXx—ay=Ps, (2-12)

y=(m-23)y=Qa,
ondea = 1/h em= k/h. Denotamos mais duas linhas por

r+6—m

r
Lg:y=—X Lg:y=———X
5ya,6y o )

comLs sendo uma iséclina particularlg uma solucéo especial do sisten2al) dada
na formay = Ax, e definimos quatro regio€3, i = 1,2, 3,4, dadas por

r r0—m r
@1:{(X,Y)€R2;y<—x}, 922{(X,y)€R2; ;X<y<—x},

. o
93:{(X7Y)€R2:y<mX}, 942{(X,Y)6R2; gx<y<$‘“x}.

Obtemos os seguintes resultados.
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Lema 2.3 Considere o sistem@-12), temos que

(a) se m-& > r entdo qualquer solucéo partindo &y, Yp) € ©1 atinge a linha ls em
tempo finito.

(b) se0 <m—d < r, entdo qualquer solugdo partindo d®y,yo) € O, ir4 alcancar a
linha Ls em tempo finito enquanto qualquer solucéo partindd@xdeyo) € O3 iré
permanecer nesta regido e ambas componentes tenderaoreisoi.

(c) se0 > m— 9, entdo qualquer solucéo iniciando na regi@q ira atingir a linha Ls
em tempo finito e entdo a componente x vai para infinito enguaiende a zero
na regiaoOs.

A Figura2.2ilustra esse comportamento para valores fixos dos parametro

Demonstracéo

Considerand@x(0),y(0)) = (Xo,Yo) € integrando a segunda equacao do sistema
(2-12 obtemos

y(t) =yoe™ Ot t>0.

Substituindo na primeira equacéo e integrando o resultadduimos que

_ At aYo _ a(m=3-r) >
X(t)=¢€ {X°+m—6—r(1 e )}, t>0.

DenotanddVl = m—3—r eM = ayp/M obtemos
X(t) =€ (xo+M (1—eM)).

Portanto

%( =re" (xo+M (1-eM)) —e*MMmeM.

Observe que, erhs temosdx/dt = 0, tomandol, o tempo em que a solucao
partindo de(Xo, Yo) atinge a linhd s e resolvendo esta equagao com respeitoletemos

— — 1. r(x+M)
re (xo+M(1—eM)) — ' MMMt =0t = —In-—"——~
(o+M( ) M M(r+M)

Portanto, _ _
- 1I I'(XO-FM)_EI r(Xo+M)

"M MI+M) M M(m-9)

Para qudly > 0 exista, consideramos 0s trés casos seguintes.

1. Assumimos quen—3 > r, ou sejaM > 0,m—3 > 0 eM > 0. Segue que,

r(xo+M)

m>1¢>rxo>M(m—6)—rM:MM

Tw>0&
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(€Y

Figura 2.2: Retrato de fase para 0 modg[®-12) nos casod 2e 3:
(agm=3,0=15r=1ea=32; (b)m=3,6=21,
r=lea=32 (cm=10=15r=1lea=12

I'Xo
&= IXo > QYo <= Yo < F

Portanto, qualquer solucéo partindo(dg yo) € ©; atingeLs em tempo finito.

. Suponha que & m—3 < r, entdoM < 0 e M < 0. Neste caso, devemos ter

r(Xo+M)

—— - < 1. Note que, as implicacoes
M(m—0) q plica¢

Xo+M<0eTy >0

— r+d—m
Xo+M <O4:>yo>+TXo,

r(Xo+M)

M(m—d)
sdo vélidas para tod(x,Yyo) € ©,. Portanto, qualquer solugéo partindo @e
atinge a linhaLs em tempo finito. Analisando as expresséexdéee y(t) em O3
vemos que as solucdes partindo(ag yo) € ©3 ndo alcancam a linhls, assim
tais solugcbes devem permanecer nesta regido. Além disandqu— o ambas

- = rx
<l&r(x+M) >M(m—6)<:>rxo>ayo<:>yo<70,

componenteg ey tendem para infinito.

. Suponhamos qum— 6 < 0, entaoM < 0 e M < 0. Neste caso, devemos ter

— r M T
Xo+M > 0eTy > 0 se e somente sém < 1. Observe que as implicagoes

M(m—9)
X0 X0 m_o_r Y0 P
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(%o +M)

M(m— &)
sdo verdadeiras para todry,Yo) € ©4. Portanto, qualquer solugdo partin@g
atinge a linhaLs em tempo finito. Analisando as expresséex@g e y(t) vemos
gue, quando — c a component& tende para infinito § tende a zero.

— r
<lerxg<M(M—3—r) <& rxo < ayg < Yo > EXO’

O

Baseado na demonstracao do lema acima, existe um t&nfad que a solucao
X(t) atinge seu valor extremo neste ponto para os trés casos. Afaplidarmos o Lema
2.3no sistemaZ-2), notamos quen— 8 = k/h— & = (k— dh)/h tem o mesmo sinal de
B = b(k — dh). Portanto, s < 0 entdo, pelo itenjc) do Lema e pelo Teoremh 10,
temos que a populacao presa vai para infinito enquanto agugmupredador entra em
extingéo.
Temos que —m+d=r+d—k/h=((r+8h—k)/hepy—1= %
Isto significa que, se o equilibrie" existe, entdg, < 1 é equivalente B—m+9 < 0, isto
ér <m-29, e vale o caso 1 do Lenta3 além dissop, > 1 é equivalente B—m+9 > 0
e vale o caso 2 do Lenta3. De acordo com essa discussao, temos o0 seguinte resultado.

Lema 2.4 Se E existe €l < py < p*, entdo qualquer solucao do sisteif2a?) iniciando
nas regioe®s e ©1, mostradas na Figura.2-(b) e (c), ndo pode atingir a linha k. Além
disso, existe um ponto A= (x1,Yy1) pertencente a linhaJ-tal que a trajetoria partindo
de A ira ser tangente a linha-no infinito como mostra a Figura.3.

DemonstracdoPara toddx,y) € ©1 ou ©3 temos que

kbx
X — 13)&{])( P, X — X Py

De fato, observe que as desigualdades

y y hbx
RS Th (l-i—hbx) !

kbxy 5 hbx (ky)_@/<yk ohy
h h y’

1rbhx YT Trhbx\h

. - h L x
sdo verdadeiras, ja qule%( < 1. Além disso, temos que< (rx/a) = rhx na regiao

©1 erx—(y/h) > (k—dh)x na regido®s, isto implica que em ambas regifes temos
rx—(y/h) > 0, ja quek—dh > 0. Segue que?, > 0,P; >0,Q4>0,Q2 < Qs e Py < P>.



2.2 Dindmica na regiéo de deslize 36

Q 4

Portanto,F < A como queriamos mostrar. Assim, pelo Teorehi0e Lema2.3 a
2 4
primeira parte do resultado esta provado.

Para a segunda parte do resultado, observe que a linha

entéo, voltando essa expressao para as varigweabtemos qug = ((r +90)h—k)x, que
€ exatamente a linha;. Consequentemente a singularid&tlao infinito pertence &g.
Portanto, a linhdg € uma assintota da singularidad@o infinito. O

Figura 2.3: Retrato de fase para o modgd-2) quandol < p; <
pfed0<m-o<r.

Vamos denotar as coordenadasAdepor (x1,y1). Segue, pelo Lema.4, que
qualquer solucéo partindo da linhg comx < x; entrard na regia®sz ou ©1 e perma-
necera nesta regido e qualquer solucéo partindo dalinltamx > x; ir4 espiralar em
torno deE* e entdo atingir a linha4 novamente no lado esquerdo do poAto Estas
propriedades desempenham um papel fundamental para detearexisténcia do ciclo
de canard no model@{1).

2.2 Dinamica na regiao de deslize

Nesta secdo analisamos o comportamento qualitativo doljmddesause com
refugio @2-1) na regido de deslizEs.
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De acordo com as definicbes dadas na Sé¢gpodemos considerar o parame-
tro € dado pela expressao-@), f(z) = f(x,y) = x— R e definir um sistema de Filippov,
dado na formaX-11), associado ao modelo de Gause. Neste caso, 0 subsisgededi-
nido parax < R. € dado por

y= -0y =Q1(xYy),

cujo unico ponto de equilibrigQ,0), € um ponto de sela s, definido parax > R; é

{ X=rx=Pi(x,y), (2-13)

dado pelo subsistem2-@). No que segue vamos nos referir aos subsiste@d$)(e
(2-2) como sistemaBs, eFs,, respectivamente. Além disso, definimos a regiéo de deslize
por3s={ze ¥;0(z) < 0}, onde

byx
0(z) =rx <rx— T bhx) ,

jaquellf(z) = (1,0). Tomandof (z) = 0, isto é&x = R, e resolvendo a inequacégéz) < 0
r(1+bhR,)
b

com respeito &, obtemosy > =Y, assim, a regido de deslize é dada por

Ss={z=(xy) € R x=Re,y > Yc}.

Empregando um método de controle, equivalente ao intrdduain R3] por
Utkin, podemos obter a equacéo diferencial para a dinanoicaatlielo 2-1) na regido de
deslizeZs. Comof(z) = 0 ex= R. emZ, obtemos que
df dx bRy

2 R — —
gt dat T 1iphR

resolvendo essa equagao com respegoodtemos

. r (1+bhR;)
by
Assim, o comportamento dindmico na regido de deslizpode ser determinado pela
equacao diferencial escalar

. (2-14)

Y kR (2-15)

gue é obtida substituindo o valor dedado em2-14), na expressao dedada no sistema
(2-1). Observe que a equacd® 15 possui um Unico ponto de equilibrio que denotamos
porys, comys = % gue é estavel com respeitcza Isto indica que o modeld¢1)
possui um pseudo equilibrig, = (Rc,ys), desde qugs > ye.

O campo de vetores do model®-{) definido na regido de delizZgs pode ser
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descrito por
2(t) =Fs(2), zeZs,

ondeFs(z) = (0,rkR. — dy).
Denotand®A = (R, yc) = | Re, w

€ um ponto de-dobra visivel para o model@{1). De fato, temos que o campo deslizante
aplicado emA é dado poFs(A) = (0,rkR; — dy¢) #0 e

, pela Definicad..22 temos qué\

bR:Yc ) ~0

(R (W) (s () = Re (1Re— 0

onde a ultima igualdade é obtida substituindo o valoygd@a equacao. Além disso,
FSZ f (A) =0e
bR:hr
" 1+bhR,
portanto A é um ponta&—dobra do modeloZ-1).
No que segue, identificamos como sistema de Filippov o seéstiado na forma
(1-11) que esta associado ao modelo de GaRsh.(Para os pontos de equilibiis e Ep

FEf(A) >0,

temos o resultado seguinte.

Lema 2.5 O equilibrio regular E* e o pseudo equilibrio fEdo sistema de Filippov néo
podem coexistir.

DemonstracdoSeE* é um equilibrio regular do sistema de Filippov, ou seja,
R. < x* =&/(b(k—dh)), entéo

B rbR(Bh—K) 1 (. b(k—3h)
Ye=Ys = 0o - b<1 5 R°)

r Re
= —|1-—= 0
b( x*) e
isto implica queE esta fora da regido de deslize Segue que, se o equilibrio regular
existe entdo o pseudo equilibp nédo existe.

Por outro lado, s&, € um pseudo equilibrio do sistema de Filippov, ou seja
Ys > Ye, €Ntao

. ok (Y
R X = R°<1 b(k—6h>rch)‘ (1 yz)>°’

poisys > Yc = Ys > Y*, assimE* € §;. Portanto, se o pseudo equilibfg existe entdo
E* é um equilibrio virtual do sistema de Filippov. O
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De acordo com o lema acima, ¥e> R;, entdoE* é um equilibrio regular para
0 modelo 2-1) e o pseudo equilibrigp néo existe, além disso, 8€< R, entdoE* € um
equilibrio virtual eEp € um pseudo equilibrio para 0 mode®1).

2.3 Andlise do comportamento dinamico global

Nesta secao apresentamos uma analise do comportameritatiyaaglobal do
modelo de Gause&(1). Para isto, assumimos que o equilibied de Fs, existe, ou seja,
admitimosf3 > 0.

Observe que, siB. = x* entao

rkRe.  rkx* rk
Y = 5 b _b(k—6h)_yk'

Isto indica que o equilibrice* e o pseudo equilibri€, coincidem quanddi. = x*.
Portanto, se escolhermé% como um parametro de bifurcacdo e fixarmos os demais
parametros do modelo de Gaugelj entéo, pelo Lema.5, ocorre uma bifurcacao no de
fronteira ou foco de fronteira eR. = Xx*.

Para o modelo de Gause com refudiel] temos os resultados seguintes.

Teorema 2.6 O modelo de Gause possui um ciclo de carfardlobalmente assintotica-
mente estavel se, e somente sexR* e p < 1. Ver Figura2.4.

Demonstragcédo Suponhamos quB: < X" e p2 < 1, vamos provar que isto implica na
existéncia e estabilidade do ciclo de canfard

Observe que, qualquer solugdo iniciando @@Yo) comxp < R; determinada
pelo sistemdrs, ira alcangar a linha = R; em um tempo finito. Com&; < x*, temos
gueA é >-dobra visivel e o equilibrio positiva* é regular, entdo pelo Len2a50 pseudo
equilibrioEp néo existe, isto significa qug, ndo pertence a regido de deslkzgou seja
Vs < Ye, 0 que implicay; < ye <Y, para todoy € %s. Portanto, comaly/dt = rkR. — dy
emZ, temos qualy/dt < O para todox,y) € 25 et > 0. Consequentemente, 0 campo
deslizante é regular e o subsistefg, dado em 2-2), apresenta o comportamento
dindmico descrito no Teorenf? da secad.1 quandop, < 1. Assim,E* € um foco
instavel do sistemés,, ja que consideramas; < 1, e o conjuntav-limite de qualquer
solucéo do sistembs,, excetoE*, € a orbita heteroclinica que conecta os pontos de
equilibrioO, O; e Os.

Para que o ciclo de canard exista € necessario mostrar quegdspartindo do
pontoA ira atingir s, digamos em um pontB € X, ver Figura2.4. Note que B # A,
caso contrario teriamos um ciclo limite e isto seria umarealitdo, pois vimos na se¢ao
anterior que néo existe ciclo limite no sistefg. Denote a trajetoria partindo do ponto
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A= (Rg,Yc) porT,, entdo queremos mostrar gqugintercepta a linha = R; no pontoB
em tempo finito.

A solucéo deFs, partindo do pontd, isto él, ird alcangar a isoclinbs para
X < X* em um ponto que ndo pode estar a direitaAdeevido a instabilidade dE* e
ao fato de que nédo existe ciclo limite no sisteRag Logo, ;> atingeL4 em um ponto
gue se localiza a esquerda Aee isto indica qud » passa pela linha = R. em um
pontoB € Zs. Além disso'> € um arco do tipo focal poiE* € um foco do sistemks,
e (Fs, f(2))(Fs,f(z)) < 0 em(A,B] pois (A,B] C X FinalmenteR: < x* implica que
Yc > Y5, Ou sejaEp néo pertence ao conjunid, B], consequentementés,,Fs,} € um
conjunto linearmente independente ghB|. De acordo com o Lem&.24e a Definigao
1.23vemos que o sistema de Filippov associado ao modelo de Gaappgssui um ciclo
de canard que denotamos o= ', UAB como mostra a Figura.4. Qualquer solugdo
iniciando no lado externofadeve alcangaXs e portanto tal solugéo tendd a qualquer
solugdo iniciando no lado interno dieatinge o segmentAB, caso contrario teriamos
uma contradi¢do com o Teorerid pois 0 subsistemBs, ndo possui ciclo limite &*
é instavel. Concluimos que o modelo de Gawsé)(possui um ciclo de canafd que é
globalmente assintoticamente estavel, ver Fi@uda

1 2 3

Figura 2.4: Retrato de fase para o moddl®-1) com o0s parametros
fixosr=1,b=1,k=05h=0.1,0=02e R =0.2

Reciprocamente, se 0 model®-1) possui um ciclo de canard assintoticamente
estavel entadr; < x* e p2 < 1. De fato, se tivéssemd® > x* 0 pontoE* seria um
equilibrio virtual, entdo o pseudo equilibrig, existiria e seria um ponto estavel em
relacdo &5 . Isto € uma contradigdo com estabilidade globdrl d&lém disso, sg, > 1
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entdo, pelo iten(b) do LemaZ2.3 temos que qualquer solucdo partindo da re@go
permanecera nesta regido. Novamente, isto contradizlzilektde global dé . Portanto,
p2 < 1. O

Na demonstracdo do teorema acima vimos que o fato de queetdtiaj 2
partindo deA atinge a regido de deslizg; novamente ou ndo desempenha um papel
fundamental para a existéncia do ciclo de canard. No queeségmecemos um método
geral para mostrar qu& atingeXs novamente em pontd = (R, yg).

Considere a seguinte equacao diferencial

. by
X—X(r— 1+bhx'<) = P3(x,y),

Kbxy
y= l+bhx—6y— Qs(Xx,y),

(2-16)

ondex* € a componente do ponto de equilibri*. O sistemaZ-16) possui um Unico
equilibrio no primeiro quadrante que € exatamdtitee 0s autovalores neste equilibrio
sdo dados pok = +i,/rd(k—dh)/k. Isto implica que o ponto de equilibri* & um
centro para o sistem2-16). Além disso, pela definicad.3, temos que para qualquer
valor inicial (xo,Yo) a funcéo definida por

k. 1+bhx

X )
Hlnl-i—bh)@_&n%_rlny_o_m (2-17)

€ uma integral primeira para o sisten2al(f). De fato, defina a funcéo

k. 1+bhx X y  bly—yo)
g(x,y)_hln1+bh)© 6Inx0 rlny0+1+bhxk’

(2-18)

assim a integral primeira é dada @gK,y) = 0. Mostraremos que, para qualquer valor de
x ey a fungéag(x,y) € constante ao longo das trajetérias 21d.6). Temos que

99y _ (K0 B\, (D .
at Y T\ T5phx x 1+ bhx y

~\Ibhx x 1+bhx 1+ohx v/ \1¥bhx )

simplificando a expresséo obtida concluimos %%éx, y) = 0. Logo, pela Defini¢éd.3,
temos quegy(x,y) é constante ao longo das trajetdrias do siste2abb|. Em particular,
parax ey tais queg(x,y) = 0.

ComoR; < X", temosy; < y* e existe uma trajetéria fechada do siste@d §),
denotada poyp, que é tangente a linha= R; em um pontdvl como mostra a Figura
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2.5. Portanto a trajetorigy de (2-16) partindo deA pode alcancaXs novamente no ponto
A = (R.,yn). Note que, ambos pontdse A’ pertencem a mesma trajetoyig assim as
coordenadas da e A’ satisfazem a equagad-(7). Logo, tomanddxo,Yo) = (R, Yc) €
(%,¥Y) = (Re, Yo ), Obtemos

- by bye
w=veod( s ) (i)

multiplicando ambos os lados da igualdade acima—pel’ir(l_i_bbhxk) eXp<—r(l:)_y+/th>)

e simplificando a equacao resultante obtemos

Y B by _ Ye B Ye
r(l—i—bhxk)eXp( r(l+bh><*<))_ r(l—i—bhxk)eXp( r(l—i—bhxk))’
com

byc bye —1
T bhxk)eXp(_r(l+ thk)) €le.0)

Segue, dgy > Yy que

_ r(1+bhx) byc byc
YW= W{_1’_r(l—i—bhx*)eXp(_r(l—i—bhx*) !

ondeW, conhecida como a funcd¥ de Lambert, é definida como a inversa, com varios
valores, da fun¢ép— z€& que satisfaz a equacie(z)expW(z)) = z. Para mais detalhes,
ver [8].

Agora, vamos mostrar que o ciclo de canBrgdertence ao lado externo gee

Ya <YB.
Por conveniéncia, denotamos
QZ (X7 y) Q3 (X7 y)
f(xy) = , F(xy)=
) P2(X,y) () Ps(x,y)
e consideramos as seguintes regides
D1 ={(Xy)[Re <x<x",0<y<y}, D2 ={(xy)[x=x,0<y<y"},

D3 ={(X%y)[x> X",y <y<r(1+bhx/b}, Ds={(xy)[x>x"y>r(l+bhx/b},
Ds = {(X,y)|Re < X< X*,y>Yy"}.

Na regidoD; temos queP, < P3, Q2 < 0 e Q3 < 0, de onde obtemos que
f(x,y) < F(x,y). Pelo Teoremd.1Q concluimos qué , deve estar no lado externo a
y1 emD; como mostra a Figurd.5. SejaM1 = (x*,ym,) 0 primeiro ponto de interse¢éo
del, com a linhax = x* e Ny = (X*,yn,) @ primeira intersecéo entyg e a linhax = x*,
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entaoyn, > ywm,. Além disso, sejg» a trajetoria do sistema@{16) partindo do pontdv,
entdo a curva fechada pertence ao interior da curya.

r (1+bhx)

' <
.
I
(o3

Figura 2.5: Retrato de fase para o sistenf2-16) e uma solucéo
particular do modelq2-1).

Na regidoD, temos queP > P3, Q2 > 0 e Q3 > 0, assimf(x,y) < F(X,y).
Novamente, pelo Teoremial(Q, temos que a curng pertence ao lado externo da cuyya
nesta regido. Ez temosP; < 0 < P, Q2 > 0eQ3 > 0, assinF (x,y) <0< f(x,y). Isto
implica que também temd$ no lado externo dg na regidds3. SejaMa = (Xm,,Ym,) O
ponto de intersecdo de com a linhal : y =r(1+bhx)/be Nz = (Xn,,Yn,) @ intersecéo
entrey, e a linhal, temos que, > Xn,, Ym, > YN,- Sejays a trajetoria do sistema{16)
partindo do pontd/,, entéoy, pertence ao interior dg. Além disso, sejilz = (X*,ym;)
0 segundo ponto de intersegdo [decom a linhax = x* e N3 = (X",yn;) a primeira
intersecao dgs com a linhax = X* como mostra a Figura.5.

Considerando a regiday temos quéd> > P3, Q2 > 0 eQs > 0, de onde obtemos
f(x,y) < F(xy). Isto indica que, nesta regido, a cuivaesta no lado externo dg e
YmMs > Yn;. Denotamos poy, a trajetoria do sistema@{16) partindo do pontdMs, entéo
V4 pertence ao lado externo ge

Finalmente, na regiélds temos qué> < P3, Q2 < 0 eQ3 < 0, e isto implica que
f(x,y) < F(xy). Logo, nesta regido, a curVa pertence ao lado externo gle

Concluimos que a cunia pertence ao lado externo da cuggana regiao

D =D;UD2UD3UD4UDs = {(X,y)|X > Re,y > 0}.
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Portanto, a curv&, partindo do pontd atinge a linhax = R; novamente no pontB,
além disso, temos qug < Ya.

Teorema 2.7 O pseudo equilibrio € globalmente assintoticamente estavel se e so-
menteseR>x"ep <1

DemonstracdoSeR; > x* entdo o pseudo equilibrig, existe e além disso € assintoti-
camente estavel com respeito a regido de deElzPelo Lema2.5temos queE* é um
equilibrio virtual do sistema de FilippovA é um pontoX-dobra invisivel, assim qual-
quer solugéo partindo de um por(t®, yo) pertencente a linha= R; comyp < Y. deve
alcancar esta linha novamente em um pdmty) comy > Yy, OU Seja em um ponto que
pertence &s, e entdo tender ao pseudo equililEp Observe que, qualquer trajetoria do
modelo @-1) partindo da regia&; encontra a linha = R; em um pontdx,y), além disso
sey < Yc entao essa trajetéria entra na reggpcaso contrario, isto g >y, a trajetéria
atinge a regido de desliz&. Em ambos os casos temos que a trajetéria partindg de
tende ao pseudo equilibrig,. PortantdEp € globalmente assintoticamente estavel.
Suponhamos que o pseudo equilibrio do sistema de Filipgavgsabalmente
assintoticamente estavel, vamos provar Bue x* e p2 < 1. SeR. < x* entdoE* é um
equilibrio regular, mas isto contraria a existéncia do geeequilibrio segundo o Lema
2.5, Por outro lado s@; > 1, novamente pelo iterfb) do Lema2.3, temos que qualquer
solucao iniciando er®3; permanecera nesta regido, contrariando a estabilidadelglo
pseudo equilibrio. Portant®:. > x* e p2> < 1 como queriamos demonstrar. O

Teorema 2.8 O modelo de Gause possui um unico ciclo de camaatalmente assinto-
ticamente estavel se e somentese R < X" el < p2 < p*.

DemonstracdoSuponhamos qug < R; < X" e 1< p2 < p*, entdo o ponto de equilibrio
E* € um foco instavel. Pelo Lema.4 temos que a solucdo partindo de N2 ird
atingir a linhal4 e voltar aZs em algum pontd. E claro queB # A, caso contrario
teriamos um ciclo limite erfis,, isto € uma contradi¢éo, portanto existe o ciclo de canard
M =T2U[A B]. Além disso, qualquer solucéo iniciando na reg@&pcom Xp > R: ir4
permanecer nesta regido e toda solugéo iniciando no ladma@arl ira alcancar o
segmentegA, B|, entdo tal solucéo tendela Segue qué € localmente assintoticamente
estavel.

Agora assumimos que o0 mode®-{) tem um anico ciclo de canard localmente
assintoticamente estavele vamos provar que, < R; < x* e 1< p2 < p*. Observe que,
a existéncia d€ implicaR; < x*, caso contrario existiria, segundo o Legh&, o pseudo
equilibrio Ep que € estavel em relacaozg, fato este que contraria a existéncialde
Pelo Teorem&.6 devemos tep, > 1. SeR; < X* e p2 > p*, entdo ambas componentes
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x e y do modelo tendem para infinito, pois neste caso temo€djueum no instavel e

a solucéo partindo do pon# tende a infinito. Portanto o resultado segue do Teorema
2.2 Novamente, isto € uma contradi¢do com a existéncia do céclardr. Finalmente,
segue pelo Lema.4quex; < R; e a prova esta completa. 0

Teorema 2.9 O pseudo equilibrio Eé localmente assintoticamente estavel se, e somente
se,R>x"ep>1

Demonstracdo SeR: > x*, entdoE* € um equilibrio virtual e o pseudo equilibrig,
existe. Por hipétese temos gpg > 1, assim qualquer solucdo acima da orbitamos-
trada nas Figura2.3e 2.1, ira atingirZs e entéo tender ao pseudo equililfig enquanto
qualquer solucéo partindo d®s, ver Figura2.2-(b), comxy > R; irA permanecer nesta
regido. Portanto, obtemos estabilidade assintética lded,. Reciprocamente, supo-
nhamos que o pseudo equilibify € localmente assintoticamente estavel. Entéo, pelo
LemaZ2.5 devemos teR; > x*. SeP, < 1 entdo pelo Teorema 7 temos que o0 pseudo
equilibrioEp do modelo 2-1) € globalmente assintoticamente estavel contrariandsenos
hipbtese, assim devemos fer> 1. O

Baseado no Teorenfa2 e nas provas dos Teorem2as8e 2.9, temos o seguinte
corolario.

Corolario 2.10 Se R <x; el < p2 < p*, entdo ambas componentes x e y tendem para
infinito. Se R< x* e p > p* também teremos que ambas componentes x e y tendem a
infinito.

Nos teoremas acima abordamos o comportamento qualitativamatielo de
Gause 2-1) quandd3 = b(k— éh) > 0. Entretanto, s < 0 temos o seguinte resultado.

Teorema 2.11 A singularidade @ no infinito € um ponto globalmente assintoticamente
estavel se, e somente e b(k—&h) < 0.

Demonstracdo Suponhamos que a singularidade seja globalmente assintoticamente
estavel. S@ > 0, entdo segue dos Teorena6-2.9 e do Corolaric2.10que deve existir
uma trajetéria no model®¢1) além deE* que pode ser o ciclo de candrgdo pseudo
equilibrioEp ou a trajetorid ;. Isto € uma contradicdo com a estabilidade globaDde
Portanto devemos t@ < 0.

Reciprocamente, §&< 0 ent&o o pseudo equilibri, ndo existe. Caso contra-
rio, teriamos
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e assim

Re 1

E(k— oh) > b’

mas isto € uma contradicdo, ja gfe< 0. Segue que, qualquer solucao partindo do
ponto A tende aO1. Além disso, pelo Lem&.1, temos que a densidade de presas no
subsistemaZ-2) tende para infinito enquanto que a densidade de predagossa zero.
Consequentemente, qualquer solucdo do modely partindo de(xp,yo) € S tende
para infinito. Observe que, qualquer solucéo partindo déoeg entra emS,; e deve
tender paraD;. Isto ocorre porque a origem € ponto de sela para o subsigii@
com subespaco instavel sendo o gpxe 0. PortantoQ1 € globalmente assintoticamente

estavel. 0



CAPITULO 3

Modelo predador-presa de Gause considerando
a capacidade de suporte

Neste capitulo vamos analisar o comportamento qualitgtivbal do modelo
predador-presa de Gause com refugio considerando a cagaalé suporte do ambiente
para a populacdo de presas. Neste caso, 0 modelo de Gausepederito como

. X ebxy ekbxy
= 1--)— — 1
(%) <rx (2-%) 11 bhx 1+ Dbhx By) ’ (3-1)
ondee = 1 parax > R; e = 0 parax < R..
Considerandd (z) = x— R, ondez = (x,y) € R2, podemos definir um sistema

de Filippov para o modelo conforme as definicbes dadas na deg2&o capitulol.
Note que, se(z) < 0 o comportamento qualitativo do sisten3al) € determinado pelo
subsistema

.. X
(X7 y) = (rX (l_ R) ) _6y> ) (3-2)
sef(z) > 0 o comportamento € determinado pelo subsistema
. X bxy kbxy
= 1— =) — — . -
() <rx ( K) 1+bhx 1+ bhx 6y) (3-3)

Entdo, podemos definir um sistema de Filippov para o modelt),(dado na forma
(1-11), ondeFs, eFs, sdo os campos de vetores associados aos subsis@2)as (3-3),
respectivamente. Além disso, o conjunto de descontineiéathdo por

> ={zcR?,;f(2)=0}.

3.1 Comportamento qualitativo do modelo

Nesta se¢ao vamos analisar o comportamento qualitativoodielim 3-1).

O subsistema3-2) ndo possui equilibrio interior, no entanto ele possui d-equ
librio trivial (0,0) e o equilibrio predador livréK,0). Temos que(0,0) € um ponto de
sela cuja variedade estavel € a reta O e a variedade instavel é a rgta- 0 e pelo Te-
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oremal.l1ltemos qugK,0) é um no estavel. No subsistenB3) existem trés pontos
de equilibrio,(0,0), (K,0) e o Gnico equilibrio interior que denotamos [Bgr= (X3,Y3),

onde
o) rk(bK(k — &h) — &)

4= bk—on)’ 1T p(k—an)K

Observe que o ponto de equilibrio interigf pertence ao primeiro quadrante

desde quek —dh > 0 e bK(k—8h) —d > 0. No que segue admitimos a existéncia
de um anico equilibrio para subsistent&3), isto €, as desigualdadés—dh > 0 e
bK(k—éh) — & > 0 s&o verdadeiras.

Determinando a matriz Jacobianafs,, associada ao campo vetorial definido
pelo subsistema(3) e aplicando esta matriz nos pontos de equilibribg@®btemos que
(K,0) é um ponto de sela coyn= 0 sendo a variedade estavel e a reta

 Kbdh—Kbk+3—Kbhr—r

bK (x—K)

sendo a variedade instavel(@ 0) € um ponto de sela cuja variedade estavel € a reta
x = 0 e a variedade instavel é a reta- 0. Agora, calculand®Fs,(E;) obtemos que o
determinante e o traco sao dados por

—&r (Kbdh — Kbk-+ 3)

de(DFs (E7)) — — (<00 _KDKt9)
oy (Kbdh? — Kbhk+ 8h+k)ar

respectivamente. Como o polindmio caracteristico do stdrsia 8-3) emE; € dado por
P(\) = A% — Atr(DFs,(E;)) + det DFs, (E})), obtemos

(Kb3h? — Kbhk-+3h+k)ar  3r(Kbdh — Kbk+5)

_\2_
P(A) =A"-A KKb(3h—K) kKD

Denotandq = —tr(DFs,(E])) eq = detDFs,(E;)), vemos que| > 0 ja que assumimos
bK(k —8h) — &> 0. Além disso,

K
(a) sexj <

bh entaop < 0;

(b) sexi > b entdop > 0.
De fato,

o Kbh—1

*

XL = pk—oh) = 2bh = b(k—&h)(Kbh— 1) — 2bh% > 0

=  —b(k—hkKb+8h+ 8bhPK) > 0= (k— hkKb+ 8h + 8bh?K) < 0.
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Como(k—8h) > 0 e os parametras 0, K, k e b séo positivos concluimos que

ro

P= T kRkp (<~ NkKb+3h + 3bhPK) < 0.

Analogamente concluimos a afirmag#g.
Considere\ = p? — 4q o discriminante do polindmio caracteristie\ ), assim
os autovalored, associados a matrizFs, (E;), sdo determinados pela expresséo

—pEVvA
A= pi, (3-4)
2
segue que,
. bh—1 .y N
1. sexj < “obn e A <0, entdcE] € um foco instavel,
. bh—1 .k s
2. sex] < “obn e A >0, entacE] € um no instavel,
. bh—1 . .
3. sexj > “obn e A <0, entdcE] € um foco estavel,
. bh—1 X L i
4. sexj > b e /A >0, entdcE] € um no estavel.

Neste trabalho vamos investigar o comportamento dinamicsistema §-1),
usando técnicas de analise qualitativa, quégdé um foco. No entanto, quandg € um
no, vamos apresentar o comportamento dinamico do sis@f)an(imericamente.

K . . -
Lema 3.1 Suponha quepx< T e /A <0, entdo o subsisten(&-3) possui um unico

ciclo limite, globalmente assintoticamente estavel, nmpiro quadrante.

Demonstracéo
Temos que KX x < K, y> 0 e Ef € um foco instavel. Com as notactes da

Proposicadl.25 sejamg(x) = r <1— %) p(x) = 1f)t;hx e —y+qx) = 1—tbbxhx_ :
Entéo
P(X)
g [XI0FIO=XI0 T g arbhe@ 4 rx — Krbhx
dx —y+q(x) - _&< Kb(k — dh)x— K& )
(3-5)

d <2rbhx2 +rX— Krbhx)

~dx \_ Kb(k—8h)(x—x})
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calculando a derivada er8-6) obtemos a seguinte equacao,

1 2rbhy®  4rbhx;x My .
b(k — 3h) (X — x;)?2 (_ K K +(rbh+R)X1)' (3-6)

Agora vamos analisar o sinal da equaca), Para isso basta analisarmos o
sinal da equacéo do segundo grau

2rbhx2  4rbhx;x
)=t %

+ (rbh+ %) X3,

ja que

1 o ) ]
> 0.
b(k—8h) (x—x)2 ~ 0. Observe que o grafico d&x) € uma parabola com

concavidade para baixo e o discriminante € dado por

. 8l"2th;|_>k

D= =5 (20h% + 1~ bhK),

2 h .
8robhxg > 0. Por hipotese temos qug < %

onde K2 2

, consequentemente obtemos
(2bhx; +1—bhK) < 0,

ou seja,A\; < 0 e f(x) possui no maximo uma raiz real, o que implica qu®) < 0.
Segue que,

1
b(k — 8h)(x— ;)2 f(x) <0.

Portanto, pela Proposicdo25 o subsistema3(3) possui um unico ciclo limite
globalmente assintoticamente estavel. O

3.1.1 Dinamica na regido de deslize e existéncia de equiliks

De acordo com as defini¢cdes, fornecidas na sé¢ado capitulol, a regido de
deslize para um sistema de Filippov é definidalpo+e {z€ Z;0(z) < 0}, onde

0(2) = (U1(2),Fs)(0f(2),Fsy).

Para determinarmos a regido de deslize, denotada>godo modelo 8-1), vamos
considerarf(z) = f(x,y) = Xx— Rc. Observe quel]lf(z) = (1,0) ez= (R,Y) poisz € Z,

assim
0(z) = (rRC (1— %)) (rRC (1— %) - 1_??)%%) :
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Resolvendo a inequac@jz) < 0, emy, obtemos

portantoZs = {(x,y) € R, ; X=Re, ¥> Vg, }.

Podemos obter uma equacéao diferencial para o comportamiedimico endg
usando um método de controle equivalente ao introduzidd/fsan em [23]. Comof =0
ex=R;emZg temos que

df dx R bRy
a_dt_rR°<l ) *17bhR

K

emZs. Resolvendo a equacdo acima, com respeitoatemos

r (1— %) (1+DbhR)

by
Segue que, o comportamento dindmico na regido de deslizedelon3-1), 2, pode ser
determinado pela seguinte equagao

€= (3-7)

dy _ Re B )
a_rch<1—?)—6y—(p(y), (3-8)

. . ~ .d
obtida ao substituirmos o valor delado em 8-7) na expressao de= d—i/ dadaem3-1).
No modelo 8-1) podem existir diferentes tipos de pontos de equilibriopes
analisar a existéncia de tais pontos de acordo com as definiigilas no Capitulb

Seb < m ou equivalentement&; < x3, 0 ponto de equilibri&; € um
0 ou
)l

equilibrio regular para o modelo, o qual seré denotadoEgoiSeb > m

equivalentementB; > x;, 0 pontoE; € um equilibrio virtual, o qual denotaremos (&gt
Resolvendo a equac&@gy) = 0, em y, obtemos

~ TkRe Re
yl_T(l_?)’

logo, 0 modelo 8-1) possui um pseudo equilibrio dado pép = (R, y1), desde que
yl > yC]_-

O ponto de tangéncia? satisfazx = R, e X f(Ed) = XOf(EL) = 0, ondeX é o
campo de vetores associado ao modaiad)( ou sejaE% satisfaz

Re ebRy
(1) 1 bR =0
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resolvendo a equacao acima gmwbtemos

‘ (1_%) (1+bhRy)

eb

y= (3-9)
Note que, com@ = 0 oue = 1, a expressad(9) apenas tem sentido paa= 1. Segue
que, existe um ponto de tangén&a = (R;,Y.,) para o subsistemis,, dado em §-3).
Observe que,

K~ (1+bhR)2 1+ bhR

kbReye rRe bye —bR:
2 1 _ 1 1
e - (0.9 5, ) )

B —bReye, ( kbR 6)
“1+bhR \1+bhR /)’

substituindo o valor degy,, determinado na sec¢d® 1.l e manipulando o resultado
encontrado, obtemos que

5
F2f(E}) = % (1—%) (1—%0).

Assim,E+ é um ponto de tangéncia visivelRg< X; e invisivel seR; > x;.
O equilibrio de fronteira do model@{1) deve satisfazer as seguintes equacoes

X ebxy ekbxy B i
rx(l_K)_thx_o’ 1ronx =0 (3-10)
0 . S
comx=R.. Quandee =1, R. = X] = m ey > 0, a partir da primeira igualdade

em 3-10), obtemos

Re bRy K
ch(l_?)_1+bhF{_O:>y_b<l K)(l-i—bhF?c),

substituindo este valor dena segunda igualdade d& 10 obtemos

() B -

pois R; = ﬁ implica emd = 15;)'?:&. Portanto, o equilibrio de fronteira do
Re

modelo pode ser escrito corig = (Rc,% (1— ?) (14 th:)) :
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Lema 3.2 O equilibrio regular B e o pseudo equilibrio Fdo modeld3-1) ndo coexis-
tem. Além disso, segexiste entdo ele € estavel na regido de dedlize

DemonstragdoSuponhamos queg; € equilibrio regular do modelo, istolg; < X3, logo

o 4 -3) () o) ()

jaqueR: < K. Isto indica quép = (Rc,y1) ndo pertence 3s, ou seja, o pseudo equilibrio
Ep nao existe.
Por outro lado, s&p € um pseudo equilibrio do modef®-{) entéoy; >y, , isto
é,kbR. > 8(1+ bhR;). Assim
By o _ bkR. — (bdhR +9)

R =R o = bk—an) >

de onde concluimos qu > x; e Ef € um equilibrio virtual.

Portanto, o equilibrio regular e o pseudo equilibrio ndxistem.

Para provar que o pseudo equilibBg é estavel ens, basta mostrarmos que
@(y1) < 0. Mas,¢(y) = —0 < 0 para todgy € R, em particulag (y1) < 0. Segue que, se
E, existe entdo ele € um ponto estavel Bmn O

3.1.2 Analise qualitativa global

Nesta subsecéo, apresentamos os resultados referentaaaramento quali-
tativo global do modelo de Gausg-{).

Considerex; < T;l e A <0, neste caso temos q&g € um foco instavel
e, pelo Lem&.1, existe um unico ciclo limite estavel no subsistefga Denotaremos tal
ciclo limite pory,, a coordenada mais a direita gepor R, = (Xr,,YRr,) € a coordenada
mais a esquerda pbp = (x,,YL,). Neste trabalho dizemos qyé ciclo limite do modelo

(3-1) se ele esta completamente na redigdEntao, temos 0s seguintes resultados.

Teorema 3.3 O modelo possui um ciclo limite globalmente assintoticamestavey se
e somente s@ < R < x,.

Demonstragéo Suponhamos que 9 R. < x.,, entdoE; torna-se um equilibrio regular
do modelo e o ponto de tangénch‘é de Fs, € visivel, isto indica que neste caso o

Re

pseudo equilibrio n&do existe, consequentem%%fe; rkRe (1— ?) —0y<0 VyeZs

Alem disso, o ciclo limitey> do subsistemé&s, esta completamente a direita da linha de
descontinuidade = R, isto €, na regia&,. Portantoy = y2 € um ciclo limite para o

mmodelo 8-1).
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Qualquer solugao partindo do ponto de tangéEgdim&o encontra a linha limite
X = R; novamente, tal solugéo deve tendep g quey- € globalmente assintoticamente
estavel no subsistents,. Dada uma trajetoria partindo da regi&§otemos que, se ela
nao atinge a regido de deslizg entéo ela tende @ devido a estabilidade dg, caso
contrario, a trajetéria ira mover ag ao longo do segmento de deslize, ja dygdt < 0
emzZg, e entdo tenderw. Assim, qualquer trajetéria iniciando na reg&aconvergira ao
cicloys.

Qualquer solucao iniciando na regi&pdo modelo alcancara a linlkka= R em
um tempo finito. As solugdes que encontra@®&irdo mover-se parE% e assim tenderao
ay.. Além disso, as solu¢des que alcangam a lxkaR; abaixo do ponto de tangéncia
entrardo na regia8, e consequentemente tenderag aPortanto, todas as solu¢des do
modelo convergem parng, ou sejay = Y2 € globalmente assintoticamente estavel, ver
Figura3.1

20
Er
g2

€——Rc

10 20 30 40
X

Figura 3.1: Retrato de fase do modg(8-1), onde fixamos b-0.19
e 0 parametro de bifurcacdo.R= 8.

Reciprocamente, seé um ciclo limite para o model@¢1) entdo 0< R; < X_,.
De fato, seR: = x_,, entdoy é tangente a linha de descontinuidadeR. e isto contradiz
a definicdo de ciclo limite para o modelo. Re> x,, entédo somente uma parte do ciclo
limite esta na regia&, e novamente isto contradiz a definicioyd& claro queR; > 0,
poisR; é a densidade critica de presas. O

Teorema 3.4 O modelo de Gause possui
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(1) um ciclo tangente globalmente assintoticamente ekss@&ye somente s, %= R,

(2) um ciclo de canard globalmente assintoticamente ekt&y@® somente se,
X, < Re < Xi.

Demonstragdo(1) Sex., = R, € claro que o ciclo limitg, do subsistemas, é tangente
a Zg no ponto de tangénciE%, assimy, € um ciclo tangente para o model8-1),
ver Figura3.2-(a). A prova da estabilidade dg é similar & prova no Teorema.3.
Reciprocamente, é facil ver que,ysee um ciclo tangente para o0 modelo entip= Rc.

(2) Sex,, < R < X3, entédoE; € um equilibrio regular e o ponto de tangéncia
EZ do subsistemé&s, é visivel. Assim, o ciclo limitey, ndo se encontra completamente
na regiaoS, e pelo Lema3.2 o pseudo equilibridc, ndo existe. Logo, para mostrar a
existéncia do ciclo de canard, apenas precisamos provaa gakicdo do model®B£1)
partindo do ponto de tangéncE% chegara a um pontéy € 2s. Sejal’; a trajetoria
partindo deE#, temos qué ; chegara até a isoclina vertical que esta & direitaideevido
a instabilidade d&;. Isto indica qud 1 deve encontraEs em um pontoA;. Temos que
A # E%, caso contrério terifamos uma inconsisténcia quanto ajmsig ciclo limite de
Fs,- Além disso,(Fg, f(2))(Fs,f(2)) < 0 em (Ef,Aq], j& que(EF,A1] é um segmento
que pertence as, € comoE; € um foco instavel dés, segue qué 1 € um arco do tipo
focal. Como néo existe pseudo equilibrio &g) temos que{Fs,Fs,} € um conjunto
linearmente independente e[lﬁ%,Al]. De acordo com a Definicdbh23e o Lemal.24
o modelo 8-1) tem um ciclo de canard = 'y UEXA; ver Figura3.2-(b).

(a) (b)

201

Y104

ST R
0 " \ \ : 0 — \ : ‘
10 20 30 40 10 20 30 40
x x

Figura 3.2: Retrato de fase para o model8-1), onde fixamos
b = 0.19 e escolhemos Rcomo um parametro de
bifurcacéo, ema) R: = 10.3e em(b) R; = 11.

Qualquer solucao na regido interior [deleve atingir o segmenttA;, pois El
€ um foco instavel dés,. Aléem disso, qualquer solugéo exteriof @eve tender ao ciclo
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de canard e a prova é similar aquela feita no Teorg@r@aConsequentemente, existe um
ciclo de canard globalmente assintoticamente estavel nizin@-1).

Agora vamos mostrar que a existéncia de um ciclo de canagiobalmente
assintoticamente estavel, no modelo implica gue< R; < x;. De fato, se tivessemos
XL, > R poderiamos garantir a existéncia de um ciclo limite ou de igho ¢angente
no modelo, mas isto contraria o fato de qu& um ciclo de canard. Logo, temos que
XL, < Re. Por outro lado, s®: > x], entdoE; torna-se um equilibrio virtual e segundo
0 Lema3.2 o pseudo equilibridc, existe e € estavel com respelg Isto contradiz a
estabilidade global do ciclo de canard, assim devemd&terx;. O

Teorema 3.5 O pseudo equilibrio |, do modela3-1), € globalmente assintoticamente
estavel se e somente sexR; < K.

Demonstracdo Temos queR: < K, poisK é a capacidade de suporte para as presas,
ou sejaK é a quantidade maxima de presas. Se o0 pseudo equilibrio delan@ell) é
globalmente assintoticamente estavel erizexiste e, pelo Lema3(2), E; = E} € um
ponto de equilibrio virtual para o0 modelo e isto implica oge< R.. De onde obtemos
X] <R < K.
Reciprocamente, sg < R; < K, entdoE; torna-se um equilibrio virtual e o
ponto de tangénci&} deFs, é invisivel. Pelo Lem&.2,0 pseudo equilibride, existe
e é estavel com respeito3a, ver Figura3.3-(b). Portanto, precisamos apenas mostrar
que qualquer solugéo iniciando na linka: R. comy <y, atinge regido de deslizss.
Mas, qualquer solucéo partindo da limha: R. comy <y, entra na regia&, entdo se
olharmos essa solugéo como uma trajetoriggl@la tende ao ciclo limite dés,, ou seja
a solucdo atinge a linha= R, em X5, consequentemente tal solucdo tende ao pseudo
equilibrioEp. Portanto, o pseudo equilibrig, do modelo é globalmente assintoticamente
estavel. O
Considerandoq > %
subsistem#&s,. Neste caso, temos o seguinte resultado.

e A < 0 sabemos qu&; é um foco estavel no

Teorema 3.6 Se0 < R; < xj, entdo o ponto de equilibrio regular;Eé globalmente
assintoticamente estavel. Aléem disso, temos gueR: < K se, e somente se, o0 pseudo
equilibrio E, € globalmente assintoticamente estavel.

DemonstracdoA primeira afirmacéao do teorema pode ser demonstrada de f@milar
a prova do Teorem8.3 e a demonstracdo da segunda afirmacéo é similar a prova do
Teoremas.5. OJ
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3.2 Analise da bifurcacéo e simulac6es numéricas

Nesta secédo fixamos os parametros conforme a Tahélgpara analisar a
bifurcacdo e apresentar uma investigagdo numérica paraelan@-1).

Tabela 3.1:Valores dos parametros para andlise numérica.

Defini¢cdes Unidades Valores
Taxa de crescimento intrinseco das presgpor dia 1
Capacidade de suporte para prdsas por unidade de arep50
Taxa de busca do predadwor por dia 0-0.7
Tempo de manipulagéo por presa 1

Taxa de Conversdo - 0.45
Taxa de morte do predaddr por dia 0.36
Limite critico de presaR; por unidade de arep0— 50

Observamos que uma tipica bifurcacdo tangente pode ocorarvez que o
ciclo limite y» pode ser tangente a regidao de deslizeo ponto de tangénclﬁ% guando
R. = xi,. Por exemplo, quandg atinge o valor criticdy; = 10.3 o ciclo limitey» torna-
se um ciclo tangente para o mode® 1), o qual € tangente a linha de descontinuidade
x = Re no ponto de tangéncia visivEl, como mostra a Figurd.2(a). Neste caso, o
ciclo limite tangente é atrator com uma Orbita de entradavektleslizante.

(@) (b)

20 20

15

V10 Y10
5 5
TR R T
0 \ - ‘ ‘ \ \ —
10 20 30 40 0 10 20 30 40
X X

Figura 3.3: Retrato de fase para o modg[8-1), com(a) R, = 21,
(b) R. = 35.

QuandaR: < X, temos qugr € um ciclo limite estavel para o modelo e coexiste
com o ponto de tangéncia visivEJ%, como mostra a Figur8.1 com R. = 8. Para
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X, <R < ﬁ o ciclo tangente estavel torna-se um ciclo de canard, ver&ig
3.2-(b).

Uma bifurcacéo foco de fronteira pode ocorrer no modéld)(quando os
equilibriosE;, E} e ES colidem simultaneamente. Escolhendo o parametro de hifcc
R: =21 eb=0.19 o ciclo de canard estavel encolhe e neste caso o equiigidarE;,

o equilibrio de fronteir&s e o ponto de tangénci&t coexistem, ver Figura.3-(a), onde

R: é obtido porR; = ﬁ e o0 equilibrio de fronteira € um ponto atrator com uma

oOrbita de entrada estavel deslizante. QuaRgsatisfazx , < R < ﬁ o ciclo de
canard™ passa pelo ponto de tangéncia visivel e envolve o foco ieldEvwomo mostra
a Figura3.2-(a). ParaR; > ﬁ o ponto de equilibrio de fronteig; € substituido
por um pseudo equilibrio estavi, e um ponto de tangéncia invisivel, ver Figura
3.3(b).

(@) (b) (¢)

20

20

Y10 710

10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40
X X X

Figura 3.4: Retrato de fase para 0 mode(8-1), onde b= 0.175e
(a) Ro=14; (b) R.=22.8; (c) Re = 35.

QuandoE] € um foco estavel B; = 22.8 pode ocorrer outra bifurcacgéo foco de

fronteira no modelo3-1), ondeR. é obtido porR. = ﬁ Neste caso, temos que

o equilibrio de fronteirde} é estavel com uma érbita de entrada estavel deslizante como
mostra a Figura.4-(b). O foco estaveE; e o ponto de tangéncia visivel coexistem

o : ) . -
quando O< R; < m ver Figura3.4-(a), e paraR; > m existe um unico

pseudo equilibrio estavél,, um ponto de tangéncia invisivel e o ponto de equilibrio
E; torna-se um equilibrio virtual com mostra a FigGt&-(c).

No caso em qué&; € um no estavel empregamos um método numerico para
investigar o comportamento qualitativo do moddely. Para isso, fixamos os valores dos
parametros de acordo com a tab&lhe tomamodR; como um parametro de bifurcagéo,
entdo o comportamento dinamico do mod@dl) pode ser apresentado pela FigBra
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(@)

20

1020 30 40 50 " y " ! " 0 10 20 30 4 50
X 10 20 30 40 50 X
) x )

Figura 3.5: Retrato de fase para o0 mode(8-1), onde b=0.1 e
0 parametro de bifurcacéo erfa) R; = 30; em (b)
R.=40e em(c) R. = 45.

QuandoR; = 30 a trajetéria que alcanca a regido de desligenove até o
ponto de tangéncia visivé: e entdo tende ao ponto de equilibE$ ao longo das
assintotas, enquanto as trajetdrias que ndo encolygambém tende ao no estavel, ver
Figura3.5-(a). Portanto, o ponto de equilibrig; € um né globalmente assintoticamente
estavel. Par&; = 40 o modelo 8-1) possui um ponto de equilibrio na fronteii&,
globalmente assintoticamente estavel como mostra a Fayti(@). QuandoR. cresce o
no estaveE; torna-se um equilibrio virtual e existe um pseudo equiibgiobalmente
assintoticamente estavé, proximo ao ponto de tangéncia invisi&}, ver Figura3.5
(c) na qualR; = 45.

50

401

301

Figura 3.6: O diagrama de bifurcacdo para o mode{8-1) com
respeito a taxa de busca de presas b e o limite popula-
cional critico de presas R

Na Figura3.6 apresentamos um diagrama de bifurcacdo para o mo8elp (
Kbh—1 x
ondex; = “obh guandob = 0.18 e A = 0 quandob ~ 0.1636. Nas regides 1, 3 e
6 existe um pseudo equilibrio esta®g), na regido 2 existem um cilo limite estavel, um
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ciclo tangente e um ciclo de canard, na regido 4 existe umdsi@vel e na regido 5 existe
um no estavel. Assim o comportamento dindmico do sistemaréroknte mostrado nas
diferentes regides do diagrama, que corresponde com nassopais resultados.

Observamos que o ponto de equilibBEp € um nd instavel quando < 0, mas
este caso nao esta incluso nas nossas analises, poisisartdsa de busca das presas
pelo predador temos quee> 0.

Note que, o limite populacional critico de predas desempenha um papel
fundamental na determinacdo dos resultados analiticdeet&nto, a taxa de busca de
presas, denotado pbr que poderia determinar o tamanho da populacdo de predaglore
critico para o predador. Por isso, com objetivo de explo@mmportamento dindmico do
sistema do model®(1), escolhemob e R, como parametros de bifurcacao e fixamos os
outros parametros conforme a Tab8ld Resultados similares poderiam ser obtidos se
escolhéssemos outros pares de parametros como parambifardacao.



CAPITULO 4

Modelo predador-presa com estratégia de
colheita com limiar continuo

Neste capitulo consideramos um modelo predador-presa swatégjia de co-
Iheita de limiar continuo, onde essas estratégias ocorvamdp a densidade de predado-
res esta acima de um certo limife Um modelo com essa politica é descrito por

- X Bxy  Paxy
(%,y) = (rx <1_R> T atx m‘&’""(y)) ; (4-1)
h(y—T)

ondeH(y) =0sey<T eH(y) = iy T
No que segue, vamos analisar o comportamento qualitativonaidelo @-1)

sey>T.

empregando meétodos tedricos e numéricos.
Quanto ao comportamento geral das solu¢des temos o semsuat@ado.

Teorema 4.1 Todas as solu¢des do modéfs1) sdo uniformemente limitadas.

DemonstragdoComoT > 0, 0 eixox e 0 eixoy s&o ambos invariantes.
ConsidereM(t) = x+ By/B1. Calculando a derivaddM(t)/dt com relagéo a
(4-1), obtemos

dM(t) o2 Bdy BH(Y)
dt K B Br '
de onde segue que
dM(t) B x> BH(y)
at +OM(t) = (r+d)x— K~ Py
2
Como 0< H(y) < h paray > 0, temos que<% + BZ(Y)) > 0 existel. > 0 tal que
1
2
d—M+6M =(r+9)x— Lo PHEY) <(r+9)x<(r+9)K=L.
dt K B1
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Observe que, o lado direito da inequacéo acima é limitadmtoao(x,y) € Ri. Usando
a inequagcao diferenci +3M < L, obtemos

M(xy) < 5+ (M(0)- 5 ) e ¥ = 21— ™)+ M) y(O)e %

L . ~ .
logo, quandd — «, temos que & M < 3 Ou seja, as solugbes permanecem na regido

L N o .
B= {(x,y) €RZ;0< x+ % < 5[ Isto significa, pela definicdo dé(t), que existe
1
uma constant®l; > 0 tal quex(t) < M; ey(t) < M; parat grande o suficiente.
Portanto todas as solu¢cées do modelo sdo uniformementadiasi como que-

riamos demonstrar. 0]

4.1 Existéncia de pontos de equilibrio

Nesta se¢do vamos investigar a existéncia de equilibri@sgemodelo 4-1) e
analisar a estabilidade destes pontos. Observe que, neacaudé colheita, istoE =0 e
y < T o comportamento do modelo é descrito pelo subsistema

V) — X\ By By _
3= (1)~ o 2 ) @-2)
e com colheita, ou sejd # 0 ey > T, o comportamento do modelo € descrito por
¥ = _X\_ By By o hy-T) i
(x,y)_(rx(l K) a+x o+x o c+y-T)° (4-3)

ComoT > 0 temos quey = 0 < T, assim o equilibrio extinca&y = (0,0) e
o ponto de equilibri&® = (K,0) existem para quaisquer valores dos parametros. Além
disso, se 0 modela4¢l) possui um ponto de equilibrio interi&* = (x*,y*), entdo tal
equilibrio deve satisfazer as seguintes equacdes

a(H(y)+0oy)
(B1—0)y—H(y)

y= (1—%) (a+Xx), x= (4-4)

| =

o ~ _ X
Sabemos, pela primeira equacao def), quey > 0 implica em (1— R) > 0 e, con-
sequentemente, obtemrs< K. Assim, o equilibrio interioE* existe somente quando

x* < K. ParaH(y) =0 ey < T a segunda equacdo 044 implica quex* =

oa
B1—0’
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substituindo esse valor dé na primeira equacao dé-4) obtemos

_ P (KB —38(K+a)) i
"B KBoz B

Neste caso, o subsistem&2) possui um unico equilibrio interior que denotamos por

y

E1 = (Xx1,y1) = ([31%6’1-0 . Segue que, pana< T o modelo ¢-1) possui um Unico

equilibrio interior, denotado poE;. Observe queE; pode ser um equilibrio real se
O<To<Touvirtualse < T < Tp.
QuanddH (y) # 0, o equilibrio interiolE* existe se suas coordenadas satisfazem
as equacoes
r B1x hiy—T)
== 1——) a+x), — —0=—"7"—2+ -
y B( K ( ) a+X y(c+y—T)

Para o casg > T, se o equilibrio interior existe, devemosyér- T e assim pela segunda

equacao de4(-6) temos queBl—X —d > 0 de onde obtemas >
o+ Xx* B1—0

substituindo a primeira equacao def) na segunda obtemos gxeé raiz da equacao

(4-6)

. Além disso,

P(x) = 81_5)(4_ 2K(B1—9) —0(([31—26))(3

BZKZ BZKZ
Bi—8 2Ka(20—PB1)—025 (c—T)(B1—8)—h\ ,
+( T k2 K "
(4-7)
n ([31—26)K0(+20(26+ h(o—K)+ (e~ T)[K(B1—) +3a]\
B2K Brk
+h_T _a(h+3c—3T) 3a* 0
r2 rg gz
onde%lz—ka > 0, ja que assumimd3, > &. Em resumo, se o subsisterda3) possui um

ponto de equilibrio interioE* = (x*,y*) entdoy* > T, ad/(B1—90) < X* <K ex* éraiz
do polinbmioP(x) de grau quatro definido acima. Portanto, pata T o modelo 4-1)
possui no maximo quatro pontos de equilibrio interior.

A fim de determinar condi¢gBes para a existéncia dos equiilri e precisar
quantos podem existir, vamos analisar a existéncia dassrdezum polinbmio qualquer
Q(X) = agx* 4 agx® 4 apx? 4 a;x + ag comay # 0. Sabemos qud(x) pode possuir

1. quatro raizes simples, se existirpm p. tais queQ(pi) =0eQ'(p;) <0,i=1,2,

como mostra a Figuré.1-(a).

2. uma raiz dupla e duas simples, se existimmp; tais queQ(p1) = Q(p2) =0,
Q'(p1) =0eQ(p2) <O, ver Figurad.1-(b).
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3. duas raizes duplas, se existirgm p2 tais queQ(p1) = Q(p2) =0 e Q' (p1) =
Q' (p2) =0, ver Figurad.1-(c).

4. umaraiz simples e umartripla, se existir um UmpeoR tal queQ(p) =0,Q'(p) <0
e Q' (x) # 0 para todg # x € R comQ(x) = 0, ver Figura4.1-(d).

5. uma raiz quarta, se existir um Unige R tal queQ(p) = Q' (p) = 0, como mostra
a Figurad.1-(e).

6. nenhumaraiz, 99(x) > 0 para todo € R, como mostra a Figuré&1-(f).

a) (b) (C)

pv P>—" R pzv Pr R| ™ p1 P2 R

d)

A

Figura 4.1: Raizes de um polinémio de grau quatro.

\oltando aos pontos de equilibrio interif do modelo 4-1), observe que, de
acordo com a Definicadl(4), esses pontos sdo pontos de interse¢do das isoclinas parti
culares do modelo e pela discusséo anterior isso ocorrede@s raizes do polindbmio
P(x). Segue que, podemos fazer uma andlise similar aquela &sag[x), agora usando
as inclinagbes das isOclinas particulares nos pdatoSejam

B1xy
= Sy — 4-8
x f2(x,y) o X dy—H(y) . (4-8)

fi(x,y) =rx (1_ %) By

pela férmula de derivacdo implicita temos que as inclinagi#es iséclinas particulares

f f .
f1(x,y) = 0 e fa(x,y) = 0 séo dadas pmaf—1X e —f—ZX, respectivamente.
1 2
Considerando o caso em quedr y< To, témos gue o modelo n&o possui ponto

de equilibrio parg* < T. Quandoy* > T, note que

oa \  —h(y'-T)
i <Bl—6) CyH(e+y—T) <0
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. , . A , o0
assim, a equacd® x) = 0 possui no maximo trés raizes reais pae s K |.Isto
1—
significa que o modelo4¢l) possui no maximo trés equilibrios interior. Denotamos o0s
trés equilibrios poE; = (X7,¥7), E5 = (X5,¥5) e EZ = (X3,y5) € supomos; > X5 > X3.
Assim, se existe um equilibrie* tal que

__f
E* fzy

A

e (4-9)

Ex’

entdoE* é uma raiz de multiplicidade dois paR{x), logo s6 podem existir dois
equilibrios,E; e E5 ouE3 e E;. Se existe um equilibrio tal que

fa,

fu) _
E* fzy

_ (4-10)
fi,

=

entdoE* é uma raiz simples de(x), e deve existir mais dois equilibrios além B,
logo existem trés equilibrio&;, E; e E3. Sobre outras condi¢des, existe somente um
equilibrio.

Pelas discussdes anteriores temos que seTp < T, o modelo possui um
ponto de equilibrio interior que denotamos far= (x1,y1) paray < T, o que implica
H(y1) = 0. Paray > T, observe que

_ da \  —hy'-T) HM)
P(Xl)_P(Bl—5)_Y1(C+y1—T)_ Y1 =0

assim néo temos nenhuma informagéo para limitar a quaetidadaizes d&(x) no
intervalo(da/(B1 —9),K). Analisando as inclinagdes das isdclinas particulares$ers

seguintes casos.

1. Se a equacad{9) for valida para todo equiibrio interi&* comy* > T, entaoE*
sera (nico e denotaremos (.

2. Se existe um unico ponto de equilibE¢ tal que a equacael{10 é verdadeira e
a equacao4-9) nao é valida para ponto algum, entdo o modelo possui apeiss d
equilibrios interior denotados p&y e E;.

3. Se existem dois pontds e E5 tais que 4-9) e (4-10), respectivamente, entdo o
modelo possui trés equilibrios interior denotadosEprE; e E3.

4. Se existem dois pont&' e E; tais que a equacad<10) € valida, entdo o modelo
possui quatro pontos de equilibrios denotadosgjozomi =1, 2, 3 e 4.

5. Sobre outras condi¢ges, 0 modelo ndo possui equilitieadn.
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No que segue, vamos analisar o comportamento qualitativoadtelo conside-
randooscasos@Q T < Tpe 0< Top < T, conforme descrevemos acima.

4.1.1 Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio

Para analisarmos a estabilidade dos pontos de equilibn@po consideramos
0 caso em que & T < Tp. Assim, paray < T, o modelo 4-1) ndo possui equilibrios
interior, e pargy > T 0 modelo possui no maximo trés equilibrios interior.

A estabilidade dos equilibrios é determinada pela matdahiana

i 2rx Bay Bx
fi, f1 K (0+x)2 B
J(xy) = < f, fzy ) = Bray Bix  dH(y)
x 12y — ——=-9
(0 +x)2 a+x dy

Calculando a matriz Jacobiana no ponto de equiliBgie: (0,0) e determinando
os autovalores d&0,0), obtemos3\; =r e\, = —d. Consequentementgy € um ponto de
sela com variedade instavel na direg&@variedade estavel na diregAdara o equilibrio
E® = (K,0) temos que

LAk K . PK
J(K,0) = “ ekt Ka = Bl(:<+K :
a+K O a3k °

e determinando os autovalores H&, 0) obtemos\; = —r e\ = aBiKK — 0. Observe
queA1<0e

N <0& aB-lq-KK <de K< [310(—66'
Segue qué&P é no estavel s < 0(66 e um ponto de sela 3¢ > 0(66. Quandoe®
€ um ponto de sela temos que oBeljozéa variedade estavel e a retg1 -
y=— B+ (r [;Ké)(a +K) (x—K) é a variedade instavel. Consequentement&’der
um ponto estavel globalmente, entdo o ponto de equilibtésior E* ndo existe pois tal
ponto existe s& > [310(—66' Neste caso, é impossivel existir um ciclo limite no modelo

(4-1). Se o equilibrio interno existe entdo o poiEdé sempre um ponto de sela.
Para um ponto de equilibrio interi& = (x*,y*) comy* > T, a matriz Jacobiana
torna-se

Bx*
* a1 B o+ X*
E) | pay 1 (4-11)

(04 x*)?



4.2 Analise da bifurcacéo 67

onde 5 By’ 8 H
rx* a 1X* C
an=r— — ar = — — 0.
1 K a+x’ 2 arx (C+y—T)2
O determinante e o traco déE*) = J(X*,y*) s&o, respectivamente,
BRiax"y*
D =aj1a — Tr=a11+ap .
11822+ (a+x )3 11+ 322
Segue que,

e seD < 0, entdo um dos autovalores dge*) tém parte real positiva e o outro tem
parte real negativa. Assirl,” é um ponto de sela.

e seD > 0eTr > 0, entdo todos os autovaloresdH&*) tem parte real positiva. De
modo queE™* é um no instavel.

e seD > 0eTr <0, entdo todos os autovalores di&*) tem parte real negativa,
assimE* é um estavel. Além disso, 32— 4D > 0 ent&o o ponto de equilibr*
é um no estavel e Ser? — 4D < 0 entdoE* é um foco estavel.

e seD=0eTr =0, entdo o ponto de equilibrie* é degenerado.

Para o caso & Tp < T, a estabilidade dos equilibrios quands T é a mesma
discutida acima. A andlise da estabilidade dos poBgsE® também é completamente
a mesma e omitiremos os detalhes. Para este caso sabemaosisieeum ponto de
equilibrio quandoy < T, a saberE; = (x1,To) = (8a/(B1 — ), To). De acordo com a
teoria de um classico modelo predador-presa

. X\ Bxy  Baxy
(X7y) - (rx (1_R) _m7 (X+X_6y)7 (4_12)

temos 0s seguintes resultados para a estabilidafig. de
1. SeK < 2x;+a, entdoE; € um ponto de equilibrio estavel.
2. SeK < 2x1 + a, entdoE; é instavel e o modelo possui pelo menos um ciclo limite.
3. SeK = 2x; + a, 0 modelo sofre uma bifurcacéo de Hopf.

Uma andlise detalhada pode ser encontradaégm [

4.2 Analise da bifurcacao

Na Secéat.1vimos que quando D&I(E*)) =D =0e T(J(E*)) =Tr=00
pontoE* é degenerado, ond& = (x*,y*), comy* > T, & um ponto de equilibrio interior
para o modelo4-1). Neste caso, pelos resultados apresentados na sdgdm Capitulo
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1, o comportamento dindmico do modelo pode apresentar aliposde bifurcacoes,
por exemplo a bifurcacéo de Hopf, bifurcacéo sela-no e ¢aigio de Bogdanov-Takens.
Nesta se¢do vamos analisar que tipo de bifurcagédo podesocprando 0s parametros
originais do modelo variam.

Baseado na discusséo feita na Subsdc¢id, temos 0s seguintes resultados para
0 modelo 4-1) quando < T < To.

Teorema 4.2 Se o determinante da matriz Jacobiana efméihegativo ou se o determi-
nante e o trago sao positivos, entdo o modelo possui um amltel

Demonstracdo Se o determinante da matriz Jacobiana é negativo, idbo<€0 entédo
gualquer equilibrio interioE* € um ponto de sela, além disso, temos que os pontos de
equilibrio E® e Ey sdo pontos de sela e pelo Teoretha as solucées do modelo s&o
limitadas. Segue, pelo Teorerhd, que o modelo deve possuir um ciclo limite.

Suponhamos que o determinante e o traco da matriz Jacoldiamesitivos, ou
sejaD > 0 eTr > 0. Neste caso, qualquer equilibrio interl6t € um no instavel e os
pontos de equilibri&® e Ey sdo pontos de sela. Além disso, pelo Teordnasabemos
que toda solucdo do modeld-{) € limitada. Portanto o Teorenia6 garante a existéncia
de um ciclo limite para o modelo.

O

oa ~ : ~ -
Teorema 4.3 Se K= 5 entdo o modelo apresenta uma bifurcagéo transcritica.
1—

Demonstracéo ConsidereK como o parametro de bifurcacédo. P&ra- vimos

oa
B1—0
que o pontcE® é um ponto de sela. Além disso,Be> 0, Tr < 0 e Tr? — 4D > 0 entdo

oa
B1—0

y* =To=0ex* =K, assim o pont&* colide comEC. Finalmente, s& <

0 ponto de equilibrice* é um no estavel. Observe que, quakde temos que

entao

o
B1—0
o ponto de equilibricE® é um no estavel e o ponE* ndo existe. Consequentemeris,
€ um ponto sela-n6 e o0 modelo apresenta uma bifurcacgao titesesc O

Existem valores dos parametros de modo que o ponto de equiliterior E*
do modelo 4-1) satisfazTr(J(E*)) = 0, comJ(E*) dada em4-11). Os autovalores da
matriz Jacobiand(E*) sdo dados por

Tr++vTr2—4D
2 )

A2 =
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assim, sefr =0 e D > 0 entdo a matriz JacobiaddE*) tem um par de autovalores
imaginarios puros &* € um equilibrio do tipo centro. Em resumo, existem valores do
parametros tais qUe* = (x*,y*) € um centro.

Vamos determinar condi¢cdes sobre as quais o equilibridante* € um centro
e 0 modelo4-1) sofre uma bifurcacdo de Hopf. Primeiro mudamos o ponto déibrgo
E* para a origem a partir de uma mudanca de coordenadas;- X* ev=y—y*, obtendo
0 seguinte sistema

: ] u+x") _ Blu+x)(v+y’)

u = r(u+x)<1— K )— R = f(u,v), w13
o Ba(u+x)(v+y’) _

Vo= P vy ) —HvAY) = guv).

Agora, obtemos a expansédo em série de poténcia das fufig@es e g(u,v) em torno
do ponto(0,0). Observe que, para uma funcéioR? — R a série de poténcia em torno
do ponto(0,0) é dada por

f(u7v>:f(()’O)+df(0,0>(u,v)+%d2f(070>(u7v)2+%de(O’O)(%V)S—F.”
(0,006 (V)P

Como f(0,0) = g(0,0) = 0, pois (0,0) é ponto de equilibrio para o sistem&-13),
obtemos

f(U,V) = a10u+ ag1V+ axou? 4 ag1uv+ agoU® + az1u?v+ O1 (| (u,v) %)

g(u,v) = b10U + b01V+ b20U2 + b11UV—|— bo?_V2 + b30u3 + b21U2V+ b()3V3 + 02(| (U,V) |3)

onde os coeficientes sdo dados por

2rx* By*a Bx* r Bay*
ajp=1"r-— K —(G+X*)2, aOl__a—|—x*’ 20——R+m,
8112—870( azo = —Pay 21 = Pa
(a+x)2’ (a-+x)* (a+x)3’
byo — Biay* _ Baay’ _ (B1—9)x* -3 hc
(0 +x+)2’ (0 +x+)3’ a + Xx* (C+y*—T)2’
b11 = Po 02 = he 30 = —Paay’
(a+x:)%’ (C+y —T)% (o +x)%
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Portanto o sistemal{13) pode ser reescrito como

U = agoU+ ag1V+ axoU? + ag1uv+ agou® 4 au?v+ Og (|(u, V) |4),

V. = bjou+bov+ b20U2 + b1uv+ bo?_V2 + b30U3 + b21U2V—|— b03v3 + 02(| (U,V) |4)
(4-14)

O determinante e o traco da matriz associada a parte lineastéma4-14) sao
dados, respectivamente, por [¥t) = ajgbp1 — ag1b1o Tr(E*) = aj0+ bp1. Considerando
os valores dos parametros tais gdgé € um centro, temos que Q&) =D >0 e
Tr(E*) =Tr =0. Além dissoap; # 0 implica que a matriz & ndo singular. Assim, usando
a formula do primeiro nimero de Liapunov, definido &[] obtemos

-3 —-3m(a +x")R

0= E 3
2a91D2 2Bx*D2

ondex* satisfaz a equacad<’) e

R=aygb1o(a2; + a11bop — 2b3,) + az0a01(b?; + agobr1 + ag1boz — 2a34) + 2baoboz
— a3, (2ax0b20+ b11b20) + (a01b10— 283, ) (b11bo2 — a11820)
— (a3, + ag1b10) (3b10bos — 3ap1830 + 2810821 — A01021).

Logo, o sinal deo € determinado poR. SeR # 0, entdo a origem det{14) é um foco
fraco de multiplicidade um, além disso, o foco é estavel ParaD e instavel par&® > 0.
Segue que, 98 < 0 entdao > 0 e 0 modelo4-1) apresenta um ciclo limite instavel, assim
temos uma bifurcacdo subcritica de Hopf.RFSe 0 entdoo < 0 e 0 modelo apresenta um
ciclo limite estavel, assim temos uma bifurcacao supérarite Hopf.

Teorema 4.4Se T(J(E*)) = Tr = 0 e D= Det(J(E*)) entdo o modeld4-1) exibe as
bifurcacdes subcritica e supercritica de Hopf.

Observe qu® = Det(J(E*)) = f1, f, — fy, f5,, assim, de acordo com as expres-
sbes 4-9) e (4-10 temos que existem valores dos parametros tais que

1. D=0 emE* e assim o modelod1) possui somente dois equilibrios interiores.
2. D > 0 e 0o modelo possui trés equilibrios interiores.
3. 0 modelo possui somente um equilibrio interior.

Ent&o obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.5 Se h=h* > 0 entdo 0 modelo exibe uma bifurcagéo sela-no.
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Demonstracdo Suponhamos que existem dois pontos de equilibrios imésripara o
modelo @-1), isto &, existe um pontg; tal queD = 0. Além disso, considerambscomo
parametro de bifurcagéo, ou s€a= 0 quandd = h* e tomamos valores dos parametros
tais queTr # 0 emE3.

A matriz Jacobiana de4(1), dada na subsec¢a@bl.1le calculada no pontg;,
possui autovalores; =0 eA, = Tr # 0. Consideramos a mudancga de variageish—h*,
u=Xx—x;, ev=y-—y;, que leva o ponto de equilibrith*,x5,y5) para a origem, e
reescrevemos o modelé-(1) como

U+ BV+ys)(u+x3)

- o (1 e
U= r(u+x) K R 1(8,u,v), s
_ Bvry)utx) B+ vy -T) _
Y= G—FU—l—X; C_|_V_|_y§_'|' 6(V+Y’<2)_F2(E7U7V)-
Entao
0¢ C+v+y;—T7  0g 7 Cty;—T’

0°F> 2(E+h*)c 0°F, 2h*c

V2 (c+v+y;—T)% avz( 0.0)= (c+ys—T)%

Pelas discussdes anteriores temosygue T e por hipotese temos qlie= h* > 0, assim

2
aaTFZz(O, 0,0)#0 e aa—?(o, 0,0) # 0. Concluimos que o modelo exibe uma bifurcagéo
sela-no pard = h* > 0 ex} suficientemente grande. O

Pelo Teoremat.5 0 modelo 4-1) exibe uma bifurcagéo sela-no paba= 0.
AssumindoD > 0, existem trés equilibriog;, E5 e E5. Quando o valor d® decresce
o equilibrioE3 tende ao equilibrice;, quandoD = 0 o pontoE; colide comE;. Em
particular,x; € uma raiz dupla da equacab?).

Para o cas® = 0 eTr = 0 temos 0s seguintes resultados.

Teorema4.6Se D=0e Tr=0 em E, entdo o modeld4-1) possui somente dois
equilibrios E', onde i= 1,2, e existem valores para os parametros tais qyeéEima
cuspide de codimenséo dois.

DemonstragéoPor hipotese temos qu2= 0 emE;, isto implica que a equacad-Q)
é valida emE;, segue pela discusstes anteriores que o modelo possui teodues
equilibrios no primeiro quadrante @.

Vimos que no ponto de equilibrio interior o mode#s1) pode ser reescrito, a
partir de mudancas de variaveis, no sistedra4), onde

(U7V> = (f(u,v),g(u,v)) = F(U,V)
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com f e g sendo fungbes analiticas, em uma vizinhanca da origemsdadasérie de
poténcia. Observe que > 0 implica que a matriz Jacobiana, dada pb1l(), ndo e
uma matriz nula, isto & = DF (0) # 0, além disso os autovalores Aa&o nulos. Entéo,
somente precisamos transformar o sistefind4) na forma candnica da cuspide.

Primeiro fagamos uma transformacao afim= u e vi = ajou-+ ap1V, entéo o
sistema4-14) torna-se

)
a10a11 an

) U2 + —upvy + O3(|(uz,v)[%),
1 aol

Uy = Vvi+ <azo—

2
. aja’
Vi = (801b10— bo1aio)u1 + (a10+ bo1)v1 + <3~1an0 +ag1boo — briaio— a0110) u?

<a10a11 ~ 2a10bo2

b02 3
+b11 ) urvi + —2VZ + Oa(|(ug, v1) [3).
201 201 11) V1t o 4(|(ug,v1)[®)

‘ (4-16)
Agora, facamos uma mudan€f de variaveis em uma vizinhanca da origem. Isto €&,

ajoa . .
10 11) u2, entdo o sistemat(16) pode
1

ai1 o
tomamosu; = u; — —ujevy=vi+ | ago—
2a01

Ser reescrito como

Up= Vo+Os(](up,v2)[3),

. b
Vo = (@p1b1o— bo1810)Uz + (@10 + Do1)V2 + N1U3 4+ NaUaVa + ﬁvﬁ + Og(| (U2, v2)[*),

(4-17)
onde
boza2, ajoa;ibor  ar1bio
=ap1b20 — bp1a20 — b11a10+ + + ,
Nni 1 1 1181 201 2201 5
ajoa 2a10b
N2 =280+ b11 — 1;0111 - ;sloz_ (4-18)

Tomandouz = Uy, V3 = Vy + 05(|(u2,vz)\3) e considerand® = agib10 — bg1a1o=0 e
Tr =aj0+ bo1 = 0 no sistema4-17), obtemos

Uz = V3,
. b (4-19)
V3 = mu§+nzu3v3+a.—‘jjv%+o7<|<us,Vs>\3>,

comni en, dados nas equacoet19).

Considerand@y = n1, b1 = n2, temos que o sistemd-19) satisfaz as hipotese
do Teoremal.17comk =2, m=n=1, f(u3) = g(uz) = 0. Portanto 0 modelo4¢1)
apresenta uma cuspide de codimenséao dois quaggo O. O
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Na demonstracdo do Teorema anterior vimos que quangoTr = 0 0 mo-
delo @-1) pode ser reescrito como o sisteMal a partir de mudancas de variaveis, tal
sistema é dado na forma-0) comb = c = 0. No que segue, encontraremos um desdobra-
mento versal d&; dependendo dos parametros originais do modelo e mostrarguneo
0 e h podem ser tomados como parametros de bifurcacéo de forma opoelelo pode
apresentar uma Bifurcacao Bogdanov-Takens.

Sejamd = 6" +ki; eh=h*+ky, onded = 6" eh=h* satisfazemir=0eD =0,
respectivamente, kg, ko sdo parametros pequenos. Podemos reescrever o mddblo (

como
X = rx(l—%)—fﬂ,
e (4-20)
o+ X ! c+y-T

Quandok; = ky = 0, o sistema4-20) tem um Gnico ponto de equilibrio interi&; que

€ uma cuspide de codimesao dois. De fato, neste caso a eqda@advalida para todo
ponto singular do modelo o que implica na existéncia de uraodponto de equilibrio
para o modelo e pelo Teorerdab temos que este ponto é uma cuspide de codimensao
dois. Par&; # 0 ek, # 0 temos o seguinte resultado.

Teorema 4.7Se0 < |0— 0| < 1 e 0 < |h—h*| < 1 entdo o modeld4-1) sofre uma
Bifurcacdo Bogdanov-Takens. Assim, existem valores disrgdros para 0s quais o
modelo possui um unico ciclo limite estavel ou apresentaagm homoclinico.

DemonstracdoPara analisar o comportamento do modelo sobre as hipatesesrema
vamos reduzir o sistemd-20) a forma normal em sucessivos passos. Estes passos sao
similares aqueles feitos na demonstracéo do Teorefha

1. Vamos transladar o ponto de equilibEg para a origem. Tomando= x —X; €
vV =Yy—Y, obtemos o seguinte sistema

ue) BUDAVE) gy

U= r(u+x5)(1—
(ut 2)< K o +U+X

o Bau+xg)(v+ys)
V= a+t21+x§_ @ )y -

(h"—ko)(v+y, - T)
CHV+y,—T

=g2(u,Vv).
(4-21)

2. Determinando as séries de poténcia das fungdes gy, em torno da origem,
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podemos reescrever o sisterda(l) por

(U= ajou+ag1V+ axou? +ajuv+ 01 (| (u,v)[3),

. kz(y}i—T) < koC ) 2
v= k —==—— 4+ Dbiou+ | b ki+ ————= | v+boou
1y§+c—|-y§—T+ 10U+ | bo1+ 1+(c+y§_—T)2 +b2o

koC
(oo oy ) Vo b+ Oa( (0 ).

(4-22)

3. Tomamos a transformacéo afimn= uev; = ajgu+ ag1V € reescrevemos o sistema
(4-22) como

Uz

aiiaio ail
vi+ <azo— ) u? 4+ —=ugvy + O3(|(ug, V1) 3),
ao1 ao1

: ko(y;—T)
V] = Kiys +agp——~4—-= + b10— bo1a1o0)u; — agokiu
1= agikiy; aOchry;—T (ap1b10 — bo1a1o)ur — azokauy

agokoC koC
=" _up+ (bgr+azo)Vv kKg+——2" v
Cry;— TP 1+ (bo1+a10) 1+< 1+(C+Y5—T)2) 1
bo28%y B a%oall) W2
ao1l ap1 1

+(a10820 + 801020 — b11210) U2 + (

afokzc 2 bop_ sz 2
ag1(c+ys—T) agr api(c+y;—T)

ajparr  2bopoarg 2a10koC ) 3
+( b1+ — u1v1 + O4(](ug, v .
\ ( U e am ao(ety, T2 Ut Oullun vl
(4-23)
4. Agora, fagamos a mudanca de variaveis dada por
a1 - ( alOall) 5
U=U ——Uj, Vo=Vi1+|ax— us
Y 2ag; ! ! ao1 !
entao o sistemal(23) pode ser reescrito como
(U= Vo+Os(|(uz,v2)[3),
. aptko(y5—T
Vo = agikiy; + doike(Y,— T) + (801010 — bo1a10) U2 + (@10 + bo1) V2
C+y;,—T
k20 b02 k20 ) 2
+lki+t——= ) (Vo—agou) + | — — \%
(ot gy e+ (22 - S )
{ +1N3U5 + NataVz + Gy (Up) + V2Go(Up),

(4-24)
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ondeGj (up) € uma série de poténciai!?‘comi > 3,G2(uz) é uma série de poténcias
u‘2 satisfazendo > 2 e os coeficientegs e n4 séo dados por

(ap1b10— bo1a1o) (kl(C—l— Y5 — T)z + kzc) — 2&%0k20
2a01(C+y;—T)2 ’

N3 =N1+

2a10k20
ao1(C+y;—T)?’

Na=nN2+ (4-25)

onden; eny foram definidos nas equaco&s19).

5. Considerandauz = uy € v3 = vy + 05(\(uz,v2)|3) no sistema 4-24) podemos
reescreve-lo como

4 .
Uz = Vg3,

. k: -7
V3 = agikiy; + % + (01010 — bo1a10) Uz + (810 + bo1)V3

koC bo2 koc
+ (k1+—(c+y§—T)2) (V3 —agou3) + (a — a01(c+y§—T)2) V3

\ -+N3U5 + N4U3V3 + Ga(Us) -+ V3G4(U3) + V4G5 (U3, Va),

(4-26)
ondeGs(uz) € uma série de poténciaigcomi > 3, G4(uz) € uma série de poténcias
u; satisfazendd > 2 e Gs(us,v3) € uma série de poténciagv} satisfazendo
i+ > 1, além dissos, G4 e Gs sdo fungdes que dependemides k.

6. Observe que, quand= (ap1b10—bp1a10) =0, Tr =ajo+bo1 =0, 0< |k | < 1,
0 < |ko| < 1 eninz # 0 temos que)sns # 0. Aplicando o Teorema.9 e obter a
seguinte igualdade

ao1ko(ys —T) 2
k v eNe 7
ag1k1y; + s T +n3u3+G1(uz)

—ayou <k +L)
10U3 | K1 (chy;—T)2

_ (a01k1y’§ aotko(y; —T) aroka(c+ys — T)?+aigkoC

u +u2) Uz, k1, ko).
ns ns(c+y;—T) na(c+ys—T)2 3+ U3 | Q(us, ke, ko)

ondeQ(usz, ki, k2) é uma série de poténcia eme Q(0, ki, ko) = ns3. Para simplificar
os célculos tomamos um reescalonamento do tempo e uma naudan@riaveis

V3 .
dados port = [ 1/Q(u3(s), ki, ko)ds z1 =uz e 25 = —————— . Assim o
oV Q(uz, k1, k)
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sistema4-26) torna-se

;

n= 2,

agikiy;  agiko(ys—T) , agoka(c+ys —T)?+awgkoC

7 s n3(0+y§—T)_1 Na(c+y*—T)? 1
kl(C+Y£_T)2+kZC 2 (@ - koc )
ety T)2/Qakik)  2\aon  @ou(ctys—T)2

N42122

——————— + R1(71, 22, k1, ko),
\ Q(Zl? kl’ kz)

(4-27)
ondeRy (21,2, k1, k) € uma série de poténciz), comi+j >3ej > 2.

7. Agora fagamos a transformacéao afim dada por

_aska(CHy; — T)? + agokoC
n3(c+y —-T)2

ZS = = 22.

Observe queQ(zi,ki,kp) =

para uma analise local temas— 0 e

aioki(c+ VY5 — T)2+ ajokoC
Q(23+ 10ki(C+y;—T) 10K2

slcty —T)2 ,kl,kz), entao

g0y (C+Ys — T)2 +agokaC
ki, ko ).

Qs . ke) = QA k) = Q (VTS

Segue que, o sistemd-@7) reduz-se a

(

3= 2,
3 a01k1y§+ anko(y;—T) 1 (alokl(c-l-yz—T)2+alok20)2+zz
N3 na(c+ys—T) 4 na(c+y* —T)32 8
aok koc aokoC
n 2} <k | 810 N4 2 i 10 2*r]4 2)
Q(A7k17k2) 2n3 <C+y§_T) 2r]3(c+y2—T)
Z koc N4Z3Z4
+— ( bo2— )+ + Ro(z3, 24, k1, ko),
\ aol( T ) AV T M

(4-28)
ondeR;(z3,2,0,0) € uma série de poténcidg, satisfazendo+ j >3 ej > 2.
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Lll(kl kz) :amkly; a01k2(y§—T) _1_ (alokl(c+y§—T)2+a10kzc>2
’ N3 ns(c+y;—T) 4 na(c+y*—T)2 ’
1 a1okina4 koC a10kaCn4 )
kko) =———= [k .
ellate) = S k) ( Y203 ety —T)2 2ns(cryy—T)2

Calculando a matriz Jacobiana da fun€déy, ko) = (1 (ki, k), U2(ki, ko)) vemos
que a mudanga dos paramet(@s, ko) para(py, h2) € ndo singular em uma vizi-
nhaca deks, ko) = (0,0). Entdo, o sistemad{28) pode ser reescrito localmente
como

3= u,

4-29)
, NaZsZs z < kaC ) (
= WM+ u+B+———+— (b ———— | -
2 M1+ M2za Z% QA KK an 02 (c+y§—T)2

Segue que o modela{l) pode ser escrito na forma normd-29 e pela Definicdo
1.18 temos que esta forma normal € um desdobramento universalgpBifurcacao
Bogdanov-Takens. Portanto, 0 modedel) sofre uma bifurcagédo Bogdanov-TaKers.

Quando O< Top < T 0 modelo possui um anico equilibrio interior, denotado por
E1 = (x1,y1) = (80 /(B1— ), To), paray < T e n&o possui equilibrio interior ou possui
no maximo quatro para> T. Quandoy > T a andlise da bifurcagdo € a mesma do caso
anterior e parg < T obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.8 Se K> 2x; + a, entdo o modelo possui pelo menos um ciclo limite. Se
K = 2x; + o uma bifurcacéo de Hopf ocorre.

Finalmente, vamos analisar o comportamento qualitativonamelo @-1)

guandoT = Tp = y*. Neste caso, temos qué = e 0 ponto de equilibric* =

o
B1—29
(x*,To) € um ponto de fronteira. A fim de analisarmos a estabilidadE‘delevemos
considerar o comportamento das solu¢des do modelp€mE* segundo as orbitas dos
seguintes sistemas

@ 53) = (m(1- %) - P2 2 gy

a+x  o+x
e e X Bxy  Bixy hy—T)
(b): (x,y) = (rx (1 K) 0 :
SejamE; e E; os pontos de equilibrio interior dos sistemas (a) e (b),eets@mmente,
temos queE; = E; quandoT = To. Assim, vamos denota-los simplesmente Bor

a+x o+Xx ° c+y—T
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Calculando o traco e o determinante das matrizes Jacobiasssciadas aos sistemas
acima, enE* obtemos

2rx* By a B1x*
— 5 _|_ —0,
K (a+x)? o+x*

Tra(E") =r —

o 2rx* B1x* By*ad
Dety(E )_(r— K ) (a-i-x* —6)+m,

o 2aX By a B1x* hc . hc
Trp(E*) =r + o Tra(E") Cry —T)2

K a+x)2tarx % cry—T2 "
o 2rx* B1x* By ad hc 2rx* By*a
Deb(E") = (r_ K ) <a+x* _6) Tlarx)? (cry _T)2 (r— K (a+x*)2)

_ o Tra(E*)hc hc PxX’ —
=Deb(E") (c+W—T)2+(C+W—T)2(0‘+X" 6)'

Observe quea% —&=0 parax* = &a/(B1—9), hc/(c+y—T)2> 0 e, pelas

discussdes anteriores, RE*) > 0. Assim, obtemos as seguintes igualdades

0
(cty—T) -

(C+y-T)2~ "
(4-30)

Quandoy* = T obtemos o resultado seguinte para o comportamento din&lnicwdelo

(4-1) emE*, analisando o comportamento dos campos (a) e (lj eseparadamente, isto

é,E* = E; eE* = E}. No que segue, vamos considerarF1ri(E) e Det =Det(E),

I = a, b, para simplificar a notacao.

Teorema 4.9 Se Dej < 0, entéo E € um ponto de sela e;pode ser um foco ou um né
instavel. Se Dgt> 0 entdo temos as seguintes dindmicas.

1. Quando T > 0temos que,

(i) se T —4Det, > 0, entdo E e E; sdo nds instaveis. Neste casd, &um nd
instavel e o modelo apresenta um ciclo limite;
(i) se T2 —4Dety < 0 e T2 — 4Det, > 0, entdo E é um foco instavel e 5 um
no instavel. Neste caso, & instavel e 0 modelo apresnta um ciclo limite;
(i) se Tr2—4Det, < 0, entédo E e E; s&o focos instaveis. Neste casofibde ser
estavel, instavel ou o modelo possui solu¢des periddicas.

2. Quando Tx < Oe Tr, > 0temos que,
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() se TI% —4Det, > 0, entdo E € um no instavel e Fé um no estavel. Neste
caso, o modelo possui um lago homoclinico;
(i) se T2 —4Det, < 0 e Tr2 — 4Det, > 0, entdo E é um no instavel e Fé um
foco estavel, o que implica qu€ E instavel,
(iii) se Tr2—4Det, < 0 e Trz — 4Det, < 0 entéo E é um foco instavel e Fé um
foco estavel. Isto implica que*Epode ser um ponto estavel, instavel ou o
modelo possui solugdes periodicas.

3. Quando Tx < 0temos que,

(i) se TE —4Det, > 0 e Tr2 — 4Det, > 0 entdo E e E; sdo nos estaveis. Neste
caso, E é um no estavel,
(i) se Tz —4Det, < Oe T3 —4Det, > O entéo E é um no estavel g;F um foco
estavel, de modo que; E estavel;
(i) se Tr2—4Det, > 0 e Tr2 — 4Det, < 0 entdo E é um foco estavel gF& um né
estavel, de modo que; E estavel;
(iv) se TE—4Det, < 0 e Tz — 4Det, < 0 entdo E e E; sdo focos estaveis. Neste

caso, E pode ser um ponto estavel ou instavel ou o modelo possuiesuc
periodicas.

DemonstragdoVamos apenas demonstrar o itenfiJ, as demais afirmacdes seguem a
partir de uma analise similar. Por hipGtese temos qug Dét Tr, > 0 e TZ — 4Det, > 0.

Sabemos que os autovalores das matrizes Jacobianasadasas sistemas (a)
e (b) definidos anteriormente, avaliadas nos pontos deiledqodE; e E;; séo dados por

Tri 4+ 4/ Tr? — 4Det
Ai =

2 bl

ondei = a,b. Aléem disso, a primeira expressao de30 juntamente com Fr> 0
implicam em Tg >Tr, > 0. Consequentemente s T¢ 0 e a segunda expressao de3()
implicam em

h 2 heT

hcTrg N h?c?
(C+y =T)2 (c+y —T)

(4-31)
= TrZ—4Det, +4

>>0.  (4-32)

Segue que, os autovalores sao reais e positivos, oulgeiad e > 0. PortantoE; e
E,, séo nos instaveis, de modo dfgéé um no instavel.
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Na Secaat.1vimos que os pontos de equilibriBg e E® existem para quaisquer
valores dos parametros e na Sedéb.1vimos queEy é um ponto de sela E é um
ponto de sela quando o equilibrio interiet existe. Logo, pelos Teoremds6 e 4.1, o
modelo possui um ciclo um ciclo limite. O

Observamos que o estudo da estabilidade do ponto de eguiibrquando
T = To ndo é simples, existem os casoSitl), 2.(iii ) e 3(iv) do teoremat.9 nos quais
a estabilidade d&* ndo esta bem definida. Suponhamos que o cg#b)2 verdadeiro.
SejamJ_(E*) e J, (E*) as matrizes Jacobianas do modelel), & esquerda e a direita,
avaliadas enk* quandol = Tp. Essas matrizes sao dadas respectivamente por

o 2rx* B Bay* —Bx*
o K (o+x*)2 a + x*
FEIT oy B s hyy |
(a+x*)? o+ X o

ondeH’ (y) é a derivada a direita dd(y) e H_ (y) € a derivada a esquerda Hey).
Note que,H/ (y) = H’ (y) quandoy* # T e paraT = To = y* temos queH’ (y*) =0

eH. (y) = (CTC—T)Z ComoEy e um foco instavel temos que as partes reais dos
autovalores dd, (E*) séo todas negativas e corg é um foco instavel, sem perda de
generalidade, existe pelo menos um autovalale J_(E*) tal que a parte real de é
positiva.

A fim de investigar o tipo de bifurcacdo que ocorre no moddld)( numa
vizinhaga do equilibrio de fronteird*, quando os parametros satisfazem o itefiii2
do Teorema4.9, vamos introduzir o Jacobiano generalizado de ClarkeJ.3&*) e
J_(E*) ndo possui autovalores no eixo imaginario, entdo, o Jacolda Clarke define,
localmente, o campo de vetores em torndedever [17]. Considere

J(E") = O[J_(E"), J(E")} = {(1— )J_(E") + 43, (E");q € [0, 1))

e denotel(q) = (1—q)J_(E*) +gJ-(E*). Assim, o Jacobiano generalizado é dado por
J=1{J(q);q€ [0,1]}, ondel(q) é dado pela matriz
. s Bay* —px*

K (a+x)2 a+x

Biay* Bux* ghc ’
(a+x*)? o+ X* (c+y—T)>?

J(g) =

cuja equacao caracteristica € dada por

A2 +ay(q)A +ao(q) =0, (4-33)
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onde os coeficientes sdo dados por

. ax Bay* B1x* ghc
) = T a2 a0 ey TR

o+ X (C+y —T)>2

_ 2rxt  Bay” Bax* ghc B1Pay*x*
"ol = (r_ K (G+X*)2) ( ° )+ (a+x)3

Note que, as raizes dé-83 sao definidas por

A, —2a(@) + V/ai(a)” — 4a0(q)
+ — 2 .

Quandog = 1 temos qud(qg) = J+(E*), o que implica que as partes reais das raizes de
(4-33 sdo ambas negativas e quampe 0 temos qud(q) = J_(E*), assim a parte real
de ambas raizes dé-B3 séo positivas. Segue que, exigte onde 0< " < 1, tal que

a1(q*) = 0. Além disso, pary* =T = Tp temos quex* = da/(B1 — &), 0 que implica
Bax*

T —0=0,logo
B 2rx* Bay* B1x* ghc B1pay*x*
(@) = (r_ K (a+x2 atx _5) (_(c+y*—T)2) IR
B ] ghc BaPoy*x*
=T (ryrore) s

Pela expressdo acima temos quég) > 0, poisx*,y* € Ri, todos os parametros do
modelo @-1) sdo positivos e T{E*) < 0 por 2(iii ). Consequentement&,= 0 n&o é
raiz da equacadod{33. Assim, quanday = q* os autovalores da equacad 33 séo
A = +iy/ao(q") = +iw, ondew > 0. Segue que, existe um ciclo limite no modetel].

Em resumo, temos que* é um foco estavel para< T, um foco instavel para
y > T e o modelo pode apresentar um ciclo limite estavel. Ou sej@mdelo sofre uma
bifurcacdo descontinua de Hopf.

4.3 Resultados numéricos

Nesta secao apresentamos numericamente o comportamatitatipo do mo-
delo @-1) com colheita, ou seja cot (y) # 0, quando considerandocomo parametro
de bifurcacéo.

Considere os seguintes valores dos parametto2.7,K =8.5,=1.2,a =1,
B1=1,0=0.64,c=1eT = 1. Neste caso, substituindo esses valores na equégso (
obtemos quely = 4.943, logo, T < Tp € 0 modelo possui ho maximo trés pontos de
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equilibrios interiores.

(a) | b) (c)

Figura 4.2: Retratos de fase para o mode(é-1), onde o para-
metro de bifurcac@o h é dado pda) h = 0.97, (b)
h=0.9755e (c) h=1.005.

Seh = 0.97 entdo o modelo possui apenas um equilibrio intéfjoque € um
foco instavel, de modo que existe um anico ciclo limite, glofiente assintoticamente
estavel, como mostra a Figua2-(a). Se h = 0.9755 entdo o modelo possui dois
equilibrios internosE; e E5, o pontoE] € um foco instavel &5 € um ponto sela-no.
Alem disso, a intersec¢éo das variedades estavel e ins&igl&uma orbita homoclinica
para o modelo, ver Figui2-(b).

@ OIS 2

Figura 4.3: Retratos de fase para o modg#s 1), onde(a) h=1.1,
(b) h=1.26e(c) h=1.32185

Quandoh = 1.005 existem trés equilibrids’, comi = 1,2,3, sendo qué&; €
instavel,E5 € um ponto de sela E; € um no estavel, ver Figua2-(c). Segue que,
a Figura4.2 mostra que o modelo apresenta uma bifurcacdo sela-n0. Quataka de
colheita torna-se maior, isto B= 1.1 a 6rbita homoclinica é quebrada e o modelo exibe
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um ciclo limite em torno dég]. Além disso, o equilibride; € uma sela &3 € um né
estavel, ver Figurd.3-(a). Parah = 1.26, o ciclo limite € quebraddz; € um ponto de
sela eE; € um no estavel como mostra a Figdr&-(b). Agora, seh = 1.32815 entéo o
equilibrio internoE; colide comE; ondeE; € uma cuspide de codimenséo doigjeé
estavel como mostra a Figuda3-(c).

Observe que dé = 1.005 parah = 1.32815 o equilibrio instaveE; torna-se
estavel, o que implica que o modelo apresenta uma bifuradg&topf. Quando a taxa
de colheita atingdér = 1.4 temos um Unico ponto de equilibrig que € globalmente
assintoticamente estavel, ver Figdrd Portanto, pelos resultados obtidos nas simulacdes
numéricas podemos concluir que o moddld]) sofre uma bifurcagdo Bogdanov-Takens.

101
8,

6,

v
4,
N
.................... _—
0 : 4 6 8 10
X

Figura 4.4: Retrato de fase do mode(d-1) quando h= 1.4.



CAPITULO 5

Conclusao

Antes de comentarmos o0s resultados obtidos, ressaltaneos método, utili-
zado neste trabalho, para analisar a dindmica de um sisterRdigpov na regiao de
deslizeZs e o método de Filippov sdo equivalentes. O método de Filigpowntrodu-
zido na se¢dd.2do capitulol. O método que utilizamos, equivalente ao de Utkin, € um
método de controle que consiste em observarffag= 0 na descontinuidade e que,

a partir dessa igualdade, € possivel controlar um dos p&@s o sistema obtendo a
equacdao diferencial para a dinamica &g Portanto, podemos determinar o campo de
vetores na regido de deslize. Nos mode®g)(e (3-1) tinhamosf (z) = x— R e, conse-
quentementef (z) = x— R; = 0 emZ. Ent&o, usando o método equivalente ao de Utkin,
derivamos ambos os lados ®e- R; = 0, com respeito ao tempo e obtemox = 0 na
regido de desliz&s. Em seguida, resolvemos a equag&e0 com respeito ao parametro

€ e substituimos o valor encontrado, paraa expressao de Assim, determinamos uma
equacao diferencial para a dindmica dos modeloggr consequentemente, obtemos
o0 campo de vetores ely. Observamos que, se determindssemos a equacdao diferencial
emZs, usando o método de Filippov, encontrariamos o mesmo campetdres. No en-
tanto, seria necessario um pouco mais de calculos. Por éxemapseca@.2, usamos o
método de controle para determinar o campo de vetores ddon@d® emZs e obtemos
Fs(z) = (0,rkR; — dy) paraz € %s. Agora, pelo o método de Filippov, calculando o valor
deA, conforme a definicdo dada na sedd? obtemos que

_rthC—berr

A= by

Substituindo este valor dena equacébs(z) = AFs, (z) + (1—A)Fs,(z), comFs, dado em
(2-13 e Fs, dado em 2-2), e simplificando o resultado obtembg(z) = (0, rkR; — dy).
Assim, os campos de vetores encontrados em ambos 0s casgsaio

Para o modelo4-1) utilizamos o Jacobiano generalizado de Clarke para estuda
a estabilidade local do ponto de equilibEd quando ele pertencia a fronteyra= T = T.
O Jacobiano generalizado nos permitiu analisar o comperteordo modelo4-1) em
uma vizinhanca do ponto de equilibrio. Neste caso, ndo usameétodo de Filippov e
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nem o método de controle equivalente ao de Utkin, pois esisgmktodos séo restritos
ao conjunto de descontinuidaye- T.

Nosso foco nos capituldse 3 foi analisar o comportamento global dos mode-
los predador-presa de Gause. Para o modelo de Gause cono i@y determinamos
condicOes, sobre os parametros, de forma que as espéeciest@mee suas densidades
oscilam periodicamente em um ciclo de canard e sobre outradigbes temos a esta-
bilidade do modelo em pseudo equilibrio. No entanto, notagque existem valores dos
parametros para os quais as solu¢cdes podem aproximar dtwigfigto € irrealistico pois
no mundo natural ndo faz sentido falar em quantidade infitétaresas ou de predado-
res. Portanto a capacidade de suporte para a populacacsds pozle estar envolvida ou
mesmo estratégias de controle bioldgico ou taticas deaerguimico.

O modelo 0-3) foi obtido incorporando a capacidade de suporte no modelo
de Gause com refugicd{l). Para este modelo determinamos condi¢des suficiente e
necessaria para a estabilidade global do modelo em um pseuddrio, ciclo limite,
ciclo tangente ou ciclo de canard. Aléem disso, empregantogcts numéricas e tedricas
para mostrar que o modelo pode sofrer bifurcacfes com tespé&ionteira>. Quando a
densidade de presas esta abaixo do limite cricelas evitam os predadores movendo-
se para o reflugio e entdo a densidade da populacdo de presas de acordo com
a lei logistica. Quando o refagio € grande o suficiente as dspécies coexistem em
um equilibrio regular ou um pseudo equilibrio. Quando o t@mado refagio decresce
as presas e predadores podem coexistir e oscilar periogitarao longo de um ciclo
limite ou ciclo de canard ou ciclo tangente. Portanto é @#®ante notar que, se o
modelo proposto retrata a interacao entre pestes e um mmaigiral entdo as condi¢oes
suficientes e necessarias para a estabilidade global ddseras podem nos inspirar a
escolher um limitdR; adequado de forma que a densidade de pestes seja estalilzad
nivel limite.

No modelo 0-4) consideramos os efeitos de um controle biolégico, no qual é
aplicado uma estratégia de colheita com limiar continucmdoa densidade de preda-
dores esta acima de um certo limite Para este modelo fornecemos uma analise global
da estabilidade, mostramos que sobre algumas condi¢coesl@ormde possuir um ci-
clo limite e sobre outras pode apresentar uma cuspide, unradigdo sela-n6 ou Hopf
ou Bogdanov-Takens. Nossos resultados implicam que bdeal® do sistema pode ser
dirigido assintoticamente a um ponto de equilibrio intesn@ um ciclo limite.

Comparando os resultados obtidos para 0 modelo de Gaisedm os obtidos
para o modelo(@-3) concluimos que as quatro dinamicas seguintes sdo impaspara
0 segundo modelo,

e existem trajetdrias que tendem a um ciclo de canard estdeahhente e também
existem trajetdrias que tendem ao infinito,
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e existem trajetdrias tendendo a um pseudo equilibrio eslide@mente e existem
trajetorias que tendem ao infinito,

e a densidade de presas tende ao infinito enquanto a densiladedddores tende a
zero,

e todas as trajetérias tendem ao infinito.

Estas observacdes confirmam que a capacidade de suportegtatddizar o modelo
predador-presa de Gause e implicar na ndo existéncia do pmgular no infinito. Isto
indica que a capacidade de suporte tem uma influéncia fundahm® comportamento
dindmico do modelo.

Finalmente, a presenca do controle bioldgico torna a dicémiais complexa.
O modelo com estratégia de colheita com limiar contiri:d)(€ um sistema nédo suave
cuja dinamica apresenta multiplos equilibrios internadodimite, érbitas homoclinicas
e diferentes tipos de bifurcacdes. Além disso, a densidagmpulacdo predadores esta
sempre acima do valor limif€ e isto ndo é biologicamente e economicamente desejavel.
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