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Abstract

Dado un cero de una aplicacion analitica f de R™ en si mismo, Eisenbud
v Levine dan una cota para el indice de f en este punto a partir de su
multiplicidad. En este trabajo se demuestra que esta cota es éptima para
el caso n = 2, y que se puede mejorar para dimensién superior.

1 Introduccidon

Sea f : (R",0) — (R",0) una aplicacién suficientemente derivable, tal que
f(0) =0y con el origen aislado en f~1(0). Entonces, el indice de f en este cero,
se puede calcular como la suma de los signos del Jacobiano de f en todas las
antiimagenes de un valor regular de f préximo al origen. La multiplicidad, po[f],
es el numero de antiimagenes complejas de un valor regular proximo a 0.

En 1977, Eisenbud y Levine [EL], prueban las siguientes relaciones entre el
indice y la multiplicidad de una aplicacion f en el origen,

indo[f]] < (ol f))' 7,
(1)
indo[f] = polf] (mod 2).

Conocidas estas dos relaciones, surge la siguiente pregunta: Fijada la di-
mension, para cada valor g = po[f], i que valores puede tomar el indice de f en
el origen?

En el caso n = 2, el siguiente Teorema, responde a la pregunta formulada.

Teorema 1.1 Para cada par de valores p € N y @ € Z que satisfacen las
condiciones |i| < \/u y 1 = p (mod 2), existe una aplicacion diferenciable
7 (R2.0) — (R2,0) tal que polf] = p y indo[f] = .
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La demostracién de este resultado consiste en definir una ecuacién diferencial
' = f(x) que tenga el origen como punto critico, con multiplicidad x y indice i.
El punto clave de la demostracion es usar el método de Poincaré para calcular el
indice del punto critico.

A partir de la técnica de Blow-up para el estudio local de puntos criticos,
se da el retrato local en el origen de la ecuacién anterior y se muestra que no
todos los puntos criticos con la misma multiplicidad, g, y indice maximo tienen
el mismo retrato local.

Para dimensiones mayores, n > 2, se puede probar que la cota dada en (1) no
es la 6ptima, en general.

2 Multiplicidad local

Recordemos que dada una aplicacién f: U C R* — R” de clase C", para r > 1,
diremos que un punto @ € U es regular si la aplicacion df (x) es biyectiva en U,
sin6 diremos que x es un punto critico. Un punto ¢ € R™ es un wvalor reqular si
todos los puntos = € f_l(c) son puntos regulares. Entonces tenemos que

Teorema 2.1 (Bertini-Sard [AVG]) Si f : U C R* — R” es de clases C™

entonces el conjunto de valores requlares de f es denso en R™.

Dado un punto a € R" tal que f(a) = 0, se dice que a es un cero simple de f
si el jacobiano en a es diferente de cero ((0f/0x)|, # 0), siné el punto a se dice
que es multiple.

Dada una aplicacién f, como las consideradas con anterioridad, tomamos la
aplicacion ¢g(x) = f(x) — ¢, entonces se puede probar que en un entorno U del
origen, y casi para todo ¢, la aplicacion ¢ en U solo tiene ceros simples complejos,
y este numero no depende de la eleccion del entorno ni del e. Asi podemos dar
la siguiente definicién,

Definicién 2.2 ([AVG]) El nimero de antiimdgenes, a C", que puede admitir
un valor reqular de f suficientemente cerca de 0 es igual a la multiplicidad de f
en 0.

Asi es claro que la multiplicidad de un cero simple es 1 y que la de un cero
multiple es mayor que 1.

Podemos dar otras definiciones equivalentes de multiplicidad local de un cero
de una aplicacién, de manera que el calculo efectivo de esta sea mucho mas
sencillo, aunque las definiciones sean mas complicadas y sofisticadas.

Dadas fy g € C* y un punto a, tenemos la siguiente relacion de equivalencia,
f & g si y solo si existe un entorno ¢ de un punto a tal que f = g en U. Con
esta relacién tomamos un representante de cada clase [f], y lo denominamos
germen de f en a. Con esta definicién no es restrictivo suponer que ¢ = 0 y



escribiremos [f] en lugar de [f]o, para simplificar la notacién. Consideremos el
anillo C3*(R") = {[f], f : R" — R", f & C*}, y el ideal Mg = {[f] € C*(R") :
f(0) = 0}, como este es el tnico ideal maximal de C5°(R™) entonces Cg°(R") es

un anillo local.

Definicién 2.3 [AVG] Decimos anillo local de f en 0 al cociente del anillo de
funciones C*(R™) por el ideal generado por las componentes de f, (f):

Co (R™)/()-

Ademas Cg°(R"™)/(f) hereda la estructura de C5°(R™) con ideal maximal la
clase de Mg en C3°(R™)/(f).

Definicién 2.4 [AVG] Decimos multiplicidad de f en 0 a la dimension del anillo
local de f en 0, es decir:

polf] = dim C*(R") /().

Si wolf] < 0o entonces diremos que [ €s una aplicacion de multiplicidad finita, o
bien una aplicacion finita.

Para aplicaciones de clase C*, podemos considerar su expresiéon en serie de
Taylor, y tomamos la aplicacion que define f pensada en C*, f : C* — C7,
entonces [ es holomorfa, y con el origen como cero aislado. De esta manera
podemos dar otra definicién equivalente de multiplicidad local de un cero de f,
ja que se cumple que

Y S
ﬂo[f] - (27’(’@)” T fl A A fnv
donde I' ={z: |z] = ¢, |fa(2)| = ... = |fu(2)] = 6} con 6 << e. Ver [AY, T].

En el caso holomorto, si el anillo local en el origen tiene dimension finita sobre
C, entonces 0 es un punto aislado en f~1(0). En cambio, en el caso real analitico,
el anillo local en el origen tiene dimension sobre R si y solo si 0 es un punto
aislado en la antiimagen compleja del 0 por f.

~1/#% a5 infinitamente diferenciable y admito

Por ejemplo, la aplicacion f = e
un anillo local de dimensién infinita (el mismo que f =0 ) en un punto que es
aislado en la antiimagen real del 0. Asi diremos que la aplicacion f = 0 tiene
multiplicidad infinita.

Veamos en un ejemplo como calcular la multiplicidad de f en 0, a partir de

las diferentes definiciones, equivalentes, de multiplicidad.

Ejemplo 2.5 La aplicacion f = (zy,z* — y?) en el origen tiene multiplicidad
cuatro.



? —y? = gy, como 4e? + &3 # 0 obtenemos las

i\/52i‘/52+451 :l:\/ 62i1/62+461)

Si resolvemos el sistema xy = &1, x

cuatro antiimagenes por f de (e1,¢2), que son

puntos regulares de f.

O bien, del hecho que 1, z,y, 2? es una base de C3°(R™)/(f).
2m = Jr (dfl A df?) donde T' = {z =

(22) 2] = 2, | o)) = 6} con § << e, donde () = £y ¥ fole,y) = P~y
Asi tenemos que la multiplicidad sera:

1 / d(zy) N dx* —y?*)\ 1 / ydx + :z:dy 2xdy — 2ydy
(271)2 Jr \ ay 2 —y? ) (2mi)?Jr xy x? —y?

1 —2y? — 22 -2 Y x
- dz A d / dr A dy =
(271)? /F zy(a? — y?) Thdy = (271)% Jr (:1;(:1;2 —y?)y(a? — yz)) vhdy

O también, podemos calcular ug[f] =

(27ri)2 /F z(x? —y?) v
Ya que se cumple que fr )d:zj ANdy = fr d:z; A dy i ademas tenemos
que % fpyx_y)dxAdy—7ﬁy|:5ydy—— ]

Como en general, ninguna de las definiciones son aplicables de forma sencilla
y trivial, podemos dar un compendio de propiedades muy utiles para el cédlculo
efectivo en ejemplos concretos.

Proposicién 2.6 Dada f: (R",0) — (R",0) una aplicacion finita, entonces

a) El anillo local de f en 0, asi como la multiplicidad de f en 0 son indepen-
dientes de la eleccion de las coordenadas.

b) Si para k suficientemente grande, g : R" — R™ coincide con f hasta orden
k entonces se cumple que (f) = (g).

¢) wolf] =0 siy solo si f(0)#0.

d) Si f es polinomial, y cada componente f; tiene grado l;, entonces tenemos
que polf] < TLisy i

©) Sigi= i+ ¥ AL entonces olf) = polg).

j<i

) Si para alguna i se cumple que f; = hg; con h(0) # 0 entonces si tomamos
g=(f1,- s Gis.-, fn) tenemos que po[f] = polg].

g) Si fi = fikj + T.0.S. entonces se cumple que polf] > TI'—; k; y polf] =
[Ti—; kj si y solo si fikj = 0 solo tiene solucion trivial en C*, donde fikj es
la parte homogénea de f; de grado k;.

h) St para algin @ se cumple que f; = ¢i,¢:,, tomando g1 = (f1,- .y Girs- -y fn)
y92=(f1, - 90, fu) tenemos que pof f] = pog1] + pofg2].



i) Para cualesquiera f,g : (R",0) — (R",0) aplicaciones finitas, se cumple
que polf o g] = polf] - polg].

J) Dada una familia uniparamétrica hy, continua en t en un entorno U \ {0}
de 0, tal que hg = ﬁ, yhy = ”i—” entonces tenemos que polf] = polg].

DEMOSTRACION.

a) Como se puede dar una definicién de anillo local a partir de la variedad de
ceros de f, f = 0, independientemente de la expresion de f, es claro que
tanto el anillo local como la multiplicidad son independientes de la eleccion
de coordenadas, ver el Capitulo 1 Seccién 4 de [AVG].

b) Probado en [EL].

o) CFR)=(fhele(f)=(f,....[n) =1 :ZZ:hZfZ < f(0) #0.

d) Es claro del Teorema de Bezout, ver [AY] pag.180.

‘)
)

f) son claros ya que (f) = (g).

y
g) , h)y t)son probadas en [AY] pag. 176.

J) De la propiedad b) nos podemos reducir al caso en que f es polinomial,
y como la multiplicidad real y la compleja coinciden, y para aplicaciones

holomorfas ya es cierto, se cumple la propiedad. Ver [AVG] pag.73-74 .

3 Indice Real

Recordemos ahora la definicion de indice de una aplicacién en un punto, asi como
algunas propiedades, extraidas de [AVG], [EL] y [L].

Dada una aplicacién f continua y un punto a, no es restrictivo suponer que
a = 0, podemos definir el indice real de f en 0 a partir del grado topolégico !,

asi tenemos que,

Definicién 3.1 Sea B. C R" una bola centrada en 0 y de radio e, tal que f~1(0)N
B. = {0}, ysea S'' = OB. su frontera. Fijada una orientacion en R™, definimos
el indice de f en 0, indo[f] como el grado de la aplicacion

[

< .ot Sf_l.

[0

'En el caso n = 1, el grado de f : ' — St es el niimero de vueltas que da f(z) a lo largo
de S', cuando x da una vuelta a S', en el caso de dimensién mayor, se puede pensar como las
veces que queda recubierto S™ por la imagen por f de S™. Ver [D].




Para funciones diferenciables, podemos dar una definicién equivalente de indice,

Definicién 3.2 Si f es diferenciable, f(0) = 0 y p es un valor reqular de f
suficientemente cercano de 0, entonces tenemos que

indg[f] = Z sgnJs (),

z€f~1(p)nR"
donde J¢(x) es el Jacobiano de f en el punto x, y donde sgn es la funcion signo.

Veamos, como hemos hecho en la seccion anterior, algunas propiedades in-
teresantes de la funcion indice:

Proposicién 3.3 Dada f: (R",0) — (R™,0), entonces se cumple que

a) Elindo[f] es invariante por cambios de coordenadas no singulares y difer-
enciables.

b) Dada una familia uniparamétrica hy, continua en t en un entorno (U \ {0})
de 0, tal que hg = ﬁ, yhy = ”i—” entonces tenemos que indg[f] = indg[g].

¢) Si f esuna aplicacion finita y para k suficientemente grande, g : (R",0) —
(R™,0) coincide con f hasta orden k entonces se cumple que indo[f] =

indg|g].

d) Sea B C R"™ una bola que no contiene ningin otro cero, excepto el origen, de
f, de multiplicidad finita, i sea f. una familia uniparamétrica, diferenciable
respecto €, tal que fo = f. Entonces, si ¢ es suficientemente pequeno, la
suma de los indices de los ceros de f. en la bola B es igual al indice de f
en el origen.

e) Sea f, el germen de una aplicacion finita, y sea Jo € C7(R™)/(f) el germen
representante de la clase del Jacobiano, J, de f. Si ¢ : C(R")/(f) — R
es un funcional lineal tal que ¢(Jo) > 0, y si <, >=<, >4 es la forma bilineal
simétrica definida por < g,h >= ¢(gh) para g,h € CZ(R")/(f), entonces
tenemos que

indg[f] = signatura <, > .

A partir de las propiedades de las Proposiciones 2.6 y 3.3, se puede comprobar
el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.4 Sea f: R® — R? definida como
(2x(x — 2y — 22),2y(y — 22 — 2z), —z(z — 22 — 2y)(z + 4o + 4y)), (2)
entonces se cumple que po[f] =12 yindo[f] = 4.

Finalmente, recordemos que en el caso particular del plano, tenemos ademas,
otro método para calcular el indice de un campo vectorial, dado por Poincaré.
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Figure 1: Aplicacion del método de Poincaré al calculo del indice de un campo

en el plano.

Proposicién 3.5 Dada C una curva cerrada y simple de R*, sea X un campo
vectorial definido en una region abierta simplemente conexa de R?, que contenga
la curva C', y sea L una linea recta del plano. Supongamos que existe un nimero
finito de puntos My(k =1,...,n) de C tal que el vector X(My) es paralelo a L.
Sea M un punto que describe la curva en el sentido horario, y sea p (resp. q)
el numero de puntos My tales que el vector X(M) corta la direccion de L en el
senlido horario, (resp. antihorario). Entonces el indice de X en C es B2, Si
tenemos un punto critico aislado de X, entonces el indice del punto se toma como
el indice de cualquier curva, sin puntos criticos, cerrada y simple que lo envuelva

solo a el.

Como ilustracion de este método veamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.6 La aplicacién f = (—y? + 2y, y — x*) en el origen tiene indice 1.

Tomando una circunferencia de radio suficientemente pequeno, 6, y con-
siderando los puntos de esta en que el campo tiene una direccion fijada, por
ejemplo la horizontal, tenemos solo dos puntos de intersecciéon entre puntos de
esta en que el campo tiene una direccion fijada, por ejemplo la circunferencia
2?2 +y? = 6% y la curva y — 2* = 0, estudiando como es el campo sobre al circun-
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ferencia en estos dos puntos, ver la Figura 1, es claro que el indice serd === =1

4 La multiplicidad y el indice en el plano real

Como ya hemos avanzado en la Introduccion tenemos una cota para el indice de
f en el origen a partir de la multiplicidad del origen como cero de f.



Veremos en esta seccién una demostracion del Teorema 1.1, que nos garantiza
la inmejorabilidad del resultado en el plano, y lo haremos a partir de dar un
ejemplo de aplicacién f, con multiplicidad y indice en el origen, po[f] v indo[f]
respectivamente, que cumplen

|iﬂd0[f]| < \/,Uo[f]a 1

indo[f] = po[f]  (mod 2),

como unicas restricciones.

Proposicién 4.1 Sean P(x,y) y Q(x,y) polinomios homogéneos de grado n —1,
tales que P(1,X) i Q(1,A) tienen n — 1 raices positivas diferentes p; y ¢; para
t=1,...,n — 1 respectivamente, tales que 0 < p; < q; para todo v. Entonces la
aplicacion

f=(aP(x,y),2Q(z,y) +ey* "),

con k entero y k> n?, k=n (mod 2) ye > 0 suficientemente pequeno, tiene

indo[f] = n y polf] = k-

DEMOSTRACION. Del enunciado es claro que podemos escribir Py () como,
Plz,y)=(y —px) .. (y = paor2),

Qz,y)=(y —qz) .. (Y — gn1).

Veamos primero que la multiplicidad en el origen es polf] = k.

Usando las propiedades de la multiplicidad de f en un punto, Proposicién 2.6
tenemos que pio[(z P(,y), xQ(l‘ y)+€y’“‘”(”‘”)] = pol(, 2Q(x,y)+ey*" =)+
pol(P(z,y), 2Q(w,y) + ey*=" =) = S50 po[(y — piw, 2Q(w, y) + ey +
ol 2y D)]= (k= — ))peol(er )] + S0 =k —n(n—1) + nn— 1)
= k, donde hemos usado que ,uo[(:zj, ey)] = 1 por que el origen de (x,cy) es aislado

y ,uo[(y pZ:L' xQ(z,y)+eyF""=1)] = n. Este segundo resultado es debido a que
si k = n? entonces tenemos que H?le (pi — qj) + ep! # 0 para ¢ suficientemente
pequenio y para todo 7 = 1,...,n — 1, y si k > n? entonces como p; # ¢; para

ningun ¢, tenemos que (y — p;x) fxQ(z,y).

A partir de la definicién de indice de Poincaré veamos ahora que el indice en
el origen es n,

Consideremos la circunferencia C' = {x? + y? = §?} con § pequeno para que
el origen sea un unico punto critico en el interior de ¢'. Tomando la direccion
vertical, es decir donde xP(x,y) = 0, y buscando en que puntos de C' el campo
es vertical, obtenemos los puntos de interseccion de C' con x = 0,y = p;xt =

1,...,n — 1, y estudiando como es el campo cerca de estos puntos,
flo=o = (0,ey*~"=0) y -
Flompie = (0.2 (pi = qu) -+ (pi = quen) + e 07D 7).
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Figure 2: Indice a partir del método de Poincaré, para n par (n = 4) y n impar
(n = 5), respectivamente.

podemos concluir que tomando

] T — a0
2 max [yl
entonces tenemos que
sgn(z™(pi — 1) -+ - (pi — Guo) + 5xk‘”(”_1)pf_”(”_l)) _
=sgn(z"(pi —q1) - -+ (pi — Gn-1)),
para todo i = 1,...,n — 1. Ya que si k& > n? como z es tal que 2% + y* = §*

con § pequenio, el valor de ¢ es irrelevante, mientras sea positivo. Si k = n? de la
definicién de e es claro que |ep?| < |TIZ{ (pi — ¢;)| para todo .

A partir de la eleccion de p; v ¢; la segunda componente de f en los puntos
(x,pix) cambiara alternativamente de signo, siendo positiva en el punto (0,¢).
Estudiando el campo cerca de estos puntos, obtenemos que, segin la paridad de
n — k una situacion como refleja la Figura 2.

Es claro por tanto de la nocién de indice de Poincaré que el indice en este
caso es n. |

Conocidos los valores de la multiplicidad local y del indice local de un punto
critico de una ecuacion diferencial estos no determinan de manera tinica el retrato
local en dicho punto. Veamos como para el mismo ejemplo anterior, pero solo en
el caso de indice maximo, que no todos los puntos criticos que tienen la misma
multiplicidad y mismo indice tienen el mismo retrato local.

Dada la naturaleza multiple de los puntos criticos de la ecuacion (:L’,?J) =
f(z,y), nos serd imprescindible usar la técnica de Blow-up’s, ver [ALGM].
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Figure 3: Graficas de P(£,1) y €Q(€,1) para n par (n = 6).

Las direcciones de llegada son dadas por la ecuacion

22Q(x,y) — vy P(x,y) =0 sik >n? i

22Q(z,y) + gyhnnml) zyP(z,y) =0 sik=n”
Asi x = 0y p; # 0 para toda ¢, son las direcciones de llegada y como y = 0
no lo es nunca, para estudiar el origen es suficiente con estudiar solo el Blow-up

direccional que cubre todas las direcciones de llegada excepto la horizontal.
Consideremos el blow-up dado (x,y) = (£y,y), entonces el sistema se convierte

é} — wyP(z,y) =2 Q(z,y)—eyf (=1
) y? 7 (3)
Yy = xQ(x7 y) + a,_:yk—n(n—l)

cn

o, simplificando,

{g = PG D) — €Q(E 1) — eyt )
Vo= yhEQUE ) eyt

dividiendo por y™~ !,

{g = UP(ED) —€QED) — eyt 5)
vo= ylEQE L) + eyt

Veamos ahora cuales y como son los puntos criticos sobre y = 0 del sistema (5).
Si y = 0 entonces tenemos que {(P(£,1) — £Q(&,1)) = 0, asi que (0,0) es un
punto critico, y se hace necesario estudiar los ceros de P(£,1)—£Q(€,1) = 0. En
las Figuras 3 y 4 se dan las graficas de P(£,1) y £Q(€,1) en funcién de los valores
que pueden tomar p; y ¢;.

Las coordenadas ¢ de los puntos criticos, denominémoslos £*, se obtienen de
los puntos de corte de las graficas de P(£,1) v £Q(£,1). Entonces las matrices
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Figure 4: Gréficas de P(£,1) y €Q(€,1) para n impar(n = 5).

jacobianas de los puntos criticos del sistema (5) son

( §(P(§,1) = £Q(E 1) e 0 )
0 Q1) )7

P(0,1) 0
J(op) — ( 0 0 ) .

Esta claro que tenemos cuatro tipos de puntos criticos. El origen s un nodo

J(ex0)

repulsor y los otros tres tipos varian, segin como se corten las graficas de P(¢, 1)

v £Q(E,1). Sidenominamos por Pex a (P(£,1) —EQ(&, 1)) |ex v Qer a £ Q(E7, 1),

tenemos cuatro tipos de puntos criticos:

1. Tipo A: S1 Pe» > 0y Q¢+ > 0 entonces el punto es un nodo repulsor.
2. Tipo B: 51 Pe» < 0y Q¢+ > 0 entonces el punto es una silla.
3. Tipo C: Si Pe» <0y Q¢» < 0 entonces el punto es un nodo atractor.

4. Tipo D: Si Pe» = 0y QQ¢» > 0 entonces se puede ver, aplicando los resultados
de [ALGM] para puntos degenerados, que el punto es un silla-nodo.

De la naturaleza de las graficas de P y £(), como se muestra en las Figuras 3
y 4, sabemos cual es el retrato cerca de y = 0 para el sistema (5), obteniendo asi
una retratos como en las Figuras 5 y 6.

Al deshacer el Blow-up se obtiene el retrato del origen para el sistema original,
como muestran las Figuras 7y 8 para n = 4 y n = 3 respectivamente.

5 Una cota para el indice, en dimensién supe-
rior a 2

Veamos ahora que para dimension tres o superior, los resultados de la seccién
anterior no son ciertos, es decir que la cota dada por Eisenbud y Levine, en [EL]

11



Figure 5: Retrato de los puntos criticos con y = 0 del sistema (1.4) para n par.
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Figure 8: Retrato del origen en el caso en que n es impar (n = 3).

no es optima.

Conocidas ya las definiciones y propiedades del indice y la multiplicidad de
un cero aislado de f, una aplicacién finita, podemos establecer a partir de [EL]
una relaciéon entre los dos conceptos.

Teorema 5.1 [EL] Sea [ : (R",0) — (R",0) una aplicacion de multiplicidad
finita. Si I es un ideal de C*(R™)/(f) tal que es maximal respecto la propiedad
I* =0, entonces se cumple que

findo[f]] = polf] — 2dim.

Como estamos interesados en dar una cota del indice a partir de la multipli-
cidad de f, esta claro que a partir de la dltima propiedad de indice tenemos que
una posible cota serfa |indo[f]| < polf]-

Como mejora de este resultado en [EL], se demuestra que,

Teorema 5.2 Si f : (R",0) — (R",0) el germen de una aplicacion finita,
entonces tenemos que

a) lindo[f]| < (so[f1)* =,
b) Si [ es singular entonces, |indo[f]| < wo[f]/2, v

¢) lindo[f]| = uolf]  (mod 2).

Cuando la aplicacién f es polinomial y homogénea componente a componente,
se puede mejorar el resultado del Teorema 5.2 usando un trabajo de Khovanskii,

Para enunciar los resultados de [K], nos hace falta introducir un minimo de
notacion.

Sea m € N" decimos A(m) al paralelepipedo de R" definido por las inecua-
ciones 0 <y <my—1,...,0 <y, <m, — 1. Podemos definir la funcién II,,(m)
de Khovanskii como el numero de puntos de coordenadas enteras de la seccién
central y; + ... +y, = %(ml + ...+ m, —n) de A(m). Entonces se cumple el
siguiente resultado, demostrado en [CGT]
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Teorema 5.3 Kl indice, indg[f], de un punto singular aislado de un campo poli-

nomial, f = (f1,..., fa), con componentes f; homogéneas de grado m; para todo
1=1,...,n, cumple la inecuacion

lindo[f]| < IL,(m),
y la congruencia
indo[f] = po[f] (mod 2), donde po[f] = [T m,
=1

ademds el nimero indg|f] no estd sometido a ninguna otra restriccion, y existe
una aplicacion f para cada eleccion posible del nimero indo[f].

Para los casos particulares de n = 2 y n = 3 se puede ver en [CGT] que,

Hg(m) = m,

MMy simy + my < ma

s(m) =

(1 + 2m1m2 + 2m1m3 + 2m2m3—

N

mi —m3 —m3) si mq + me > ms
A partir de las propiedades de invariancia del indice y la multiplicidad de
un punto singular de una aplicacién f : (R",0) — (R",0) introducidas en las

secciones anteriores, se puede dar una mejora natural del Teorema 5.2, ver [CGT]

Proposicién 5.4 Sea f: (R",0) — (R",0) el germen de una aplicacion finita,
con ol f] = p, entonces tenemos que

1 51 po < 4
. f s1 :
a) |indg[f]] < )
) lindol 7] S s 2l <o o<o2m
,ul_% st 2" < u

b) lindo[f]| = olf]  (mod 2).

La cota dada en la proposiciéon anterior, puede ser mejorada en general, pero
en ciertos esta es la mejor posible, asi que encontrar cual es realmente la cota
optima del indice conocida la multiplicidad es todavia una incégnita. Veamos
algunos ejemplos que muestran estas nociones.

Proposicién 5.5 Sea f: (R",0) — (R",0) el germen de una aplicacion finita,
con po[f] = 2". Entonces tenemos que |indo[f]] < po[f]'™# para cada n > 2.

Ejemplo 5.6 La aplicacién f, : (R*,0) — (R>,0) definida como
(2x(x — 2y — 22),2y(y — 22 — 2z), —z(z — 22 — 2y)(z + 4o + 4y) + ta(y + 2)),

tiene indo[f;] = 4 i polfe] = 10 para todo valor t, no nulo, cerca de 0.
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