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INTRODUCCIO

L'estudi qualitatiu de les equacions diferencials ordinaries(EDO)
al pla va comengar a finals del segle passat, iniciat pels treballs
de Poincaré i Lyapunov. Avui en dia les seves aplicacions comprenen
molts d'altres camps com pot ser la Biologia, Ecologia, Economia,
Fisica... =

Usant la teoria de Poincaré-Bendisxon al pla, sabem que els con-
junts « — limit, w - limit de les orbites de la EDO, poden ser o bu-
its, o un punt critic, o una dorbita periddica o bé un grafic.

L'estudi local dels punts critics es coneix des de fa temps. Si
suposam X(0)=C , llavors pel cas DX(O);O , amb els valors propis de
DX(0)que no siguin imaginaris purs, el problema estd resolt.Les sin-
gularitats amb DX(0)=0 , s'estudien normalment fent explotar la sin-
gularitat a tota una recta o circunferéncia (métode del "blow-up"),
fins arribar a un nombre finit de singularitats elementals (o singu-
laritats que tenen al menys un dels seus valors prdpis no nul).

Les Orbites periddiques aillades, o cicles limit, varen ser intro-

|
duides per Poincaré i sobre eliés giren la major part dels problemes
oberts en la teoria qualitativa Ae les EDO's al pla. Un d'aquests
problemes és la conjectura de finitud de Poincaréf: " Tot camp de
vectors polinomials de R2, té un nombre finit de cicles 1limit ".
Més ambiciosa que aquesta, és la conjectura donada a la segona part

del problema XVI de Hilbert : " Determinar el nombre maxim N(n) de

cicles limit del camp de vectors X=(P,Q) on P, Q sdén polinomis de

grau menor o igual que n ".




Quasi res se sap sobre la funcid N(n), només certes fites infe-
riors per a n arbitrari. Respecte al problema de finitud, es tenen
certs resultats parcials. Il'yasenko (1985) demostra que un cicle
separatriu en el que tots els seus vértexs sb6n punts de sella no de-
generats (és a dir, amb els dos valors prépis no nuls), no pot ser
acumulacidé de cicles 1limit. Bamon (1986), usant el resultat anterior
més un estudi detallat dels diferents sistemes, demostra la conjectu-
ra de finitud pels sistemes quadratics (QS).

Recentment (1987), J. Ecalle, J. Martinet, R. Mossu i J.P. Ramis
han presentat una nota a la revista C.R.Acad.CS.Paris on sembla que
proven el problema de Dulac : " Qualsevol grafic d'ﬁn camp vectorial
analitic sobre el pla, no pot ser acumulacidé de cicles limit ". En
particular, s'obté l; conjectura de finitud pels camps polinomials.

L'estudi de 1'equacié polinomial x=lx-y+Pn(x,y) , §=x+ky+Qn(x,y)
(1), on Pn’ Qn sbén polinomis homogenis en x,y de grau n, esta basat
essencialment en plantejar un problema equivalent, en el que tota la
informacidé sobre els cicles limit estd continguda en les trajectdries

solucidé d'una egquacid d'Abel

(dr/dt)=A(t)r +B(t)r2+(n-1)\r ,
on r{0)=r(2h), i A i B sén polinomis homogenis en les variables cos(t),
sint(t) de grau 2(n+l) i (n+l1), respectivament.

En 1'estudi dels QS, un altre cami que es pot utilitzar és la seva

formulacié en una equacié de Liénard

x=y-f(x) , y=—g(x)




verificant certes hipodtesis.

En la present Memdria, no realitzam un estudi general de les equa-
cions diferencials polinomials, siné que el nostre esforg va encaminat
més bé a l'estudi de classes concretes de EDO's : EDO quadratiques,
EDO polinomials i EDO de tipus Liénard.

A continuacidé farem una breu descripcié dels diferents capitols
de la Memoria. Per a una presentacié més detallada d'aquests capitols,
veure la introduccid a 1'inici de cada un d'ells.

En el Capitol 1, feim un estudi dels QS en un entorn del infinit
i donam una classificacidé dels retrats de fase a 1'infinit de tals
sistemes.

Als Capitol 2 i 3, s'estudien unes classes concretes de QS. El
Capitol 2 completam una demostracid basada en un criteri de 1'equacid
de Liénard, de la unicitat dels cicles 1limit pels QS amb una recta

invariant, i1 feim un estudi dels retrats de fase d'aquests sistemes.

A1l Capitol 3 es fa un estudi similar pels QS en el quals els termes
de segon ordre sén proporcionals.

En el Capitol 4, es caracteritzen els QS,els quals escrits en la
forma d'Abel, la seva funcié A(t) no canvia de signe. En particular,

aixd permet determinar els cicles dels QS afitats (veure definicié

S R S s e e

al Capitol 4) amb una o dues singularitats finites.
Al Capitol 5,primer estudiam els QS, X, tal que so.bre lfesfera
de Poincaré alguna de les singularitats p(X) (veure Apé&ndix A) té
part lineal idénficament nul.la. A continuacié s'estudien les singula-
ritats dels sistems analitics, en que la seva part lineal és idénti-

cament nul.la i la seva part no lineal comenga amb termes de segon ordre.
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En el Capitol 6, feim un estudi de 1' equacidé d'Abel, pels siste-
mes de la forma (1), i obtenim alguns resultats sobre Uniciat de ci-
cles limit.

Finalment, al Capitol 7 donam un criteri d'unicitat de cicles 1li-
mit per l'equacid de’Lienan basant-no§ en el fet de mirar 1l'exponent
caracteristic de 1'drbita periddica com a 1l'area d'una certa corba.

A més, com que tot QS ho podem escriure en forma‘de Liéhard, podem
treure algun resultat per a aquests QS.

Els resultats del Capitol 4 han aparescut publicats al Journal Di-
ferential Equations, sota el nom de '"Some theorems on the existence,
uniqueness and non existence of 1imit cycles for QS". (veure volum
67 (1987), 372-399).

Els resultats aqui presentats estan fets amb col.laboracib6 amb el
Dr. Jaume Llibre. Els resultats dels Capitols 4 i'7 formen part d'un
treball conjunt amb el Dr Armengol Gasull i el Capitol 6, conjunta-
ment amb en Marc Carbonell.

Vull agrair molt especialment l'ajuda i el estimul que en tot
“moment ha tingut amb mi el Dr. Jaume Llibre. Ell ha fet ﬁossible que
no existis cap distancia entre Palma i Barcelona, sind tot el contrari.
També& no vull passar per alt la meva sort, en tots els aspectes, d haver
pogut treballar amb 1'Armengol Gasull, i l'amistat i els comentaris
fets amb en Marc Carbonell. Per Ultim, agraeixo al Departament de

Matematiques i Informatica de la U.I.B. 1'agradable ambient de treball

existent.




