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Introducción

La Mecánica Celeste es una rama de la astronomı́a y la mecánica que estudia los
movimientos de los cuerpos celestes, los cuales se mueven bajo los efectos gravitatorios
que ejercen unos cuerpos sobre otros. Uno de los problemas de la Mecánica Celeste es
el problema de n cuerpos, el cual considera n part́ıculas puntuales, de masa no nula,
sometidas a la ley de gravitación universal. Isaac Newton [30] planteó este problema
como un modelo del comportamiento del sistema solar, y lo describió por un sistema
de n ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de segundo orden, las cuales son
dif́ıciles de resolver y analizar.

El problema para n ≥ 3 aún permanece abierto, pero se conocen algunas soluciones
particulares. Una de éstas son las llamadas configuraciones centrales, donde el vector
de aceleración para cada cuerpo es un múltiplo escalar común de su vector de posición,
considerando el centro de masas ubicado en el origen.

El estudio de las configuraciones centrales es importante por varias razones. Si
se toma una configuración central como condición inicial de las ecuaciones de movi-
miento, ésta da origen a las únicas soluciones expĺıcitas conocidas del problema de n
cuerpos, las llamadas soluciones homográficas, donde la configuración de los cuerpos
permanece invariante bajo homotecias y rotaciones. En particular, si una solución
periódica homográfica es “ŕıgida”, en el sentido de que la configuración permanece
similar a la inicial, entonces se dice que es un equilibrio relativo. Smale [35, 36] de-
mostró que las bifurcaciones en las variedades integrales ocurren en configuraciones
centrales. Además, Saari [34] mostró que la colisión total o el escape parabólico total
al infinito en el problema de n cuerpos es asintótico a una configuración central.

En 1941, Wintner [42] conjeturó que para cualquier elección de masas m1, . . . ,mn,
el número de configuraciones centrales, módulo homotecias y rotaciones, es finito. Más
recientemente, este problema fue retomado por Smale [37] como uno de los proble-
mas matemáticos para resolverse en el siglo XXI. Hoy d́ıa, este problema permanece
abierto.

En el caso de que la configuración de n cuerpos es colineal y de masas arbitra-
rias, Moulton [29] demostró que existen n!/2 diferentes configuraciones centrales. Por
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otro lado, para n = 3, Euler [9] demostró que hay exactamante tres configuraciones
centrales colineales, y Lagrange [17] demostró que hay dos configuraciones centrales
obtenidas al colocar los tres cuerpos en configuración de triángulo equilátero. Es de-
cir, el problema de 3 cuerpos tiene cinco configuraciones centrales, tres colineales, las
cuales corresponden a las tres posibles permutaciones de tres part́ıculas en una recta,
módulo rotaciones; y las otras dos corresponden a las posibles orientaciones de un
triángulo equilátero en el plano.

Es ampliamente conocido que muchos problemas matemáticos se pueden resolver
de acuerdo a las caracteŕısticas de su planteamiento, como problema directo o inver-
so. En el caso del estudio de las configuraciones centrales, en el problema directo se
conocen las masas de los n cuerpos y el problema consiste en determinar cuántas con-
figuraciones centrales pueden formar. Por otro lado, en el problema inverso se conoce
la geometŕıa de la configuración de n cuerpos, y el problema consiste en encontrar
los valores de las masas para las cuales la configuración es central. En [15], Hampton
y Moeckel abordaron el problema directo de configuraciones centrales del problema
plano de 4 cuerpos, y demostraron que existe un número finito de configuraciones
centrales. Para el caso del problema espacial de 4 cuerpos, la única configuración
central que existe es cuando los cuerpos están en los vértices de un tetraedro regular,
ver [19]. Posteriormente, Albouy y Kaloshin [3] abordaron el problema directo de
configuraciones centrales del problema plano de 5 cuerpos, y lograron demostrar que
existe un número finito de clases de equivalencia.

Un camino alternativo para obtener configuraciones centrales, es buscar aquellas
conocidas como apiladas (en inglés stacked central configuration), las cuales tienen
un subconjunto de part́ıculas que forman por śı mismas una configuración central.
Este concepto fue introducido por Hampton en [14], donde mostró la existencia de
una familia de configuraciones centrales de 5 cuerpos con la caracteŕıstica de que
dos cuerpos al ser removidos, los tres restantes están en los vértices de un triángulo
equilátero. En el mismo art́ıculo, Hampton formuló la siguiente pregunta: Además de
las configuraciones colineal simétrica y del cuadrado con una masa en su centro, ¿hay
alguna otra configuración central de 5 cuerpos donde un subconjunto de 4 cuerpos
formen una configuración central? La respuesta a esta pregunta fue dada por Fer-
nandes y et al. [11], quienes demostraron que no hay más configuraciones que las ya
citadas por Hampton.

Este art́ıculo de Hampton ha dado origen a varios art́ıculos donde se ha demos-
trado la existencia de otras configuraciones centrales apiladas planas en el problema
de 5 cuerpos, ver por ejemplo [12, 21, 22].

El objetivo de esta tesis es estudiar configuraciones centrales del problema plano de
5 cuerpos con masas positivas, con un eje de simetŕıa. Para dicho estudio distinguimos
dos casos:
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Simetŕıa 1: Tres cuerpos localizados sobre el eje de simetŕıa.

Simetŕıa 2: Un sólo cuerpo localizado sobre el eje de simetŕıa.

Esta tesis está organizada de la siguiente forma. En el Caṕıtulo 1 planteamos
el problema de n cuerpos, y a la obtención de las diez integrales primeras clási-
cas. Además se definen las configuraciones centrales e introducen las ecuaciones de
Dziobek–Laura–Andoyer, las cuales facilitan el estudio de las configuraciones centra-
les en el plano.

En el Caṕıtulo 2 se plantea el problema de las configuraciones centrales de 5 cuer-
pos en el plano, con las simetŕıas 1 y 2, además mostramos evidencia numérica de la
existencia de estas configuraciones centrales. En la Sección 2.1.1 se utiliza el teorema
del Bisector el cual genera condiciones necesarias para tener configuraciones centrales,
obteniendo como resultado restricciones en los valores de las variables que describen
las configuraciones. Tomando en cuenta esta información, en la Sección 2.1.2 se da
evidencia numérica de la existencia de configuraciones centrales que cumplen con la
simetŕıa 1, dentro de las cuales hay nuevas configuraciones centrales no conocidas has-
ta ahora. En la Sección 2.2.2 se muestra evidencia numérica para las configuraciones
centrales que cumplen con la simetŕıa 2.

En el Caṕıtulo 3 se da una prueba anaĺıtica de la existencia de unas configuraciones
centrales especiales, que fueron encontradas en el Caṕıtulo 2, las cuales consisten en
configuraciones centrales de 5 cuerpos donde cuatro part́ıculas forman un rombo y la
quinta está sobre un eje de simetŕıa del rombo que pasa por dos part́ıculas. Además
se muestra la existencia de configuración central para el caso donde el rombo es un
cuadrado. Por último, se prueba que dada la configuración central de 5 cuerpos, existe
un único valor en las masas, es decir damos la unicidad para el problema inverso.

Parte de los resultados originales de este trabajo están en el Caṕıtulo 4, donde
demostramos anaĺıticamente la existencia de dos nuevas familias de configuraciones
centrales apiladas. Dichos resultados han sido publicados recientemente, por un ser-
vidor, en coautoŕıa con Martha Álvarez Ramı́rez y Josep Maria Cors Iglesias, en [7]
y [8], lo que se describe a continuación.

En [12], Gidea y Llibre estudiaron configuraciones centrales del problema plano
de 5 cuerpos donde tres part́ıculas de masas m1, m2 y m3, ordenadas de izquierda a
derecha, con m1 = m3, forman una configuración central de Euler; mientras que las
otras dos part́ıculas de masas m4 y m5 están colocadas simétricamente con respecto
a la ĺınea que contiene a las otras tres part́ıculas, y por lo tanto m4 = m5. Ellos
obtuvieron dos familias de configuraciones centrales, el rombo con una masa en el
centro y un trapecio con una masa en el punto medio de uno de sus lados paralelos.
Sin embargo, Gidea y Llibre no detectaron la familia de configuraciones centrales
para el caso donde la ĺınea que une a m4 y m5 no cruza a la ĺınea que contiene a m1,
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m2, m3 sobre m2. En la Sección 4.2 demostramos anaĺıticamente la existencia de esta
familia. Estos resultados los hemos publicado en [7].

Debido al gran interés que ha estado creciendo con respecto a las configuraciones
centrales apiladas, un tema muy interesante es el conteo de las configuraciones cen-
trales apiladas. Por ejemplo las configuraciones centrales anidadas las podemos ver
como configuraciones centrales doblemente apiladas debido a que tienen dos subcon-
juntos de masas que pueden ser removidos y aśı obtener una configuración central, ver
[5, 23, 28]. Sin embargo, éstas configuraciones centrales que se obtienen de remover
los subconjuntos de masas son equivalentes. En el Caṕıtulo 4 definimos el número
de configuraciones centrales apiladas las cuales representa al número de subconjun-
tos de masas que pueden ser removidos tal que las configuraciones resultantes sean
configuraciones centrales, esto considerando que los subconjuntos no sean removidos
al mismo tiempo y que las configuraciones resultantes no sean similares.

Llibre y Mello [21] demostraron la existencia de tres familias de configuracio-
nes centrales apiladas de 5 cuerpos, donde tres de los cuerpos forman un triángulo
equilátero y los otros dos están en un segmento del bisector perpendicular al triángulo.
En la Sección 4.3 demostramos anaĺıticamente que en una de esas familias existe una
familia muy especial de configuraciones centrales donde tres masas están en configu-
ración central colineal, de tal forma que su número de configuración central apilada
es dos. Este resultado lo hemos publicado en [8].



Caṕıtulo 1

Configuraciones centrales

1.1. El problema de los n cuerpos

El problema de n cuerpos consiste en estudiar el movimiento de n masas puntuales
moviéndose bajo la influencia de la fuerza gravitatoria. Sea qi = (xi, yi, zi) ∈ R3 el
vector de posición de la i -ésima part́ıcula de masa mi. A partir de la segunda ley
de Newton, el movimiento de las part́ıculas es descrito por el siguiente sistema de n
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

Fi = mi
d2qi

dt2
, i = 1, 2, . . . , n,

donde Fi es la fuerza gravitatoria resultante que actúa sobre la part́ıcula de masa mi.
Considerando la ley de gravitación universal, y sumando todas las fuerzas ejercidas
sobre mi obtenemos

Fi =
n∑
j=1

j 6=i

Gmimj
qj − qi

‖qj − qi‖3
,

donde ‖ · ‖ es la norma euclidiana, y G denota la constante de gravitación universal.
Como consecuencia de la invariancia de las ecuaciones de Newton con respecto al
cambio de la unidad de tiempo, a partir de ahora podemos suponer que G = 1. Por
lo tanto, las ecuaciones de movimiento del problema de n cuerpos toman la siguiente
forma

mi
d2qi

dt2
=

n∑
j=1

j 6=i

mimj
qj − qi

‖qj − qi‖3
, i = 1, 2, . . . , n. (1.1)

7
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Sea q = (q1,q2, . . . ,qn) ∈ R3n. Luego las ecuaciones de movimiento (1.1) las
podemos escribir como un sistema de 6n ecuaciones diferenciales de primer orden
dado por

q̇ = M−1p, (1.2)

ṗ = −∇U(q),

donde · = d/dt, p = (p1,p2, . . . ,pn) ∈ R3n es el vector de momentos, tal que pi =
miq̇i,

∇i =

(
∂

∂xi
,
∂

∂yi
,
∂

∂zi

)T

, ∇ = (∇1, . . . ,∇n)T ,

M = diag(m1,m1,m1, . . . ,mn,mn,mn) es la matriz de masas y ∇U(q) es el vector
gradiente del potencial

U(q) = U(q1,q2, . . . ,qn) =
∑

1≤i<j≤n

mimj

‖qj − qi‖
.

Las ecuaciones (1.2) no están definidas en el conjunto

4 =
⋃

1≤i<j≤n

4ij,

donde 4ij = {(qi,qj) ∈ R3n : qi = qj}, es decir, cuando hay alguna colisión. El
dominio de definición para el sistema (1.2) o espacio de fases es

℘ = {(q,p) ∈ R6n : q ∈ (R3n \ 4), p ∈ R3n}.

El espacio de configuración o espacio de posiciones es

V = {q ∈ R3n\4}.

Las ecuaciones de movimiento del sistema (1.2) se pueden escribir como el sistema
hamiltoniano

q̇i =
pi

mi

=
∂H

∂pi

, ṗi = −
∑
j 6=i

mimj(qi − qj)

‖qj − qi‖3
= −∂H

∂qi

, (1.3)

donde la función hamiltoniana es

H(q,p) =
n∑

i=1

‖pi‖2

2mi

+ U(q). (1.4)

Los vectores q y p se conocen como variables conjugadas.
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1.2. Integrales primeras del problema de n cuerpos

Una integral primera de las ecuaciones (1.2) es una función I(q,p) de clase C1

en un abierto Ω ⊂ ℘, con la propiedad de que es constante a lo largo de cada órbita
del espacio fases ℘, ver [1]. En otras palabras, dada una integral primera y c ∈ R, el
conjunto de curvas de nivel

{(q,p) ∈ ℘ : I(q,p) = c}

es invariante con respecto al tiempo t.

Desde el punto de vista de los sistemas dinámicos, las constantes de movimiento
dan información global acerca de las soluciones del sistema. Existen 10 integrales
primeras clásicas del problema de n cuerpos y en esta sección vamos a obtener a estas
integrales, las cuales permiten reducir la dimensión del espacio de fases a 6n− 10.

Iniciemos por observar que la función hamiltoniana (1.4) es independiente del
tiempo t, es decir

dH

dt
=
∂H

∂q
q̇ +

∂H

∂p
ṗ =

∂H

∂q

∂H

∂y
+
∂H

∂y

(
−∂H
∂q

)
= 0,

y por lo tanto H(q,p) es constante con respecto del tiempo t, la cual es una integral
primera conocida como enerǵıa del sistema.

Ahora usamos las ecuaciones de movimiento (1.2) para calcular la derivada del
momento lineal, es decir,

n∑
i=1

ṗi =
n∑

i=1

miq̈i =
n∑

i=1

n∑
j=1

j 6=i

mimj
qj − qi

‖qj − qi‖3
= 0.

Notemos que en la última suma los términos se anulan por parejas, de tal forma que

obtenemos
d

dt

n∑
i=1

pi = 0, para toda t ∈ R, lo cual implica que
n∑

i=1

pi es constante

para toda t ∈ R. Como consecuencia tenemos tres integrales primeras conocidas como
integrales del momento lineal

n∑
i=1

pi = a, con a ∈ R3. (1.5)

Lo siguiente es considerar el centro de masa. Ya que pi = miq̇i, a partir de la
relación (1.5) tenemos

d

dt

n∑
i=1

miqi = a,
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de tal forma que al integrar con respecto del tiempo obtenemos

n∑
i=i

miqi = at+ b, donde a,b ∈ R3 son constantes.

Entonces el centro de masa se mueve en una ĺınea recta a velocidad constante. Luego
las tres componentes del centro de masa son constantes a lo largo del movimiento.

Por otro lado, el momento angular está definido como

ω(t) =
n∑

i=1

qi × q̇i.

Vamos a demostrar que ω̇(t) = 0, para lo cual primero llevamos a cabo el siguiente
cálculo,

n∑
i=1

qi ×miq̈i =
n∑

i=1

qi ×
n∑
j=1

j 6=i

mimj
qj − qi

‖qj − qi‖3
=

n∑
i=1

n∑
j=1

j 6=i

mimj
qj − qi

‖qj − qi‖3
= 0,

donde los términos de la última suma se anulan por parejas. Entonces tenemos

d

dt

(
n∑

i=1

qi × pi

)
=

n∑
i=1

q̇i × pi +
n∑

i=1

qi ×miq̈i =
n∑

i=1

q̇i ×miq̇i + 0 = 0,

de donde podemos concluir que

d

dt

(
n∑

i=1

qi × pi

)
= 0,

de tal forma que las tres componentes del momento angular son constantes para toda
t ∈ R, es decir,

n∑
i=1

qi × pi = c, donde c ∈ R3 es constante.

En resumen hemos obtenido que el problema de n cuerpos tiene las 10 integrales
primeras: la enerǵıa, tres componentes del centro de masa, tres componentes del
momento lineal y tres componentes del momento angular. Luego el problema de n
cuerpos tiene un conjunto invariante cuya dimensión es 6n− 10.

Ahora, una pregunta natural es si existe alguna otra integral primera del problema
de n cuerpos. En [32], Poincaré demostró que para n > 2 no existe ninguna otra
integral primera que sea algebraicamente independiente de las 10 integrales clásicas.



1.3 Configuraciones centrales 11

En 1687 Isaac Newton publicó en [30] la solución al problema de 2 cuerpos, y
demostró que las órbitas solución corresponden a cónicas. Sin embargo, la complejidad
del problema para n ≥ 3 es mayor, y continúa siendo problema abierto. Tan sólo para
n = 3 la dimensión del espacio de fases es 6n = 18 y con la ayuda de las integrales
primeras aún quedan 8 grados de libertad.

1.3. Configuraciones centrales

En esta sección introducimos las configuraciones centrales, las cuales son un arre-
glo de posiciones iniciales de n part́ıculas que dan origen a familias de soluciones
especiales y expĺıcitas del problema de n cuerpos donde la forma inicial de la con-
figuración permanece igual, módulo rotaciones y rescalamientos. En [35, 36], Smale
demostró que las configuraciones centrales son importantes porque controlan el com-
portamiento de las soluciones cercanas a las colisiones e influyen en la topoloǵıa de
las variedades integrales de n cuerpos, y por lo tanto, son esenciales para entender la
dinámica global del problema de n cuerpos.

Definición 1.1. Una configuración q = (q1, . . . ,qn) ∈ Rdn\4 del problema de n
cuerpos se llama configuración central si existe un λ > 0 tal que

λ(qj − qm) =
∑
i 6=j

mi(qi − qj)

r3ij
, 1 ≤ j ≤ n, (1.6)

donde qm = 1
M

(m1q1 + · · · + mnqn), rij = ‖qj − qi‖, M = m1 + · · · + mn y 4 =
{qi = qj, i 6= j}.

Cuando d = 1 decimos que es una configuración colineal, d = 2 es una configu-
ración plana y d = 3 es una configuración espacial. Ya que el lado derecho de (1.6)
es igual a −q̈i, podemos decir que el vector de aceleración de cada part́ıcula apunta
hacia el centro de masa, y es proporcional a la distancia al centro de masa. A partir
de ahora, sin pérdida de generalidad, supondremos que el centro de masa qm está fijo
en el origen.

Al considerar el centro de masa en el origen, la configuración de n cuerpos es
central si el vector de aceleración de cada cuerpo es proporcional al vector de posición.

Ahora vamos a dar una definición equivalente a la Definición 1.1.

Definición 1.2. Sea q0 ∈ Rdn\4. Decimos que q0 es una configuración central, si
existe una función ρ(t) > 0 tal que

q(t) = ρ(t)q0, ∀ t ∈ R (1.7)

es solución del problema de n cuerpos.
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A partir de esta definición obtenemos que q0 representa la forma inicial de la
configuración, la cual permanece constante para todo tiempo, mientras que ρ(t) es el
tamaño de la configuración.

Ya que las ecuaciones de movimiento (1.2) son equivalentes a la ecuación

M q̈ = −∇U(q),

sustituimos (1.7) en ésta, usamos el hecho de que U(q) es homogénea de grado −1 y
aplicamos el teorema de Euler para funciones homogéneas que nos dice que ∇U(q)
es homogéneo de grado −2 [33], y obtenemos

ρ̈(t)Mq0 = −∇U(ρ(t)q0) = (ρ(t))−2∇U(q0).

Multiplicando ambos lados de esta ecuación por qT
0 y usando una vez más la homo-

geneidad de U , obtenemos

ρ̈(t) =
λ

ρ(t)2
, (1.8)

y
M−1∇U(q0) + λq0 = 0, (1.9)

con λ = −U(q0)

2I(q0)
, donde I(q0) = qT

0Mq0 es el momento de inercia con respecto al

centro de masa.

La ecuación (1.9) nos dice cuál es la forma de la configuración central, mientras que
la (1.8) nos da el tamaño de la configuración, pues es la ecuación de movimiento de un
problema de Kepler uno dimensional, la cual describe el movimiento de una part́ıcula
en la ĺınea recta atráıda por otra de masa λ localizada en el origen. Luego, cada
cuerpo tiene un movimiento kepleriano (elipse, parábola o hipérbola dependiendo del
signo de la enerǵıa), con la misma excentricidad e.

Una forma de caracterizar a una configuración central es usando la excentricidad.
Decimos que el movimiento es homotético si durante el movimiento solo cambia el
tamaño de la configuración, e = 1. Si la configuración tiene rotaciones, decimos que el
movimiento es homográfico, 0 < e < 1. Por último, si hay rotaciones, pero no cambios
de tamaño, decimos que el movimiento es un equilibrio relativo, e = 0.

En otras palabras, si q0 es la configuración central inicial en (1.7), y ρ(t) =
r(t)Ω(t), donde r(t) es una función escalar y Ω(t) es una matriz de rotación en SO(3),
entonces

q(t) = r(t)Ω(t)q0,

es un movimiento homográfico. Luego, existen dos casos ĺımite:

Si Ω(t) es la matriz identidad, entonces q(t) = r(t)q0 es un movimiento ho-
motético.
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Si r(t) = 1, entonces q(t) = Ω(t)q0 es un equilibrio relativo.

En resumen, en una solución homográfica los n cuerpos se mueven sincronizada-
mente en órbitas keplerianas en un plano fijo, tal que la configuración permanece
similar a ella misma para todo tiempo. Ver la figura 1.1.

Figura 1.1: Equilibrio relativo, movimiento homográfico y movimiento homotético del
problema de 3 cuerpos.

Notemos que en el problema plano de n cuerpos si existen movimientos homotéti-
cos y equilibrios relativos , aśı como otros tipos de movimientos homográficos, de tal
forma que la configuración debe ser central. Sin embargo, movimientos homográficos
que no sean homotéticos no están permitidos en dimensión tres.

Observación 1.3. El cálculo de configuraciones centrales se reduce a encontrar los
ceros de la ecuación (1.9), lo cual desafortunadamente en general es un problema
algebraico muy complicado. Por otro lado, usualmente la forma de contar el número
de configuraciones centrales es módulo dilataciones y rotaciones.

Definición 1.4. Dos configuraciones centrales son equivalentes si son semejantes en el
sentido de la geometŕıa euclidiana, esto es, si al aplicar una rotación o una homotecia,
ambas configuraciones son similares.

A partir de ahora, cuando hablemos de configuraciones centrales, nos referiremos
a un representante de cada clase de equivalencia. Ya que las configuraciones centra-
les permanecen invariantes por dilataciones, podemos usar la llamada masa métrica
〈q,q〉 = qTMq = 2I(q) para normalizar el tamaño de las configuraciones a momento
de inercia constante I = 1, es decir, en la esfera unitaria

S = {q ∈ R3n\4 : 〈q,q〉 = 1,
n∑
i=i

miqi = 0}.

Teorema 1.5. Las configuraciones centrales son los puntos cŕıticos de U |S, lo cual
es equivalente a U |I=cte.
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Demostración. A partir de la definición de configuraciones centrales tenemos

−∂U(q)

∂qi

= λmiqi i = 1, . . . , n,

es decir,

−
n∑

i=1

∂U(q)

∂qi

=
n∑

i=1

λmiqi

o equivalentemente

−∇U(q) = λ

n∑
i=1

miqi.

Ahora multiplicamos escalarmente por el vector qi y obtenemos

−∇U(q) · qi =
n∑

i=1

λmiqi · qi.

Por otro lado, ya que U es una función homogénea de grado −1, entonces aplica-
mos el teorema de Euler y teniendo en cuenta que 〈q,q〉 = qTMq, obtenemos

U(q) = λ 〈q,q〉

donde 〈q,q〉 = constante, y concluimos que ∇U |S = 0.

Ya que el momento de inercia I = 1
2
〈q,q〉, obtenemos que ∇U |I=cte = 0. Entonces

las configuraciones centrales son los puntos cŕıticos del potencial con momento de
inercia constante.

Observación 1.6. La constante λ puede ser considerada como un multiplicador de
Lagrange, y entonces una configuración central es un punto cŕıtico del potencial U(q)
restringido a momento de inercia constante I = I0. Luego, fijar I0 equivale a fijar la
escala de la configuración.

1.4. Configuraciones centrales en el problema de

3 cuerpos

Las primeras configuraciones centrales fueron descubiertas por Euler en 1767 [9] y
Lagrange en 1772 [17]. Euler estudió el problema colineal de 3 cuerpos donde encontró
configuraciones centrales colineales y los movimientos homográficos correspondientes.
Posteriormente, Lagrange demostró que el triángulo equilátero es una configuración
central para cualquier valor positivo de las tres masas m1, m2, m3. Además, concluyó
que es la única configuración central no colineal para el problema de 3 cuerpos.
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Teorema 1.7 (Euler). Consideremos cuerpos de masas m1, m2 y m3 localizados en
una ĺınea recta, ordenadas de izquierda a derecha, tal que los vectores de posición
satisfacen q1 < q2 < q3. Para cualquier elección de las masas, existen exactamente
tres configuraciones centrales colineales. Una para cada orden de permutación de las
masas.

Demostración. Sea x = q2 − q1, y = q3 − q2 y supongamos que las part́ıculas están
ordenadas de tal forma que q1 < q2 < q3 donde qi ∈ R para i = 1, 2, 3. Ver la figura
1.2.

y

x

m1 m2 m3

Figura 1.2: Configuración colineal de 3 cuerpos.

La ecuación (1.9) se reduce al sistema

λx− m1 +m2

x2
+
m3

y2
− m3

(x+ y)2
= 0,

λy − m2 +m3

y2
+
m1

x2
− m1

(x+ y)2
= 0.

Aislando λ de cada una de estas ecuaciones e igualando las dos expresiones, ob-
tenemos una única ecuación en las variables x y y dada por

− (m2 +m3)− (2m2 + 3m3)α− (m2 + 3m3)α
2 + (3m1 +m2)α

3

+ (2m2 + 3m1)α
4 + (m1 +m2)α

5 = 0, (1.10)

donde α = y/x.

Ya que los coeficientes de este polinomio tienen un sólo cambio de signo, la regla
de los signos de Descartes garantiza la existencia de una única ráız positiva para
la ecuación qúıntica de Euler. Luego, fijando la posición de dos de las part́ıculas,
existe una única forma posible para la posición de la tercer part́ıcula para tener una
configuración central colineal.

El polinomio en (1.10) es conocido como la ecuación qúıntica de Euler y sus ráıces
positivas determinan las configuraciones colineales del problema de 3 cuerpos.
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Teorema 1.8 (Lagrange). En el problema plano de 3 cuerpos, para cualquier elección
de masas, existen exactamente dos configuraciones centrales no colineales, correspon-
dientes a que las tres part́ıculas se localizan en los vértices de un triángulo equilátero.
Las dos soluciones corresponden a las dos posibles orientaciones de los triángulos.

Demostración. Sea rij = ‖qi − qj‖ la distancia mutua entre la i-ésima y j-ésima
part́ıcula, i, j = 1, 2, 3. Ahora fijamos el centro de masa en el origen, e identificamos
dos configuraciones, módulo una rotación. Ahora tomamos las tres distancias r12, r23,
r31 como coordenadas locales de la configuración no colineal. La función potencial
escrita en términos de estas variables toma la forma

U =
m1m2

r12
+
m2m3

r23
+
m3m1

r31
. (1.11)

Sea M =
∑3

i=1mi la masa total del sistema. Luego∑
i

∑
j

mimjr
2
ij =

∑
i

∑
j

mimj‖qi − qj‖2

=
∑
i

∑
j

mimj‖qi‖2 − 2
∑
i

∑
j

mimj 〈qi,qj〉

+
∑
i

∑
j

mimj‖qj‖2

= 2MI − 2
∑
i

mi〈qi,
∑
j

mjqj〉+ 2MI

= 4MI.

Ya que el centro de masa está fijo en el origen, obtenemos que el momento de
inercia en términos de las distancias relativas toma la forma

I =
1

4M

∑
i

∑
j

mimjr
2
ij.

Fijamos el momento de inercia en Ĩ = 1
2
(m1m2r

2
12+m2m3r

2
23+m3m1r

2
31). Entonces la

condición para que el potencial U tenga puntos cŕıticos en el conjunto Ĩ = c, c ∈ R,
es que se satisfaga la ecuación de configuración central (1.6), es decir,

−mimj

r2ij
+ λmimjrij = 0, para (i, j) = (1, 2), (2, 3), (3, 1),

la cual sólo tiene las soluciones r12 = r23 = r31 = λ−1/3. Esta solución corresponde a
un triángulo equilátero donde λ es un factor escalar.

Observación 1.9. Aplicando homotecias y rotaciones obtenemos las soluciones ho-
mográficas de Euler y Lagrange, las cuales fueron las primeras soluciones expĺıcitas
del problema de 3 cuerpos, ver figura 1.3.
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Figura 1.3: Soluciones homográficas de Euler y Lagrange.

1.5. Configuraciones centrales para n ≥ 4

Wintner [42] y Smale [35] conjeturaron que el número de configuraciones centrales
en el problema de n cuerpos es finito. Sin embargo, hasta ahora solo se conocen
resultados parciales acerca del número de clases de configuraciones centrales, módulo
dilataciones y rotaciones, para el problema de n cuerpos con masas positivas.

En 1910, Moulton demostró que hay n!/2 configuraciones centrales en el problema
colineal de n cuerpos, ver [29]. En la sección anterior vimos que en el problema de
3 cuerpos hay cinco configuraciones centrales: tres en configuración colineal y dos en
configuración de triángulo equilátero. En el problema espacial de 4 cuerpos, Lehmann-
Filhés [19] demostró que la única configuración central en el problema espacial de 4
cuerpos es el tetraedro regular. En 2006, Hampton y Moeckel [15] demostraron que
en el problema plano de 4 cuerpos el número de configuraciones centrales es finito.
Posteriormente en 2012, Albouy y Kaloshin [3] dieron una demostración anaĺıtica de
que el número de configuraciones del problema plano de 4 cuerpos es finito. Además,
demostraron que para casi todas las elecciones de masas, existe un número finito de
clases de equivalencia de configuración central en el problema plano de 5 cuerpos. La
finitud de configuraciones centrales para n > 5 es un problema abierto.

En [20], Llibre describió todas las configuraciones centrales para el problema plano
de 4 cuerpos con masas iguales teniendo un eje de simetŕıa. Posteriormente, Albouy
[2] demostró que en el problema de 4 cuerpos con masas iguales, las configuraciones
centrales (no colineales) poseen un eje de simetŕıa que contiene a dos de los cuerpos.

En 1985, Perko [31] demostró que para n ≥ 4, el eneágono regular con n masas en
sus vértices, rotando con respecto a su centro con una velocidad angular constante,
describe una solución periódica del problema de n cuerpos si y sólo si las masas son
iguales. Luego, se tiene que todos los poĺıgonos regulares con masas iguales forman una
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configuración central. Un resultado inmediato consecuencia del teorema de Perko es
que un poĺıgono regular con n−1 masas iguales en sus vértices, y una masa arbitraria
colocada en el centro de masa, también forman una configuración central.

Para el estudio de las configuraciones centrales se ha hecho un gran número de
simplificaciones, dentro de las cuales, la más usada es imponer ciertas condiciones de
simetŕıa a la configuración.

Cuando se estudian configuraciones centrales del problema plano de n cuerpos con
simetŕıa, es común trabajar con las ecuaciones Dziobek–Laura–Andoyer (ver [13], p.
241), las cuales son equivalentes con las ecuaciones de configuración central (1.6),
pero tienen como variables a las rij que representan las distancias relativas o mutuas
entre part́ıculas. Estas ecuaciones son

fij =
n∑
k=1
k 6=i,j

mk(Rik −Rjk)∆ijk = 0, (1.12)

para 1 ≤ i < j ≤ n, donde Rij = 1/r3ij y ∆ijk = (qi − qj) ∧ (qi − qk) es dos veces el
área orientada del triángulo definido por qi, qj y qk.

Para n cuerpos hay n(n− 1)/2 ecuaciones de Dziobek–Laura–Andoyer. Por ejem-
plo, en el problema plano de 5 cuerpos las ecuaciones (1.12) forman un sistema de 10
ecuaciones.

1.6. Configuraciones centrales apiladas

Usando las ecuaciones (1.12), Hampton [14] estudió las configuraciones centrales
para un problema plano de 5 cuerpos, donde consideró tres masas m1, m2 y m3 en los
vértices de un triángulo equilátero y las otras dos, m4 y m5, localizadas en el interior
del triángulo sobre un eje de simetŕıa. En ese trabajo, él demostró la existencia de
una nueva familia de configuraciones centrales en el problema plano de 5 cuerpos,
con la propiedad de que al remover dos cuerpos, el conjunto de los tres cuerpos
restantes forman también una configuración central. Estas configuraciones las llamó
configuraciones centrales apiladas.

Inspirados en el trabajo de Hampton, adoptamos la siguiente nomenclatura.

Definición 1.10. Una configuración central de n cuerpos se llama apilada (n, k),
cuando n cuerpos forman una configuración central, y al remover k > 0 cuerpos, los
n− k cuerpos restantes forman otra configuración central con n− k ≥ 3.

Después del trabajo de Hampton, muchos art́ıculos han sido dedicados al estudio
de la existencia de otras configuraciones centrales apiladas en el problema de 5 cuer-
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pos. Por ejemplo, en [10], Fernandes y Mello estudiaron las configuraciones centrales
apiladas (5, 1) obteniendo el siguiente teorema.

Teorema 1.11 (Fernandes–Mello). Consideremos el problema plano no colineal de 5
cuerpos. La única configuración central apilada (5, 1) es aquella donde cuatro cuerpos
de masas iguales están en los vértices de un cuadrado, mientras que un quinto cuerpo
de masa arbitraria se localiza en la intersección de las diagonales.

En [21], Llibre y Mello consideraron la configuración plana de 5 cuerpos donde
tres cuerpos están en configuración de triángulo equilátero y los otros dos sobre el eje
de simetŕıa del triángulo, ver figura 1.4. Ellos demostraron que si m4 ∈ AB, entonces
existen tres familias de configuraciones centrales apiladas (5, 2), las cuales ocurren
cuando la masa m5 está en los segmentos CD, AE y BF , respectivamente.

AB E CDF

m4m3

m2

m1

Figura 1.4: Configuración central de 5 cuerpos estudiada por Llibre y Mello, donde
m1, m2 y m3 forman un triángulo equilátero, m4 colocada dentro del triángulo y m5

puede estar en cualquiera de los segmentos CD, AE y BF .

En [12], Gidea y Llibre estudiaron configuraciones centrales apiladas (5,2) del
problema plano de 5 cuerpos, donde tres cuerpos forman una configuración central
de Euler, y las otras dos masas están colocadas simétricamante con respecto a la
configuración colineal, a este tipo de configuraciones centrales las llamaron Euler
más dos. El resultado principal de su art́ıculo es el siguiente:

Teorema 1.12 (Gidea–Llibre). Consideremos una configuración de 5 cuerpos de ma-
sas m1, m2, m3, m4, m5 de la forma siguiente: Tres de las masas están en configuración
central colineal, con m1 = m3 y m2 en el punto medio del segmento de ĺınea que une
a m1 y m3. Las otras dos masas m4 y m5 están colocadas con respecto a la configu-
ración central colineal de tres cuerpos de acuerdo a los siguientes casos, concluyendo
en cada uno qué tipo de configuración central existe.
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(a) Si m4 y m5 están localizados simétricamente respecto a la ĺınea que contiene a
m1, m2, m3, y que m4 = m5, entonces existe una familia continua de configura-
ciones centrales donde el segmento de ĺınea m4m5 pasa a través de m2, i.e., m1,
m3, m4, m5 están localizadas en los vértices de un rombo con m2 en el centro.
Cuando el rombo es un cuadrado entonces m1 = m3 = m4 = m5 y la masa m2

es indeterminada, de otra forma las masas m1, m3, m4, m5 están únicamente
determinadas por cada posible configuración central.

(b) Si m4 y m5 están localizadas simétricamente con respecto a m2 sin simetŕıas
adicionales (m4 y m5 están simétricamente localizadas con respecto al segmento
de ĺınea m1m3 o a su bisector perpendicular), sin suponer que m4 = m5, entonces
no hay configuraciones centrales de este tipo.

(c) Si m4 y m5 están localizadas simétricamente con respecto al bisector perpen-
dicular del segmento de ĺınea m1m3 y colocadas en los dos lados de esta ĺınea,
con m4 = m5, entonces existe una familia continua de configuraciones centrales
de este tipo, la cual consiste de trapecios con segmentos de ĺınea m1m3 y m4m5

paralelos y m2 en el punto medio del lado m1m3. Las masas m1, m2, m3, m4, m5

están únicamente determinadas por cada posible configuracón central.

(d) Si m4 y m5 están en el bisector perpendicular del segmento de ĺınea m1m3. No
suponemos que m4 = m5, entonces no existe configuración central de este tipo
(excepto para la única encontrada en (a)).

En la demostración del inciso (a) de este teorema, Gidea y Llibre distinguieron
los siguientes casos:

(i) m1, m3, m4, m5 están en los vértices de un rombo.

(ii) m1, m3, m4, m5 están localizados en un ćırculo de radio 1 centrado en m2.

(iii) sin simetŕıas adicionales, es decir, el caso complementario de (i) y (ii).

Sin embargo, Gidea y Llibre desecharon la existencia de configuraciones del tipo
(iii), pues en la demostración de este caso, página 97 de [12], ellos erróneamente

supusieron que (1− s)t ((s− 1)2 + t2)
−3/2− (1 + s)t ((1 + s)2 + t2)

−3/2
+ 2st(2t)−3 es

igual a la expresión de g(t, s), definida en la página 94 de [12].

Inspirados en estos trabajos previos, nosotros en esta tesis estudiaremos la exis-
tencia de configuraciones centrales del problema plano de 5 cuerpos con un eje de
simetŕıa, para lo cual distinguiremos los siguientes casos:

Caso 1: El eje de simetŕıa contiene tres cuerpos.

Caso 2: El eje de simetŕıa contiene un sólo cuerpo.



Caṕıtulo 2

Configuraciones centrales de 5
cuerpos con un eje de simetŕıa

En este caṕıtulo analizamos, numéricamente, la existencia de configuraciones cen-
trales del problema plano de 5 cuerpos no colineales que contengan un eje de simetŕıa.
Vamos a distinguir dos tipos de simetŕıas, ver la figura 2.1.

Simetŕıa 1: Tres cuerpos localizados sobre el eje de simetŕıa.

Simetŕıa 2: Un sólo cuerpo localizado sobre el eje de simetŕıa.

m5

m3

Lm2

m4

m1

(a) Tres cuerpos en el eje de simetŕıa L

m3

L

m1

m2

m4

m5

(b) Un cuerpo sobre el eje de simetŕıa L

Figura 2.1: Configuraciones de 5 cuerpos con un eje de simetŕıa.

Definición 2.1. Una configuración central de n cuerpos se dice que es convexa si
ningún cuerpo se encuentra dentro o sobre la envolvente convexa de los otros n − 1
cuerpos, de lo contrario, se dice que es cóncava.

21
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Para el problema de 4 cuerpos, las configuraciones de tipo rombo y trapecio son
centrales convexas. En el problema de 5 cuerpos con la simetŕıa 1, podemos apreciar
de la figura 2.1 (a) que estas configuraciones centrales siempre son cóncavas. Mientras
que con la simetŕıa 2 es posible generar configuraciones tanto cóncavas como convexas.
La figura 2.1 (b) muestra una configuración cóncava, pero al colocar a m1 del lado
derecho del segmento que contiene a m4 y m5 se forma una configuración convexa.

En este trabajo utilizaremos las ecuaciones (1.12), que para n = 5 adquiere la
forma

fij =
5∑
k=1
k 6=i,j

mk(Rik −Rjk)∆ijk = 0, (2.1)

para 1 ≤ i < j ≤ 5, donde Rij = 1/r3ij y ∆ijk es dos veces el área orientada del
triángulo definido por qi, qj y qk. En este caso hay diez distancias mutuas r12,
r13, . . ., r45, entonces el sistema (2.1) consta de diez ecuaciones.

A partir del sistema (2.1) consideramos el espacio vectorial V formado por las diez
distancias mutuas. Asimismo,Mi denota el conjunto de puntos en V tales que mi > 0
para i = 1, . . . , 5. También definimos M como la intersección de los conjuntos Mi

para i = 1, . . . , 5; y por último definimos la aplicación de masas µ :M ⊆ (V)+ −→
(R5)+ \ 0,

µ(r) = (m1(r),m2(r),m3(r),m4(r),m5(r)) , r ∈M (2.2)

donde r ∈M .

Observemos en la figura 2.1, que de las 10 distancias mutuas existentes en nuestras
configuraciones, sólo 4 son necesarias para definir completamente la configuración
y en consecuencia dim(V) = 4. El problema nos permite normalizar una de estas
distancias mutuas o equivalentemente una variable correspondiente a la configuración
del sistema. De esto se deriva que las configuraciones centrales están caracterizadas
completamente por tres variables tomando la variable restante igual a 1.

Las configuraciones centrales definidas aqúı pueden ser caracterizadas en V con
dimensión tres. En este trabajo vamos a estudiar configuraciones centrales donde
además de la simetŕıa impuesta, se considerarán dos distancias mutuas iguales, lo
cual es equivalente a reducir un grado de libertad, y por lo tanto, una dimensión a
V. Luego, podemos representar las configuraciones en un espacio bidimensional en
función de dos de las variables que representan la configuración del problema plano
de 5 cuerpos.

Aún bajo la restricción de dos distancias mutuas iguales, el problema sigue siendo
muy dif́ıcil de estudiar anaĺıticamente, por ello haremos un estudio numérico para los
casos donde tal restricción es posible. Nuestro análisis numérico consiste en represen-
tar funciones impĺıcitas de dos variables en el plano para cada uno de los casos de
interés.
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2.1. Simetŕıa 1: tres cuerpos en el eje de simetŕıa

En esta sección planteamos el problema de las configuraciones centrales de 5
cuerpos en el plano donde tres part́ıculas están sobre una ĺınea recta L, mientras
que las otras dos están localizadas simétricamente con respecto a L, ver la figura 2.1
(a). Ya que estamos interesados en configuraciones centrales sin colisiones, se deben
satisfacer las siguientes condiciones:

r14 = r15, r24 = r25, r34 = r35,

(2.3)

4123 = 0, 4125 = −4124, ∆135 = −∆134.

Dada la simetŕıa de la configuración, un resultado inmediato es el siguiente:

Teorema 2.2. Consideremos la configuración de 5 cuerpos donde tres masas m1,
m2 y m3 están en configuración colineal, mientras que las otras dos m4 y m5 están
localizadas simétricamente con respecto a la ĺınea recta que contiene a las primeras
tres. Si los 5 cuerpos forman una configuración central sin colisión, entonces las masas
m4 y m5 son iguales.

Demostración. Llevaremos a cabo la demostración por contradicción. Supongamos
que m4 6= m5. Iniciemos por aplicar las condiciones de simetŕıa (2.3) a la ecuación
f12 de (2.1). Luego, obtenemos

f12 = m4 (R14 −R24) ∆124 −m5 (R14 −R24) ∆124 = 0

= (m4 −m5) (R14 −R24) ∆124 = 0,

de donde concluimos que f12 = 0 si R14 = R24, lo cual implica r14 = r24.

Realizando un procedimiento similar para la ecuación f13 de (2.1) tenemos

f13 = m4 (R14 −R34) ∆134 −m5 (R14 −R34) ∆134 = 0

= (m4 −m5) (R14 −R34) ∆134 = 0.

Luego, f13 = 0 si R14 = R34, de donde r14 = r34.

Por lo tanto, concluimos que r14 = r24 = r34, lo cual no es posible porque esto
implicaŕıa colisión total. Entonces se debe cumplir m4 = m5.

Sin pérdida de generalidad, a partir de aqúı consideraremos que m4 = m5 = 1. Las
simetŕıas del problema, expresadas en (2.3), nos permiten afirmar que f12 = f13 =
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f23 = f45 = 0, f14 = −f15, f24 = −f25 y f34 = −f35. Luego, el sistema (2.1) se reduce
al siguientes sistema de tres ecuaciones:

f14 = m2(R12 −R24)∆142 + m3(R13 −R34)∆143 + (R14 −R45)∆145 = 0,
f24 = m1(R12 −R14)∆241 + m3(R23 −R34)∆243 + (R24 −R45)∆245 = 0,
f34 = m1(R13 −R14)∆341 + m2(R23 −R24)∆342 + (R34 −R45)∆345 = 0.

(2.4)

Con el fin de simplificar la notación, definimos a como la distancia entre m1 y
m2, b la distancia entre m2 y m3, c la distancia entre m2 y la ĺınea recta que conecta
m4 y m5, y d es la mitad de la distancia entre m4 y m5, ver la figura 2.2. Luego,
la configuración depende de cuatro variables (a, b, c, d), los cuales son cantidades
positivas.

m5

c︷ ︸︸ ︷
︸ ︷︷ ︸

d

b

a
m3

Lm2

m4

m1

Figura 2.2: Tres cuerpos de masas m1, m2 y m3 sobre una ĺınea recta L, y dos cuerpos
de masas m4 y m5 localizadas simétricamante con respecto a L.

Como tenemos principal interés en configuraciones centrales sin colisión que sa-
tisfagan la geometŕıa dada en la figura 2.2, entonces se deben cumplir las siguientes
relaciones:

r12 = a, r13 = a+ b, r14 =
√

(a+ c)2 + d2,

r23 = b, r24 =
√
c2 + d2, r45 = 2d,

r34 =
√

(b− c)2 + d2 para b ≥ c, r34 =
√

(c− b)2 + d2 para b < c,

∆142 = −ad, ∆143 = −(a+ b)d, ∆145 = −2d(a+ c), (2.5)

∆243 = −bd, ∆245 = −2cd, ∆341 = (a+ b)d,

∆342 = bd, ∆345 = 2d(b− c), ∆241 = ad.

donde distinguimos dos casos: b ≥ c y b < c. Notemos que ∆345 es no negativa cuando
b ≥ c, negativa cuando b < c. Por otro lado, r34 es la única distancia relativa que
cambia de expresión cuando b ≥ c ó b < c, ver la figura 2.3.
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(a)

b > c

m5

c︷︸︸︷︸ ︷︷ ︸
d

b

a
m3m2

m4

m1

(b)

b < c

m5

c︷ ︸︸ ︷︸ ︷︷ ︸
d

b

a

m3m2

m4

m1

Figura 2.3: Tres cuerpos de masas m1, m2, m3 sobre una ĺınea recta y dos cuerpos de
masas m4 y m5 localizados simétricamente con respecto a esta ĺınea: (a) b ≥ c, (b)
b < c.

Estas nuevas variables de configuración serán útiles para demostrar la existencia
de configuraciones centrales, sin embargo, para facilitar las cuentas, siempre que sea
posible usaremos sólo distancias mutuas.

En el sistema (2.4) tenemos a las masas de manera impĺıcita en función de las
distancias mutuas y las áreas orientadas y estas a su vez están en función de las varia-
bles a, b, c y d, si normalizamos una de estas distancias, entonces el sistema (2.4) nos
proporciona a las masas en función de tres variables. Nuestro objetivo es estudiar los
casos frontera, esto es, aquellos donde las distancias mutuas son iguales. Al considerar
las configuraciones en estos casos, reducimos un grado de libertad al problema en la
configuración. Tener dos distancias mutuas iguales implica una restricción más entre
las variables a, b, c y d, por lo cual podemos obtener las masas en función de sólo dos
variables.

Para poder llevar a cabo nuestro estudio, debemos considerar todas las 21 posibles
igualdades entre las distancias mutuas:

r12 = r13 r13 = r14 r14 = r23 r23 = r24 r24 = r34 r34 = r45

r12 = r14 r13 = r23 r14 = r24 r23 = r34 r24 = r45

r12 = r23 r13 = r24 r14 = r34 r23 = r45 (2.6)

r12 = r24 r13 = r34 r14 = r45

r12 = r34 r13 = r45

r12 = r45.
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Figura 2.4: Cono formado por la ĺınea que une a mi y mj y su bisector perpendicular.
Esta configuración del problema de 8 cuerpos no puede ser central.

2.1.1. Aplicación del teorema del bisector perpendicular

En esta sección aplicaremos el teorema del bisector perpendicular de Conley [27] a
la simetŕıa 1. Este teorema es útil para restringir la posible geometŕıa de las configu-
raciones centrales. Además nos dará condiciones necesarias en las distancias relativas
para la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos.

Teorema 2.3 (teorema del bisector perpendicular). Si qi y qj son dos puntos de
una configuración central plana, entonces el par de doble conos determinados por la
mediatriz de qi y qj, y la recta que pasa a través de qi y qj, debe contener puntos de
la configuración central en cada cono doble, o no tener puntos en cualquiera de los
dos conos.

La figura 2.4 muestra un ejemplo de aplicación de este teorema. Para demostrar
el teorema principal de esta sección, también usaremos el siguiente lema el cual nos
será útil en los cálculos.

Lema 2.4 ([26]). El segmento del bisector perpendicular que pasa por el punto
medio de algún lado de un triángulo, atraviesa el lado mayor de los lados restantes
del triángulo (o pasa por la intersección si estos lados son iguales).

Iniciemos por observar que las soluciones del sistema de ecuaciones (2.4) genera
todas las configuraciones centrales que existen para este problema, además notemos
que tenemos tres ecuaciones y tres masas m1, m2 y m3, entonces al resolver el sistema
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para las masas, se tiene m1(r), m2(r) y m3(r) donde r ∈ V, por lo cual cada r ∈
M garantiza la existencia de una configuración central con masas positivas. Por lo
tanto, es suficiente con mostrar que M es no vaćıo para garantizar la existencia de
configuraciones centrales. Ya que este sistema de ecuaciones es muy dif́ıcil de resolver
anaĺıticamente, en la siguiente sección haremos un estudio numérico que consiste en
graficar las curvas de nivel cero para las regiones Mi en un espacio bidimensional
dadas por dos de las variables a, b, c ó d. Las intersecciones de las respectivas regiones
de masas positivas generan las configuraciones centrales de masas positivas. El papel
que juega el teorema del bisector es delimitar el espacio de la configuración V.

Aplicando el teorema del bisector a la simetŕıa 1, ver figura 2.3, obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 2.5. Consideremos la configuración de 5 cuerpos donde tres cuerpos de
masas m1, m2 y m3 están en configuración colineal, mientras que los otros dos de
masas m4 y m5 están localizados simétricamente con respecto a la ĺınea recta que
contiene a los tres. Si los 5 cuerpos forman una configuración central sin colisión,
entonces las distancias relativas entre los cuerpos deben satisfacer las desigualdades
dadas en la tabla 2.1.

b > c b < c
Masas Restricción Restricción
m1 y m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 r24 > r12 ∨ r45 > r15

r13 > r34 r13 > r34 ∨ r15 > r45
m2 y m4 r45 > r25 r34 > r23 ∨ r45 > r25
m3 y m4 r45 > r35 r45 > r35

r13 > r14

Tabla 2.1: Restricciones de las distancias relativas dadas por el teorema del bisector
perpendicular.

Demostración. Aplicando el teorema 2.3 a las masas m4 y m3, para el caso b = c
obtenemos que las masas m1 y m2 están en un mismo cono, ver la figura 2.5. Luego,
esta configuración no es central, y en el resto de nuestro estudio excluiremos este caso
de la simetŕıa 1. Por lo tanto, sólo analizaremos los casos b > c y b < c.

Iniciemos por considerar el caso b > c. Al aplicar el teorema 2.3 a las masas
m1 y m4, obtenemos algunas restricciones geométricas para que exista configuración
central. Un caso particular es el que mostramos en la figura 2.6 (a), donde no puede
existir configuración central, pues m2, m3 y m5 están en el mismo cono. Ahora,
aplicando el lema 2.4 obtenemos que se debe cumplir r12 > r24 y r15 > r45, mientras
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m5

︸ ︷︷ ︸
d

b

a m3

m2

m4

m1

Figura 2.5: Teorema del bisector perpendicular aplicado a las masas m3 y m4, para
el caso b = c donde no hay configuraciones centrales.

(a)

m5

m3

m2

m4

m1

(b)

m5

m3
m2

m4

m1

Figura 2.6: Teorema del bisector perpendicular aplicado a las masas m1 y m4 con
b > c. (a) No es configuración central porque m2, m3 y m5 están en el mismo cono.
(b) Caso particular de configuración central con r24 > r12.

que el teorema 2.3 nos dice que se debe cumplir r24 > r12 ó r45 > r15. En la figura
2.6 (b) mostramos un caso particular donde r24 > r12.

Utilizando un estudio similar podemos analizar el resto de las desigualdades de la
tabla 2.1 y obtener el resultado del teorema.

El teorema 4.3 nos da las condiciones necesarias, sobre las distancias relativas,
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que garantizan la existencia de configuraciones centrales.

2.1.2. Existencia de configuraciones centrales con masas po-
sitivas

En esta sección mostramos evidencia numérica de la existencia de configuraciones
centrales que cumplen la simetŕıa 1 para masas positivas. En la sección 2.1 mostramos
que las ecuaciones de Dziobek–Laura–Andoyer son reducidas al siguiente sistema

f14 = m2(R12 −R24)∆142 + m3(R13 −R34)∆143 + (R14 −R45)∆145 = 0,
f24 = m1(R12 −R14)∆241 + m3(R23 −R34)∆243 + (R24 −R45)∆245 = 0,
f34 = m1(R13 −R14)∆341 + m2(R23 −R24)∆342 + (R34 −R45)∆345 = 0.

(2.7)

Estamos interesados en estudiar las masas en un espacio bidimensional, es decir,
dejar a las masas en función de dos variables, para lo cual realizaremos igualdades
entre las distancias mutuas, reduciendo aśı un grado de libertad. Este estudio es-
tudio implica considerar todas las posibles igualdades entre las distancias relativas
excepto aquellas igualdades que llevan a colisión: r12 = r13 y r13 = r23. También
debemos excluir r34 = r45, la cual queda descartada por el teorema 4.3, por lo cual
sólo estudiaremos los siguientes casos:

r12 = r14, r13 = r14, r14 = r23, r23 = r24, r24 = r34,

r12 = r23, r13 = r24, r14 = r24, r23 = r34, r24 = r45,

r12 = r24, r13 = r34, r14 = r34, r23 = r45, (2.8)

r12 = r34, r13 = r45, r14 = r45,

r12 = r45.

Para llevar a cabo el estudio completo de las simetŕıas definidas en (2.8), vamos
a realizar el siguiente proceso a cada una de ellas: Usaremos las distancias relativas
y áreas orientadas, en términos de las variables a, b, c y d dadas en (2.5). Luego,
normalizaremos el valor de alguna de estas variables a 1, y expresaremos una de las
otras tres variables en términos de las dos restantes. Como resultado obtendremos al
sistema (2.7) en términos de dos de estas variables, aśı como de las masas m1, m2

y m3. Por último, resolveremos el sistema (2.7) para valores positivos de m1, m2 y
m3, y con esto garantizaremos la existencia de configuraciones centrales. Al resolver
el sistema (2.7), obtendremos mi = mi(x, y) para i = 1, 2, 3 donde x y y son dos de
las variables a, b, c, y d.

Las expresiones de las masas en función de dos variables en general son complica-
das para cualquier caso del sistema (2.8), y cualquier par de variables. Usaremos el
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paquete computacional Maple V para obtener numéricamente la gráfica de las curvas
de nivel cero de las superficies definidas por m1, m2 y m3. De esta forma se pueden
determinar las regiones en el plano de las variables donde las masas tienen valores
positivos. A tales regiones las hemos definido anteriormente como Mi, en este caso
es el conjunto de puntos del espacio vectorial formado por dos de las variables a, b,
c o d tales que mi > 0 para i = 1, 2, 3. Por último, la región donde las tres masas
son positivas,M1 ∩M2 ∩M3, debe estar dentro de las regiones definidas por el teo-
rema del bisector perpendicular, llamadas Ω, pues este teorema sólo da condiciones
necesarias para la existencia de configuraciones centrales, mientras que el hecho de
que las masas sean positivas, es una condición suficiente para garantizar la existencia.
Para mostrar esto, distinguiremos los casos b > c y b < c, descartando los casos con
colisión.

Sea N1 = M1 ∩ M2 ∩ M3 para b > c y N2 = M1 ∩ M2 ∩ M3 para b < c.
Notemos que al no existir configuraciones centrales con b = c, tenemos que N1 y N2

son conjuntos disjuntos. Denotamos por Fi al numerador de mi(x, y), luego la frontera
de N1 ∪N2 está completamente determinada por las siguientes tres ecuaciones:

F1 = F1(x, y) = 0,

F2 = F2(x, y) = 0,

F3 = F3(x, y) = 0.

(2.9)

En este caso, la aplicación de masas µ : N1 ∪N2 ⊆ (R2)+ → (R3)+ \ (0, 0, 0) es

µ(x, y) = (m1(x, y),m2(x, y),m3(x, y)) . (2.10)

En la descripción y análisis de cada uno de los casos, seguiremos el siguiente con-
venio. El Apéndice A contiene las tablas que describen las regiones definidas por el
teorema 2.3, y el Apéndice B contiene gráficas donde las zonas sombreadas correspon-
den a dichas regiones en el plano cartesiano. En cada caso mostraremos la gráfica que
ilustra la intersección de las regiones donde las masas son positivas (azul obscuro),
es decir N1 y N2 con las determinadas por el teorema 2.3 (azul claro); las curvas
verde, roja y amarilla corresponden a las curvas de nivel cero para m1, m2 y m3,
respectivamente.

Caso r12 = r14:
Por simetŕıa, este caso es equivalente a r23 = r34, el cual estudiaremos más
adelante; ver la figura 2.7.

Caso r12 = r23:
Sin pérdida de generalidad, tomamos r12 = r23 = 1, y obtenemos que a = b = 1.
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m3m2

m4

m5

m1

(a) Configuración con la simetŕıa r12 =
r14

m3m2

m4

m5

m1

(b) Configuración con la simetŕıa r23 =
r34

Figura 2.7: Por simetŕıa el caso r12 = r14 es equivalente a r23 = r34.

Luego, la región definida por el teorema 2.3 queda en términos de las variables
c y d, ver las tablas A.1 y A.2, y la figura B.1.

La figura 2.8 corresponde a la región donde hay configuraciones centrales con
masas positivas, la cual existe para b > c y b < c.

Caso r12 = r24:
Si normalizamos r12 = a = 1, entonces r12 = r24 implica que d =

√
1− c2.

Luego, las regiones definidas por el teorema 2.3 pueden ser descritas en términos
de las variables b y c, ver las tablas A.3 y A.4, y la figura B.2.

En la figura 2.9 mostramos la existencia de configuraciones centrales para este
caso. Notamos que éstas existen para b > c y b < c.

Caso r12 = r34:
Si normalizamos r12 = r34 = 1, obtenemos que a = 1 y d =

√
1− (b− c)2. La

configuración para este caso puede expresarse en términos de las variables b y
c, ver las tablas A.5 y A.6, y sus gráficas en B.3.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
para este caso están dadas en la figura 2.10. En este caso existen configuraciones
centrales para b > c y b < c.

Caso r12 = r45:

Normalizando r12 = r45 = a = 1, entonces d = 1
2
, donde podemos expresar las

regiones definidas por el teorema 2.3 en términos de las variables b y c.

Antes de continuar, debemos hacer notar que el teorema 2.3 nos garantiza que
para b > c no existen configuraciones centrales. Por otro lado, b < c cumple con
el teorema 2.3 y la región definida por este teorema está dada en la tabla A.7,
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Figura 2.8: La curvas verde, roja y amarilla corresponden a las curvas de nivel cero
para m1, m2 y m3, respectivamente, en el plano (c, d). La región azul claro es la
definida por el teorema 2.3 y la región azul obscuro corresponde a masas positivas,
es decir, N1 y N2, por lo que estas regiones corresponden a configuraciones centrales
para r12 = r23 .

Figura 2.9: La región sombreada de azul obscuro corresponde aN1 yN2, lo cual garan-
tiza configuraciones centrales para r12 = r24 en el plano (c, b). Las curvas verde, roja
y amarilla representan las curvas de nivel cero para m1, m2 y m3, respectivamente.
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Figura 2.10: La región sombreada de azul obscuro N1 y N2, lo cual garantiza confi-
guraciones centrales para r12 = r34 en el plano (c, b).

con la representación gráfica mostrada en la figura B.4, pero no existen valores
positivos para m1 y m3 en esta región, por lo tanto no existen configuraciones
centrales para este caso.

Caso r13 = r14:
Usando la tabla 2.1 tenemos que se debe cumplir r13 > r14 para el caso b > c.
Por lo tanto, no existen configuraciones centrales para r13 = r14 con b > c.
Además, no es posible formar geométricamante una configuración que cumpla
r13 = r14 para b < c como se muestra en la figura 2.3, porque las masas m4 y m5

tendrán que estar del lado izquierdo de m1 y esta configuración es equivalente
a r13 = r34 con b < c que veremos más adelante.

Caso r13 = r24:
En este caso normalizamos a = 1, entonces d =

√
(1 + b)2 − c2. Para el caso

b > c tenemos que la región definida por el bisector es un conjunto vaćıo, por
lo tanto no existen configuraciones centrales para este caso. Para el caso b < c
mostramos la región del bisector en la tabla A.8 y su gráfica en la figura B.5.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
para el caso b < c están dadas en la figura 2.11 (a), en este caso existen con-
figuraciones centrales de 5 cuerpos sólo para el caso b < c. La figura 2.11 (b)
muestra una configuración de este tipo con valores espećıficos donde las ĺıneas
discontinuas representan las dos distancias que son iguales.
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(a) La región sombreada de azul obscuro corres-
ponde a N2, lo cual garantiza configuraciones
centrales cuando b < c

m5

m3

m2

m4

m1

(b) Configuración central correspondiente
a los valores a = 1, b = 1.037716929, c =
1.617268788, d = 6.601508911 con masas
m1 = m2 = m3 = 0.3907585608 y m4 =
m5 = 1

Figura 2.11: Configuraciones para r13 = r24.

Caso r13 = r34:
Sea r13 = r34 = 1, entonces a = 1 − b, 0 < b < 1 y d =

√
1− (c− b)2, por

lo que podemos expresar las regiones definidas por el bisector en términos de
b y c. El caso b > c no cumple la condición r13 > r34 dada en la tabla 2.1 del
teorema 2.2, por lo tanto no existen configuraciones centrales para este caso.
Para el caso b < c la región del bisector se muestra en la tabla A.9 y la gráfica
se muestra en la figura B.6.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
para el caso r13 = r34 están dadas en la figura 2.12 (a), la curva de nivel cero
para m2 es la recta c = b+ 1

2
. En este caso existen configuraciones centrales del

problema plano de 5 cuerpos, en las condiciones planteadas, sólo para el caso
b < c.

Caso r13 = r45:
Sea r13 = r45 = 1, entonces tenemos a = 1 − b y d = 1

2
, nuevamente podemos

expresar la configuración en términos de las variables b y c. La región del bisector
para este caso está representada por las tablas A.10 y A.11 donde las gráficas
se muestran en la figura B.7.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
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(a) La región sombreada de azul obscuro corres-
ponde a N2, lo cual garantiza configuraciones
centrales para b < c en el plano (b, c).

m5

m3

m2

m4

m1

(b) Configuración central correspon-
diente a los valores a = 1 − b, b =
0.4909182856, c = 1.202698037, d =
0.702402723 con masas m1 = m2 =
m3 = 0.1892127188 y m4 = m5 = 1.

Figura 2.12: Configuraciones para r13 = r34.

para el caso r13 = r45 están dadas en la figura 2.13, En este caso existen confi-
guraciones centrales de 5 cuerpos para b > c y b < c.
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Figura 2.13: La región sombreada de azul obscuro corresponde a N1 y N2 lo cual
garantiza configuraciones centrales para r13 = r45 en el plano (c, b).

Caso r14 = r23:
Si normalizamos r14 = r23 = 1, obtenemos que b = 1 y d =

√
1− (a+ c)2, de

tal forma que en este caso podemos expresar las configuraciones en función de
las variables a y c, ver la tabla A.12 y su gráfica en la figura B.8. Este tipo de
configuraciones sólo existen para b > c. La región donde existen configuraciones
centrales está representada en la figura 2.14.
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(a) La región sombreada de azul obscuro corres-
ponde a N1, lo cual garantiza configuraciones
centrales para b > c en el plano (a, c)

m5

m3

m2

m4

m1

(b) Configuración central correspondiente a
los valores a = 0.4506675735, b = 1, c =
0.4224897218, d = 0.487438547 con masas
m1 = m2 = m3 = 0.3862178420 y m4 =
m5 = 1

Figura 2.14: Configuraciones para r14 = r23.

Caso r14 = r24:
Todas las configuraciones con r14 = r24 son equivalentes, módulo una rotación
de 180◦, a las configuraciones donde r24 = r34, las cuales estudiaremos más
adelante.

Rombo más uno en el interior, caso r14 = r34:
Sea r14 = r34 = 1, entonces b = a + 2c y d =

√
1− (a+ c)2. La forma de la

configuración es un rombo con una masa en su interior, y a partir de ahora
la llamaremos rombo más uno en el interior. En este caso podemos expresar
las configuraciones en términos de las variables a y c. La región definida por el
teorema 2.3 para b > c se muestra en la tabla A.13 y su gráfica está representada
en la figura B.9. En este caso no hay configuraciones para b < c.

La región donde existen configuraciones centrales para este caso está dada en
la figura 2.15.
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(a) La región sombreada de azul obscuro corres-
ponde a N1 lo cual garantiza configuraciones
centrales para b > c en el plano (c, a).

m5

m3

m2

m4

m1

(b) Configuración central correspondiente a los va-
lores a = 0.3372424862, b = 1.32901479, c =
0.4958861519, d = 0.408498913 con masas m1 =
m2 = 0.1092765960 y m3 = m4 = m5 = 1

Figura 2.15: Configuraciones para r14 = r34.

Caso r14 = r45:
Sea r14 = r45 = 1, entonces d = 1/2 y c =

√
3
2
−a, en este caso las configuraciones

quedan en términos de las variables a y b. Las regiones definidas por el teorema
2.3 están representadas en las tablas A.14 y A.15, las gráficas se muestran en
la figura B.10.

La región donde existen configuraciones centrales está representada en la figura
2.16.
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Figura 2.16: La región sombreada de azul obscuro corresponde a N1 y N2 lo cual
garantiza configuraciones centrales para r14 = r45 en el plano (a, b).

Caso r23 = r24:
Sea r23 = r24 = 1, entonces b = 1 y d =

√
1− c2, en este caso las configuraciones

pueden expresarse en función de a y c. La región definida por el bisector para
el caso b > c está representada en la tabla A.16 y la gráfica se muestra en la
figura B.11. En este caso es imposible tener geométricamente una configuración
que satisfaga que b < c. Las regiones donde existen configuraciones centrales
para r23 = r24 están representadas en la figura 2.17.
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(a) La región sombreada de azul obscuro corres-
ponde a N1, lo cual garantiza configuraciones
centrales para b > c en el plano (c, a).

m5

m3

m2

m4

m1

(b) Configuración central correspondiente
a los valores a = 0.9, b = 1, c =
0.1334841552, d = 0.991050947 con ma-
sas m1 = 1.450800719, m2 = m3 =
1.982725324 y m4 = m5 = 1.

Figura 2.17: Configuraciones para r23 = r24.

Caso r23 = r34:

Sea r23 = r34 = 1, entonces b = 1 y d =
√

2c− c2, en este caso las configu-
raciones pueden expresarse en términos de a y c. La región del bisector para
este caso está representada en las tablas A.17 y A.18, mientras que las gráfi-
cas correspondientes se muestran en la figura B.12. La región donde existen
configuraciones centrales está dada en la figura 2.18.
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Figura 2.18: La región sombreada de azul obscuro corresponde a N1 y N2 lo cual
garantiza configuraciones centrales para r23 = r34 en el plano (c, a).

Caso r23 = r45:

Sea r23 = r45 = 1, entonces b = 1 y d = 1
2
, las configuraciones para este caso

pueden expresarse en términos de a y c, la región del bisector para el caso b > c
está representada en la tabla A.19 y su gráfica correspondiente se muestra en la
figura B.13. La región del bisector para el caso b < c es el conjunto vaćıo, por
lo tanto no existen configuraciones centrales de 5 cuerpos para b < c. La región
donde existen configuraciones centrales de 5 cuerpos con masas positivas está
dada en la figura 2.19.
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(a) La región sombreada de azul obs-
curo representa a N1, lo cual garantiza
configuraciones centrales para b > c en
el plano (c, a).

m5

m3

m2

m4

m1

(b) Configuración central correspondien-
te a los valores a = 0.4639041278, b = 1,
c = 0.4192691759, d = 0.5 con masas
m1 = m2 = m3 = 0.4017626957, y
m4 = m5 = 1.

Figura 2.19: Configuraciones para r23 = r45.

Rombo más uno en el exterior, caso r24 = r34:
Si normalizamos r24 = r34 = 1, obtenemos que b = 2c y d =

√
1− c2. En este

caso la configuración corresponde a un rombo con una masa en el exterior, y
llamaremos a esta configuración rombo más uno en el exterior. La región de
existencia de configuraciones centrales quedan en términos de las variables a y
c, con la restricción de que b > c, el caso b < c implica colisión de m2 con m3,
ver la tabla A.20 y su gráfica en la figura B.14.

La región sombreada con azul obscuro en la figura 2.20 corresponde a los valores
de las variables donde existen configuraciones centrales con masas positivas.
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(a) La región sombreada de azul obscuro repre-
senta a N1, lo cual garantiza configuraciones
centrales para r24 = r34 en el plano (c, a) para
b > c.

m5

m3

m2

m4

m1

(b) Configuración central correspondiente a los va-
lores a = 0.7597048847, b = 1.35985552, c =
0.6799277599, d = 0.733279101 con masas m1 =
m3 = 0.3916110697 y m2 = m4 = m5 = 1.

Figura 2.20: Configuraciones para r24 = r34.

Caso r24 = r45

Sea r24 = r45 = 1, entonces d = 1
2

y c =
√
3
2

. En este caso las configuraciones
pueden expresarse en función de las variables a y b. La región definida por el
bisector para el caso b < c está representada en la tabla A.21 y su gráfica se
muestra en la figura B.15. La región del bisector para el caso para b > c es
vaćıo, esto se puede apreciar fácilmente de la tabla 2.1 donde se debe cumplir
r45 > r24 para b > c. La región donde existen configuraciones centrales de 5
cuerpos con masas positivas está dada en la figura 2.21.
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Figura 2.21: La región sombreada de azul obscuro representa a N2, lo cual garantiza
configuraciones centrales para r24 = r45 en el plano (a, b) con b < c.

2.2. Simetŕıa 2: un cuerpo en el eje de simetŕıa

En esta sección planteamos el problema de las configuraciones centrales del pro-
blema plano de 5 cuerpos donde las part́ıculas m2 −m3 y m4 −m5 están localizadas
simétricamente con respecto a la ĺınea recta que contiene a la part́ıcula m1.

Para llevar a cabo el estudio distinguimos los siguientes dos casos.

Caso I: m1 localizada en el interior de la envolvente convexa de las part́ıculas m2, m3,
m4 y m5, ver la figura 2.22 (a).

Caso II: m1 localizada en el exterior de la envolvente convexa de m2, m3, m4 y m5 , ver
la figura 2.22 (b).

A partir de la figura 2.22 tenemos que en ambos casos se cumplen las siguientes
relaciones entre las distancias relativas, aśı como entre las áreas orientadas:

r12 = r13, r14 = r15, r24 = r35, r25 = r34

∆234 = ∆235, ∆452 = ∆453, ∆243 = ∆253, ∆254 = −∆245.
(2.11)
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m3

a

L

︷ ︸︸ ︷ ︸ ︷︷ ︸
d

b

c

m1

m2

m4

m5

(a) Caso I

m3

L

m1

m2

m4

m5

(b) Caso II

Figura 2.22: Configuración de 5 cuerpos con una masa en un eje de simetŕıa.

Notemos que en el caso I se cumple que ∆123 > 0, pero ∆125 puede ser positiva
o negativa, además esta configuración siempre es cóncava. Para el caso II tenemos
que siempre se cumple ∆123 < 0, mientras que ∆124 puede ser positiva o negativa.
Si ∆124 > 0, la configuración es cóncava y si ∆124 < 0 la configuración es convexa.
Además se satisfacen las siguientes relaciones entre las áreas orientadas:

∆125 = ∆251 = ∆143, ∆142 = −∆124, ∆241 = ∆124. (2.12)

Por último, como consecuencia de las simetŕıas tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.6. En el problema plano de 5 cuerpos, si las configuraciones que
cumplen la simetŕıa 2, son configuraciones centrales, entonces m2 = m3 y m4 = m5.

Demostración. Iniciemos por considerar las ecuaciones f23 y f45 del sistema de Dziobek-
Laura-Andoyer (2.1), las cuales al aplicarles las condiciones de simetŕıa dadas en
(2.11) obtenemos

f23 = (m4 −m5) (R24 −R25) ∆234 = 0,

f45 = (m2 −m3) (R24 −R25) ∆452 = 0.
(2.13)

Ahora debemos analizar cuándo se pueden anular estas ecuaciones. En el caso de
que ∆234 = 0 ó ∆452 = 0 tendŕıamos que las part́ıculas m2, m3, m4 y m5 están en
configuración colineal, la cual está excluida de la configuración que estamos conside-
rando. Por otro lado, r24 = r45 implica colisión binaria de la part́ıcula m2 con m3 ó
m4 con m5, luego r24 6= r45. Luego, la única posibilidad para que se satisfagan las
ecuaciones (2.13) es que m2 = m3 y m4 = m5.

A partir de ahora supondremos que m4 = m5 y m2 = m3. Considerando ∆234 = 0,
es decir, que las masas m2, m3, m4 y m5 están en configuración colineal, el teorema
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del bisector aplicado a las masas m2 y m4 nos dice que esta configuración no puede
ser central al menos que m1 también esté sobre la ĺınea que contiene a los otros cuatro
cuerpos, por lo tanto también supondremos que ∆234 6= 0.

Luego, la configuración de las part́ıculas m2, m3, m4 y m5 es un cuadrado o un
trapecio con la part́ıcula m1 en el eje de simetŕıa ortogonal a los lados paralelos del
paralelogramo.

Ahora vamos a ver cuándo la configuración es central, es decir, vamos a encontrar
la solución a las ecuaciones (2.1), las cuales con las condiciones de simetŕıa quedan
reducidas a las siguientes cuatro ecuaciones:

f12 = m2(R12 −R23)∆123 + m4 [(R14 −R24)∆124 + (R14 −R25)∆125] = 0,
f14 = m2 [(R12 −R24)∆142 + (R12 −R25)∆143] + m4(R14 −R45)∆145 = 0,
f24 = m1(R12 −R14)∆241 + m2(R23 −R25)∆243 + m4(R45 −R25)∆254 = 0,
f25 = m1(R12 −R14)∆251 + m2(R23 −R24)∆243 + m4(R24 −R45)∆254 = 0.

(2.14)

La siguiente etapa es expresar las distancias relativas entre las part́ıculas, aśı como
las áreas orientadas en términos de las variables a, b, c y d. Para llevar a cabo ésto,
primero notemos que el área del paralelogramo determinado por los vectores qj y
qk con mi en el origen de coordenadas es dada por la norma del producto vectorial
qj × qk, luego ∆ijk = ±|qj × qk|.

Por otro lado, tenemos que en el caso I, ∆125 puede ser positiva o negativa, luego
debemos considerar ambos signos, y en el caso II, ∆124 indistintamente puede tener
ambos signos.

Sea a la distancia entre m1 y la ĺınea que une a m2 y m3, c la distancia entre m1

y la ĺınea que conecta a m4 y m5, b la distancia que hay entre la masa m2 y la recta
L, y por último d denota la distancia entre m4 y recta L. Además notemos que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que b < d.

Caso I

r12 =
√
a2 + b2, r14 =

√
c2 + d2, r23 = 2b, r45 = 2d,

r24 =
√

(a+ c)2 + (d− b)2, r25 =
√

(a+ c)2 + (d+ b)2,

∆123 = 2ab, ∆124 = −(bc+ ad), ∆145 = −2cd,

∆243 = −2b(a+ c), ∆254 = 2d(a+ c), ∆125 = ±|ad− bc|.

Caso II

r12 =
√
a2 + b2, r14 =

√
c2 + d2, r23 = 2b, r45 = 2d,

r24 =
√

(c− a)2 + (d− b)2, r25 =
√

(c− a)2 + (d+ b)2,

∆123 = −2ab, ∆124 = ±|ad− bc|, ∆145 = −2cd,

∆243 = −2b(c− a), ∆254 = 2d(c− a), ∆125 = −(ad+ bc).
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Para simplificar la notación y hacer más fácil el estudio de las soluciones de (2.14),
definimos

ξ1 = (R12 −R23)∆123,

ξ2 = (R14 −R24)∆124 + (R14 −R25)∆125,

ξ3 = (R12 −R24)∆142 + (R12 −R25)∆143,

ξ4 = (R14 −R45)∆145,

ξ5 = (R12 −R14)∆241,

ξ6 = (R23 −R25)∆243,

ξ7 = (R45 −R25)∆254,

ξ8 = (R12 −R14)∆251,

ξ9 = (R23 −R24)∆243,

ξ10 = (R24 −R45)∆254.

Luego, las ecuaciones (2.14) las podemos escribir como

ξ1m2 + ξ2m4 = 0,

ξ3m2 + ξ4m4 = 0,

ξ5m1 + ξ6m2 + ξ7m4 = 0,

ξ8m1 + ξ9m2 + ξ10m4 = 0.

(2.15)

Este sistema consiste de cuatro ecuaciones con sólo tres incógnitas dadas por las
variables de masas.

En el sistema (2.15) tenemos a las masas de manera impĺıcita en función de las
distancias mutuas y las áreas orientadas que a su vez están en función de las variables
a, b, c y d, si normalizamos una de estas distancias, entonces el sistema (2.15) nos
proporciona a las masas en función de tres variables. Nuestro objetivo es estudiar los
casos frontera, nos referimos a los casos donde las distancias mutuas son iguales. Al
considerar configuraciones planteadas al momento y además le pedimos que un par
de distancias mutuas sean iguales, reducimos un grado de libertad al problema en la
configuración. Al ser dos distancias mutuas iguales tendremos una restricción entre
las variables a, b, c y d, por lo cual podemos obtener a las masas en función de sólo
dos variables.

Al resolver el sistema (2.15), tendremos tres masas más una restricción en las
variables. Para realizar el análisis, al igual que en la sección 2.1, debemos considerar
todas las 21 posibles igualdades entre las distancias relativas, excepto aquellas equi-
valentes por simetŕıas. Además eliminaremos los casos que ya han sido estudiados por
trabajos previos, ver [12, 14, 22]. Luego, sólo consideraremos los determinados por:

r12 = r25, r12 = r45, r14 = r23,
r23 = r24, r23 = r25, r23 = r45.
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2.2.1. El teorema del bisector perpendicular y la simetŕıa 2

En la sección 2.2 vimos que el sistema de ecuaciones de Dziobek–Laura–Andoyer
toma la forma

f12 = m2(R12 −R23)∆123 + m4 [(R14 −R24)∆124 + (R14 −R25)∆125] = 0,
f14 = m2 [(R12 −R24)∆142 + (R12 −R25)∆143] + m4(R14 −R45)∆145 = 0,
f24 = m1(R12 −R14)∆241 + m2(R23 −R25)∆243 + m4(R45 −R25)∆254 = 0,
f25 = m1(R12 −R14)∆251 + m2(R23 −R24)∆243 + m4(R24 −R45)∆254 = 0.

(2.16)

En el sistema (2.16) hay más ecuaciones que variables de masas, y por lo tanto
las tres masas las expresaremos en función de dos de las variables de configuración
a, b, c ó d y una restricción adicional. Por lo que las masas positivas no garantizan
configuraciones centrales debido a que tienen que cumplir esta restricción.

Por otro lado, las regiones en el plano de variables de la configuración, donde
existen configuraciones centrales, las determinaremos al aplicar el teorema del bisec-
tor perpendicular para poder buscar regiones de masas positivas dentro del espacio
delimitado por el teorema del bisector. Pero en este caso, la región de masas definidas
por el sistema (2.16) puede tener secciones fuera de la región definida por el bisector,
esto debido a que las masas positivas además tienen que cumplir una restricción adi-
cional que ya hemos mencionado. Por lo cual no aplicaremos el teorema del bisector
perpendicular a este caso.

2.2.2. Existencia de configuraciones centrales para masas po-
sitivas

En esta sección mostramos numéricamante la existencia de configuraciones cen-
trales, donde hemos usado una simetŕıa adicional en las distancias relativas, además
hemos normalizado una de sus distancias relativas (de acuerdo a la simetŕıa) y la
masa m4 = 1. Con estas condiciones, el sistema (2.14) es reducido a cuatro variables,
las cuales serán dos de las variables a, b, c y d además de las masas m1, m2. Podemos
resolver este sistema para las masas, del cual tomaremos tres ecuaciones quedando
una restricción que queda en función de las variables de distancia. Para ver cuándo la
ecuación restante del sistema (2.14) intersecta la región de masas positivas, garanti-
zando aśı la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos para masas positivas,
graficaremos la región de masas positivas y luego la intersectamos con la restricción
restante; si la intersección es no vaćıa, tenemos existencia de configuraciones centrales
de 5 cuerpos.

Caso r12 = r25:
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Figura 2.23: Curva en el plano (a, c) donde hay configuraciones centrales para r12 =
r25 para el caso II.

Sin pérdida de generalidad podemos tomar r12 = r25 = 1, entonces para el caso
II, b =

√
1− a2, d = −c2 + 2ac−a2−

√
1− a2 + 1, resolviendo el sistema (2.14)

tenemos que m1 = m1(a, c), m2 = m2(a, c). Las regiones de masas positivas
están dadas en la figura 2.23, donde las curvas amarillas y rojas, representan
las curvas de nivel cero y singularidades para las masas m1 y m2 respectivamen-
te, la región sombreada de azul claro representa las regiones de masas positivas
y la curva azul obscura representa la ecuación restante que queda de resolver
el sistema (2.14) para las masas, la cual nos garantiza la existencia de configu-
raciones centrales cuando esta curva azul obscura está dentro de la región azul
clara.

Nota: a partir de aqúı los colores de las curvas representan lo mismo en todas
las figuras.

Caso r12 = r45:

Para el caso I tomamos d = 1
2
, b =

√
1− a2 y para el caso II, d = 1, b =

√
4− a2,

en ambos casos tenemos m1 y m2 en función de a y c. Mostramos la región de
masas positivas en la figura 2.24, para esta simetŕıa tenemos configuraciones
centrales de 5 cuerpos para ambos casos I y II.

Caso r14 = r23:

En ambos casos podemos hacer, b = 1
2

y d =
√

1− c2, la figura 2.25, representa
todas las configuraciones centrales para esta simetŕıa, observemos que para
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Figura 2.24: Curva en el plano (a, c) donde hay configuraciones centrales para r12 =
r45, caso I y II, respectivamente.

el caso II obtenemos las mismas configuraciones centrales obtenidas para la
simetŕıa r12 = r45 en el caso II.

Caso r23 = r24:

Con esta simetŕıa, para el caso I sólo existe el cuadrado con una en el centro,
para el caso II existen dos familias de configuraciones centrales, en este caso
podemos tomar b = 1

2
y d =

√
1− (c− a)2 + 1

2
. Las configuraciones centrales

para el caso II están representadas en la figura 2.26

Caso r23 = r25:

Para el caso I podemos tomar d =
√

1− (a+ c)2 − 1
2

y para el caso II, d =√
1− (c− a)2 − 1

2
, en ambos casos tomamos b = 1

2
, la figura 2.27 muestra las

configuraciones centrales para esta simetŕıa.

Caso r23 = r45:

En ambos casos podemos tomar b = d = 1, las configuraciones centrales con
esta simetŕıa están representados en la figura 2.28.
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Figura 2.25: Configuraciones centrales para r14 = r23 en el plano (a, c), caso I y II,
respectivamente.

Figura 2.26: Configuraciones centrales para r23 = r24 en el plano (a, c) para el caso
II.
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Figura 2.27: Configuraciones centrales para r23 = r25 en el plano (a, c), caso I y II,
respectivamente.

Figura 2.28: Configuraciones centrales para r23 = r45 en el plano (a, c), caso I y II,
respectivamente.



Caṕıtulo 3

Configuración central de 5 cuerpos:
rombo más uno

En este caṕıtulo demostraremos anaĺıticamente la existencia de configuraciones
centrales, las cuales consideramos son las más interesantes, geométricamente hablan-
do, de todas aquellas que encontramos en el Caṕıtulo 2, las cuales consisten en cuatro
masas formando un rombo y una quinta colocada sobre un eje de simetŕıa del rom-
bo. Estas configuraciones centrales corresponden a la simetŕıa 1. En la Sección 3.2
mostramos la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos donde cuatro ma-
sas forman un cuadrado. Por último, en la Sección 3.3 mostramos que la aplicación
de masas µ para estas configuraciones centrales es una función, es decir, que para
cada configuración existe un único vector de masas de las part́ıculas que forman una
configuración central.

3.1. Configuración central de rombo más uno

Consideremos una configuración de 5 cuerpos en el plano, donde cuatro masas
están en configuración de rombo y la quinta está localizada sobre un eje de simetŕıa
del rombo que pasa por dos masas, ver la figura 3.1.

Utilizando las coordenadas establecidas anteriormente, demostraremos el siguiente
resultado

Teorema 3.1. Consideremos una configuración central de 5 cuerpos con cuatro
part́ıculas en configuración de rombo y la quinta sobre uno de los ejes de simetŕıa del
rombo, entonces existen configuraciones centrales del problema de 5 cuerpos donde
la masa sobre el eje de simetŕıa puede estar:

53
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(a) (b)

Figura 3.1: Configuración de 5 cuerpos con cuatro masas en configuración de rombo
y la quinta masa fuera o dentro del rombo, respectivamente.

(i) Fuera del rombo.

(ii) Dentro del rombo.

Demostración. Iniciemos por demostrar (I). Sin pérdida de generalidad supongamos
que la masa m1 está localizada en el exterior del rombo sobre el eje de simetŕıa que
pasa por m2 y m3. Entonces, se satisface r24 = r34 = 1. Sustituyendo estos valores
en las expresiones de las masas (2.4), obtenemos que las expresiones para las masas
mi = Nmi

/Dmi
, donde Nmi

y Dmi
son el numerador y denominador, respectivamente

de las expresiones mi:

Nm1 = −(R12 −R24)∆142(R24 −R45)∆345 − (R13 −R24)∆143(R24 −R45)∆345

+(R14 −R45)∆145(R23 −R24)∆342,

Dm1 = (R12 −R24)∆142(R13 −R14)∆341 − (R13 −R24)∆143(R12 −R14)∆241,

Nm2 = (R13 −R24)∆143(R12 −R14)∆241(R24 −R45)∆345

+(R13 −R24)∆143(R13 −R14)∆341(R24 −R45)∆345

−(R14 −R45)∆145(R13 −R14)∆341(R23 −R24)∆342,

Dm2 = (R23 −R24)∆342Dm1 ,

Nm3 = −(R12 −R24)∆142(R12 −R14)∆241(R24 −R45)∆345

−(R12 −R24)∆142(R13 −R14)∆341(R24 −R45)∆345

+(R14 −R45)∆145(R12 −R14)∆241(R23 −R24)∆342,

Dm3 = Dm2 .

Estas expresiones satisfacen las ecuaciones de configuración central (2.4), y aśı, para
demostrar que existe este tipo de configuración central, es suficiente verificar la exis-
tencia de valores para las variables (a, c) donde las tres masas sean positivas. Con
el fin de garantizar ésto, vamos a buscar la región, en el espacio de variables de la
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configuración, limitada por las curvas donde alguna de las masas sea cero y las otras
dos sean positivas; o bien, los valores de dos de las masas tiendan a infinito y la otra
sea positiva.

A partir de las expresiones de Dm2 y Dm3 obtenemos que éstas se anulan cuando
R23 −R24, de tal forma que m2 y m3 no están definidas cuando r23 = r24.

Ahora veamos que m1 es positiva cuando r23 = r24, y tenemos

m1(r23 = r24) = −(R12 −R24)∆142(R24 −R45)∆345 + (R13 −R24)∆143(R24 −R45)∆345

(R12 −R24)∆142(R13 −R14)∆341 − (R13 −R24)∆143(R12 −R14)∆241
.

Un cálculo inmediato nos permite concluir que si r24 = r34 entonces b = 2c y
d =

√
1− c2, y además que r23 = r24 implica c = 1

2
. Luego, las masas m2 y m3 no

están definidas cuando c = 1
2
, mientras que para m1 tenemos

Nm1(a, c = 1/2) = − 3

16
a4(a+ 1)4(a2 + a+ 1)3Pm1(a), (3.1)

donde

Pm1(a) = (6
√

3− 2)a5 + (15
√

3− 5)a4 + (12
√

3− 4)a3 + (1− 3
√

3)a2

+ (2− 6
√

3)a+ 1− 3
√

3.

Aplicando la regla de los signos de Descartes a este polinomio [40], obtenemos que
existe una única ráız positiva x de Pm1 , la cual es la única ráız positiva y diferente
de cero para Nm1 . Notemos que Pm1(0) < 0 y Pm1 → +∞ cuando a → ∞, luego
la ráız tiene multiplicidad simple, de tal forma que la intersección de la recta c = 1

2

con la curva Nm1 es no tangencial. Luego, Nm1(a, c = 1/2) toma valores positivos
y negativos. Más aún, Nm1(a = 1, c = 1

2
) es negativo y se cumple que r23 = r24,

r12 = r24 y r14 = r45, de tal forma que m1 = 1. Aśı, m1 es positiva en el segmento de
recta c = 1

2
con x < a ≤ 1, siempre y cuando Dm1 no se anule en esos valores.

Ahora vamos a ver que Dm1(x) 6= 0 con x < a ≤ 1. Notemos que

Dm1(a, c = 1/2) = − 3PD(a)

4a2(a+ 1)2(a2 + a+ 1)
3
2

,

donde

PD(a) = 3pa4 + 6pa3 + (7p− 3)a2 + (4p− 3)a+ p− 1, con p =
√
a2 + a+ 1.

Al elevar al cuadrado a PD(a), obtenemos el polinomio

a
(
9a9 + 45a8 + 123a7 + 222a6 + 289a5 + 279a4 + 192a3 + 88a2 + 24a+ 3

)
,
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el cual es un polinomio que no tiene cambio de signo en los coeficientes, y por lo tanto
no tiene ráıces positivas. Luego PD(a) no tiene ráıces positivas, y además PD(1) > 0,
de tal forma que por continuidad obtenemos que PD toma sólo valores positivos para
toda a > 0. Finalmente concluimos que Dm1 < 0 para toda a ∈ (0, 1), y con esto
obtenemos que m1 > 0 en el segmento de recta c = 1

2
con x < a ≤ 1.

Los numeradores de m2 y m3 evaluados en la recta c = 1
2

toman la forma

Nm2(a, c = 1/2) = −
√

12(a+ 1)

24

(
3
√

3− 1
)( 1

(a+ 1)3
− 1

)
Pm2(a),

Nm3(a, c = 1/2) = −(a3 − 1)(9−
√

3)

12
Pm2(a),

donde

Pm2(a) =

√
3 (−2a5 + (2p− 5)a4 + 4(p− 1)a3 + (5p− 1)a2 + 3pa+ p)

2a2(a+ 1)2(a2 + a+ 1)(
3
2
)

,

con p =
√
a2 + a+ 1.

Ahora vamos a buscar los valores de a donde Pm2(a) = 0. Con el fin de eliminar
las ráıces cuadradas de Pm2(a) elevamos al cuadrado y obtenemos

15a8 + 60a7 + 115a6 + 135a5 + 109a4 + 63a3 + 26a2 + 7a+ 1.

Este polinomio no tiene cambios de signos en los coeficientes, luego Pm2 no tiene
ráıces positivas, y por lo tanto Nm2 no tiene ráıces positivas, y como consecuencia
tampoco Nm3 . Además Pm2(a = 1) > 0, de donde podemos concluir que Nm2 > 0
para toda a > 0, aśı como Nm3 > 0 para a < 1.

El denominador para m2, Dm2 = (R23 − R24)∆342Dm1 es positivo en el segmento
de recta c = 1

2
cuando R23−R24 < 0, es decir, 8c3−1 > 0 ó equivalentemente cuando

c > 1
2
. Luego, m2,m3 → +∞ cuando c→ 1

2

+
.

En resumen, m1 > 0 en la recta c = 1
2

y sobre esta recta las masas m2 y m3 → +∞,
entonces por continuidad existen valores en las variables (a, c) donde las tres masas
m1, m2 y m3 son positivas, y con esto queda demostrada la primera parte del teorema.

Ahora vamos a demostrar (II).
En este caso una masa está sobre el eje de simetŕıa dentro del rombo, es decir,
r14 = r34 = 1. Sustituyendo estos valores en las expresiones de las masas (2.4),
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obtenemos que las expresiones para las masas mi = Nmi
/Dmi

:

Nm1 = −(R12 −R24)∆142(R14 −R45)∆145(R23 −R14)∆243

+(R13 −R14)∆143(R24 −R45)∆245(R23 −R24)∆342

−(R14 −R45)∆145(R23 −R14)∆243(R23 −R24)∆342,

Dm1 = (R13 −R14)∆143Dm2 ,

Nm2 = (R13 −R14)∆143(R24 −R45)∆245 + (R14 −R45)∆145(R12 −R14)∆241,

+(R14 −R45)∆145(R23 −R14)∆243,

Dm2 = (R12 −R24)∆142(R23 −R14)∆243 − (R12 −R14)∆241(R23 −R24)∆342,

Nm3 = −(R12 −R24)∆142(R13 −R14)∆143(R24 −R45)∆245

+(R12 −R24)∆142(R14 −R45)∆145(R12 −R14)∆241

+(R14 −R45)∆145(R12 −R14)∆241(R23 −R24)∆342,

Dm3 = (R13 −R14)∆143Dm2 .

En términos de las variables tenemos que r14 = r34 = 1 equivale a b = a + 2c y
d =

√
1− (a+ c)2. Notemos que los denominadores Dm1 y Dm3 se anulan cuando

r13 = r14, y por lo tanto, las masas m1 y m3 no están definidas en la recta c = −a+ 1
2
.

En lo que sigue vamos a explorar si existen valores de las variables de configuración
donde las masas son positivas. Siguiendo un procedimiento similar al del caso (I),
vemos que m2 > 0 en la recta c = −a + 1

2
, mientras que m1,m3 → +∞ cuando

c→ −a+ 1
2

−
, además m1 y m3 son positivas para a > c− 1

2
.

Al evaluar el numerador de la expresión de m2 en la recta c = −a+ 1
2

obtenemos

Nm2(a, c = −a+ 1/2) =
(−9 +

√
3)(a− 1

2
)(2a4 − 4a3 + 2a2 + 2)

(a− 1)2a2
.

Notemos que d
da

(2a4− 4a3 + 2a2 + 2) > 0 para 0 < a < 1
2
, de donde podemos concluir

que Nm2 > 0 para 0 < a < 1
2
. Por otro lado, si q =

√
a2 − a+ 1 y 0 < a < 1

2
, el

denominador

Dm2(a, c = −a+ 1/2) =
3 (2a3q − 3a2q + (3q − 2)a− q + 1)

4q(a− 1)2a2
6= 0.

Además el denominador Dm2 se anulará en los valores de a que sean ráıces del poli-
nomio p(a) = 2a3q − 3a2q + (3q − 2)a− q + 1. Ya que las ráıces de p(a) también son
ráıces de (p(a))2, calculamos

(p(a))2 = 4a7 − 16a6 + 37a5 − 55a4 + 58a3 − 43a2 + 18a− 3

= 4 (a− 1)

(
a− 1

2

)2 (
a4 − 2a3 + 4a2 − 3a+ 3

)
.
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El último factor es el polinomio de grado 4, r(a) = a4 − 2a3 + 4a2 − 3a + 3. La

derivada de éste es el polinomio dr(a)
da

= 4a3−6a2 +8a−3, el cual tiene una única ráız
real, de tal forma que r(a) tiene un único punto cŕıtico en a = 1

2
. Esta infomación,

unida con el hecho de que (p(1
2
))2 = 37

16
> 0 y r(a) es una función creciente, implica

que (p(a))2 no tiene ráıces para a > 1/2, y por lo tanto, Dm2 no tiene ráıces en el

intervalo 0 < a < 1
2
. Por otro lado, tenemos Dm2(1

4
, 1
4
) = −26

3
+

32
√

13(16)

39
> 0, entonces

Dm2 > 0 para toda 0 < a < 1
2
. Además, en la recta c = −a + 1

2
, los numeradores de

las expresiones de m1 y m3 son

Nm1(a, c = −a+
1

2
) = −

√
3(−9 +

√
3)(a2 − 3a+ 3) P1(a)

24a(a2 − a+ 1)3/2(a− 1)4
,

Nm3(a, c = −a+
1

2
) = −

√
3(a2 + a+ 1)(−9 +

√
3) P1(a)

24a4(1− a)(a2 − a+ 1)3/2
,

donde P1(a) = 2a5 − 5a4 + (2q + 4)a3 − (3q + 1)a2 + 3qa− q y q =
√
a2 − a+ 1.

Ahora vamos a mostrar que Nm1 no se anula cuando 0 < a < 1
2
. Igual que antes,

elevamos al cuadrado a P1(a) y obtenemos

(P1(a))2 = 4

(
a− 1

2

)2 (
−a8 + 4a7 − 5a6 + a5 + 5a4 − 7a3 + 6a2 − 3a+ 1

)
.

El siguiente paso es mostrar que el polinomio P2(a) = −a8 +4a7−5a6 +a5 +5a4−
7a3 +6a2−3a+1 no tiene ráıces para 0 < a < 1

2
. Aplicando el teorema de Sturm [40],

generamos la sucesión Rk(a) de residuos obtenidos al dividir Tk−2(a) entre Tk−1(a)
donde Tk(a) = −Rk(a), k = 1, . . . , 7. En la tabla 3.1 mostramos los valores obtenidos
al evaluar los Tk(a) en a = 0 y a = 1

2
.

A partir de la sucesión de Sturm podemos concluir que para a = 0 y a = 1
2

hay
cuatro cambios de signos para P2(a), ver la tabla 3.1, luego P2(a) no tiene ráıces en
el intervalo 0 < a < 1

2
. Por lo tanto, Nm1 y Nm3 no se anulan cuando 0 < a < 1

2
. Ya

que

Nm1

(
1

4
,
1

4

)
= − 37

41067

√
3(9−

√
3)(9 + 52

√
13)
√

13 < 0,

Nm3

(
1

4
,
1

4

)
= − 7

507

√
3(9−

√
3)(9 + 52

√
13)
√

13 < 0,

por continuidad tenemos que Nm1

(
1
4
, 1
4

)
y Nm3

(
1
4
, 1
4

)
sólo toman valores negativos

cuando 0 < a < 1
2
.
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a 0 1
2

P2(a) 1 107
256

P ′2(a) −3 0

T1 −13
16

−107
256

T2
19
2

0

T3
313
432

107
256

T4
848
59

0

T5 −10643
16128

−107
256

T6
2264
1951

0

T7
107
256

107
256

Tabla 3.1: Valores de P2(a), P ′2(a) y la sucesión de Tk(a) en a = 0 y a = 1
2
, k = 1, . . . , 7.

Por otro lado, se cumple que

Dm1 = Dm3 = (R13 −R14)∆341Dm2 .

Ahora requerimos analizar cuándo Dm1 es negativo, para lo cual debemos tomar en
cuenta que Dm2 > 0 y que en la configuración de rombo ∆341 > 0. Por lo tanto, todo
se reduce a analizar cuándo R13 − R14 < 0, es decir, r13 > r14 ó equivalentemente
c > −a+ 1

2
.

A partir de los cálculos anteriores, tenemos que sobre la recta c = −a + 1
2

los
valores de m1 y m3 tienden a infinito, mientras que en la región c+ ε = −a+ 1

2
, para

algún ε > 0 suficientemente pequeño, m1 y m3 son positivas. En esta región es donde
m2 > 0, lo que demuestra el caso (II).

3.2. Configuración de 5 cuerpos: cuadrado más uno

En esta sección estudiaremos la existencia de configuraciones centrales de 5 cuer-
pos donde cuatro part́ıculas están en configuración de cuadrado, mientras que la
quinta part́ıcula está sobre un eje de simetŕıa. En la sección anterior demostramos
anaĺıticamente la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos donde cuatro
masas forman un rombo. Sin embargo, no pudimos decir nada para el caso particular
en el que la configuración de cuatro masas es un cuadrado. Esto es debido a que
las configuraciones de rombo para las cuales demostramos la existencia de configu-
raciones centrales de 5 cuerpos, están lejos de aquellas configuraciones en las que los
respectivos rombos pueden transformarse en cuadrados.
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Figura 3.2: El teorema del bisector perpendicular, aplicado sobre la ĺınea que une
dos masas diagonalmante opuestas, nos dice que la quinta part́ıcula debe estar sobre
alguna de las diagonales del cuadrado.

Teorema 3.2. Consideremos una configuración de 5 cuerpos donde cuatro part́ıcu-
las forman un cuadrado. Entonces existen configuraciones centrales de 5 cuerpos sólo
cuando la quinta part́ıcula está sobre una de las diagonales, dentro o fuera del cua-
drado.

Observemos que cuando cuatro part́ıculas forman un cuadrado, el teorema del
bisector perpendicular, aplicado sobre la ĺınea que une dos masas diagonalmente
opuestas, nos permite concluir que la quinta masa debe estar sobre alguna de las
diagonales del cuadrado, ver la figura 3.2.

En el caso de que m2, m3, m4 y m5 formen un cuadrado, y la quinta part́ıcula
está fuera de éste, pero sobre una diagonal, se cumple que r24 = r34 y r23 = r45.
Por otro lado, cuando la quinta part́ıcula está dentro del cuadrado, sobre una de
las diagonales, se cumple que r14 = r34 y r45 = r13. En ambos casos el teorema 2.2
implica que m4 = m5.

En las subsecciones 3.2.1 y 3.2.2 demostraremos el teorema 3.2 para el caso en
que la quinta part́ıcula está dentro y fuera del cuadrado, respectivamente.

3.2.1. La quinta masa dentro del cuadrado

Iniciemos por suponer que m1, m3, m4 y m5 forman un cuadrado, entonces r14 =
r34 y r45 = r13; además que la masa m2 está localizada dentro del cuadrado y sobre
una diagonal. Luego, aplicando el teorema 2.2 tenemos que m4 = m5. Por lo tanto,
las ecuaciones (1.12) se reducen al siguiente sistema:

f14 = m2(R12 −R24)∆142 −m3(R13 −R14)∆341 + (R13 −R14)∆341 = 0,
f24 = m1(R12 −R14)∆241 + m3(R23 −R14)∆243 + (R24 −R13)∆245 = 0,
f34 = m1(R13 −R14)∆341 + m2(R23 −R24)∆342 − (R13 −R14)∆341 = 0.

(3.2)
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Resolviendo este sistema, para las masas, obtenemos que

m1 =
x1x5 + x5x8 + x6x8

D
, (3.3)

m2 = −x2(x4 + x5 + x6)

D
, (3.4)

m3 = −x1x4 + x1x6 + x4x8
D

, (3.5)

D = x1x5 − x4x8, (3.6)

donde

x1 = (R12 −R24)∆142, x2 = (R13 −R14)∆341,

x4 = (R12 −R14)∆241, x5 = (R23 −R14)∆243,

x6 = (R24 −R13)∆245, x8 = (R23 −R24)∆342.

Ahora, normalizamos a 1 la longitud de los lados del cuadrado. Considerando que
r14 = r34, se obtiene que b = a + 2c y d =

√
1− (a+ c)2. Por otro lado, como

r13 = r45, se sigue que

c = −a+
1√
2
, d =

1√
2
, y b = −a+

√
2. (3.7)

Ahora se demostrará que para 0 < a < 1√
2
, los valores de las masas m1, m2 y m3

son finitos, es decir, D 6= 0. Efectivamente, sustituimos las expresiones de (3.7) en
x1x5 − x4x8 = 0, y obtenemos D en términos de la variable a:

D = − PD(a)

2a2(
√

2− a)2(a2 −
√

2a+ 1)
3
2

, (3.8)

donde

PD(a) = 5
√

2a4p− 2a5p+ 11p
√

2a2− 14a3p− 3
√

2a2 + 2a3 + 2p
√

2− 10pa− 2
√

2 + 6a

y p =
√
a2 − a

√
2 + 1.

La expresión (3.8) se anula en a = 1√
2
. Luego, esta configuración corresponde

al caso donde cuatro masas forman un cuadrado y una quinta masa, m2, está en el
centro del cuadrado. Ya que la quinta part́ıcula está en el centro de masas, su masa
puede tomar cualquier valor y continuar siendo una configuración central. Sin pérdida
de generalidad, podemos excluir este caso de nuestro estudio.

Para llevar a cabo el análisis de las ráıces de D, agrupamos los términos de forma
conveniente, posteriormente elevamos al cuadrado para eliminar las ráıces cuadradas



62 3 Configuración central de 5 cuerpos: rombo más uno

p. Después de algunas manipulaciones algebraicas obtenemos el siguiente polinomio
de grado 12:

4a(a−
√

2)

(
a−
√

2

2

)(
a−
√

2

2

)
P3(a), (3.9)

donde

P3(a) =
(
a8 − 4

√
2a7 + 19a6 − 29

√
2a5 + 65a4 − 52

√
2a3 + 62a2 − 24

√
2a+ 12

)
.

Los valores a = 0 y a = 1√
2

son soluciones de PD(a) = 0, como D no está definida en
estos valores, los descartamos.

Para demostrar que PD(a) no tiene ráıces en el intervalo 0 < a < 1√
2
, aplicaremos

el teorema de Sturm al polinomio P3(a). La tabla 3.2 contiene la sucesión de Sturm
generada al calcular los ĺımites cuando a → ±∞, respectivamente. A partir de los

a −∞ ∞
P3(a) + +
P ′3(a) − +
T1 − −
T2 − +
T3 + +
T4 − +
T5 − −
T6 0 0

Tabla 3.2: Valores de P3(a), P ′3(a) y la sucesión de Sturm, Tk(a), cuando a→ ±∞.

resultados obtenidos, podemos concluir que hay tres cambios de signos en cada uno
de los casos, y por lo tanto, no hay ráıces reales de P3(a). Entonces, D no se anula
cuando 0 < a < 1√

2
. Ya que PD(a = 1

2
√
2
) = 65

256

√
5 − 13

16

√
2 < 0 tenemos que D > 0

para 0 < a < 1√
2
.

La siguiente etapa de la demostración consiste en analizar el numerador de m2,
Nm2 = x2(x4 + x5 + x6), que en términos de la variable a toma la forma

Nm2 = −
(
√

2− 4)PNm2

16a2(
√

2− a2)2(a2 −
√

2a+ 1)
3
2

,

donde

PNm2
= (
√

2 + 4)pa7 − (14
√

2 + 7)pa6 + (10
√

2p+ 40p− 4)a5

+ (10
√

2− 30
√

2p− 15p)a4 + (10
√

2p+ 24p− 16)a3

+ (−4
√

2p+ 4
√

2− 14p)a2 + 8
√

2pa− 4p.
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Para simplificar éste, agrupamos y ordenamos los factores hasta obtener:

PNm2
=

√
a2 −

√
2a+ 1 (P4(a)) + P5(a),

donde

P4(a) = (a− 1√
2

)

(
(
√

2 + 4)a6 − (6 + 12
√

2)a5 + (28 + 7
√

2)a4

− (8 + 16
√

2)a3 + (8 + 6
√

2)a2 − 8a+ 4
√

2

)
,

y

P5(a) = 10
√

2a4 − 4a5 + 4
√

2a2 − 16a3

= a2
(
a− 1√

2

)
(a−

√
2)2.

Notemos que a = 1√
2

es ráız de los polinomios P4(a) y P5(a).

Ahora demostraremos que PNm2
< 0 para 0 < a < 1√

2
. A partir de una inspección

directa, tenemos que para a > 0, P5(a)

a− 1√
2

> 0 y
√
a2 −

√
2a+ 1 > 0. Luego, sólo hace

falta mostrar que P4(a)

a− 1√
2

> 0 para 0 < a < 1√
2
.

Observemos que P4(a)

a− 1√
2

es un polinomio de grado 6 que puede tener 2 de ráıces

reales positivas, pues tiene 6 cambios de signos en los coeficientes. Para mostrar que
este polinomio siempre es positivo, observemos que

ĺım
a→±∞

P4(a)

a− 1√
2

= +∞.

Por otro lado, su derivada es

d

da

(
P4(a)

a− 1√
2

)
= (6(

√
2 + 4))a5 + (5(−6− 12

√
2))a4 + (4(28 + 7

√
2))a3

+ (3(−8− 16
√

2))a2 + (2(8 + 6
√

2))a− 8.

Usando que a = 1√
2

es ráız de este polinomio de grado 5, mostraremos que este sólo
tiene una ráız real y es positiva, posteriormente veremos que el valor del polinomio
P4(a)

a− 1√
2

en su único punto cŕıtico es positivo. Esto nos permite garantizar que P4(a)

a− 1√
2
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no puede tener ráıces reales y que siempre toma valores positivos. Iniciemos por
considerar el siguiente cociente

P6(a) =
1

a− 1√
2

d

da

(
P4(a)

a− 1√
2

)
= (6
√

2 + 24)a4 − (24 + 48
√

2)a3 + (64 + 16
√

2)a2 − (8 + 16
√

2)a+ 8
√

2,

el cual es un polinomio de grado 4. Ahora aplicamos el teorema de Sturm para
encontrar los ceros de P6(a). En la tabla 3.3 mostramos la sucesión obtenida del
algoritmo de Sturm, y observamos que en ambas columnas sólo hay dos cambios de
signos, de tal forma concluimos que P6(a) no tiene ráıces reales. Luego, el único punto

cŕıtico del polinomio P4(a) es a = 1√
2
. Además

P4(
1√
2
)

a− 1√
2

= 17
8

√
2 + 1

2
> 0, por lo tanto,

P4(a)

a− 1√
2

tampoco tiene ráıces reales. En conclusión, PNm2
no tiene ráıces en 0 < a < 1√

2
,

y PNm2
( 1
4
√
2
) = −1479111

√
2

1048576
− 18375

262144
< 0. En otras palabras, m2 = −Nm2

D
> 0 para toda

0 < a < 1√
2
.

a −∞ ∞
P6(a) + +
P ′6(a) + −
T1 + +
T2 − +
T3 + +

Tabla 3.3: Valores de P6(a), P ′6(a) y la sucesión Tk(a) cuando a→ ±∞.

A continuación mostramos que m3 > 0 para toda 0 < a < 1√
2
. De (3.5) tomamos

m3 = −Nm3

D
con Nm3 = x1x4 + x1x6 + x4x8, y de las ecuaciones (3.7) tenemos

Nm3 = −
PNm3

4a4(
√

2− a)2(a2 − a
√

2 + 1)3
,

donde

PNm3
= 4 + 62a2 − 4a3 − 28a9 + 83a8 + 147a4 + 145a6 − 100a7 − 60a5 + 11a10

− 14
√

2pa9 + 6
√

2pa6 − 4
√

2pa5 + 10
√

2a8p− 30
√

2pa7 +
√

2pa10

− 16a
√

2− 78
√

2a3 −
√

2a11 + 24pa6 + 16
√

2a4 − 2pa5 − 7pa9

+ 4pa10 + 40pa8 − 15pa7 + 4
√

2a10 − 112
√

2a5 − 85
√

2a7

− 28
√

2a9 + 68
√

2a6 + 48
√

2a8.
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Agrupando términos y elevando al cuadrado para eliminar la ráız cuadrada de p,
obtenemos un polinomio de grado 22, el cual tiene a 1√

2
como ráız de multiplicidad

2. Usamos la división sintética para encontrar el otro factor, el cual es un polinomio
de grado 20, y obtenemos

P7(a) =
PNm3

(1− 1√
2
)2
,

o equivalentemente

P7(a) = (8
√

2 + 16)a20 − (96 + 106
√

2)a19 + (586 + 232
√

2)a18 − (416 + 812
√

2)a17

+ (564− 568
√

2)a16 + (4992 + 2338
√

2)a15 − (11622 + 9016
√

2)a14

+ (22496 + 16176
√

2)a13 − (33534 + 22112
√

2)a12 + (36464 + 28596
√

2)a11

− (42600 + 25920
√

2)a10 + (31776 + 28844
√

2)a9 − (36138 + 16480
√

2)a8

+ (14032 + 20872
√

2)a7 − (21816 + 4704
√

2)a6 + (2336 + 10016
√

2)a5

− (7800 + 384
√

2)a4 + (64 + 2464
√

2)a3 − 1184a2 + 192a
√

2− 32.

Una vez más, usando el teorema de Sturm se muestra que no existen ráıces reales
para este polinomio en el intervalo 0 < a < 1. En la tabla 3.4 mostramos las sucesiones
obtenidas, y observamos que hay 11 cambios de signo para a = 0 y a = 1. Luego
podemos concluir que Nm3 no cambia de signo en el intervalo 0 < a < 1√

2
. Por otro

lado, tenemos que PNm3
( 1
4
√
2
) = 48588441

33554432
− 393375

√
2

67108864
, lo cual nos permite afirmar que

PNm3
> 0, y por lo tanto Nm3 < 0. En conclusión, m3 > 0 para toda a ∈ (0, 1√

2
).

a = 0 a = 1
P7(0) < 0 T10(0) > 0 P7(1) < 0 T10(1) > 0
P ′7(0) > 0 T11(0) < 0 P ′7(1) > 0 T11(1) < 0
T1(0) > 0 T12(0) > 0 T1(1) > 0 T12(1) > 0
T2(0) > 0 T13(0) > 0 T2(1) > 0 T13(1) > 0
T3(0) < 0 T14(0) < 0 T3(1) < 0 T14(1) < 0
T4(0) > 0 T15(0) > 0 T4(1) > 0 T15(1) < 0
T5(0) > 0 T16(0) > 0 T5(1) > 0 T16(1) > 0
T6(0) < 0 T17(0) < 0 T6(1) < 0 T17(1) < 0
T7(0) < 0 T18(0) < 0 T7(1) < 0 T18(1) > 0
T8(0) < 0 T19 > 0 T8(1) < 0 T19 > 0
T9(0) > 0 T9(1) > 0

Tabla 3.4: Valores de P7(a), P ′7(a) y las sucesiones de Tk(a) en a = 0 y a = 1.

Para garantizar la existencia de configuraciones centrales con la configuración
que estamos considerando, sólo falta mostrar que m1 > 0 para alguna a ∈ (0, 1√

2
).
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Elegimos a = 3
√
2

7
y evaluamos

m1

(
3
√

2

7

)
= −127980658

√
2− 121054329

32264000(
√

2− 4)
≈ 0.1174105851.

Luego, por continuidad m1 > 0 en a ∈ (3
√
2

7
− ε, 3

√
2

7
+ ε) para algún ε > 0 suficiente-

mente pequeño. Numéricamente se observa que m1 > 0 para 0.3529487331 < a < 1√
2
.

Con esto queda demostrada la primera parte del teorema.

3.2.2. La quinta masa fuera del cuadrado

Consideremos cuatro masas formando un cuadrado y una masa sobre la diagonal
del cuadrado y fuera del mismo. El caso que corresponde al problema planteado es
para r24 = r34 y r23 = r45, y las ecuaciones de Dziobek–Laura–Andoyer son reducidas
a las siguientes tres ecuaciones

f14 = m2(R12 −R24)∆142 + m3(R13 −R24)∆143 + (R14 −R23)∆145 = 0,
f24 = m1(R12 −R14)∆241 −m3(R23 −R24)∆342 + (R23 −R24)∆342 = 0,
f34 = m1(R13 −R14)∆341 + m2(R23 −R24)∆342 − (R23 −R24)∆342 = 0.

(3.10)

Mostraremos que m1 = 0 es una frontera del conjunto de masas positivas M y
que este conjunto es no vaćıo. Hacer esto es equivalente a mostrar que existe un a > 0
en el espacio de las variables de configuración donde m1 = 0 y las cuatro masas m2,
m3, m4 = m5 forman una configuración central. Por continuidad existe una vecindad
del punto a donde existen configuraciones centrales de 5 cuerpos con esta simetŕıa.

Si m1 = 0, de las ecuaciones f24 y f34 obtenemos, respectivamente, las siguientes
expresiones de las masas:

m2 = m3 =
(R23 −R24)∆342

(R23 −R24)∆342

,

y por lo tanto, m2 = m3 = 1, lo cual es consistente con el resultado de que una
configuración de cuadrado es central sólo cuando las cuatro masas son iguales, ver
Albouy [2].

Ahora mostraremos que f14(m2 = m3 = 1) = 0 para algún a > 0. La expresión
obtenida al evaluar f14 en m2 = m3 = 1 es equivalente a la que obtuvimos para
m1 = 0 en el sistema (3.10), para las tres masas positivas y diferentes. Luego, tienen
los mismos ceros o ráıces y podemos estudiar ambos casos a la vez.

Para cualesquiera de los dos casos, el teorema quedará demostrado al encontrar
una ráız positiva de la siguiente ecuación:

(R12 −R24)∆142 + (R13 −R24)∆143 + (R14 −R23)∆145 = 0. (3.11)
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Considerando que r24 = r34 = 1 y r23 = r45, obtenemos b = 2c donde d = c = 1√
2
.

Luego, (3.11) toma la forma

√
2(
√

2− 4)P (a)

16(
√

2 + a)2a2(a
√

2 + a2 + 1)
3
2

= 0,

donde

P (a) = (
√

2p+ 4p)a7 + (14
√

2p+ 7p)a6 + (10
√

2p+ 40p− 4)a5

+ ((30p− 10)
√

2 + 11p)a4 + (−2
√

2p+ 24p− 16)a3

+ (4
√

2p− 4
√

2− 14p)a2 − 8
√

2pa− 4p

y p =
√

+a2 + a
√

2 + 1.

Luego, para tener el resultado deseado es suficiente con mostrar que P (a) = 0 para
alguna a > 0. Evaluando directamente tenemos P (0) = −4 y P ( 1√

2
) = −55

8

√
2
√

5 +
45
2

√
5−9
√

2. Como 55
8

√
2
√

5 < 25, 9
√

2 < 15 y 45
2

√
5 > 50, entonces P ( 1√

2
) > 0, de tal

forma que (3.11) tiene al menos una solución. Numéricamente, se puede comprobar
que la ráız es única.

3.3. Unicidad del rombo y el cuadrado

Teorema 3.3. Cada configuración del problema plano de 5 cuerpos donde cuatro
masas forman un rombo y la masa restante está sobre un eje de simetŕıa del rombo,
tiene vector de masas (m1,m2,m3,m4 = 1,m5 = 1) único, excepto para el caso en el
cual una masa está en el centro del rombo.

Demostración. Las ecuaciones (2.7) pueden ser reducidas de un sistema homogéneo
Am = 0 a un sistema no homogéneo Bm = b donde

B =

 0 (R12 −R24)∆142 (R13 −R34)∆143

(R12 −R14)∆241 0 (R23 −R34)∆243

(R13 −R14)∆341 (R23 −R24)∆342 0

 ,

b =

 (−R14 +R45)∆145

(−R24 +R45)∆245

(−R34 +R45)∆345

 , m =

 m1

m2

m3

 .

Observemos que la existencia y unicidad (positiva o no) del vector (m1,m2,m3) del
sistema lineal Bm = b depende de que det(B) 6= 0. De las simetŕıas de la configuración
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tenemos que ∆142 = −∆241, ∆341 = −∆143 y ∆243 = −∆342, entonces obtenemos

det(B) =

[
(R13 −R14)(R12 −R24)(R23 −R34)

− (R12 −R14)(R23 −R24)(R13 −R34)

]
∆341∆142∆243.

(3.12)

Considerando la configuración planteada en el teorema 3.3 y la simetŕıa 1 consi-
derada en este trabajo, podemos dividir el estudio en dos casos.

Caso 1. La quinta masa está sobre el eje de simetŕıa y dentro del rombo: es para
r14 = r34.

Caso 2. La quinta masa está sobre el eje de simetŕıa y fuera del rombo: r24 = r34.

Si r14 = r34, (3.12) toma la forma

det(B) =

[
(R12 −R24)(R23 −R14)− (R12 −R14)(R23 −R24)

]
(R13 −R14)∆341∆142∆243.

Desarrollando el primer factor de esta última expresión y factorizando obtenemos

det(B) = (R12 −R23)(R24 −R14)(R13 −R14)∆341∆142∆243.

Las áreas orientadas satisfacen ∆341∆142∆243 6= 0, pues en caso contrario implica
colisión y hemos supuesto que r14 > r24. Por otro lado, tenemos que las configura-
ciones centrales de este tipo satisfacen r13 > r14, la cual es una condición obtenida
del teorema del bisector perpendicular. El vector normalizado de masas positivas es
único siempre y cuando r12 6= r23, es decir, el vector de masas es único excepto para
un rombo con m2 en el centro. Este caso fue estudiado por Gidea y Llibre en [12], y
corresponde al caso (i) de la demostración del inciso (a) de su teorema 1.

Ahora consideremos el Caso 2 donde r24 = r34. Luego, a partir de la ecuación
(3.12) obtenemos

det(B) =

[
(R13 −R14)(R12 −R24)− (R12 −R14)(R13 −R24)

]
(R23 −R24)∆341∆142∆243.

Desarrollando, simplificando y factorizando al primer factor de esta expresión, obte-
nemos

det(B) = (R12 −R13)(R24 −R14)(R23 −R24)∆341∆142∆243.
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De la geometŕıa de la configuración que estamos considerando, obtenemos que
r13 = r12 + r23, r14 > r24, de tal forma que el vector de masas positivas normalizado
es único siempre y cuando r23 6= r24. EL caso r23 = r24 corresponde a un rombo
formado por dos triángulos equiláteros. Para completar la demostración del teorema,
mostraremos que no existen configuraciones centrales de este tipo.

Sea r24 = r34 = r23. Entonces las ecuaciones (2.4) se transforman en

f24 = m1(R12 −R14)∆241 + (R23 −R45)∆245,

f34 = m1(R13 −R14)∆341 + (R23 −R45)∆345.

Ahora veamos cuándo se cumple f24 = f34 = 0. Sumando f24 + f34, tenemos

(R12 −R14)∆241 + (R13 −R14)∆341 = 0. (3.13)

Normalizando r24 = r34 = r23 = 1, obtenemos que b = 1, c = 1
2

y d =
√
3
2

. Usando
estos valores y simplificando (3.13) tenemos

√
3 (−2a5 + 2a4p− 5a4 + 4a3p− 4a3 + 5pa2 − a2 + 3pa+ p)

a2(1 + a)2(a2 + a+ 1)
3
2

= 0,

donde p =
√
a2 + a+ 1. Para mostrar que la última ecuación no tiene ráıces positivas,

elevamos al cuadrado para eliminar las ráıces cuadradas y obtenemos

15a8 + 60a7 + 115a6 + 135a5 + 109a4 + 63a3 + 26a2 + 7a+ 1.

Como este polinomio no tiene cambios de signo entre sus coeficientes, entonces f24 y
f34 no se anulan simultáneamente, quedando demostrado el teorema.

Corolario 3.4. Cada configuración del problema plano de 5 cuerpos, donde cuatro
masas forman un cuadrado y la quinta masa está sobre una diagonal del cuadrado,
tiene vector de masas (m1,m2,m3,m4 = 1,m5 = 1) único, excepto para el caso en
donde la masa que está sobre la diagonal está en el centro del cuadrado.
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Caṕıtulo 4

Configuraciones centrales apiladas
de 5 cuerpos

En este caṕıtulo mostramos los resultados más importantes de esta tesis, lo cual
consiste en mostrar de manera anaĺıtica la existencia de dos nuevas configuraciones
centrales apiladas de 5 cuerpos en el plano que cumplen con la simetŕıa 1. Una de estas
familias de configuraciones centrales apiladas es dada por r12 = r23 donde obtenemos
configuraciones centrales apiladas del tipo Euler más dos que veremos en la sección
4.2 y la otra familia de configuraciones centrales apiladas que mostramos son dadas
por r24 = r45 la cual veremos en la sección 4.3.

Antes de mostrar la existencia de estas configuraciones centrales apiladas habla-
mos sobre el conteo de las configuraciones centrales apiladas.

4.1. Número de configuraciones centrales apiladas

Recientemente, ha estado creciendo el interés en configuraciones centrales apila-
das. Además de las configuraciones apiladas para 5 cuerpos en el plano mencionadas
en la sección 1.6, las configuraciones centrales apiladas también han sido encontradas
en el caso espacial, ver [16, 24, 25, 38] o en general en el problema de n cuerpos, ver
[11, 39, 43].

En este punto, surge una pregunta natural. Dada una configuración central del
problema de n cuerpos, ¿Cuántos subconjuntos diferentes de masas, A, existen con
cardinalidad |A| = k, con k = 1, 2, . . . , n− 3 tales que los n− k cuerpos forman una
configuración central del problema de n− k cuerpos?

Usando la notación de configuración central apilada (n, k) dada en la sección 1.6,

71
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donde n es el número de cuerpos de la configuración original y k = 1, 2, . . . , n−3 es el
número de cuerpos removidos, la pregunta anterior puede ser enunciada como: ¿Cuál
es el número de configuraciones centrales apiladas para todo k = 1, 2, . . . , n− 3?

En el problema no colineal de n cuerpos, la respuesta para el caso (n, 1) fue dada
por Fernandes y Mello en [11], donde mostraron que existe sólo una, la cual consiste
de un poĺıgono regular formado por las n− 1 masas y un cuerpo de masa arbitraria,
que puede ser removido, colocado en el centro del poĺıgono.

Las configuraciones centrales que consisten de dos poĺıgonos regulares anidados
son ejemplos de configuraciones centrales apiladas (2n, n) dobles, las cuales contienen
dos diferentes subconjuntos de n cuerpos que pueden ser removidos, ver [5, 23, 28].
Aunque en estas configuraciones centrales apiladas tenemos dos subconjuntos diferen-
tes de n cuerpos para elegir, las configuraciones centrales obtenidas una vez que los
cuerpos son removidos son similares. A causa de esto estamos interesados en contar
el número de configuraciones centrales apiladas que no sean similares después de que
los k cuerpos son removidos. Aśı, contaremos el número de configuraciones centrales
apiladas (n, k) para todo k = 1, 2, . . . , n− 3 salvo similaridades.

En el problema plano no colineal de 5 cuerpos, una configuración que después de
remover dos masas en tres diferentes maneras, tal que en cada una, las tres masas
restantes estén en una configuración colineal, no es geométricamente realizable, al
menos que la configuración de 5 cuerpos en el plano tenga cuatro masas colineales.
En ese caso el teorema del bisector perpendicular nos dice que tal configuración no
puede ser central del problema de 5 cuerpos, para verlo, basta con aplicar el teorema a
cualquier par de masas que forman la configuración colineal de 4 cuerpos cuyo bisector
no coincide con la masa que no pertenece a la configuración colineal, de ser aśı, se
elige cualquier otro par de masas. Por tanto, es imposible obtener, en el problema
plano no colineal de 5 cuerpos, que el número de configuraciones centrales apiladas
(5, 2) sea tres, donde las tres masas restantes formen una configuración central de
Euler en el problema de 3 cuerpos.

Por otro lado, una configuración central plana de 5 cuerpos que incluye un triángu-
lo equilátero también puede incluir, en tres diferentes maneras, dos configuraciones
colineales después de remover dos masas. Esto sucede cuando las dos masas no trian-
gulares están en los lados del triángulo, ver la figura 4.1(a), cuando sólo una masa no
triangular está en un lado, ver la figura 4.1(b), y finalmente cuando las dos masas no
triangulares no están en ningún lado del triángulo, ver la figura 4.1(c). El teorema del
bisector perpendicular implica que ninguna de estas configuraciones puede ser central
del problema de 5 cuerpos. Entonces en el problema plano no colineal de 5 cuerpos,
el número de configuraciones centrales apiladas (5, 2), salvo similaridades es a lo más
dos.

La configuración central de 5 cuerpos dada por un cuadrado con cuatro masas
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(a) (b) (c)

Figura 4.1: Tres configuraciones diferentes en el problema de 5 cuerpos, donde después
de remover dos cuerpos, una configuración de triángulo equilátero y dos configuracio-
nes colineales son obtenidos. Las tres configuraciones son descartados por el teorema
del bisector perpendicular para ser una configuración central del problema de 5 cuer-
pos.

iguales en sus vértices y un cuerpo localizado en su centro con masa arbitraria, ad-
mite una configuración central apilada (5, 1), a la cual podemos llamar configuración
central apilada cuadrado más uno debido a que el cuerpo removido es el del centro,
quedando la configuración del cuadrado. Esta configuración central formada por el
cuadrado y una masa en su centro también admite una configuración central apilada
(5, 2) la cual es del tipo Euler más dos, observemos que realmente hay dos subconjun-
tos de masas que pueden ser retirados (las que están diagonalmente opuestas) pero
las configuraciones resultantes de 3 cuerpos son similares, por lo cual decimos que
esta configuración admite sólo una apilada (5, 2). En la configuración del cuadrado
con una masa en su centro es imposible remover dos masas y obtener un triángulo
equilátero, el cual es la configuración central de Lagrange del problema de 3 cuerpos.
Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.1. En el problema plano no colineal de 5 cuerpos, el número de con-
figuraciones centrales apiladas (5, k), para k = 1, 2 salvo similaridades es a lo más
dos.

En efecto, en la sección 4.3 mostraremos la existencia de una familia donde el
número de configuraciones centrales apiladas (5, 2) es dos.
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4.2. Configuración central apilada (5, 2): Euler más

dos

En esta sección demostraremos la existencia de una nueva familia de configuracio-
nes centrales apiladas (5, 2) en el problema plano de 5 cuerpos. En esta configuración
central de 5 cuerpos, tres part́ıculas están en configuración central colineal o de Euler,
mientras que las otras dos part́ıculas están colocadas simétricamente con respecto a
la configuración colineal.

Observación 4.2. Este tipo de configuración cae dentro de la familia de configuracio-
nes centrales estudiadas por Gidea y Llibre [12], donde ellos, por un error aritmético,
descartaron esta configuración.

El teorema principal de esta sección es el siguiente.

Teorema 4.3. Consideremos la siguiente configuración del problema de 5 cuerpos:
Tres masas colineales m1, m2, m3, ordenadas de izquierda a derecha, con m1 = m3 en
configuración central de Euler del problema de 3 cuerpos, mientras que las masas m4

y m5 están colocadas simétricamente con respecto a la configuración central colineal.
Entonces, existen configuraciones centrales del problema de 5 cuerpos con m4 = m5 =
1, tal que la ĺınea recta que contiene a m4 y m5 cruza a la configuración colineal a la
derecha de m3, o simétricamente a la izquierda de m1.

m5

m3m2

m4

m1

Figura 4.2: Configuración de 5 cuerpos: Euler más dos

Demostración. Por hipótesis m1 = m3 y r12 = r23, las ecuaciones (2.4) y (2.8) del
caṕıtulo 2 deben cumplirse debido a que cumplen con la simetŕıa 1, entonces sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que a = b = 1. De las ecuaciones (2.4)
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tenemos

m1 =
(R24 −R45)∆245

(R14 −R34)∆241

, (4.1a)

m2 =
−2(R24 −R45)(R13 −R34)∆245 + (R14 −R45)(R14 −R34)∆145

(1−R24)(R14 −R34)∆241

, (4.1b)

0 = −R14∆145 −R34∆345 + 2R24∆245. (4.1c)

Definimos la función g = g(c, d) igual al lado derecho de la ecuación (4.1c), en-
tonces

g(c, d) =
(1 + c)d

((1 + c)2 + d2)3/2
− (1− c)d

((c− 1)2 + d2)3/2
− 2cd

(c2 + d2)3/2
. (4.2)

Observemos que g es la misma función que fue considerada por Gidea y Llibre en
[12] para el caso (iii) en la demostración del inciso (a) de su teorema 1. Por lo tanto,
una familia de configuraciones centrales apiladas estará dada por los puntos de la
curva g(c, d) = 0, excluyendo aquellos valores de c y d donde g(c, 0) = 0 y g(0, d) = 0,
es decir, los casos donde existe colisión de m4 con m5, y cuando la configuración
corresponde a un rombo con m2 en el centro.

Las configuraciones del rombo con una masa en el centro fueron estudiadas por
Gidea y Llibre [12], y demostraron la existencia de esta familia. No consideraremos
estas curvas, y por ende nos concentraremos en encontrar nuevas configuraciones
centrales apiladas que satisfagan que g(c, d) = 0, con c > 0, d > 0, m1 > 0 y m2 > 0.

Sea Mi el conjunto de puntos en el plano (c, d) tales que mi > 0 para i = 1, 2, 3
y M =M1 ∩M2 ∩M3, en este caso M1 =M3. Para demostrar el teorema 4.3 es
suficiente mostrar que g(c, d) = 0 intersecta M.

Notemos que r14 =
√

(1 + c)2 + d2 > r34 =
√

(1− c)2 + d2 para todo c > 0, esto
es, R14 − R34 < 0. También ∆245 < 0 y ∆241 > 0. Aśı m1 > 0 cuando R24 > R45. Se

sigue que M1 = {(c, d) | d > c√
3
}.

Ahora estudiaremos las intersecciones de m1 = 0 con g(c, d) = 0, para lo cual

definimos χ(c) =
√
3
c
g
(
c, c√

3

)
. Es fácil ver que χ(c) está bien definida en el intervalo

[1, 7], más aún χ(1) < 0 y χ(7) > 0. Entonces, las curvas m1 = 0 y g(c, d) = 0 se
intersectan en al menos un punto (c0,

c0√
3
) con 1 < c0 < 7. Por otro lado, debido al

cambio de signo de χ(c), la curva g(c, d) = 0 intersecta a la región M1.

Finalmente, tenemos que verificar que m2 > 0 en al menos uno de los puntos que
pertenecen a la intersección de m1 = 0 con g(c, d) = 0. Si m1 = 0, la ecuación (4.1b)
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toma la siguiente forma:

m2 = −
16
√

3(1 + c)c3
(

2c√
3
−
√

1 + 2c+ 4
3
c2
)

2c(8c3 − 33/2)
√

1 + 2c+ 4
3
c2

.

Un cálculo inmediato muestra que m2 > 0 para c > 1, con lo cual queda demos-
trado el teorema 4.3.

Como ya mencionamos antes, Gidea y Llibre afirmaron que no existen configura-
ciones de este tipo, sin embargo, hay un error en su demostración en la página 97 de
[12], donde ellos suponen que

(1− s)t
(
(s− 1)2 + t2

)−3/2 − (1 + s)t
(
(1 + s)2 + t2

)−3/2
+ 2st(2t)−3

es igual a g(t, s), definida en la página 94 de [12], lo cual no es cierto debido a que
estas dos expresiones difieren en el último sumando.

En la figura 4.3 mostramos una configuración central apilada (5, 2) con valores de
masas m1 = m2 = m3 ≈ 0.378378411156148 y m4 = m5 = 1. La curva que contiene
a m4 representa todas sus posibles posiciones, esto es, la familia de configuraciones
centrales apiladas para valores de m1 y m2 variando. Notemos que cuando el valor
de m1 tiende a cero, el valor de m2 tiende a 1.28240390152325, y la configuración se
aproxima a una configuración de Lagrange del problema de 3 cuerpos. Por otro lado,
cuando el valor de m2 tiende a cero, el valor de m1 tiende a 0.961839715898175, y la
configuración se aproxima a una configuración central del problema de 4 cuerpos, ver
[18].

4.2.1. Unicidad de configuraciones Euler más dos

En esta sección mostraremos anaĺıticamente la unicidad para las configuraciones
que cumplen con una simetŕıa adicional r12 = r23 además de la simetŕıa 1, las cuales
incluyen a las configuraciones centrales Euler más dos que fueron mostradas en la
sección anterior.

En el caṕıtulo 2 definimos la aplicación de masas y para las configuraciones que
cumplen con la simetŕıa 1 tales que r12 = r23. La aplicación de masas es µ : N1∪N2 ⊆
(R2)+ −→ (R3)+ \ (0, 0, 0) donde

µ(c, d) = (m1(c, d),m2(c, d),m3(c, d)) . (4.3)
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m2m1 m3

m4

m5

L

Figura 4.3: Una configuración central apilada (5, 2): “Euler más dos”, donde
m1 = m2 = m3 ≈ 0.378378411156148, y m4 = m5 = 1. En ese caso, c ≈
1.76905011042108651 y d ≈ 1.21909474808793510.

De las ecuaciones (2.7) podemos expresar las masas m1, m2 y m3 en términos de
(c, d) como sigue

m1 =
m3γ + α (ε− ε)

γ
,

m2 =
−2m3β − 2δε

γ + δ − α
,

m3 =
(ε− ε)αβ + γ

(
δε− δε

)
−7

8
(γ − γ)

,

(4.4)

donde

α =
1

(c2 + d2)
3
2

− 1

8d3
, β =

1

8
− 1

((1 + c)2 + d2)
3
2

,

γ = 1− 1

((1 + c)2 + d2)
3
2

, δ =
1

((1 + c)2 + d2)
3
2

− 1

8d3

y ε = 1 + c. Aqúı estamos usando el operador α(c, d) = α(−c, d).

Sea Fi el numerador de mi, de tal forma que la frontera de N1∪N2 es determinada
por las siguientes tres ecuaciones:

F1 = (ε− ε)αβ + γ
(
δε− δε

)
= 0,

F2 = (ε− ε)αββ + δγβε− δγβε = 0,

F3 = (ε− ε)αβ + γ
(
δε− δε

)
= 0.

(4.5)
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En el caṕıtulo 2 mostramos numéricamante que los conjuntos N1 y N2 son no vaćıos,
esto debido a que es muy dif́ıcil verificar los signos de las expresiones algebraicas
del sistema (4.4). Los conjuntos N1 y N2 están representados por las regiones azul
obscuro en la figura 2.8 del apartado 2.1.2.

Las curvas Fi = 0, para i = 1, 2, 3, las mostramos en la figura 2.8. Las dos regiones
conexas N1 y N2 representan los valores correspondientes (c, d) para masas positivas.

El siguiente resultado nos garantiza que dado un punto (c, d) ∈ N1 ∪ N2, la
aplicación de masas tiene un sólo vector para las masas.

Teorema 4.4. Cada configuración central simétrica del problema plano de 5 cuerpos,
donde el eje de simetŕıa contiene los cuerpos m1, m2 y m3, ordenados de izquierda
a derecha y r12 = r23, tiene vector de masas (m1,m2,m3,m4 = 1,m5 = 1) único,
siempre que la configuración colineal de las masas m4, m2 y m5 esté excluida.

Demostración. Las ecuaciones (2.7) pueden ser reducidas de un sistema homogéneo
Am = 0 a un sistema no homogéneo Bm = b donde

B =

 0 (R12 −R24)∆142 (R13 −R34)∆143

(R12 −R14)∆241 0 (R23 −R34)∆243

(R13 −R14)∆341 (R23 −R24)∆342 0

 ,

b =

 (−R14 +R45)∆145

(−R24 +R45)∆245

(−R34 +R45)∆345

 , m =

 m1

m2

m3

 .

Observemos que la existencia y unicidad (positiva o no) en (m1,m2,m3) del siste-
ma lineal Bm = b depende de que det(B) 6= 0. De las simetŕıas del sistema tenemos
que ∆142 = −∆241, ∆341 = −∆143 y ∆243 = −∆342, entonces obtenemos

det(B) = [(R13 −R14)(R12 −R24)(R23 −R34)

− (R12 −R14)(R23 −R24)(R13 −R34)]∆341∆142∆243.
(4.6)

Si r12 = r23, tenemos que (4.6) toma la forma

det(B) = (R12 −R24) (R34 −R14) (R12 −R13) ∆341∆142∆243.

Ya que las áreas orientadas satisfacen ∆341∆142∆243 6= 0, además que r12 = 1 6= 2 =
r13 y r14 6= r34 (c > 0), el vector de masas positivo normalizado (m1,m2,m3,m4 =
1,m5 = 1) es único siempre y cuando r12 6= r24. Notemos que cuando r14 = r34, c = 0
y ∆245 = 0, esto es un rombo con m2 en el centro, este caso ha sido estudiado por
Gidea y Llibre en [12] como caso (i) de la demostración del inciso (a) de su teorema
1.
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Cuando r12 = r24 tenemos que la configuración forma un ćırculo con m2 en su
centro. Aplicando el corolario 3 de [4] obtenemos que la única configuración central
posible con cuatro cuerpos formando un ćırculo es un cuadrado con cuatro masas
iguales en sus vértices. El cuadrado corresponde a c = 0 y d = 1, donde la ĺınea
m4m5 pasa a través de m2. Por lo tanto, el teorema queda demostrado.

El caso c = 0 y d 6= 1 corresponde a la configuración del rombo con una masa en
el centro, la cual también fue estudiada por Gidea y Llibre [12]. Ellos enunciaron en
el inciso (a) de su teorema 1 que las masas están únicamente determinadas por cada
configuración que pertenece a la familia, pero de acuerdo a lo enunciado por Roberts
en la página 144 de [41], esta afirmación no es cierta. Roberts demostró que fijando
el tamaño del rombo, existe una familia uniparamétrica de equilibrios relativos para
la cual los valores de las masas m1 y m2 cambian linealmente una con respecto de la
otra.

El teorema 4.4 nos dice que dada una configuración, el vector de masas correspon-
diente es único, responder al problema inverso del planteado en el teorema anterior
es un problema aún mucho más complicado, ¿dado un conjunto de masas, la confi-
guración correspondiente tal que el sistema sea una configuración central es único?

En general resolver el sistema de ecuaciones (2.7) para un par de variables es muy
complicado debido a los exponentes fraccionarios que hay en los denominadores. En
la figura (4.4) mostramos evidencia numérica de que el problema inverso del teorema
4.4 también es cierto, dado un conjunto de masas (m1,m2,m3,m4,m5) con m1 = m3

y 0 < m1 < 0.96183..., y m4 = m5 = 1, existe una única configuración central apilada
con c > 1 del tipo Euler más dos.

Se han realizado dos parametrizaciones correspondientes a los casos b > c y b < c,
lo cual para las configuraciones Euler más dos corresponde a b = 1, es decir para
1 > c y 1 < c. En resumen, podemos decir que para cualquier vector de masas
(m1,m2,m3,m4,m5) con m1 = m3 y 0 < m1 < 0.96183, y m4 = m5 = 1, existen
dos configuraciones centrales apiladas del tipo Euler más dos, una corresponde a una
configuración del rombo con una masa en el centro (1 > c) mientras que la otra
corresponde a las mostradas en la sección 4.2 para (1 < c).

4.3. Configuración central apilada: Lagrange más

Euler en uno

En esta sección mostramos la existencia de una familia de configuraciones cen-
trales apiladas (5, 2) del problema plano de 5 cuerpos, donde 3 cuerpos forman una
configuración central de Euler, mientras que 3 cuerpos forman una configuración cen-
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Figura 4.4: Relación de m1 con m2 en todas las configuraciones centrales Euler más
dos, ĺımm1→0m2 ≈ 1.28240 y ĺımm2→0m1 ≈ 0.96183.

tral de Lagrange; evidentemente uno de los cuerpos forma parte de las configuraciones
de Euler y Lagrange. Por lo que el número de configuración central apilada para esta
configuración es dos. Debido a las formas obtenidas después de remover los dos sub-
conjuntos diferentes de dos masas, hemos llamado a esta configuración central apilada
de 5 cuerpos Lagrange más Euler en uno. Hasta donde llega nuestro conocimiento,
esta es la primera vez que este tipo de configuraciones centrales son mostradas en el
plano. Para un fenómeno similar en el espacio, ver [6].

Teorema 4.5. Consideremos una configuración central de 5 cuerpos con tres masas
m2, m4, m5 en configuración de triángulo equilátero y las masas m1 y m3 sobre la
ĺınea del bisector perpendicular al triángulo, ver la figura 4.5. Entonces existe al
menos una familia de configuraciones centrales de 5 cuerpos tal que las masas m1,
m2 y m3 forman una configuración central de Euler.

Demostración. Este problema cumple con la simetŕıa 1 del caṕıtulo 2, entonces por el
teorema 2.2 tenemos que m4 = m5 y las ecuaciones 2.1 son reducidas a 2.4. Además
buscamos que m1, m2 y m3 formen una configuración de Euler, entonces éstas deben
satisfacer la ecuación qúıntica de Euler (1.10).

Podemos resolver las ecuaciones (2.4) para las masas
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a b

m5

m3

m2

m4

m1

Figura 4.5: Configuración central: Lagrange más Euler en uno.

m1 = −
(R23 − R34)∆243

(R12 − R14)∆241

m3,

m2 = −
(R13 − R34)(R12 − R14)(R34 − R45)∆143∆241∆345 + (R14 − R45)(R23 − R34)(R13 − R14)∆145∆243∆341

(R12 − R45)∆142(R23 − R34)∆243(R13 − R14)∆341 + (R13 − R34)∆143(R12 − R14)∆241(R23 − R45)∆342

,

m3 =
(R12 − R14)∆241 ((R12 − R45)∆142(R34 − R45)∆345 − (R14 − R45)∆145(R23 − R45)∆342)

(R12 − R45)∆142(R23 − R34)∆243(R13 − R14)∆341 + (R13 − R34)∆143(R12 − R14)∆241(R23 − R45)∆342

.

Sea r12 = a, r23 = b y r24 = r45 = 1, entonces usando las expresiones de las
distancias relativas dadas en (2.5), podemos expresar las masas en función de las
variables a y b, es decir, mi = mi(a, b) para i = 1, 2, 3. Luego, en este caso la ecuación
qúıntica de Euler toma la siguiente forma:

E =− (m2 +m3)− (2m2 + 3m3)α− (m2 + 3m3)α
2 + (3m1 +m2)α

3

+ (2m2 + 3m1)α
4 + (m1 +m2)α

5, (4.7)

donde α =
b

a
, de tal forma que E = E(a, b).

Sea M la región en el plano (a, b) donde las masas m1, m2 y m3 son positivas.
Luego, para demostrar el teorema debemos probar que existe intersección de la curva
E(a, b) = 0 con M. Para hacer esto mostraremos que existe al menos un punto
(a0, b0) ∈ ∂M que está en la intersección de las curvas E(a, b) = 0 y m1(a, b) = 0,
además que la intersección es transversal. La figura 4.6 proporciona una evidencia
numérica de que el conjunto M es no vaćıo, también fue mostrado en [21]. A partir
de la ecuación f24 del sistema de ecuaciones (2.4) obtenemos

m1 =
m3(R34 −R23)∆243

(R12 −R14)∆241

, (4.8)
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Figura 4.6: Región de masas positivas M con E = 0 en el plano (a, b).

de donde ∆243 < 0, ∆241 > 0 y R12−R14 > 0. Entonces tenemos que m1 = 0 cuando
m3 = 0 o r23 = r34, lo cual implica que b =

√
3
3

. Además m1 > 0 cuando m3 > 0

y b <
√
3
3

. Por continuidad existirán puntos en el plano (a, b) tales que m1 > 0 para

cualquier bola abierta centrada en algún punto de la recta b =
√
3
3

, si en este punto

m3 > 0. Sea L el segmento de recta donde b =
√
3
3

con a ∈ (0, 1
3
). Mostraremos que

m3 > 0 para toda a ∈ L.

Como consecuencia de lo dicho anteriormente, para demostrar que L está en ∂M
debemos probar que m2 y m3 son positivas para toda a ∈ L. De la ecuación f34 = 0
del sistema de ecuaciones (2.4), tenemos que m2 = 1 siempre que m1 = 0 y r23 = r34.
Falta demostrar que m3 > 0 en L, recta en la cual se cumple r23 = r34, m1 = 0 y
m2 = 1. Sustituyendo ésto en la ecuación f14 del sistema (2.4) obtenemos

m3(m1 = 0,m2 = 1) =
(R12 −R45)∆142 + (R14 −R45)∆145

(R34 −R13)∆143

, (4.9)

m3(a,

√
3

3
) = −

(
3a+

√
3
)2
N(a)

27a3
(√

3a2 + 3a+
√

3
) (
a2 +

√
3a+ 1

) 3
2

, (4.10)

donde

N(a) = −2a3−
√

3a2+
(

3a5 + 4
√

3a4 + 6a3 − a2 +
√

3a2 −
√

3a− 1
)√

a2 + a
√

3 + 1.
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Un cálculo inmediato nos permite verificar que ĺım
a→0+

m3(a,
√
3
3

) = +∞, además da-

do que N(1
3
) = − 2

27
−
√
3
9
−
(

71+14
√
3

81

)√
10
9

+
√
3
3
< 0, entonces m3(

1
3
,
√
3
3

) > 0. Ahora,

para garantizar que m3(a,
√
3
3

) > 0 para a ∈ (0, 1
3
), demostraremos que m3(a,

√
3
3

) no
se anula para a ∈ (0, 1

3
).

Ahora hacemos manipulación algebraica en la función numerador N(a) de (4.10),
de tal forma que obtenemos un polinomio P = P (a) de grado 12 con coeficientes cn
correspondientes a los términos an, respectivamante. Estos coeficientes son c12 = 9,
c11 = 33

√
3, c10 = 165, c9 = (162

√
3−6), c8 = (306−20

√
3), c7 = (126

√
3−90), c6 =

(96−78
√

3), c5 = (14
√

3−126), c4 = (12−42
√

3), c3 = (9
√

3−24), c2 = (12−2
√

3),
c1 = 3

√
3 y c0 = 1. Ahora vamos aplicar el teorema de Sturm para demostrar que

P (a) no tiene ceros cuando a ∈ (0, 1
3
). Sea R1 el residuo obtenido de dividir P por P ′

y T1 = −R1. Sea R2 el residuo obtenido de dividir P ′ por T1 y T2 = −R2, finalmente
Rk el residuo obtenido de dividir Tk−2 por Tk−1 con Tk = −Rk.

Evaluamos las sucesiones en los puntos a = 0 y a = 1
3

y obtenemos la tabla 4.1.
Notemos que las sucesiones de Sturm asociadas a a = 0 y a = 1

3
tienen seis cambios

de signos, y el teorema de Sturm nos garantiza que no hay ráıces de P (a) cuando
a ∈ (0, 1

3
) y por lo tanto m3 > 0 para todo a ∈ L.

Tabla 4.1:
a 0 1

3

P (a) 1 76693
59049

+ 37739
59049

√
3

P ′(a) 3
√

3 −14512
6561
− 14927

19683

√
3

T1 −37
48

−4019605
2834352

− 507703
708588

√
3

T2
287712+142272

√
3

121
218793536

29403
+ 376399856

88209

√
3

T3 −121(−775+717
√
3)

16(1233+626
√
3)2

−121(3815527+5783121
√
3)

209952(1233+626
√
3)2

T4 −32(47985538239+28537522888
√
3)

5929(395+58
√
3)2

−16(2725693418250549+1576558677574052
√
3)

38900169(395+58
√
3)2

T5 T5(0) > 0 T5(
1
3
) > 0

T6 T6(0) > 0 T6(
1
3
) > 0

T7 T7(0) > 0 T7(
1
3
) > 0

T8 T8(0) > 0 T8(
1
3
) > 0

T9 T9(0) < 0 T9(
1
3
) > 0

T10 T10(0) < 0 T10(
1
3
) < 0

T11 T11 > 0 T11 > 0

Luego, hemos demostrado que m2 y m3 son positivas en el segmento de recta L,
entonces por continuidad existe una vecindad tubular centrada en L donde m2 y m3

son positivas, por lo tanto L ⊂ ∂M.
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Para completar la demostración del teorema falta mostrar que la curva E(a, b) = 0
intersecta a L y que la intersección es transversal. La expresión de E evaluada en L
está dada por

E(a,

√
3

3
) =− (1 +m3)− (2 + 3m3)

(
b

a

)
− (1 + 3m3)

(
b

a

)2

+

(
b

a

)3

+ 2

(
b

a

)4

+

(
b

a

)5

. (4.11)

Un cálculo directo muestra que ĺım
a→0+

E(a,
√
3
3

) = +∞ y E(1
3
,
√
3
3

) < 0, lo cual

implica que E(a,
√
3
3

) = 0 tiene al menos una solución para a ∈ (0, 1
3
). Entonces

podemos afirmar que existe al menos un punto (a0,
√
3
3

) que está en la intersección
de la curva E(a, b) = 0 y el segmento de recta L. Ahora mostraremos que esta

intersección es transversal, para lo cual es suficiente verificar que
∂E

∂a

∣∣∣∣
b=
√

3
3

no se

anula para valores de a ∈ (0, 1
3
). A partir de la diferencial

∂E

∂a
=

∂E

∂m1

∂m1

∂a
+

∂E

∂m2

∂m2

∂a
+

∂E

∂m3

∂m3

∂a
+
∂E

∂α

∂α

∂a
,

usando (4.11) y las expresiones mi = mi(a, b) obtenemos

∂E

∂a

∣∣∣∣
b=
√

3
3

=
g(a)

27a4(1− 3
√

3)(a2 +
√

3a+ 1)
5
2

(
−1 + 3

√
3 + (9−

√
3)a+ (−1 + 3

√
3)a2

)
donde

g(a) = 738− 810
√

3− 12825a+ 3895
√

3a+ 28290a2 − 31050
√

3a2

−136080a3 + 41328
√

3a3 + 120294a4 − 132030
√

3a4 − 264060a5

+80196
√

3a5 + 109962a6 − 120690
√

3a6 − 109215a7 + 33169
√

3a7

+17958a8 − 19710
√

3a8 − 4860a9 + 1476
√

3a9 +
(
− 738 + 810

√
3

+16056a− 6048
√

3a− 60462a2 + 47070
√

3a2 + 244584a3 − 114120
√

3a3

−416178a4 + 279306
√

3a4 + 662688a5 − 345384
√

3a5 − 599922a6

+369090
√

3a6 + 430344a7 − 240840
√

3a7 − 193518a8 + 112086
√

3a8

+53208a9 − 31392
√

3a9 − 7074a10 + 3906
√

3a10
)√

a2 +
√

3a+ 1.

Para encontrar los ceros de
∂E

∂a
vamos a estudiar las ráıces de g(a), para lo cual

tomamos g(a) = 0 y agrupamos del lado derecho de la ecuación los términos con
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factor
√
a2 +

√
3a+ 1, luego elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuación y

simplificamos, de tal forma que al reagrupar obtenemos un polinomio de grado 21
dado por

G(a) = (95811984− 55262088
√

3)a21 + (−1654275960 + 955606896
√

3)a20

+ (13827401136− 7981918200
√

3)a19 + (−74240855856 + 42858828864
√

3)a18

+ (287097440688− 165799426824
√

3)a17 + (−850259626344 + 490727960496
√

3)a16

+ (1998290401920− 1154130993504
√

3)a15 + (−3821426402616 + 2205573951216
√

3)a14

+ (6032096619468− 3483558597978
√

3)a13 + (−7949089483200 + 4588574039424
√

3)a12

+ (8791043641344− 5075943572592
√

3)a11 + (−8185733091144 + 4726144576368
√

3)a10

+ (6414997379184− 3703154535144
√

3)a9 + (−4215550581864 + 2434574823792
√

3)a8

+ (2309521611144− 1332747953532
√

3)a7 + (−1041812321472 + 601941337920
√

3)a6

+ (381654231696− 220106238408
√

3)a5 + (−110382563376 + 63829686240
√

3)a4

+ (24409357632− 14061676464
√

3)a3 + (−3850279272 + 2229735792
√

3)a2

+ (390205068− 224358282
√

3)a− 18819216 + 10924992
√

3.

Luego, los ceros de g(a) están incluidos en las ráıces de G(a) = 0. Notemos que el
polinomioG(a) sólo tiene dos cambios de signos en los coeficientes, entonces la regla de
los signos de Descartes garantiza que G(a) tiene a lo más dos ráıces reales positivas. Ya

queG(0) = −18819216+10924992
√

3 > 0,G(1
3
) = 206991159238864

43046721
+ 119798174664376

√
3

43046721
> 0

y G(1) = −594199056 − 343061016
√

3 < 0, entonces las ráıces de G(a) deben ser
mayores que 1

3
, pues en caso contrario habŕıa más de dos ráıces de G(a). Por lo tanto,

G(a) no tiene ráıces para valores de a ∈ (0, 1
3
), y como consecuencia

∂E

∂a
|
b=
√

3
3

6= 0

para toda a ∈ (0, 1
3
). Luego, podemos concluir que la curvas E(a, b) = 0 y el segmento

de recta L se intersectan transversalmente en el punto (a0,
√
3
3

).

Numéricamente, observamos que el teorema 4.5 es válido para cualquier valor fijo
0.043964649299756 < a < 0.162031454283589. Un ejemplo de configuración central
apilada en el problema de 5 cuerpos del tipo Lagrange más Euler en uno es dado
por m1 = 0.117224179225200, m2 = 0.890322344850114, m3 = 38.7407741323209 y
m4 = m5 = 1. En ese caso a = 1

8
y b = 0.569110604510880.
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Conclusión

En el caṕıtulo 2, hemos demostrado, de manera numérica, la existencia de va-
rias familias de configuraciones centrales de 5 cuerpos no colineales en el plano que
contienen un eje de simetŕıa, donde se le ha pedido además que cumplan un par de
distancias mutuas iguales. Varias de estas familias que hemos mostrado son nuevas.

En el caṕıtulo 3 damos una prueba anaĺıtica de la existencia de las familias más
interesantes, hablando de geometŕıa, que fueron encontradas en el caṕıtulo 2. Estas
familias son aquellas donde cuatro masas de los 5 cuerpos forman un rombo y en
particular para cuando el rombo es un cuadrado.

El último caṕıtulo muestra la existencia de dos familias de configuraciones centra-
les apiladas, una de estas familias hab́ıa sido señalada erróneamente como inexistente
por Gidea Y Llibre en [12]. En este trabajo hemos demostrado de manera anaĺıtica lo
contrario y también ha sido publicado por los autores en [7]. Además, se demuestra
la existencia de una familia de configuraciones centrales apiladas muy especial debido
a que consiste en una configuración central apilada que contiene a las dos primeras
configuraciones centrales que fueron descubiertas; la configuración central de Euler y
la de Lagrange. Este resultado también lo hemos publicado en [8].
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Apéndice A

Regiones definidas por el teorema
del bisector perpendicular

Tabla A.1: r12 = r23 con b > c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 d >
√

1− c2 ∨ d > 1+c√
3

r13 > r34 d <
√

4− (1− c)2

m2, m4 r45 > r25 d > c√
3

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14
1−c√

3
< d <

√
4− (1 + c)2

Tabla A.2: r12 = r23 con b < c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros
m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 c > 1

r13 > r34 ∨ r15 > r45
√

4− (c− 1)2 > d ∨ 1+c√
3
> d

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25
√

(c− 1)2 + d2 > 1 ∨ d > c/
√

3

m3, m4 r45 > r35
c−1√

3
< d
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Tabla A.3: r12 = r24 con b > c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros
m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 c < 1

2

m2, m4 r45 > r25 c <
√
3
2

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14
√

2 + 2c− 1 < b <
√

3
√

1− c2 + c

Tabla A.4: r12 = r24 con b < c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros
m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 c < 1

2

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25
1
2c
> b ∨ c < 1

m3, m4 r45 > r35 b > c−
√

3
√

1− c2

Tabla A.5: r12 = r34 con b > c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14 2c > b ∨ c+
√

1− (1+c)2

3
> b

m2, m4 r45 > r25 b < c+
√
−3c2+9

3

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14
1
2

√
c2 + 2c+ 3 + c

2
− 1

2
< b <

√
3
2

+ c



91

Tabla A.6: r12 = r34 con b < c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25 1 > b ∨ b > c−
√
−3c2+9

3

m3, m4 r45 > r35 b > c−
√
3
2

Tabla A.7: r12 = r45 con b < c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 c >
√
3
2

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25
4c2+1
8c

> b

m3, m4 r45 > r35 b > c−
√
3
2

Tabla A.8: r13 = r24 con b < c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25 b < c− 1 +
√
c2 − 2c ∨ b > 2c√

3
− 1

m3, m4 r45 > r35 b > −3
2
− c

2
+ 1

2

√
3 + 6c+ 9c2
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Tabla A.9: r13 = r34 con b < c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros
m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 b < c

r13 > r34 ∨ r15 > r45 c > b+ 1
2

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25 0 < b < 1

m3, m4 r45 > r35 c < b+
√
3
2

Tabla A.10: r13 = r45 con b > c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14 b > c+ 1−
√
3
2

r13 > r34 b < c+
√
3
2

m2, m4 r45 > r25 c <
√
3
2

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14 c+ 1−
√
3
2
< b < c+

√
3
2

Tabla A.11: r13 = r45 con b < c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 b > 1−
√
c2 + 1

4

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25
c2+ 1

4

2c
> b ∨ c <

√
3
2

m3, m4 r45 > r35 b > c−
√
3
2
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Tabla A.12: r14 = r23 con b > c
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en

aplicado a distancias relativas los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14 c < 1−2a2

2a
∨ c <

√
3
2
− a

r13 > r34 c > 1−2a2−2a
2(1+a)

m2, m4 r45 > r25 c < −3a+
√
−3a2+12
4

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14 c < −3a+1+
√
−3a2−6a+9
4

Tabla A.13: r14 = r34 con b > c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14
√
3
2
− c > a

r13 > r34 a > 1−2c
2

m2, m4 r45 > r25

√
1− c2

3
− c > a

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14
1−2c
2

< a <
√
3
2
− c

Tabla A.14: r14 = r45 con b > c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros
m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14

1√
3
> a

r13 > r34 b > 1−
√
3a√
3

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14 1− a < b <
√

3− a
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Tabla A.15: r14 = r45 con b < c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros
m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15

1√
3
> a

r13 > r34 ∨ r15 > r45 b > 1−
√
3a√
3

m3, m4 r45 > r35 0 < b <
√
3
2
− a

Tabla A.16: r23 = r24 con b > c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14 1 > a ∨
√

3(1− c2)− c > a
r13 > r34 a >

√
2− 2c− 1

m2, m4 r45 > r25
√
3
2
> c

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14 1 > c

Tabla A.17: r23 = r34 con b > c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14
√

2c > a ∨
√

3(2c− c2)− c > a

m2, m4 r45 > r25
3
2
> c

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14 c > 1−
√
3
2
, a > 2c−1

2−2c
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Tabla A.18: r23 = r34 con b < c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15
√

2c > a ∨
√

3(2c− c2)− c > a

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25
3
2
> c

m3, m4 r45 > r35 c < 1 +
√
3
2

Tabla A.19: r23 = r45 con b > c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14

√
c2 + 1

4
> a ∨

√
3
2
− c > a

r13 > r34 a >
√

(1− c)2 + 1
4
− 1

m2, m4 r45 > r25
√
3
2
> c

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14 1−
√
3
2
< c <

√
3
2

Tabla A.20: r24 = r34 con b > c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros

m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r14 1 > a ∨
√

3(1− c2)− c > a
r13 > r34 a > 1− 2c

m2, m4 r45 > r25
√
3
2
> c

m3, m4 r45 > r34, r13 > r14
√
3
2
> c, a > 1−4c2

2c
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Tabla A.21: r24 = r45 con b < c
Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parámetros
m1, m4 r24 > r12 ∨ r45 > r15 1 > a

m2, m4 r34 > r23 ∨ r45 > r25 b < 1√
3



Apéndice B

Gráficas de las regiones definidas
por el teorema del bisector
perpendicular

(a) b > c (b) b < c

Figura B.1: Regiones para r12 = r23.
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98
B Gráficas de las regiones definidas por el teorema del bisector

perpendicular

(a) b > c (b) b < c

Figura B.2: Regiones para r12 = r24

(a) b > c (b) b < c

Figura B.3: Regiones para r12 = r34
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Figura B.4: Región para r12 = r45 con b < c.

Figura B.5: Región para r13 = r24 con b < c.
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B Gráficas de las regiones definidas por el teorema del bisector

perpendicular

Figura B.6: Región para r13 = r34 con b < c.

(a) b > c (b) b < c

Figura B.7: Regiones para r13 = r45
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Figura B.8: Región para r14 = r23 con b > c.

Figura B.9: Región para r14 = r34 con b > c.
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B Gráficas de las regiones definidas por el teorema del bisector

perpendicular

(a) b > c (b) b < c

Figura B.10: Regiones para r14 = r45,

Figura B.11: Región para r23 = r24 con b > c.
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(a) b > c (b) b < c

Figura B.12: Regiones para r23 = r34.

Figura B.13: Región para r23 = r45 con b > c.
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B Gráficas de las regiones definidas por el teorema del bisector

perpendicular

Figura B.14: Región para r24 = r34 con b > c.

Figura B.15: Región para r24 = r45 con b < c.



Apéndice C

Complemento de la tabla 4.1
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T
5
(0

)
=

1
6
0
0
8
3
( 3

8
0
8
8
6
9
4
6
9
0
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3
7
4
3
9
7
7
2
1
4
7
6
0
0
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1
9
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1
1
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1
7
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2
5
6
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5
1
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4
0
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6
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9
√
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)
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2
( 1

2
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+
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√
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+
2
8
0
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0
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√

3
) 2

T
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1
1
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8
√

3
) 2

T
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(0
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4
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2
2
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3
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4
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3
6
8
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0
2
2
1
4
8
8
0
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