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Introduccion

La Mecanica Celeste es una rama de la astronomia y la mecanica que estudia los
movimientos de los cuerpos celestes, los cuales se mueven bajo los efectos gravitatorios
que ejercen unos cuerpos sobre otros. Uno de los problemas de la Mecanica Celeste es
el problema de n cuerpos, el cual considera n particulas puntuales, de masa no nula,
sometidas a la ley de gravitacién universal. Isaac Newton [30] planted este problema
como un modelo del comportamiento del sistema solar, y lo describié por un sistema
de n ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de segundo orden, las cuales son
dificiles de resolver y analizar.

El problema paran > 3 atin permanece abierto, pero se conocen algunas soluciones
particulares. Una de éstas son las llamadas configuraciones centrales, donde el vector
de aceleracion para cada cuerpo es un multiplo escalar comtuin de su vector de posicién,
considerando el centro de masas ubicado en el origen.

El estudio de las configuraciones centrales es importante por varias razones. Si
se toma una configuracion central como condicién inicial de las ecuaciones de movi-
miento, ésta da origen a las tnicas soluciones explicitas conocidas del problema de n
cuerpos, las llamadas soluciones homogrdficas, donde la configuracion de los cuerpos
permanece invariante bajo homotecias y rotaciones. En particular, si una solucion
periédica homografica es “rigida”, en el sentido de que la configuraciéon permanece
similar a la inicial, entonces se dice que es un equilibrio relativo. Smale [35, 36] de-
mostré que las bifurcaciones en las variedades integrales ocurren en configuraciones
centrales. Ademds, Saari [34] mostré que la colision total o el escape parabdlico total
al infinito en el problema de n cuerpos es asintético a una configuracién central.

En 1941, Wintner [42] conjeturd que para cualquier eleccién de masas my, . .., My,
el numero de configuraciones centrales, modulo homotecias y rotaciones, es finito. Mas
recientemente, este problema fue retomado por Smale [37] como uno de los proble-
mas matematicos para resolverse en el siglo XXI. Hoy dia, este problema permanece
abierto.

En el caso de que la configuracién de n cuerpos es colineal y de masas arbitra-
rias, Moulton [29] demostré que existen n!/2 diferentes configuraciones centrales. Por
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otro lado, para n = 3, Euler [9] demostré que hay exactamante tres configuraciones
centrales colineales, y Lagrange [17] demostré que hay dos configuraciones centrales
obtenidas al colocar los tres cuerpos en configuracion de tridngulo equilatero. Es de-
cir, el problema de 3 cuerpos tiene cinco configuraciones centrales, tres colineales, las
cuales corresponden a las tres posibles permutaciones de tres particulas en una recta,
modulo rotaciones; y las otras dos corresponden a las posibles orientaciones de un
triangulo equilatero en el plano.

Es ampliamente conocido que muchos problemas matematicos se pueden resolver
de acuerdo a las caracteristicas de su planteamiento, como problema directo o inver-
so. En el caso del estudio de las configuraciones centrales, en el problema directo se
conocen las masas de los n cuerpos y el problema consiste en determinar cuantas con-
figuraciones centrales pueden formar. Por otro lado, en el problema inverso se conoce
la geometria de la configuracién de n cuerpos, y el problema consiste en encontrar
los valores de las masas para las cuales la configuracién es central. En [15], Hampton
y Moeckel abordaron el problema directo de configuraciones centrales del problema
plano de 4 cuerpos, y demostraron que existe un nimero finito de configuraciones
centrales. Para el caso del problema espacial de 4 cuerpos, la tnica configuracién
central que existe es cuando los cuerpos estan en los vértices de un tetraedro regular,
ver [19]. Posteriormente, Albouy y Kaloshin [3] abordaron el problema directo de
configuraciones centrales del problema plano de 5 cuerpos, y lograron demostrar que
existe un nimero finito de clases de equivalencia.

Un camino alternativo para obtener configuraciones centrales, es buscar aquellas
conocidas como apiladas (en inglés stacked central configuration), las cuales tienen
un subconjunto de particulas que forman por si mismas una configuracién central.
Este concepto fue introducido por Hampton en [14], donde mostré la existencia de
una familia de configuraciones centrales de 5 cuerpos con la caracteristica de que
dos cuerpos al ser removidos, los tres restantes estdn en los vértices de un triangulo
equilatero. En el mismo articulo, Hampton formulé la siguiente pregunta: Ademas de
las configuraciones colineal simétrica y del cuadrado con una masa en su centro, ; hay
alguna otra configuracion central de 5 cuerpos donde un subconjunto de 4 cuerpos
formen una configuracién central? La respuesta a esta pregunta fue dada por Fer-
nandes y et al. [11], quienes demostraron que no hay més configuraciones que las ya
citadas por Hampton.

Este articulo de Hampton ha dado origen a varios articulos donde se ha demos-
trado la existencia de otras configuraciones centrales apiladas planas en el problema
de 5 cuerpos, ver por ejemplo [12, 21, 22].

El objetivo de esta tesis es estudiar configuraciones centrales del problema plano de
5 cuerpos con masas positivas, con un eje de simetria. Para dicho estudio distinguimos
dos casos:
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= Simetria 1: Tres cuerpos localizados sobre el eje de simetria.

= Simetria 2: Un sélo cuerpo localizado sobre el eje de simetria.

Esta tesis esta organizada de la siguiente forma. En el Capitulo 1 planteamos
el problema de n cuerpos, y a la obtencién de las diez integrales primeras clési-
cas. Ademas se definen las configuraciones centrales e introducen las ecuaciones de
Dziobek-Laura—Andoyer, las cuales facilitan el estudio de las configuraciones centra-
les en el plano.

En el Capitulo 2 se plantea el problema de las configuraciones centrales de 5 cuer-
pos en el plano, con las simetrias 1 y 2, ademas mostramos evidencia numérica de la
existencia de estas configuraciones centrales. En la Seccion 2.1.1 se utiliza el teorema
del Bisector el cual genera condiciones necesarias para tener configuraciones centrales,
obteniendo como resultado restricciones en los valores de las variables que describen
las configuraciones. Tomando en cuenta esta informacion, en la Seccién 2.1.2 se da
evidencia numérica de la existencia de configuraciones centrales que cumplen con la
simetria 1, dentro de las cuales hay nuevas configuraciones centrales no conocidas has-
ta ahora. En la Seccién 2.2.2 se muestra evidencia numérica para las configuraciones
centrales que cumplen con la simetria 2.

En el Capitulo 3 se da una prueba analitica de la existencia de unas configuraciones
centrales especiales, que fueron encontradas en el Capitulo 2, las cuales consisten en
configuraciones centrales de 5 cuerpos donde cuatro particulas forman un rombo y la
quinta esta sobre un eje de simetria del rombo que pasa por dos particulas. Ademas
se muestra la existencia de configuracién central para el caso donde el rombo es un
cuadrado. Por ultimo, se prueba que dada la configuracién central de 5 cuerpos, existe
un unico valor en las masas, es decir damos la unicidad para el problema inverso.

Parte de los resultados originales de este trabajo estdn en el Capitulo 4, donde
demostramos analiticamente la existencia de dos nuevas familias de configuraciones
centrales apiladas. Dichos resultados han sido publicados recientemente, por un ser-
vidor, en coautoria con Martha Alvarez Ramirez y Josep Maria Cors Iglesias, en [7]
y [8], lo que se describe a continuacién.

En [12], Gidea y Llibre estudiaron configuraciones centrales del problema plano
de 5 cuerpos donde tres particulas de masas my, mq y ms, ordenadas de izquierda a
derecha, con m; = mg, forman una configuraciéon central de Euler; mientras que las
otras dos particulas de masas my4 y ms estan colocadas simétricamente con respecto
a la linea que contiene a las otras tres particulas, y por lo tanto my = mjs. Ellos
obtuvieron dos familias de configuraciones centrales, el rombo con una masa en el
centro y un trapecio con una masa en el punto medio de uno de sus lados paralelos.
Sin embargo, Gidea y Llibre no detectaron la familia de configuraciones centrales
para el caso donde la linea que une a my4 y ms no cruza a la linea que contiene a my,
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ma, ms3 sobre my. En la Seccion 4.2 demostramos analiticamente la existencia de esta
familia. Estos resultados los hemos publicado en [7].

Debido al gran interés que ha estado creciendo con respecto a las configuraciones
centrales apiladas, un tema muy interesante es el conteo de las configuraciones cen-
trales apiladas. Por ejemplo las configuraciones centrales anidadas las podemos ver
como configuraciones centrales doblemente apiladas debido a que tienen dos subcon-
juntos de masas que pueden ser removidos y asi obtener una configuracion central, ver
[5, 23, 28]. Sin embargo, éstas configuraciones centrales que se obtienen de remover
los subconjuntos de masas son equivalentes. En el Capitulo 4 definimos el ntimero
de configuraciones centrales apiladas las cuales representa al nimero de subconjun-
tos de masas que pueden ser removidos tal que las configuraciones resultantes sean
configuraciones centrales, esto considerando que los subconjuntos no sean removidos
al mismo tiempo y que las configuraciones resultantes no sean similares.

Llibre y Mello [21] demostraron la existencia de tres familias de configuracio-
nes centrales apiladas de 5 cuerpos, donde tres de los cuerpos forman un tridngulo
equilétero y los otros dos estan en un segmento del bisector perpendicular al triangulo.
En la Seccién 4.3 demostramos analiticamente que en una de esas familias existe una
familia muy especial de configuraciones centrales donde tres masas estan en configu-
racion central colineal, de tal forma que su ntimero de configuracién central apilada
es dos. Este resultado lo hemos publicado en [§].



Capitulo 1

Configuraciones centrales

1.1. El problema de los n cuerpos

El problema de n cuerpos consiste en estudiar el movimiento de n masas puntuales
moviéndose bajo la influencia de la fuerza gravitatoria. Sea q; = (z;,v:, 2i) € R? el
vector de posicién de la i-ésima particula de masa m;. A partir de la segunda ley
de Newton, el movimiento de las particulas es descrito por el siguiente sistema de n
ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

d’q; .
F, = mldtQ , 1=1,2,...,n,
donde F; es la fuerza gravitatoria resultante que actiia sobre la particula de masa m;,.
Considerando la ley de gravitaciéon universal, y sumando todas las fuerzas ejercidas

sobre m,; obtenemos

F;, = Z Gmim,;,———— —di T
||qg qi
]751
donde || - || es la norma euclidiana, y G' denota la constante de gravitacién universal.

Como consecuencia de la invariancia de las ecuaciones de Newton con respecto al
cambio de la unidad de tiempo, a partir de ahora podemos suponer que GG = 1. Por
lo tanto, las ecuaciones de movimiento del problema de n cuerpos toman la siguiente
forma

n

d2 7 7
QJ ;

Jj=1

J#
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Sea q = (qi1,92,-..,q,) € R3. Luego las ecuaciones de movimiento (1.1) las
podemos escribir como un sistema de 6n ecuaciones diferenciales de primer orden
dado por

q = M 'p, (1.2)
p = —VU(q),
donde - = d/dt, p = (p1,P2;---,Pn) € R* es el vector de momentos, tal que p; =
miq;, -
V= <a%’a%’a%> , V=(Vi,...,V)",
M = diag(my,mq,mq, ..., mp, My, my,) es la matriz de masas y VU(q) es el vector

gradiente del potencial

m;m;
U(q) :U(q17q27"'7qn) - Z —

e e =l

Las ecuaciones (1.2) no estéan definidas en el conjunto
A= | 2y
1<i<j<n

donde A;; = {(qi,q;) € R* : q; = q;}, es decir, cuando hay alguna colisién. El
dominio de definicién para el sistema (1.2) o espacio de fases es

p={(a,p) ER":qe (R™\A), peR"}
El espacio de configuracion o espacio de posiciones es

V ={qeR"\A}.

Las ecuaciones de movimiento del sistema (1.2) se pueden escribir como el sistema
hamiltoniano

pi OH i mym;(q; — q; OH
-2 gy mmlasalCE )
m;  Op; gy —aill q;
donde la funcién hamiltoniana es
H _ - ||Pz‘||2 U 14
(a.p) =) 5~ +Ula) (1.4)
i=1 v

Los vectores q y p se conocen como variables conjugadas.
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1.2. Integrales primeras del problema de n cuerpos

Una integral primera de las ecuaciones (1.2) es una funcién Z(q,p) de clase C!
en un abierto 2 C g, con la propiedad de que es constante a lo largo de cada érbita
del espacio fases g, ver [1]. En otras palabras, dada una integral primera y ¢ € R, el
conjunto de curvas de nivel

{(a,p) € p: Z(q,p) = c}

es invariante con respecto al tiempo ¢.

Desde el punto de vista de los sistemas dinamicos, las constantes de movimiento
dan informacién global acerca de las soluciones del sistema. Existen 10 integrales
primeras clasicas del problema de n cuerpos y en esta secciéon vamos a obtener a estas
integrales, las cuales permiten reducir la dimensién del espacio de fases a 6n — 10.

Iniciemos por observar que la funcién hamiltoniana (1.4) es independiente del
tiempo t, es decir

dH  OH +8H,_8H8H+5’H oH _0
dt 8q op p= oq Jdy oy oq)

y por lo tanto H(q, p) es constante con respecto del tiempo ¢, la cual es una integral

primera conocida como energia del sistema.

Ahora usamos las ecuaciones de movimiento (1.2) para calcular la derivada del
momento lineal, es decir,

E I')z:g m;Q; = g E mm]
i=1 i=1 i=1 ]7&1 QZH
j#i

Notemos que en la dltima suma los términos se anulan por parejas de tal forma que

obtenemos — sz = 0, para toda t € R, lo cual implica que Zpl es constante

=1
paratodat € R Como consecuencia tenemos tres integrales primeras conocidas como

integrales del momento lineal
Zpi = a, con acR? (1.5)

Lo siguiente es considerar el centro de masa. Ya que p; = m;q;, a partir de la

relacién (1.5) tenemos
d n
- Z m;q; = Q,
dt —
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de tal forma que al integrar con respecto del tiempo obtenemos

Zmiqi —at+b, donde abeR® son constantes.

=1

Entonces el centro de masa se mueve en una linea recta a velocidad constante. Luego
las tres componentes del centro de masa son constantes a lo largo del movimiento.

Por otro lado, el momento angular esta definido como

= Z% X Q-
i=1

Vamos a demostrar que w(t) = 0, para lo cual primero llevamos a cabo el siguiente
calculo,

Eqixmiéh Zqz Zmzmjn @G i :ZZmiijOﬁj;qizo,
- i

3
—al® =

donde los términos de la ultima suma se anulan por parejas. Entonces tenemos

% (Zq’ % pi) - Zq" X Pi t Z%’ X m;d; = ZC'L' X m;q; +0 =0,
i=1 i1 —

i=1

de donde podemos concluir que

d n
- i X pi | =0,
i (S

de tal forma que las tres componentes del momento angular son constantes para toda
t € R, es decir,

Z qi X p; =C, donde c €R?® es constante.

En resumen hemos obtenido que el problema de n cuerpos tiene las 10 integrales
primeras: la energia, tres componentes del centro de masa, tres componentes del
momento lineal y tres componentes del momento angular. Luego el problema de n
cuerpos tiene un conjunto invariante cuya dimensién es 6n — 10.

Ahora, una pregunta natural es si existe alguna otra integral primera del problema
de n cuerpos. En [32], Poincaré demostré que para n > 2 no existe ninguna otra
integral primera que sea algebraicamente independiente de las 10 integrales clasicas.
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En 1687 Isaac Newton publicé en [30] la solucién al problema de 2 cuerpos, y
demostré que las érbitas solucién corresponden a cénicas. Sin embargo, la complejidad
del problema para n > 3 es mayor, y contintia siendo problema abierto. Tan s6lo para
n = 3 la dimension del espacio de fases es 6n = 18 y con la ayuda de las integrales
primeras ain quedan 8 grados de libertad.

1.3. Configuraciones centrales

En esta seccién introducimos las configuraciones centrales, las cuales son un arre-
glo de posiciones iniciales de n particulas que dan origen a familias de soluciones
especiales y explicitas del problema de n cuerpos donde la forma inicial de la con-
figuraciéon permanece igual, médulo rotaciones y rescalamientos. En [35, 36], Smale
demostré que las configuraciones centrales son importantes porque controlan el com-
portamiento de las soluciones cercanas a las colisiones e influyen en la topologia de
las variedades integrales de n cuerpos, y por lo tanto, son esenciales para entender la
dindmica global del problema de n cuerpos.

Definicién 1.1. Una configuracién q = (qu,...,q,) € R?™\A del problema de n
cuerpos se llama configuracion central si existe un A > 0 tal que

mi(%’ —Qj) .
i i
donde g, = S (magi + -+ maQy), 7ij = aj —qll, M =mi+ - +m, y A =

{a; = a;,i # j}.

Cuando d = 1 decimos que es una configuracién colineal, d = 2 es una configu-
racién plana y d = 3 es una configuracién espacial. Ya que el lado derecho de (1.6)
es igual a —q;, podemos decir que el vector de aceleracion de cada particula apunta
hacia el centro de masa, y es proporcional a la distancia al centro de masa. A partir

de ahora, sin pérdida de generalidad, supondremos que el centro de masa q,, esta fijo
en el origen.

Al considerar el centro de masa en el origen, la configuracién de n cuerpos es
central si el vector de aceleracién de cada cuerpo es proporcional al vector de posicién.

Ahora vamos a dar una definicién equivalente a la Definicion 1.1.

Definicién 1.2. Sea qy € R\ A. Decimos que qq es una configuracion central, si
existe una funcién p(t) > 0 tal que

q(t) =p(t)ao, YteR (1.7)

es solucion del problema de n cuerpos.
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A partir de esta definicion obtenemos que qg representa la forma inicial de la
configuracion, la cual permanece constante para todo tiempo, mientras que p(t) es el
tamano de la configuracion.

Ya que las ecuaciones de movimiento (1.2) son equivalentes a la ecuacion

sustituimos (1.7) en ésta, usamos el hecho de que U(q) es homogénea de grado —1 y
aplicamos el teorema de Euler para funciones homogéneas que nos dice que VU(q)
es homogéneo de grado —2 [33], y obtenemos

HO) My = —VU(p(t)ao) = (p(t) 2V (q).

Multiplicando ambos lados de esta ecuacién por g} y usando una vez més la homo-
geneidad de U, obtenemos

A
pt) = —, 1.8
(0= (1)
y
M~'VU(qo) + Aqo = 0, (1.9)
con \ = —ZUI((qO;, donde I(qy) = q} Mqo es el momento de inercia con respecto al
qo0

centro de masa.

La ecuacién (1.9) nos dice cudl es la forma de la configuracién central, mientras que
la (1.8) nos da el tamafio de la configuracién, pues es la ecuaciéon de movimiento de un
problema de Kepler uno dimensional, la cual describe el movimiento de una particula
en la linea recta atraida por otra de masa A localizada en el origen. Luego, cada
cuerpo tiene un movimiento kepleriano (elipse, pardbola o hipérbola dependiendo del
signo de la energia), con la misma excentricidad e.

Una forma de caracterizar a una configuracién central es usando la excentricidad.
Decimos que el movimiento es homotético si durante el movimiento solo cambia el
tamano de la configuracion, e = 1. Si la configuracion tiene rotaciones, decimos que el
movimiento es homogrdfico, 0 < e < 1. Por 1ltimo, si hay rotaciones, pero no cambios
de tamano, decimos que el movimiento es un equilibrio relativo, e = 0.

En otras palabras, si qo es la configuracién central inicial en (1.7), y p(t) =
r(t)€2(t), donde r(t) es una funcion escalar y Q(t) es una matriz de rotacién en SO(3),
entonces

q(t) = r()2(t)qo,

es un movimiento homografico. Luego, existen dos casos limite:

» Si () es la matriz identidad, entonces q(t) = r(t)qp es un movimiento ho-
motético.
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» Sir(t) =1, entonces q(t) = Q(t)qo es un equilibrio relativo.

En resumen, en una soluciéon homografica los n cuerpos se mueven sincronizada-
mente en oOrbitas keplerianas en un plano fijo, tal que la configuracién permanece
similar a ella misma para todo tiempo. Ver la figura 1.1.

7N
A

e=0 O<e<1

Figura 1.1: Equilibrio relativo, movimiento homografico y movimiento homotético del
problema de 3 cuerpos.

Notemos que en el problema plano de n cuerpos si existen movimientos homotéti-
cos y equilibrios relativos , asi como otros tipos de movimientos homograficos, de tal
forma que la configuracién debe ser central. Sin embargo, movimientos homogréficos
que no sean homotéticos no estan permitidos en dimensién tres.

Observacion 1.3. El calculo de configuraciones centrales se reduce a encontrar los
ceros de la ecuacién (1.9), lo cual desafortunadamente en general es un problema
algebraico muy complicado. Por otro lado, usualmente la forma de contar el nimero
de configuraciones centrales es modulo dilataciones y rotaciones.

Definicién 1.4. Dos configuraciones centrales son equivalentes si son semejantes en el
sentido de la geometria euclidiana, esto es, si al aplicar una rotacién o una homotecia,
ambas configuraciones son similares.

A partir de ahora, cuando hablemos de configuraciones centrales, nos referiremos
a un representante de cada clase de equivalencia. Ya que las configuraciones centra-
les permanecen invariantes por dilataciones, podemos usar la llamada masa métrica
(q,q) = qT Mq = 21(q) para normalizar el tamafio de las configuraciones a momento
de inercia constante I = 1, es decir, en la esfera unitaria

S={qeR™A: (q,q) =1, Y mq; =0}

Teorema 1.5. Las configuraciones centrales son los puntos criticos de Ulg, lo cual
es equivalente a U|7—ge.
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Demostracion. A partir de la definiciéon de configuraciones centrales tenemos

—8[]—«q):>\7ﬂﬁqZ izl,...,n,
0q;

es decir,

" 9U(q) -
=) =) Amq;
o equivalentemente

~VU(q) = A mi.
=1

Ahora multiplicamos escalarmente por el vector q; y obtenemos
—VU(q) - q; = Z)\mi%' * Q-
i=1

Por otro lado, ya que U es una funcion homogénea de grado —1, entonces aplica-
mos el teorema de Euler y teniendo en cuenta que (q,q) = q7 Mq, obtenemos

U(aq) = A {q,q)

donde (q,q) = constante, y concluimos que VU|g = 0.

Ya que el momento de inercia I = % (q,q), obtenemos que VU ;-4 = 0. Entonces
las configuraciones centrales son los puntos criticos del potencial con momento de
inercia constante. []

Observacion 1.6. La constante A puede ser considerada como un multiplicador de
Lagrange, y entonces una configuracién central es un punto critico del potencial U(q)
restringido a momento de inercia constante I = I. Luego, fijar Iy equivale a fijar la
escala de la configuracion.

1.4. Configuraciones centrales en el problema de
3 cuerpos

Las primeras configuraciones centrales fueron descubiertas por Euler en 1767 [9] y
Lagrange en 1772 [17]. Euler estudi6 el problema colineal de 3 cuerpos donde encontré
configuraciones centrales colineales y los movimientos homograficos correspondientes.
Posteriormente, Lagrange demostré que el tridangulo equildtero es una configuracién
central para cualquier valor positivo de las tres masas my, mo, ms. Ademads, concluyé
que es la Unica configuracién central no colineal para el problema de 3 cuerpos.
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Teorema 1.7 (Euler). Consideremos cuerpos de masas my, ms y ms localizados en
una linea recta, ordenadas de izquierda a derecha, tal que los vectores de posicién
satisfacen ¢; < ¢o < ¢3. Para cualquier eleccién de las masas, existen exactamente
tres configuraciones centrales colineales. Una para cada orden de permutacion de las
masas.

Demostracion. Sea x = qa — q1, Y = g3 — @2 y supongamos que las particulas estan
ordenadas de tal forma que ¢; < g2 < ¢3 donde ¢; € R para i = 1,2,3. Ver la figura
1.2.

mq mo ms

Figura 1.2: Configuracion colineal de 3 cuerpos.

La ecuacion (1.9) se reduce al sistema

mi+m m m
PP LG kL U B
x v (r+y)
mo +msg My my
Ny ————+ — — —— =
Y z?  (z+y)?

Aislando A\ de cada una de estas ecuaciones e igualando las dos expresiones, ob-
tenemos una tnica ecuacion en las variables x y y dada por

— (mg +ms3) — (2mg + 3ms) a — (mg + 3ms) a® + (3my + my) o
+ (2my + 3my) a* + (my +mg) a® =0, (1.10)

donde o = y/x.

Ya que los coeficientes de este polinomio tienen un sélo cambio de signo, la regla
de los signos de Descartes garantiza la existencia de una tunica raiz positiva para
la ecuacion quintica de Euler. Luego, fijando la posicién de dos de las particulas,
existe una tunica forma posible para la posicion de la tercer particula para tener una
configuracion central colineal. O]

El polinomio en (1.10) es conocido como la ecuacion quintica de Eulery sus raices
positivas determinan las configuraciones colineales del problema de 3 cuerpos.
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Teorema 1.8 (Lagrange). En el problema plano de 3 cuerpos, para cualquier eleccién
de masas, existen exactamente dos configuraciones centrales no colineales, correspon-
dientes a que las tres particulas se localizan en los vértices de un triangulo equilatero.
Las dos soluciones corresponden a las dos posibles orientaciones de los tridangulos.

Demostracion. Sea r;; = ||q; — q;|| la distancia mutua entre la i-ésima y j-ésima
particula, 7,j = 1,2, 3. Ahora fijamos el centro de masa en el origen, e identificamos
dos configuraciones, médulo una rotacién. Ahora tomamos las tres distancias 1o, 793,
r3; como coordenadas locales de la configuracién no colineal. La funcién potencial

escrita en términos de estas variables toma la forma
mims maing ms3m;
= + + )

U =

1.11
T12 23 31 ( )

Sea M = Zf’zl m; la masa total del sistema. Luego

ZZmimjrfj = szimjllqi—qg'IIZ
i g ()
= DD mimgllail® =230 Y mim; {ai, ay)
i ()
S e
v

= 2MI -2 milq;, Y myq;)+2MI
( J

= 4MI.

Ya que el centro de masa esta fijo en el origen, obtenemos que el momento de
inercia en términos de las distancias relativas toma la forma

1
I = T ZZ: Zj:mimjrfj.

Fijamos el momento de inercia en I = L (mymar?, +mamard; +mamir?). Entonces la
condicién para que el potencial U tenga puntos criticos en el conjunto [=c¢ ceR,
es que se satisfaga la ecuacién de configuracién central (1.6), es decir,

m;m;

2

+ )\mimjrij = 07 para (Z,j) = (17 2)a (2a 3)7 (37 1)7

la cual sélo tiene las soluciones 119 = 93 = 131 = A\~ V3. Esta solucién corresponde a
un tridngulo equilatero donde A es un factor escalar. n

Observacién 1.9. Aplicando homotecias y rotaciones obtenemos las soluciones ho-
mograficas de Euler y Lagrange, las cuales fueron las primeras soluciones explicitas
del problema de 3 cuerpos, ver figura 1.3.



1.5 Configuraciones centrales para n > 4 17

Figura 1.3: Soluciones homograficas de Euler y Lagrange.

1.5. Configuraciones centrales para n > 4

Wintner [42] y Smale [35] conjeturaron que el nimero de configuraciones centrales
en el problema de n cuerpos es finito. Sin embargo, hasta ahora solo se conocen
resultados parciales acerca del nimero de clases de configuraciones centrales, médulo
dilataciones y rotaciones, para el problema de n cuerpos con masas positivas.

En 1910, Moulton demostré que hay n!/2 configuraciones centrales en el problema
colineal de n cuerpos, ver [29]. En la seccién anterior vimos que en el problema de
3 cuerpos hay cinco configuraciones centrales: tres en configuracion colineal y dos en
configuracion de triangulo equilatero. En el problema espacial de 4 cuerpos, Lehmann-
Filhés [19] demostr6 que la dnica configuracién central en el problema espacial de 4
cuerpos es el tetraedro regular. En 2006, Hampton y Moeckel [15] demostraron que
en el problema plano de 4 cuerpos el nimero de configuraciones centrales es finito.
Posteriormente en 2012, Albouy y Kaloshin [3] dieron una demostracién analitica de
que el numero de configuraciones del problema plano de 4 cuerpos es finito. Ademas,
demostraron que para casi todas las elecciones de masas, existe un nimero finito de
clases de equivalencia de configuracion central en el problema plano de 5 cuerpos. La
finitud de configuraciones centrales para n > 5 es un problema abierto.

En [20], Llibre describi6 todas las configuraciones centrales para el problema plano
de 4 cuerpos con masas iguales teniendo un eje de simetria. Posteriormente, Albouy
[2] demostré que en el problema de 4 cuerpos con masas iguales, las configuraciones
centrales (no colineales) poseen un eje de simetria que contiene a dos de los cuerpos.

En 1985, Perko [31] demostr6 que para n > 4, el enedgono regular con n masas en
sus vértices, rotando con respecto a su centro con una velocidad angular constante,
describe una solucién periédica del problema de n cuerpos si y sélo si las masas son
iguales. Luego, se tiene que todos los poligonos regulares con masas iguales forman una
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configuracion central. Un resultado inmediato consecuencia del teorema de Perko es
que un poligono regular con n — 1 masas iguales en sus vértices, y una masa arbitraria
colocada en el centro de masa, también forman una configuracién central.

Para el estudio de las configuraciones centrales se ha hecho un gran ntmero de
simplificaciones, dentro de las cuales, la mas usada es imponer ciertas condiciones de
simetria a la configuracién.

Cuando se estudian configuraciones centrales del problema plano de n cuerpos con
simetria, es comun trabajar con las ecuaciones Dziobek-Laura—Andoyer (ver [13], p.
241), las cuales son equivalentes con las ecuaciones de configuracién central (1.6),
pero tienen como variables a las 7;; que representan las distancias relativas o mutuas
entre particulas. Estas ecuaciones son

fi = mu(Rix = Rip) Aijr = 0, (1.12)
oy
para 1 <i < j <n, donde R;; = 1/7’% y Aijk = (q; — ;) A (d; — qi) es dos veces el
area orientada del tridngulo definido por q;, q; y qx.

Para n cuerpos hay n(n —1)/2 ecuaciones de Dziobek—Laura—Andoyer. Por ejem-
plo, en el problema plano de 5 cuerpos las ecuaciones (1.12) forman un sistema de 10
ecuaciones.

1.6. Configuraciones centrales apiladas

Usando las ecuaciones (1.12), Hampton [14] estudié las configuraciones centrales
para un problema plano de 5 cuerpos, donde considero tres masas my, mo y ms en los
vértices de un triangulo equilatero y las otras dos, my4 y ms, localizadas en el interior
del triangulo sobre un eje de simetria. En ese trabajo, él demostro la existencia de
una nueva familia de configuraciones centrales en el problema plano de 5 cuerpos,
con la propiedad de que al remover dos cuerpos, el conjunto de los tres cuerpos
restantes forman también una configuracién central. Estas configuraciones las llamé
configuraciones centrales apiladas.

Inspirados en el trabajo de Hampton, adoptamos la siguiente nomenclatura.

Definicién 1.10. Una configuracién central de n cuerpos se llama apilada (n, k),
cuando n cuerpos forman una configuracion central, y al remover k& > 0 cuerpos, los
n — k cuerpos restantes forman otra configuracion central con n — k > 3.

Después del trabajo de Hampton, muchos articulos han sido dedicados al estudio
de la existencia de otras configuraciones centrales apiladas en el problema de 5 cuer-
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pos. Por ejemplo, en [10], Fernandes y Mello estudiaron las configuraciones centrales
apiladas (5, 1) obteniendo el siguiente teorema.

Teorema 1.11 (Fernandes—Mello). Consideremos el problema plano no colineal de 5
cuerpos. La tnica configuracién central apilada (5, 1) es aquella donde cuatro cuerpos
de masas iguales estan en los vértices de un cuadrado, mientras que un quinto cuerpo
de masa arbitraria se localiza en la interseccién de las diagonales.

En [21], Llibre y Mello consideraron la configuracién plana de 5 cuerpos donde
tres cuerpos estan en configuracién de triangulo equilatero y los otros dos sobre el eje
de simetria del tridngulo, ver figura 1.4. Ellos demostraron que si my4 € AB, entonces
existen tres familias de configuraciones centrales apiladas (5,2), las cuales ocurren
cuando la masa ms estd en los segmentos C'D, AE y BF, respectivamente.

9
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Figura 1.4: Configuracion central de 5 cuerpos estudiada por Llibre y Mello, donde
my, Mo v mg forman un triangulo equilatero, my4 colocada dentro del triangulo y ms
puede estar en cualquiera de los segmentos CD, AE y BF.

En [12], Gidea y Llibre estudiaron configuraciones centrales apiladas (5,2) del
problema plano de 5 cuerpos, donde tres cuerpos forman una configuracion central
de Euler, y las otras dos masas estan colocadas simétricamante con respecto a la
configuracion colineal, a este tipo de configuraciones centrales las llamaron Fuler
mas dos. El resultado principal de su articulo es el siguiente:

Teorema 1.12 (Gidea-Llibre). Consideremos una configuracién de 5 cuerpos de ma-
sas myi, Mo, M3, My, ms de la forma siguiente: Tres de las masas estan en configuracion
central colineal, con m; = mg3 y ms en el punto medio del segmento de linea que une
a my y mg. Las otras dos masas my4 y ms estan colocadas con respecto a la configu-
racién central colineal de tres cuerpos de acuerdo a los siguientes casos, concluyendo
en cada uno qué tipo de configuracion central existe.
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(a) Simy y ms estan localizados simétricamente respecto a la linea que contiene a
mi, ma, M3, ¥ que my = ms, entonces existe una familia continua de configura-
ciones centrales donde el segmento de linea myms pasa a través de meo, i.e., my,
mg, my, my estan localizadas en los vértices de un rombo con my en el centro.
Cuando el rombo es un cuadrado entonces m; = mg = my = my y la masa mo
es indeterminada, de otra forma las masas my, ms, my, ms estan tnicamente
determinadas por cada posible configuracion central.

(b) Si my y ms estan localizadas simétricamente con respecto a mg sin simetrias
adicionales (my y ms estdn simétricamente localizadas con respecto al segmento
de linea myms3 o a su bisector perpendicular), sin suponer que m4 = ms, entonces
no hay configuraciones centrales de este tipo.

(¢) Si my y ms estan localizadas simétricamente con respecto al bisector perpen-
dicular del segmento de linea m;ms y colocadas en los dos lados de esta linea,
con my = ms, entonces existe una familia continua de configuraciones centrales
de este tipo, la cual consiste de trapecios con segmentos de linea mims y myms
paralelos y ms en el punto medio del lado mymg. Las masas my, ms, ms, my, ms
estan unicamente determinadas por cada posible configuracén central.

(d) Si myg y ms estdn en el bisector perpendicular del segmento de linea myms. No
suponemos que my = ms, entonces no existe configuracion central de este tipo
(excepto para la tinica encontrada en (a)).

En la demostracion del inciso (a) de este teorema, Gidea y Llibre distinguieron
los siguientes casos:

(i) m1, ms, my, ms estan en los vértices de un rombo.
(ii) mq, mg, my, ms estan localizados en un circulo de radio 1 centrado en mo.

(iii) sin simetrias adicionales, es decir, el caso complementario de (i) y (ii).

Sin embargo, Gidea y Llibre desecharon la existencia de configuraciones del tipo
(iii), pues en la demostracién de este caso, pagina 97 de [12], ellos erréneamente

supusieron que (1 — s)t (s — 1)2 +2) 722 — (1 + 8)t (1 + 5)2 + ¢2)"** £ 25t(2t) 3 es
igual a la expresién de g(t, s), definida en la pagina 94 de [12].

Inspirados en estos trabajos previos, nosotros en esta tesis estudiaremos la exis-
tencia de configuraciones centrales del problema plano de 5 cuerpos con un eje de
simetria, para lo cual distinguiremos los siguientes casos:

= Caso 1: El eje de simetria contiene tres cuerpos.

= Caso 2: El eje de simetria contiene un sélo cuerpo.



Capitulo 2

Configuraciones centrales de 5
cuerpos con un eje de simetria

En este capitulo analizamos, numéricamente, la existencia de configuraciones cen-
trales del problema plano de 5 cuerpos no colineales que contengan un eje de simetria.
Vamos a distinguir dos tipos de simetrias, ver la figura 2.1.

= Simetria 1: Tres cuerpos localizados sobre el eje de simetria.

» Simetria 2: Un sélo cuerpo localizado sobre el eje de simetria.

ms @
my m |
° @ > ‘
| ; 1
| | !
my | ms | e |
******* - --@--r-- @ ‘rf””””’”””T”””L
ma ! L : I
l ; 1
! | |
o @ M3 |
ms ms @
(a) Tres cuerpos en el eje de simetria L (b) Un cuerpo sobre el eje de simetria L

Figura 2.1: Configuraciones de 5 cuerpos con un eje de simetria.

Definicién 2.1. Una configuracién central de n cuerpos se dice que es convexa si
ningin cuerpo se encuentra dentro o sobre la envolvente convexa de los otros n — 1
cuerpos, de lo contrario, se dice que es concava.

21



22 2 Configuraciones centrales de 5 cuerpos con un eje de simetria

Para el problema de 4 cuerpos, las configuraciones de tipo rombo y trapecio son
centrales convexas. En el problema de 5 cuerpos con la simetria 1, podemos apreciar
de la figura 2.1 (a) que estas configuraciones centrales siempre son céncavas. Mientras
que con la simetria 2 es posible generar configuraciones tanto céncavas como convexas.
La figura 2.1 (b) muestra una configuracién céncava, pero al colocar a m; del lado
derecho del segmento que contiene a m4 y ms se forma una configuraciéon convexa.

En este trabajo utilizaremos las ecuaciones (1.12), que para n = 5 adquiere la
forma

5
fij = Z mk(Rzk - R]k)A”k =0, (2.1)
ket
para 1 < ¢ < j < 5, donde R;; = l/rf’j y Ajji es dos veces el area orientada del

triangulo definido por q;, q; v qi. En este caso hay diez distancias mutuas 79,
T13, - - ., T'45, entonces el sistema (2.1) consta de diez ecuaciones.

A partir del sistema (2.1) consideramos el espacio vectorial V formado por las diez
distancias mutuas. Asimismo, M; denota el conjunto de puntos en V tales que m; > 0

para ¢ = 1,...,5. También definimos M como la intersecciéon de los conjuntos M;
para i = 1,...,5; y por ultimo definimos la aplicacion de masas pn: M C (V)T —
(R%)*\ 0,

pu(r) = (ma(r),ma(r), ms(r), my(r), ms(r)),  reM (2.2)
donder € M .

Observemos en la figura 2.1, que de las 10 distancias mutuas existentes en nuestras
configuraciones, sélo 4 son necesarias para definir completamente la configuracién
y en consecuencia dim(V) = 4. El problema nos permite normalizar una de estas
distancias mutuas o equivalentemente una variable correspondiente a la configuracién
del sistema. De esto se deriva que las configuraciones centrales estan caracterizadas
completamente por tres variables tomando la variable restante igual a 1.

Las configuraciones centrales definidas aqui pueden ser caracterizadas en V con
dimension tres. En este trabajo vamos a estudiar configuraciones centrales donde
ademas de la simetria impuesta, se consideraran dos distancias mutuas iguales, lo
cual es equivalente a reducir un grado de libertad, y por lo tanto, una dimension a
V. Luego, podemos representar las configuraciones en un espacio bidimensional en
funcion de dos de las variables que representan la configuracion del problema plano
de 5 cuerpos.

Atn bajo la restriccién de dos distancias mutuas iguales, el problema sigue siendo
muy dificil de estudiar analiticamente, por ello haremos un estudio numérico para los
casos donde tal restriccion es posible. Nuestro andlisis numérico consiste en represen-
tar funciones implicitas de dos variables en el plano para cada uno de los casos de
interés.
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2.1. Simetria 1: tres cuerpos en el eje de simetria

En esta seccién planteamos el problema de las configuraciones centrales de 5
cuerpos en el plano donde tres particulas estan sobre una linea recta L, mientras
que las otras dos estan localizadas simétricamente con respecto a L, ver la figura 2.1
(a). Ya que estamos interesados en configuraciones centrales sin colisiones, se deben
satisfacer las siguientes condiciones:

714 = T15, T'24 = T25, T34 = T35,
(2.3)
Nig3 =0, Ajgs = =D, Auzs = —Agag.

Dada la simetria de la configuracion, un resultado inmediato es el siguiente:

Teorema 2.2. Consideremos la configuracion de 5 cuerpos donde tres masas mq,
meo y ms estan en configuracién colineal, mientras que las otras dos my4 y ms estan
localizadas simétricamente con respecto a la linea recta que contiene a las primeras
tres. Silos 5 cuerpos forman una configuracién central sin colisién, entonces las masas
my4 Y ms son iguales.

Demostracion. Llevaremos a cabo la demostracion por contradiccion. Supongamos
que my # my. Iniciemos por aplicar las condiciones de simetria (2.3) a la ecuacién
fi2 de (2.1). Luego, obtenemos

fiz = my (Rig — Ras) Aqog — M (Rig — Roa) A2y =0
= (mg —ms) (Rigy — Ray) D124 =0,

de donde concluimos que fis = 0 si R4 = Ry, lo cual implica r14 = ro4.

Realizando un procedimiento similar para la ecuacién fi3 de (2.1) tenemos

fiz = my (Rig — Rag) Dqzg — ms (Rig — R3a) A1z =0
= (m4 - m5) (R14 - R34) A134 =0.

Luego, fi3 = 0 si Ry = R34, de donde 114 = r34.

Por lo tanto, concluimos que r14 = 194 = 734, lo cual no es posible porque esto
implicaria colision total. Entonces se debe cumplir my4 = ms. O

Sin pérdida de generalidad, a partir de aqui consideraremos que my4 = ms = 1. Las
simetrias del problema, expresadas en (2.3), nos permiten afirmar que fi» = fi3 =
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fos = fu5 =0, fia = —fi5, foa = —fos ¥ f3a = — f35. Luego, el sistema (2.1) se reduce
al siguientes sistema de tres ecuaciones:
fia = ma(Ri2 — Roa)Ara2 + m3(Ri3 — R3a) A1z + (Ria — Ras)A1as = 0,
foa = mi(Ri2 — Ria)Aoa1 + m3(Raz — R3a)Aoaz + (Roa — Ry5)Agys =0, (2.4)
faa = mi(Ri3 — R14)Asa1 + ma(Ra3 — Roa)Aszaz + (R3s — Rys)Agas = 0.

Con el fin de simplificar la notacién, definimos a como la distancia entre m; y
ma, b la distancia entre msy y mg, ¢ la distancia entre moy y la linea recta que conecta
my vy ms, v d es la mitad de la distancia entre my y ms, ver la figura 2.2. Luego,
la configuraciéon depende de cuatro variables (a,b,c,d), los cuales son cantidades
positivas.

d
C
my —_—— ms3
Mo A Vv d L
b

Figura 2.2: Tres cuerpos de masas my, ms y mg sobre una linea recta L, y dos cuerpos
de masas my4 y ms localizadas simétricamante con respecto a L.

Como tenemos principal interés en configuraciones centrales sin colisién que sa-
tisfagan la geometria dada en la figura 2.2, entonces se deben cumplir las siguientes
relaciones:
ri2 = a, ri3=a+b, ra =/ (a +¢c)? + d?,
ro3 = b, ros = V% + d?, T4 = 2d,
7’34:\/m para b > c, 7’34:\/m para b <c,
Ay = —ad, Az =—(a+b)d, Ays=—2d(a+c), (2.5)
Agy3 = —bd, Agys = —2cd, Ay = (a+ b)d,
Aszyo = bd, Asys = 2d(b — ¢), Agy1 = ad.

donde distinguimos dos casos: b > ¢y b < ¢. Notemos que Asys es no negativa cuando

b > ¢, negativa cuando b < c. Por otro lado, r34 es la tnica distancia relativa que
cambia de expresién cuando b > ¢ 6 b < ¢, ver la figura 2.3.
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b>c
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Figura 2.3: Tres cuerpos de masas my, mso, mg sobre una linea recta y dos cuerpos de
masas my y ms localizados simétricamente con respecto a esta linea: (a) b > ¢, (b)
b<e.

Estas nuevas variables de configuracion seran ttiles para demostrar la existencia
de configuraciones centrales, sin embargo, para facilitar las cuentas, siempre que sea
posible usaremos sélo distancias mutuas.

En el sistema (2.4) tenemos a las masas de manera implicita en funcién de las
distancias mutuas y las areas orientadas y estas a su vez estan en funcién de las varia-
bles a, b, ¢ y d, si normalizamos una de estas distancias, entonces el sistema (2.4) nos
proporciona a las masas en funcién de tres variables. Nuestro objetivo es estudiar los
casos frontera, esto es, aquellos donde las distancias mutuas son iguales. Al considerar
las configuraciones en estos casos, reducimos un grado de libertad al problema en la
configuracion. Tener dos distancias mutuas iguales implica una restriccién mas entre
las variables a, b, ¢ y d, por lo cual podemos obtener las masas en funcién de sélo dos
variables.

Para poder llevar a cabo nuestro estudio, debemos considerar todas las 21 posibles
igualdades entre las distancias mutuas:

T2 = T13 T3 =T14 T14 = T23 T23 = T24 T24 = T34 T34 = T45
T2 = T14 T13 = T23 T4 = T24 T23 = T34 T24 = T45

T12 = T'23 r13 = T'y T14 = T34 T93 = Ty5 (2.6)
T2 = T24 T3 =T34 T14 = T45

T2 = T34 13 = T45

T'12 = T45.
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m; @ @y

Figura 2.4: Cono formado por la linea que une a m; y m; y su bisector perpendicular.
Esta configuracion del problema de 8 cuerpos no puede ser central.

2.1.1. Aplicacion del teorema del bisector perpendicular

En esta seccion aplicaremos el teorema del bisector perpendicular de Conley [27] a
la simetria 1. Este teorema es 1til para restringir la posible geometria de las configu-
raciones centrales. Ademas nos dard condiciones necesarias en las distancias relativas
para la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos.

Teorema 2.3 (teorema del bisector perpendicular). Si ¢; y ¢; son dos puntos de
una configuracién central plana, entonces el par de doble conos determinados por la
mediatriz de ¢; y g;, y la recta que pasa a través de ¢; y ¢;, debe contener puntos de
la configuracién central en cada cono doble, o no tener puntos en cualquiera de los
dos conos.

La figura 2.4 muestra un ejemplo de aplicacién de este teorema. Para demostrar
el teorema principal de esta seccion, también usaremos el siguiente lema el cual nos
sera util en los célculos.

Lema 2.4 ([26]). El segmento del bisector perpendicular que pasa por el punto
medio de algin lado de un triangulo, atraviesa el lado mayor de los lados restantes
del tridngulo (o pasa por la interseccién si estos lados son iguales).

Iniciemos por observar que las soluciones del sistema de ecuaciones (2.4) genera
todas las configuraciones centrales que existen para este problema, ademas notemos
que tenemos tres ecuaciones y tres masas my, ms y mgs, entonces al resolver el sistema
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para las masas, se tiene mq(r), mo(r) y mg(r) donde r € V| por lo cual cada r €
M garantiza la existencia de una configuracion central con masas positivas. Por lo
tanto, es suficiente con mostrar que M es no vacio para garantizar la existencia de
configuraciones centrales. Ya que este sistema de ecuaciones es muy dificil de resolver
analiticamente, en la siguiente seccién haremos un estudio numérico que consiste en
graficar las curvas de nivel cero para las regiones M; en un espacio bidimensional
dadas por dos de las variables a, b, ¢ 6 d. Las intersecciones de las respectivas regiones
de masas positivas generan las configuraciones centrales de masas positivas. El papel
que juega el teorema del bisector es delimitar el espacio de la configuracién V.

Aplicando el teorema del bisector a la simetria 1, ver figura 2.3, obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 2.5. Consideremos la configuracion de 5 cuerpos donde tres cuerpos de
masas mqp, ms y ms estan en configuracién colineal, mientras que los otros dos de
masas my y ms estan localizados simétricamente con respecto a la linea recta que
contiene a los tres. Si los 5 cuerpos forman una configuracién central sin colisién,
entonces las distancias relativas entre los cuerpos deben satisfacer las desigualdades
dadas en la tabla 2.1.

b>c b<c
Masas Restriccién Restriccién
M1y My | Tog > T12V a5 > T15 | T24 > T12 V Ty5 > 715
r13 > T34 r13 > T34 V T'15 > T45
Mg y My T45 > T'25 T34 > To3 V Ty5 > To5
mgy my T45 > T35 T45 > T35
713 > T'14

Tabla 2.1: Restricciones de las distancias relativas dadas por el teorema del bisector
perpendicular.

Demostracion. Aplicando el teorema 2.3 a las masas my y mg, para el caso b = ¢
obtenemos que las masas m; y ms estan en un mismo cono, ver la figura 2.5. Luego,
esta configuracion no es central, y en el resto de nuestro estudio excluiremos este caso
de la simetria 1. Por lo tanto, s6lo analizaremos los casos b > cy b < c.

Iniciemos por considerar el caso b > c¢. Al aplicar el teorema 2.3 a las masas
my v my, obtenemos algunas restricciones geométricas para que exista configuracién
central. Un caso particular es el que mostramos en la figura 2.6 (a), donde no puede
existir configuracién central, pues msy, ms y ms estdn en el mismo cono. Ahora,
aplicando el lema 2.4 obtenemos que se debe cumplir 715 > 194 ¥ 715 > 745, mientras
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Figura 2.5: Teorema del bisector perpendicular aplicado a las masas mg y my, para
el caso b = ¢ donde no hay configuraciones centrales.

my my
\ .9 \ .9
\ -7 \ -7
\ -7 \ _-
v -7 v -7
A7 Pt
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_-7 \ _-7 \
-7 \ m3 e \
-7 \ -7 \
mi @=t--------2 @ 9 mi @=C----- @ - @ M3
\ \
. Mo ma
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ ° \ °
\ \
. M5 N
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
(a) (b)

Figura 2.6: Teorema del bisector perpendicular aplicado a las masas m; y my4 con
b > c. (a) No es configuracién central porque ms, m3 y ms estan en el mismo cono.
(b) Caso particular de configuracién central con rey > 715.

que el teorema 2.3 nos dice que se debe cumplir roy > r19 6 145 > r15. En la figura
2.6 (b) mostramos un caso particular donde rgy > 7r15.

Utilizando un estudio similar podemos analizar el resto de las desigualdades de la
tabla 2.1 y obtener el resultado del teorema. O

El teorema 4.3 nos da las condiciones necesarias, sobre las distancias relativas,
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que garantizan la existencia de configuraciones centrales.

2.1.2. Existencia de configuraciones centrales con masas po-
sitivas

En esta seccion mostramos evidencia numérica de la existencia de configuraciones
centrales que cumplen la simetria 1 para masas positivas. En la seccion 2.1 mostramos
que las ecuaciones de Dziobek—Laura—Andoyer son reducidas al siguiente sistema

fia = ma(Ri2 — Roa)Ara2 + m3(Ri3 — R3a)A1a3 + (Ria — Rys)A145 = 0,
foa = mi(Ri2 — R14)Aga1 + m3(Raz — R3a)Aoaz + (Roa — Rys)Aays = 0, (2.7)
faa = mi(Ri3 — R14)Asa1 + ma(Ra3 — Roa)Aszaz + (R34 — Rus)Asas = 0.

Estamos interesados en estudiar las masas en un espacio bidimensional, es decir,
dejar a las masas en funcion de dos variables, para lo cual realizaremos igualdades
entre las distancias mutuas, reduciendo asi un grado de libertad. Este estudio es-
tudio implica considerar todas las posibles igualdades entre las distancias relativas
excepto aquellas igualdades que llevan a colision: r15 = ry3 y 713 = ro3. También
debemos excluir r34 = 745, la cual queda descartada por el teorema 4.3, por lo cual
solo estudiaremos los siguientes casos:

12 = T14, 3 = T4, 4 = T23, T23 = T24, T'24 = T34,

T2 = T3, 3 = T4, T4 = T24, 23 = T34, 24 = Ty5,

12 = T4, 13 = T34, 14 = T34, T23 = T45, (2-8)
2 = T34, 13 = T45, 14 = T45,

T2 = T45.-

Para llevar a cabo el estudio completo de las simetrias definidas en (2.8), vamos
a realizar el siguiente proceso a cada una de ellas: Usaremos las distancias relativas
y areas orientadas, en términos de las variables a, b, ¢ y d dadas en (2.5). Luego,
normalizaremos el valor de alguna de estas variables a 1, y expresaremos una de las
otras tres variables en términos de las dos restantes. Como resultado obtendremos al
sistema (2.7) en términos de dos de estas variables, asi como de las masas my, my
y mg. Por tltimo, resolveremos el sistema (2.7) para valores positivos de mq, msy y
ms, y con esto garantizaremos la existencia de configuraciones centrales. Al resolver
el sistema (2.7), obtendremos m; = m;(z,y) para i = 1,2,3 donde z y y son dos de
las variables a, b, ¢, y d.

Las expresiones de las masas en funcién de dos variables en general son complica-
das para cualquier caso del sistema (2.8), y cualquier par de variables. Usaremos el
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paquete computacional Maple V para obtener numéricamente la grafica de las curvas
de nivel cero de las superficies definidas por my, ms y ms. De esta forma se pueden
determinar las regiones en el plano de las variables donde las masas tienen valores
positivos. A tales regiones las hemos definido anteriormente como M;, en este caso
es el conjunto de puntos del espacio vectorial formado por dos de las variables a, b,
c o d tales que m; > 0 para ¢ = 1,2,3. Por dltimo, la regién donde las tres masas
son positivas, M; N My N Ms, debe estar dentro de las regiones definidas por el teo-
rema del bisector perpendicular, llamadas €2, pues este teorema sélo da condiciones
necesarias para la existencia de configuraciones centrales, mientras que el hecho de
que las masas sean positivas, es una condicion suficiente para garantizar la existencia.
Para mostrar esto, distinguiremos los casos b > ¢ y b < ¢, descartando los casos con
colision.

Sea Ni = MiNMynNMsparab > cy Ny = My N My Mz para b < c.
Notemos que al no existir configuraciones centrales con b = ¢, tenemos que N y N
son conjuntos disjuntos. Denotamos por F; al numerador de m;(z, y), luego la frontera
de N7 UN, estd completamente determinada por las siguientes tres ecuaciones:

Fy = Fi(z,y) =0,
FZZFQ(x7y>:O’ (29)
Fg = Fg(.fC,Z/) = O

En este caso, la aplicaciéon de masas p: N7 UNy C (R*)T — (R¥)* )\ (0,0,0) es
:U“(x7y) = (m1(x,y),m2($,y),mg(fl?,y)). (210)

En la descripcion y analisis de cada uno de los casos, seguiremos el siguiente con-
venio. El Apéndice A contiene las tablas que describen las regiones definidas por el
teorema 2.3, y el Apéndice B contiene gréaficas donde las zonas sombreadas correspon-
den a dichas regiones en el plano cartesiano. En cada caso mostraremos la grafica que
ilustra la interseccién de las regiones donde las masas son positivas (azul obscuro),
es decir N7 y Ny con las determinadas por el teorema 2.3 (azul claro); las curvas
verde, roja y amarilla corresponden a las curvas de nivel cero para my, msg y ms,
respectivamente.

= Caso 12 = T14:
Por simetria, este caso es equivalente a re3 = 734, el cual estudiaremos mas
adelante; ver la figura 2.7.

s Caso riy = ro3:
Sin pérdida de generalidad, tomamos r15 = 193 = 1, y obtenemos que a = b = 1.
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(a) Configuracién con la simetria 19 = (b) Configuracién con la simetria ro3 =
714 T34

Figura 2.7: Por simetria el caso r15 = r14 es equivalente a 193 = r34.

Luego, la region definida por el teorema 2.3 queda en términos de las variables
cy d, ver las tablas A.1 y A.2, y la figura B.1.

La figura 2.8 corresponde a la regién donde hay configuraciones centrales con
masas positivas, la cual existe para b > cy b < c.

Caso 719 = 7rog4:

Si normalizamos r1o = a = 1, entonces rio = 7oy implica que d = V1 — 2.
Luego, las regiones definidas por el teorema 2.3 pueden ser descritas en términos
de las variables b y ¢, ver las tablas A.3 y A.4, y la figura B.2.

En la figura 2.9 mostramos la existencia de configuraciones centrales para este
caso. Notamos que éstas existen para b > cy b < c.

Caso 719 = r34:

Si normalizamos 15 = 134 = 1, obtenemos que a = 1y d = /1 — (b—¢)?. La
configuracion para este caso puede expresarse en términos de las variables b y
¢, ver las tablas A.5 y A.6, y sus gréficas en B.3.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
para este caso estan dadas en la figura 2.10. En este caso existen configuraciones
centrales para b >cy b < c.

Caso 719 = 745:

Normalizando r15 = r45 = a = 1, entonces d = %, donde podemos expresar las
regiones definidas por el teorema 2.3 en términos de las variables b y c.

Antes de continuar, debemos hacer notar que el teorema 2.3 nos garantiza que
para b > ¢ no existen configuraciones centrales. Por otro lado, b < ¢ cumple con
el teorema 2.3 y la regién definida por este teorema estd dada en la tabla A.7,
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Figura 2.8: La curvas verde, roja y amarilla corresponden a las curvas de nivel cero
para my, mg y mg, respectivamente, en el plano (c¢,d). La regién azul claro es la
definida por el teorema 2.3 y la region azul obscuro corresponde a masas positivas,
es decir, N7 y Na, por lo que estas regiones corresponden a configuraciones centrales
para 112 = Ta3 .

1@

Figura 2.9: La regién sombreada de azul obscuro corresponde a NV y N, lo cual garan-
tiza configuraciones centrales para rjs = ro4 en el plano (¢, b). Las curvas verde, roja
y amarilla representan las curvas de nivel cero para mi, ms y ms, respectivamente.
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Figura 2.10: La regién sombreada de azul obscuro N; y N3, lo cual garantiza confi-
guraciones centrales para ris = r34 en el plano (c, b).

con la representacion grafica mostrada en la figura B.4, pero no existen valores
positivos para my y mgs en esta regién, por lo tanto no existen configuraciones
centrales para este caso.

= Caso 13 = T'14:
Usando la tabla 2.1 tenemos que se debe cumplir r;3 > r14 para el caso b > c.
Por lo tanto, no existen configuraciones centrales para ri3 = ry4 con b > c.
Ademas, no es posible formar geométricamante una configuracién que cumpla
ri3 = r14 para b < ¢ como se muestra en la figura 2.3, porque las masas my4 y ms
tendran que estar del lado izquierdo de m; y esta configuracion es equivalente
a ri3 = r3y con b < ¢ que veremos mas adelante.

s Caso ri3 = roa:
En este caso normalizamos a = 1, entonces d = /(1 + b)2 — ¢2. Para el caso
b > c¢ tenemos que la regién definida por el bisector es un conjunto vacio, por
lo tanto no existen configuraciones centrales para este caso. Para el caso b < ¢
mostramos la regién del bisector en la tabla A.8 y su grafica en la figura B.5.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
para el caso b < c¢ estdn dadas en la figura 2.11 (a), en este caso existen con-
figuraciones centrales de 5 cuerpos sélo para el caso b < c. La figura 2.11 (b)
muestra una configuracion de este tipo con valores especificos donde las lineas
discontinuas representan las dos distancias que son iguales.
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(a) Laregién sombreada de azul obscuro corres-  (b) Configuracién central correspondiente
ponde a N3, lo cual garantiza configuraciones a los valores a = 1, b = 1.037716929, ¢ =
centrales cuando b < ¢ 1.617268788, d = 6.601508911 con masas

myp = mo = mg = 0.3907585608 y m4 =
ms = 1

Figura 2.11: Configuraciones para ry3 = ro4.

» Caso ri3 = r3,:

Sea ri3 = r3yy = 1, entonces a = 1—5b, 0 <b<1lyd=/1-(c—0b)? por
lo que podemos expresar las regiones definidas por el bisector en términos de
by c. El caso b > ¢ no cumple la condicién r3 > r34 dada en la tabla 2.1 del
teorema 2.2, por lo tanto no existen configuraciones centrales para este caso.
Para el caso b < ¢ la regién del bisector se muestra en la tabla A.9 y la grafica
se muestra en la figura B.6.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
para el caso 13 = 734 estdn dadas en la figura 2.12 (a), la curva de nivel cero
para ms es la recta ¢ = b+ % En este caso existen configuraciones centrales del
problema plano de 5 cuerpos, en las condiciones planteadas, sélo para el caso
b <c.

Caso 1713 = r4s:

Sea 113 = 145 = 1, entonces tenemos a =1 —by d = %, nuevamente podemos
expresar la configuracion en términos de las variables b y ¢. La region del bisector
para este caso estd representada por las tablas A.10 y A.11 donde las graficas
se muestran en la figura B.7.

Las regiones donde existen las configuraciones centrales con masas positivas
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(a) La regién sombreada de azul obscuro corres- (b) Configuracién central correspon-
ponde a N>, lo cual garantiza configuraciones diente a los valores a = 1 — b, b =
centrales para b < ¢ en el plano (b, ¢). 0.4909182856, ¢ = 1.202698037, d =

0.702402723 con masas m; = mg =
ms3 = 0.1892127188 y my = ms = 1.

Figura 2.12: Configuraciones para ry3 = r34.

para el caso ri3 = ry; estan dadas en la figura 2.13, En este caso existen confi-
guraciones centrales de 5 cuerpos para b > cy b < c.
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Figura 2.13: La regién sombreada de azul obscuro corresponde a N; y N lo cual
garantiza configuraciones centrales para 113 = 745 en el plano (c, b).

s Caso ryqy = ro3:
Si normalizamos 114 = 7193 = 1, obtenemos que b =1y d = /1 — (a + ¢)?, de
tal forma que en este caso podemos expresar las configuraciones en funcién de
las variables a y ¢, ver la tabla A.12 y su gréfica en la figura B.8. Este tipo de
configuraciones sélo existen para b > c. La regién donde existen configuraciones
centrales esta representada en la figura 2.14.
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ms

(a) Laregién sombreada de azul obscuro corres-  (b) Configuracién central correspondiente a
ponde a N7, lo cual garantiza configuraciones los valores a = 0.4506675735, b = 1, ¢ =

centrales para b > ¢ en el plano (a,c) 0.4224897218, d = 0.487438547 con masas
mi1; = Mg = M3 = 0.3862178420 Yy my =
ms — 1

Figura 2.14: Configuraciones para ry4 = ro3.

s Caso ryy = ro4:
Todas las configuraciones con r14 = ro4 son equivalentes, médulo una rotacion
de 180°, a las configuraciones donde 19y = 134, las cuales estudiaremos mas
adelante.

= Rombo méds uno en el interior, caso r14 = r34:
Sea ryy = 133 = 1, entonces b = a+2cy d = /1 — (a+ )% La forma de la
configuracion es un rombo con una masa en su interior, y a partir de ahora
la llamaremos rombo mas uno en el interior. En este caso podemos expresar
las configuraciones en términos de las variables a y c¢. La regién definida por el
teorema 2.3 para b > ¢ se muestra en la tabla A.13 y su grafica esta representada
en la figura B.9. En este caso no hay configuraciones para b < c.

La region donde existen configuraciones centrales para este caso estda dada en
la figura 2.15.
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(a) La regién sombreada de azul obscuro corres-
ponde a ANj lo cual garantiza configuraciones
centrales para b > ¢ en el plano (c,a).
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(b) Configuracién central correspondiente a los va-
lores a = 0.3372424862, b = 1.32901479, ¢ =
0.4958861519, d = 0.408498913 con masas m; =
mg = 0.1092765960 y m3 = my =ms =1

Figura 2.15: Configuraciones para ry4 = r34.

s Caso ryy = rus:

V3

Searyy =145 = 1, entonces d = 1/2y ¢ = X2 —a, en este caso las configuraciones
quedan en términos de las variables a y b. Las regiones definidas por el teorema
2.3 estan representadas en las tablas A.14 y A.15, las gréaficas se muestran en

la figura B.10.

2

La region donde existen configuraciones centrales estd representada en la figura

2.16.
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Figura 2.16: La regién sombreada de azul obscuro corresponde a N7 y N5 lo cual
garantiza configuraciones centrales para r14 = 745 en el plano (a, b).

n Caso roz3 = ro4:
Sea ro3 = 194 = 1, entonces b = 1y d = v/1 — ¢2, en este caso las configuraciones
pueden expresarse en funcién de a y c. La regién definida por el bisector para
el caso b > c esta representada en la tabla A.16 y la grafica se muestra en la
figura B.11. En este caso es imposible tener geométricamente una configuracién
que satisfaga que b < c. Las regiones donde existen configuraciones centrales
para ro3 = 194 estan representadas en la figura 2.17.
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= 09, b =1, ¢ =

(a) La regién sombreada de azul obscuro corres-
ponde a N7, lo cual garantiza configuraciones a los valores a
0.1334841552, d = 0.991050947 con ma-

centrales para b > ¢ en el plano (¢, a).
sas m; = 1.450800719, my = mg =
1.982725324 y my = ms = 1.

Figura 2.17: Configuraciones para ro3 = ro4.

n Caso rog3 = 13y
Sea 193 = r3y = 1, entonces b = 1 y d = v/2¢c — ¢?, en este caso las configu-

raciones pueden expresarse en términos de a y c. La regién del bisector para
este caso estd representada en las tablas A.17 y A.18, mientras que las grafi-
cas correspondientes se muestran en la figura B.12. La regiéon donde existen

configuraciones centrales estd dada en la figura 2.18.
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Figura 2.18: La regién sombreada de azul obscuro corresponde a N; y N, lo cual
garantiza configuraciones centrales para rq3 = 734 en el plano (¢, a).

s Caso ro3 = ry5:

Sea 193 = 145 = 1, entonces b =1y d = %, las configuraciones para este caso
pueden expresarse en términos de a y ¢, la regién del bisector para el caso b > ¢
esta representada en la tabla A.19 y su grafica correspondiente se muestra en la
figura B.13. La region del bisector para el caso b < ¢ es el conjunto vacio, por
lo tanto no existen configuraciones centrales de 5 cuerpos para b < c. La region
donde existen configuraciones centrales de 5 cuerpos con masas positivas esta
dada en la figura 2.19.
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(a) La regién sombreada de azul obs-
curo representa a N7, lo cual garantiza
configuraciones centrales para b > ¢ en

(b) Configuracién central correspondien-
te a los valores a = 0.4639041278, b = 1,
c = 0.4192691759, d = 0.5 con masas

mp = Mg = M3 0.4017626957, y
my = My = 1.

el plano (¢, a).
Figura 2.19: Configuraciones para 193 = 745.

= Rombo méds uno en el exterior, caso 1oy = 734:
Si normalizamos r9y = 134 = 1, obtenemos que b = 2cy d = v/1 — 2. En este
caso la configuracién corresponde a un rombo con una masa en el exterior, y
llamaremos a esta configuracién rombo mds uno en el exterior. La regién de
existencia de configuraciones centrales quedan en términos de las variables a y
¢, con la restricciéon de que b > ¢, el caso b < ¢ implica colisiéon de my con ms,
ver la tabla A.20 y su gréfica en la figura B.14.

La region sombreada con azul obscuro en la figura 2.20 corresponde a los valores
de las variables donde existen configuraciones centrales con masas positivas.
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(a) La regién sombreada de azul obscuro repre- (b) Configuracién central correspondiente a los va-
senta a N7, lo cual garantiza configuraciones lores a = 0.7597048847, b = 1.35985552, ¢ =
centrales para 194 = r34 en el plano (c¢,a) para 0.6799277599, d = 0.733279101 con masas m; =
b>c. ms = 0.3916110697 y mg = my = mys = 1.

Figura 2.20: Configuraciones para 19y = 734.

= Caso To4 = Ty5

Sea 1oy = 145 = 1, entonces d = % yc= ‘/75 En este caso las configuraciones
pueden expresarse en funcion de las variables a y b. La regién definida por el
bisector para el caso b < ¢ esta representada en la tabla A.21 y su grafica se
muestra en la figura B.15. La region del bisector para el caso para b > ¢ es
vacio, esto se puede apreciar facilmente de la tabla 2.1 donde se debe cumplir
r4s > T94 para b > c. La region donde existen configuraciones centrales de 5
cuerpos con masas positivas estd dada en la figura 2.21.
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0.8+

Figura 2.21: La regién sombreada de azul obscuro representa a N3, lo cual garantiza
configuraciones centrales para 14 = r45 en el plano (a,b) con b < c.

2.2. Simetria 2: un cuerpo en el eje de simetria

En esta seccién planteamos el problema de las configuraciones centrales del pro-
blema plano de 5 cuerpos donde las particulas ms —mgs y my — ms estan localizadas
simétricamente con respecto a la linea recta que contiene a la particula m;.

Para llevar a cabo el estudio distinguimos los siguientes dos casos.

Caso I: my localizada en el interior de la envolvente convexa de las particulas ms, ms,
my y ms, ver la figura 2.22 (a).

Caso II: m, localizada en el exterior de la envolvente convexa de mqy, ms, my y ms , ver
la figura 2.22 (b).

A partir de la figura 2.22 tenemos que en ambos casos se cumplen las siguientes
relaciones entre las distancias relativas, asi como entre las areas orientadas:

T12 = T3, T14 = T15, T'24 = T35, 25 = T'34

2.11
Agzy = Aoz, Ausz = Aysz,  Aogz = Doz, Agsg = —Agys. ( )
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Figura 2.22: Configuracién de 5 cuerpos con una masa en un eje de simetria.

Notemos que en el caso I se cumple que Ajs3 > 0, pero Ajs; puede ser positiva
o negativa, ademas esta configuracién siempre es concava. Para el caso Il tenemos
que siempre se cumple A3 < 0, mientras que A4 puede ser positiva o negativa.
Si Ajgq > 0, la configuracion es céncava y si Ajpy < 0 la configuraciéon es convexa.
Ademas se satisfacen las siguientes relaciones entre las areas orientadas:

Ajgs = Ags1 = Ay, Agp = —Ajay, Aggr = Aqay. (2.12)
Por tltimo, como consecuencia de las simetrias tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.6. En el problema plano de 5 cuerpos, si las configuraciones que
cumplen la simetria 2, son configuraciones centrales, entonces ms = ms y my = ms.

Demostracion. Iniciemos por considerar las ecuaciones fo3 v f45 del sistema de Dziobek-
Laura-Andoyer (2.1), las cuales al aplicarles las condiciones de simetria dadas en
(2.11) obtenemos

foz = (my — ms) (Raa — Ras) Agzs = 0,

f1s = (my —mg) (Ros — Ros) Agsz = 0. (2.13)

Ahora debemos analizar cuando se pueden anular estas ecuaciones. En el caso de
que Agzy = 0 6 Ayse = 0 tendriamos que las particulas mo, ms, my y ms estan en
configuracion colineal, la cual esté excluida de la configuracién que estamos conside-
rando. Por otro lado, 794 = r45 implica colisién binaria de la particula my con mgs 6
my con ms, luego roy # r45. Luego, la tnica posibilidad para que se satisfagan las
ecuaciones (2.13) es que my = mg y my = ms. O

A partir de ahora supondremos que m4 = ms y mo = mg. Considerando Asszy = 0,
es decir, que las masas mo, ms, my y ms estan en configuraciéon colineal, el teorema
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del bisector aplicado a las masas ms y my4 nos dice que esta configuracién no puede
ser central al menos que m; también esté sobre la linea que contiene a los otros cuatro
cuerpos, por lo tanto también supondremos que Aggy # 0.

Luego, la configuracion de las particulas mso, mg, my y ms es un cuadrado o un
trapecio con la particula m; en el eje de simetria ortogonal a los lados paralelos del
paralelogramo.

Ahora vamos a ver cuando la configuracion es central, es decir, vamos a encontrar
la solucién a las ecuaciones (2.1), las cuales con las condiciones de simetria quedan
reducidas a las siguientes cuatro ecuaciones:

J12 = ma(Ri2 — Ro3)A123 + my [(R1s4 — Raa)Av24 + (Ria — Ros)Aqa5] = 0,
fia = ma [(Ri2 — Roa)Ava2 + (Ri2 — Ro5)A1az] + ma(Ria — Ras)A1as = 0,
foa = my(Ri2 — Ri4)Ag41 + ma(Ras — Ros)Agsz + my(Ras — Ras)Aosy =0,
fos = mi(Ri2 — Ria)Aos1 + mo(Ras — Roa)Aoug + my(Rag — Rus)Aoss = 0.

(2.14)

La siguiente etapa es expresar las distancias relativas entre las particulas, asi como
las areas orientadas en términos de las variables a, b, ¢ y d. Para llevar a cabo ésto,
primero notemos que el area del paralelogramo determinado por los vectores q; y
dr con m; en el origen de coordenadas es dada por la norma del producto vectorial

q; X qi, luego Ay = £|q; X qgl.

Por otro lado, tenemos que en el caso I, Ajs5 puede ser positiva o negativa, luego
debemos considerar ambos signos, y en el caso II, Ajs4 indistintamente puede tener
ambos signos.

Sea a la distancia entre m; y la linea que une a ms y ms, c la distancia entre m,
y la linea que conecta a my y ms, b la distancia que hay entre la masa ms y la recta
L, y por ultimo d denota la distancia entre my y recta L. Ademas notemos que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que b < d.

» Caso |

riz = Va2 + b2, riy= Ve + d2, rog = 20, ra5 = 2d,

To4 = \/(a+c)2+(d—b)2, ros = \/(a+c)2+(d+b)2,

A193 = 2ab, A9y = —(be + ad), A1y = —2cd,

Agyz = —2b(a + ¢), Agsy = 2d(a + c), Aqgs = *|ad — bel.
» Caso II

12 = Va2 + b2, ry =V + &, rog = 20, r45 = 2d,

=/ (c—a)? +(d—b)? ros = v/ (c— a)? + (d + )2,

Ajg3 = —2ab, A9y = £|ad — be|, A5 = —2cd,
Agy3 = —2b(c — a), Agsy = 2d(c — a), Aqs5 = —(ad + be).
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Para simplificar la notacién y hacer mas fécil el estudio de las soluciones de (2.14),
definimos

§img + §amy = 0,
Esma + &amy = 0,
Esmy + Eema + Ermy = 0,
§smy + Eoma + L1omy = 0.

(2.15)

Este sistema consiste de cuatro ecuaciones con solo tres incégnitas dadas por las
variables de masas.

En el sistema (2.15) tenemos a las masas de manera implicita en funcién de las
distancias mutuas y las areas orientadas que a su vez estan en funcién de las variables
a, b, ¢ y d, si normalizamos una de estas distancias, entonces el sistema (2.15) nos
proporciona a las masas en funcién de tres variables. Nuestro objetivo es estudiar los
casos frontera, nos referimos a los casos donde las distancias mutuas son iguales. Al
considerar configuraciones planteadas al momento y ademaés le pedimos que un par
de distancias mutuas sean iguales, reducimos un grado de libertad al problema en la
configuracion. Al ser dos distancias mutuas iguales tendremos una restriccion entre
las variables a, b, ¢ y d, por lo cual podemos obtener a las masas en funcién de sélo
dos variables.

Al resolver el sistema (2.15), tendremos tres masas mds una restriccién en las
variables. Para realizar el analisis, al igual que en la seccién 2.1, debemos considerar
todas las 21 posibles igualdades entre las distancias relativas, excepto aquellas equi-
valentes por simetrias. Ademas eliminaremos los casos que ya han sido estudiados por
trabajos previos, ver [12, 14, 22]. Luego, sélo consideraremos los determinados por:

12 = T25, 12 = T'45, T14 = T'23,
T23 = T'24, T23 = T'25, T23 = T'45.



48 2 Configuraciones centrales de 5 cuerpos con un eje de simetria

2.2.1. El teorema del bisector perpendicular y la simetria 2

En la seccién 2.2 vimos que el sistema de ecuaciones de Dziobek—Laura-Andoyer
toma la forma

fi2 = ma(Ri2 — Ro3)A123 + my [(R1s4 — Roa)Av24 + (Ria — Ras)Aqa5] =0,
J1a = ma [(R12 — Raa)Ara2 + (R12 — Ro5)A1a3] + my(Ris — Ry5)A1s5 = 0,
foa = m1(Ri2 — Ri4)Ag41 + ma(Ras — Ros)Aosg + my(Ras — Ras)Aosy =0,
Jos = m1(R12 — Ria)Ags1 + ma(Ro3 — Roa)Aoyz + my(Ros — Rys)Aoss = 0.

(2.16)

En el sistema (2.16) hay mds ecuaciones que variables de masas, y por lo tanto
las tres masas las expresaremos en funciéon de dos de las variables de configuracién
a, b, ¢ 6 d y una restriccion adicional. Por lo que las masas positivas no garantizan
configuraciones centrales debido a que tienen que cumplir esta restriccion.

Por otro lado, las regiones en el plano de variables de la configuracién, donde
existen configuraciones centrales, las determinaremos al aplicar el teorema del bisec-
tor perpendicular para poder buscar regiones de masas positivas dentro del espacio
delimitado por el teorema del bisector. Pero en este caso, la regién de masas definidas
por el sistema (2.16) puede tener secciones fuera de la regién definida por el bisector,
esto debido a que las masas positivas ademds tienen que cumplir una restricciéon adi-
cional que ya hemos mencionado. Por lo cual no aplicaremos el teorema del bisector
perpendicular a este caso.

2.2.2. Existencia de configuraciones centrales para masas po-
sitivas

En esta secciéon mostramos numéricamante la existencia de configuraciones cen-
trales, donde hemos usado una simetria adicional en las distancias relativas, ademas
hemos normalizado una de sus distancias relativas (de acuerdo a la simetria) y la
masa my = 1. Con estas condiciones, el sistema (2.14) es reducido a cuatro variables,
las cuales seran dos de las variables a, b, ¢ y d ademas de las masas mq, mo. Podemos
resolver este sistema para las masas, del cual tomaremos tres ecuaciones quedando
una restriccion que queda en funcién de las variables de distancia. Para ver cuando la
ecuacion restante del sistema (2.14) intersecta la regién de masas positivas, garanti-
zando asi la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos para masas positivas,
graficaremos la regién de masas positivas y luego la intersectamos con la restriccién
restante; si la intersecciéon es no vacia, tenemos existencia de configuraciones centrales
de 5 cuerpos.

s Caso riy = ro5:
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Figura 2.23: Curva en el plano (a,c) donde hay configuraciones centrales para rijs =
ro5 para el caso II.

Sin pérdida de generalidad podemos tomar r15 = 195 = 1, entonces para el caso
I,b=+1-—a2 d=—c*+2ac—a*—+/1 — a?+1, resolviendo el sistema (2.14)
tenemos que m; = my(a,c), me = ma(a,c). Las regiones de masas positivas
estdn dadas en la figura 2.23, donde las curvas amarillas y rojas, representan
las curvas de nivel cero y singularidades para las masas m; y msy respectivamen-
te, la regién sombreada de azul claro representa las regiones de masas positivas
y la curva azul obscura representa la ecuacién restante que queda de resolver
el sistema (2.14) para las masas, la cual nos garantiza la existencia de configu-
raciones centrales cuando esta curva azul obscura esta dentro de la region azul
clara.

Nota: a partir de aqui los colores de las curvas representan lo mismo en todas
las figuras.

= Caso T'12 = T'45:

Para el caso I tomamos d = %, b=+1—a?yparaelcasoll,d=1,b= 4 — a?,
en ambos casos tenemos my y ms en funcién de a y ¢. Mostramos la regién de
masas positivas en la figura 2.24, para esta simetria tenemos configuraciones
centrales de 5 cuerpos para ambos casos [ y II.

s Caso ryqy = roz:

En ambos casos podemos hacer, b = % y d =+/1— 2, la figura 2.25, representa
todas las configuraciones centrales para esta simetria, observemos que para
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Figura 2.24: Curva en el plano (a,c) donde hay configuraciones centrales para rijs =
745, caso [ y 11, respectivamente.

el caso II obtenemos las mismas configuraciones centrales obtenidas para la
simetria r19 = r45 en el caso 11.

Caso 193 = ro4:

Con esta simetria, para el caso I sélo existe el cuadrado con una en el centro,
para el caso II existen dos familias de configuraciones centrales, en este caso
podemos tomar b = % yd=+/1-(c—a)®+ % Las configuraciones centrales
para el caso II estan representadas en la figura 2.26

Caso 193 = 7o5:

Para el caso I podemos tomar d = /1 — (a+¢)? — 5 y para el caso II, d =

1

2

1— (c—a)? — 1, en ambos casos tomamos b = 1, la figura 2.27 muestra las
configuraciones centrales para esta simetria.

Caso 193 = 745:

En ambos casos podemos tomar b = d = 1, las configuraciones centrales con
esta simetria estan representados en la figura 2.28.
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Figura 2.25: Configuraciones centrales para ri4 = 793 en el plano (a,c), caso I y II,

respectivamente.

Figura 2.26: Configuraciones
II.
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centrales para ro3 = 794 en el plano (a,c) para el caso
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Figura 2.27: Configuraciones centrales para ro3 = 795 en el plano (a,c), caso I y II,
respectivamente.

Figura 2.28: Configuraciones centrales para re3 = 745 en el plano (a,c), caso I y II,
respectivamente.



Capitulo 3

Configuracion central de 5 cuerpos:
rombo mas uno

En este capitulo demostraremos analiticamente la existencia de configuraciones
centrales, las cuales consideramos son las mas interesantes, geométricamente hablan-
do, de todas aquellas que encontramos en el Capitulo 2, las cuales consisten en cuatro
masas formando un rombo y una quinta colocada sobre un eje de simetria del rom-
bo. Estas configuraciones centrales corresponden a la simetria 1. En la Seccién 3.2
mostramos la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos donde cuatro ma-
sas forman un cuadrado. Por tltimo, en la Seccién 3.3 mostramos que la aplicacién
de masas p para estas configuraciones centrales es una funcién, es decir, que para
cada configuracion existe un tnico vector de masas de las particulas que forman una
configuracion central.

3.1. Configuracién central de rombo mas uno

Consideremos una configuracién de 5 cuerpos en el plano, donde cuatro masas
estan en configuraciéon de rombo y la quinta esta localizada sobre un eje de simetria
del rombo que pasa por dos masas, ver la figura 3.1.

Utilizando las coordenadas establecidas anteriormente, demostraremos el siguiente
resultado

Teorema 3.1. Consideremos una configuracion central de 5 cuerpos con cuatro
particulas en configuracién de rombo y la quinta sobre uno de los ejes de simetria del
rombo, entonces existen configuraciones centrales del problema de 5 cuerpos donde
la masa sobre el eje de simetria puede estar:

33
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Figura 3.1: Configuracién de 5 cuerpos con cuatro masas en configuracion de rombo
y la quinta masa fuera o dentro del rombo, respectivamente.

(1) Fuera del rombo.

(1) Dentro del rombo.

Demostracion. Iniciemos por demostrar (I). Sin pérdida de generalidad supongamos
que la masa my esta localizada en el exterior del rombo sobre el eje de simetria que
pasa por my y ms. Entonces, se satisface roy = r3; = 1. Sustituyendo estos valores
en las expresiones de las masas (2.4), obtenemos que las expresiones para las masas
m; = Np,/Dpm,, donde N,,,. y D,,. son el numerador y denominador, respectivamente
de las expresiones m;:

Npy = —(Riz — Roa)A1ga(Ros — Ras)Asys — (Ri3 — Rog) Aras(Ros — Rys)Asas
+(Ris — Ras)A1a5(Ra3 — Ros)Asya,
Dy, = (Riz — Roy)Argo(Riz — Rig)Asyr — (Riz — Rog) Avaz(Riz — Ria) Do,
Ny = (Ris — Roa)Avuz(Ri2 — Ria)Dony (Ros — Rus)Asys
+(Ri3 — Roa)Ara3(Ri3 — Ria) Azyr (Rog — Ras)Aszys
—(R14 — Ra5)Ara5(Ri3 — Ria)Asg1 (Raz — Ray)Asao,
Dy, = (Roz — Ros)Aszso Dy,
Npy = —(Ri2 — Roa)Argp(Rio — Rig)Dosi (Ros — Rys)Asys
—(R12 — Rag)Ara2(Ri3 — Ris)Asyr (Ros — Rus)Asas
+(Ria — Ras)Aras(Riz — Ria)Agyr (Rog — Roy) Asao,
Dy, = Dy,

Estas expresiones satisfacen las ecuaciones de configuracién central (2.4), y asi, para
demostrar que existe este tipo de configuracién central, es suficiente verificar la exis-
tencia de valores para las variables (a,c) donde las tres masas sean positivas. Con
el fin de garantizar ésto, vamos a buscar la region, en el espacio de variables de la
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configuracion, limitada por las curvas donde alguna de las masas sea cero y las otras
dos sean positivas; o bien, los valores de dos de las masas tiendan a infinito y la otra
sea positiva.

A partir de las expresiones de D,,, y D,,, obtenemos que éstas se anulan cuando
Ro3 — Ray, de tal forma que msy y ms3 no estan definidas cuando 793 = ro4.

Ahora veamos que m; es positiva cuando 793 = 794, v tenemos

(Ri2 — Ro4)A142(Roa — Ras)Agas + (R13 — Roa)A143(Roa — Ras)Agas
(R12 — Ro4)A142(R13 — R14)Asq1 — (R13 — Roa)A1a3(Ri2 — Ria)Aoan

mi(ro3 = 1ros) = —

Un célculo inmediato nos permite concluir que si roy = 134 entonces b = 2c¢ y
d =1 —c? y ademds que 193 = 79y implica ¢ = % Luego, las masas my y m3 no
estan definidas cuando ¢ = %, mientras que para m; tenemos

Ny (@, c = 1/2) = —%a4(a + 1) (@ +a + 1P, (a), (3.1)

donde

P, (a) = (6v3 — 2)a® + (15v/3 — 5)a* + (12V3 — 4)a® + (1 — 3v/3)d?
+(2-6V3)a+1-3V3.

Aplicando la regla de los signos de Descartes a este polinomio [40], obtenemos que
existe una tunica raiz positiva = de P,,,, la cual es la unica raiz positiva y diferente
de cero para N,,,. Notemos que P,,,(0) < 0y P,, — 400 cuando a — oo, luego
la raiz tiene multiplicidad simple, de tal forma que la interseccién de la recta ¢ = %
con la curva N,,, es no tangencial. Luego, N, (a,c = 1/2) toma valores positivos
y negativos. Méas ain, N,,,(a = 1,¢c = %) es negativo y se cumple que ro3 = 1oy,
T19 = To4 V T14 = 745, de tal forma que m; = 1. Asi, m; es positiva en el segmento de

recta ¢ = % con x < a < 1, siempre y cuando D,,, no se anule en esos valores.
Ahora vamos a ver que D,,, () # 0 con x < a < 1. Notemos que

3PD(CL)
4a2(a+1)2(a® +a+1)2

Dy, (a,c=1/2) = —

Y

donde
Pp(a) = 3pa* + 6pa® + (Tp — 3)a® + (4p — 3)a+p — 1, con p = Va® +a + 1.
Al elevar al cuadrado a Pp(a), obtenemos el polinomio

a(9a® + 45a° + 123" + 222a° + 289a° + 279a* + 192a° + 88a” + 24a + 3),
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el cual es un polinomio que no tiene cambio de signo en los coeficientes, y por lo tanto
no tiene raices positivas. Luego Pp(a) no tiene raices positivas, y ademés Pp(1) > 0,
de tal forma que por continuidad obtenemos que Pp toma sélo valores positivos para
toda a > 0. Finalmente concluimos que D,,, < 0 para toda a € (0,1), y con esto
obtenemos que m; > 0 en el segmento de recta ¢ = % conx < a<1.

Los numeradores de mo y mg3 evaluados en la recta ¢ = % toman la forma

No(ac—1/2) = Y12lat+1) (3v3-1) ((L _ 1) P (a),

Npy(a,c=1/2) = —

donde

V3 (=2a° + (2p — 5)a* + 4(p — 1)a® + (5p — 1)a® + 3pa + p)
2a2(a +1)2(a® + a + 1))

P, (a) =

Y

con p=+va*+a+1.

Ahora vamos a buscar los valores de a donde P,,,(a) = 0. Con el fin de eliminar
las raices cuadradas de P,,,(a) elevamos al cuadrado y obtenemos

15a® + 60a” + 115a° + 135a° + 109a* + 63a> + 2642 + Ta + 1.

Este polinomio no tiene cambios de signos en los coeficientes, luego P, no tiene
raices positivas, y por lo tanto N,,, no tiene raices positivas, y como consecuencia
tampoco Np,,. Ademds P,,,(a = 1) > 0, de donde podemos concluir que N,,, > 0
para toda a > 0, asi como N,,, > 0 para a < 1.

El denominador para mgy, Dy, = (Rag — Ro4)As42 Dy, €s positivo en el segmento

de recta c = % cuando Reg — Ros < 0, es decir, 8¢ —1 > 0 6 equivalentemente cuando

Jr
c> % Luego, my, mg — +0o0 cuando ¢ — % )

En resumen, m; > 0 en larecta c = % y sobre esta recta las masas msy y ms — +00,
entonces por continuidad existen valores en las variables (a,c) donde las tres masas
mi, Mg y ms son positivas, y con esto queda demostrada la primera parte del teorema.

Ahora vamos a demostrar (II).
En este caso una masa esta sobre el eje de simetria dentro del rombo, es decir,
ri4 = T34 = 1. Sustituyendo estos valores en las expresiones de las masas (2.4),
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obtenemos que las expresiones para las masas m; = Ny, /Dy,

Ny = —(Ri2 — Roa)Argo(Riy — Ras)Aras(Roz — Ria) Aoy
+(Rig — Ria)Araz(Ros — Rus)Agus(Rog — Rog) Asao
—(Rig — Rus)Aras(Rasz — Ria) Agyz(Ros — Roy)Asyo,
= (R — Ri4)A143 Dy,
Npy, = (Rig — Ria)Araz(Ros — Rus)Agys + (Rig — Rus) Args(Rio — Rig) Aoy,
+(Rig — Ras)Ara5( Rz — Ria)Agys,
Dy, = (Riz — Ros)Argo(Ro3 — Rig)Doyz — (Rig — Rig)Dosi (Roz — Roy) Asao,
Npmy = —(Riz — Roa)Argp(Ri3 — Rig) Aas(Ros — Rys) Do
+(Ri2 — Roa) Arsa(Ris — Rys) Args(Ri2 — Rig) Aoy
+(R14 — Ras)Aras(Ri2 — Ria) Aos1 (Roz — Rag)Asao,
Dpy = (Riz — Ri)ArssDiy,.

En términos de las variables tenemos que 714 = r34 = 1 equivale a b =a + 2c y
d = /1 —(a+ c)? Notemos que los denominadores D,,, v D,,, se anulan cuando
r13 = 14, y por lo tanto, las masas m; y ms no estan definidas en la recta ¢ = —a+ %

En lo que sigue vamos a explorar si existen valores de las variables de configuracion
donde las masas son positivas. Siguiendo un procedimiento similar al del caso (I),
vemos que mg > 0 en la recta ¢ = —a + %, mientras que mj, m3 — +oo cuando

1- ‘ s 1
c— —a+ 5 ,ademds m; y ms son positivas para a > ¢ — 3.

Al evaluar el numerador de la expresion de my en la recta ¢ = —a + % obtenemos

(=9 +V3)(a — 1)(2a* — 4a® + 24* + 2)
(a —1)2a? '

Npy(a,c=—a+1/2) =

Notemos que d%(?a4 —4a®+2a?+2) > 0para0 < a < %, de donde podemos concluir
que N, > 0 para 0 < a < % Por otro lado, si g = Va2 —a+1y 0 <a < %, el
denominador

3(2a*q — 3a’q+ (3¢ —2)a— g+ 1)

sz(aac =—a+ 1/2) = 4q(a _ 1)2a2

£ 0.

Ademas el denominador D,,, se anulara en los valores de a que sean raices del poli-
nomio p(a) = 2a®q — 3a*q + (3¢ — 2)a — g + 1. Ya que las raices de p(a) también son
raices de (p(a))?, calculamos

(p(a))? = 4a” — 16a° + 37a® — 55a* + 58a® — 43a* + 18a — 3

1\ 2
=4(a—1) (a—é) (a* — 24”4+ 4a® — 3a + 3)..
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El ultimo factor es el polinomio de grado 4, r(a) = a* — 2a® + 4a®> — 3a + 3. La

derivada de éste es el polinomio dZ—%) = 4a® — 64 +8a — 3, el cual tiene una Unica raiz

real, de tal forma que r(a) tiene un tnico punto critico en a = % Esta infomacion,
1

unida con el hecho de que (p(3))* = 3T > 0y r(a) es una funcién creciente, implica

que (p(a))? no tiene raices para a > 1/2, y por lo tanto, D,,, no tiene raices en el
intervalo 0 < a < 3. Por otro lado, tenemos D, (3, 3) = —%—i—%j(l& > 0, entonces
D,,, > 0 para toda 0 < a < % Ademas, en la recta ¢ = —a + %, los numeradores de

las expresiones de my y mg son

1 VB(=9+V3)(a® = 3a+3) Pi(a)

Nm , 0= — a) — 9
ifase a+2) 24a(a® —a+1)3%(a — 1)

B 1. V3@ +a+1)(=9+3) P(a)
N (0, ¢ = =0t 3) = = il )@ —ar 72

donde Pj(a) = 2a® — 5a* + (2¢ + 4)a® — (3¢ + 1)a* +3ga —qy ¢ = Va? —a+ 1.

Ahora vamos a mostrar que N,,, no se anula cuando 0 < a < % Igual que antes,
elevamos al cuadrado a Pj(a) y obtenemos

1\ 2
(Pi(a))* =4 (a - 5) (—a®+4a" — 5a° + a” + 5a* — 7a® + 6a* — 3a + 1) .

El siguiente paso es mostrar que el polinomio P(a) = —a®+4a” —5a° +a® +5a* —
7a®+6a* —3a+ 1 no tiene raices para 0 < a < % Aplicando el teorema de Sturm [40],
generamos la sucesién Ry(a) de residuos obtenidos al dividir Ty_s(a) entre Ty_1(a)
donde Ti(a) = —Rg(a), k =1,...,7. En la tabla 3.1 mostramos los valores obtenidos
al evaluar los Ty(a) ena =0y a = 3.

A partir de la sucesién de Sturm podemos concluir que paraa =0y a = % hay
cuatro cambios de signos para Py(a), ver la tabla 3.1, luego P,(a) no tiene raices en
el intervalo 0 < a < % Por lo tanto, N,,, y Ny, no se anulan cuando 0 < a < % Ya
que

11 37
N )= — 2v13)v1
s <4,4> AL V3)(9 +52v13)V13 < 0,

N, (i }1) _ -577@(9 —V3)(9+ 52VI3)VI3 < 0,

por continuidad tenemos que N, (%, }l) Y N (}1, }1) s6lo toman valores negativos
cuando 0 < a < %
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a 0 %
PQ(CL) ]_ %
Pj(a) | -3 0

T | % |

Ty 2 0

T 5 0

T | —Tevss | — o8

Ty 2264 0

Tabla 3.1: Valores de Ps(a), Pj(a) y lasucesién de Ty(a) ena =0ya =1, k=1,...,7.

Por otro lado, se cumple que
Dm1 - Dmg - (R13 - R14)A341Dm2'

Ahora requerimos analizar cuando D,,, es negativo, para lo cual debemos tomar en
cuenta que D,,, > 0 y que en la configuracién de rombo Agy; > 0. Por lo tanto, todo
se reduce a analizar cuando Ri3 — R4 < 0, es decir, 13 > 714 6 equivalentemente
¢c>—a+3.

A partir de los célculos anteriores, tenemos que sobre la recta ¢ = —a + % los
valores de m; y mg3 tienden a infinito, mientras que en la region ¢ +¢€¢ = —a + %, para
algun € > 0 suficientemente pequeno, m; y mgs son positivas. En esta regién es donde
mg > 0, lo que demuestra el caso (II). O

3.2. Configuracion de 5 cuerpos: cuadrado mas uno

En esta seccién estudiaremos la existencia de configuraciones centrales de 5 cuer-
pos donde cuatro particulas estan en configuracién de cuadrado, mientras que la
quinta particula esta sobre un eje de simetria. En la secciéon anterior demostramos
analiticamente la existencia de configuraciones centrales de 5 cuerpos donde cuatro
masas forman un rombo. Sin embargo, no pudimos decir nada para el caso particular
en el que la configuracion de cuatro masas es un cuadrado. Esto es debido a que
las configuraciones de rombo para las cuales demostramos la existencia de configu-
raciones centrales de 5 cuerpos, estan lejos de aquellas configuraciones en las que los
respectivos rombos pueden transformarse en cuadrados.
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Figura 3.2: El teorema del bisector perpendicular, aplicado sobre la linea que une
dos masas diagonalmante opuestas, nos dice que la quinta particula debe estar sobre
alguna de las diagonales del cuadrado.

Teorema 3.2. Consideremos una configuracién de 5 cuerpos donde cuatro particu-
las forman un cuadrado. Entonces existen configuraciones centrales de 5 cuerpos sélo
cuando la quinta particula esté sobre una de las diagonales, dentro o fuera del cua-
drado.

Observemos que cuando cuatro particulas forman un cuadrado, el teorema del
bisector perpendicular, aplicado sobre la linea que une dos masas diagonalmente
opuestas, nos permite concluir que la quinta masa debe estar sobre alguna de las
diagonales del cuadrado, ver la figura 3.2.

En el caso de que msg, ms, my y ms formen un cuadrado, y la quinta particula
esta fuera de éste, pero sobre una diagonal, se cumple que roy = 134 v 193 = 7y5.
Por otro lado, cuando la quinta particula esta dentro del cuadrado, sobre una de
las diagonales, se cumple que r14 = 734 ¥ 745 = r13. En ambos casos el teorema 2.2
implica que my = ms.

En las subsecciones 3.2.1 y 3.2.2 demostraremos el teorema 3.2 para el caso en
que la quinta particula esta dentro y fuera del cuadrado, respectivamente.

3.2.1. La quinta masa dentro del cuadrado

Iniciemos por suponer que my, ms, my y ms forman un cuadrado, entonces 114 =
r34 ¥ 45 = r13; ademas que la masa msy esta localizada dentro del cuadrado y sobre
una diagonal. Luego, aplicando el teorema 2.2 tenemos que my = ms. Por lo tanto,
las ecuaciones (1.12) se reducen al siguiente sistema:

fia = ma(Ri2 — Raa)Ara2 — m3(Ri3 — Ria)Asza1 + (Ri3 — R14)Azsn =0,
foa = mi(Ri2 — R14)Aga1 + m3(Raz — Ri4)A243 + (Roa — R13)Agg5 = 0, (3.2)
faa = mi(Ri3 — R14)Asa1 + ma(Ra3 — Roa) Az — (Ri3 — R14)Agzan = 0.
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Resolviendo este sistema, para las masas, obtenemos que

T1T5 + T5Tg + TeTs

m; = D 5 (33)

meo = —xQ(m4 _’_55 + xG) , (34)

Mg = _$1ZE4 + T176 +I4ZB8’ (35)
D

D = T1X5 — TyTg, (36)

donde

T = (Ru - Rz4)A142, Lo = (RIS - R14)A3417
T4 = (R12 - R14)A2417 Ty = (323 - 314)A2437
26 = (Roa — Ri13)Asss, x5 = (Rag — Roa)Asso.

Ahora, normalizamos a 1 la longitud de los lados del cuadrado. Considerando que
T4 = T34, se obtiene que b = a4+ 2c y d = /1 — (a+ ¢)%. Por otro lado, como

r13 = T'45, S€ sigue que

c=—a+—, d=—, y b=—-a+V2 (3.7)

Ahora se demostrara que para 0 < a < \%, los valores de las masas my, my y mg
son finitos, es decir, D # 0. Efectivamente, sustituimos las expresiones de (3.7) en

r1x5 — 1428 = 0, y obtenemos D en términos de la variable a:

D= Fola) , (3.8)

_2a2(\/§ —a)2(a? —2a+1)2

donde
Pp(a) = 5v2a*p — 2a°p + 11pv/2a® — 14a®p — 3v/24* 4 2a° + 2pv/2 — 10pa — 2v/2 + 6a

yp=+va2—av2+1.
1

La expresion (3.8) se anula en a = 7 Luego, esta configuracion corresponde
al caso donde cuatro masas forman un cuadrado y una quinta masa, ms, esta en el
centro del cuadrado. Ya que la quinta particula estd en el centro de masas, su masa
puede tomar cualquier valor y continuar siendo una configuracion central. Sin pérdida
de generalidad, podemos excluir este caso de nuestro estudio.

Para llevar a cabo el andlisis de las raices de D, agrupamos los términos de forma
conveniente, posteriormente elevamos al cuadrado para eliminar las raices cuadradas
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p. Después de algunas manipulaciones algebraicas obtenemos el siguiente polinomio

de grado 12:
4a(a — V?2) (a — g) (a - g) Ps(a), (3.9)

donde
Py(a) = (ag — 4V2a™ +19a® — 20v/2d° + 65a* — 52v/2a® + 624 — 24v/2a + 12) .

Los valoresa =0y a = \/Lﬁ son soluciones de Pp(a) = 0, como D no esta definida en
estos valores, los descartamos.

Para demostrar que Pp(a) no tiene raices en el intervalo 0 < a < \/Lﬁ, aplicaremos

el teorema de Sturm al polinomio Ps(a). La tabla 3.2 contiene la sucesién de Sturm
generada al calcular los limites cuando a — +o00, respectivamente. A partir de los

a —00

Ps(a) | +

Pi(a) | —
Tl -
T2 -

S| 1 [+[+[+| 1 |+]|+]8

T 0

Tabla 3.2: Valores de Ps(a), Pj(a) y la sucesién de Sturm, T (a), cuando a — £o0.

resultados obtenidos, podemos concluir que hay tres cambios de signos en cada uno
de los casos, y por lo tanto, no hay raices reales de Ps(a). Entonces, D no se anula
cuando 0 < a < \/Li Ya que Pp(a = ﬁi) =25 — %\/5 < 0 tenemos que D > 0
para 0 < a < \%

La siguiente etapa de la demostracion consiste en analizar el numerador de mao,
Ny, = xo(x4 + x5 + x6), que en términos de la variable a toma la forma

B (V2 —4)Py,,
16a2(v/2 — a2)2(a2 — V2a + 1)2

mo T

)

donde
Py, = (\/5 +4)pa” — (14\/5 + T)pa® + (10\/51? +40p — 4)a®
+ (10v2 — 30v/2p — 15p)a* + (10v/2p + 24p — 16)a
+ (—4\/§p +4V2 — 14p)a2 + 8\/§pa — 4p.
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Para simplificar éste, agrupamos y ordenamos los factores hasta obtener:

Py,,, =\ a*— V2a+ 1 (Py(a)) + Ps(a),

donde
Py(a) = (a — %) ((\/5 +4)a’ — (6 + 12v2)a’ + (28 + 7v/2)a*
— (84 16v2)a® + (8 + 6v/2)a® — 8a + 4\/§> ,

P5(a) = 10v2a* — 4a® 4 4v/24* — 164°

2 (a— %) (a— V2

Notemos que a = \/Li es raiz de los polinomios Py(a) y Ps(a).

Ahora demostraremos que Py, < 0 para 0 < a < -=. A partir de una inspeccién
que Py, <0p 5 ADp p

directa, tenemos que para a > 0, Pf(a) >0y Va2 —+v2a+1 > 0. Luego, sélo hace

1

a_ L
V2

falta mostrar que £ala) para 0 < a < —\}5

T
a— L
V2

Observemos que fj—@ es un polinomio de grado 6 que puede tener 2 de raices

NG
reales positivas, pues tiene 6 cambios de signos en los coeficientes. Para mostrar que

este polinomio siempre es positivo, observemos que

P
lim 4(a1) = +00
a—Foo q — 75

Por otro lado, su derivada es

4 ( P‘*(af > = (6(V2+4))d” + (5(—6 — 12v/2))a* + (4(28 + 7V2))d?

da \ a — 7%
+ (3(—8 — 16v/2))a® + (2(8 + 6v2))a — 8.

Usando que a = \/Li es raiz de este polinomio de grado 5, mostraremos que este solo

tiene una raiz real y es positiva, posteriormente veremos que el valor del polinomio

P, s sy . o . . P
LC{) en su unico punto critico es positivo. Esto nos permite garantizar que LO{)
a a—

V2 vz



64 3 Configuracion central de 5 cuerpos: rombo mas uno

no puede tener raices reales y que siempre toma valores positivos. Iniciemos por
considerar el siguiente cociente

A0 = =1 (fi“i)
vz vz
= (6v/2 + 24)a* — (24 4 48V/2)a® + (64 + 16v/2)a® — (8 + 16V/2)a + 8V/2,

el cual es un polinomio de grado 4. Ahora aplicamos el teorema de Sturm para
encontrar los ceros de FPy(a). En la tabla 3.3 mostramos la sucesiéon obtenida del
algoritmo de Sturm, y observamos que en ambas columnas sélo hay dos cambios de
signos, de tal forma concluimos que Ps(a) no tiene raices reales. Luego, el inico punto

Pi(-L
1(5) %\/54_% > 0, por lo tanto,

oL

Vo)
P, . ’ sz . 7
L‘i) tampoco tiene raices reales. En conclusion, Py, mo tiene raices en 0 < a < \/Li’

critico del polinomio Py(a) es a = \/Li Ademaés

V2

1\ _ _ 1479111v/2 _ 18375 _ _ Nmy

y Pn,,, (—4\/5) = —ciste seoi < 0. En otras palabras, mg = —=5% > 0 para toda
1

O<a< 75

By
S
+ 1|+

o0
+
+
+
+

Tabla 3.3: Valores de FPs(a), Pi(a) y la sucesién Ty (a) cuando a — £o0.

A continuaciéon mostramos que mg > 0 para toda 0 < a < \/Li De (3.5) tomamos
m3

N, .
m3 = ——px con Ny,y = 2174 + 2176 + 2478, y de las ecuaciones (3.7) tenemos

Ny = — P
" 4a*(V2 — a)?(a? — a/2 + 1)3’

donde

Py,,, =4+ 620> — 4a® — 28a° 4 83a® + 147a" 4 145a° — 100a” — 60a” + 11a'°
— 14v2pa’ + 6v2pa® — 4v/2pa® + 10v2a%p — 30v2pa” + v/2pa*®
— 16av2 — 78V2a® — V24" + 24pa’ + 16v/2a* — 2pa’® — Tpa®
+ 4pa’® + 40pa® — 15pa” + 420" — 112v/2a° — 85v/24”
— 28v2a° + 68v/2a° + 48v/2a°.
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Agrupando términos y elevando al cuadrado para eliminar la raiz cuadrada de p,
obtenemos un polinomio de grado 22, el cual tiene a LZ como raiz de multiplicidad
2. Usamos la division sintética para encontrar el otro factor, el cual es un polinomio
de grado 20, y obtenemos

Py,

P?(a’) = ( _:,i;>27
2

o equivalentemente
Pr(a) = (8V2 4 16)a® — (96 4+ 106v/2)a'® + (586 + 232v/2)a’® — (416 + 812v/2)a!”
+ (564 — 568v/2)a'® + (4992 + 2338v/2)a'® — (11622 4 9016v/2)a
+ (22496 + 16176v/2)a"® — (33534 + 22112v/2)a'? + (36464 + 285961/2)a'!
— (42600 + 25920v/2)a'® 4 (31776 4 28844V/2)a® — (36138 + 16480v/2)a®
+ (14032 + 20872v/2)a” — (21816 4 4704+/2)a’ + (2336 4 10016v/2)a’
— (7800 + 384v/2)a* + (64 + 2464v/2)a® — 1184a° + 192av/2 — 32.

Una vez més, usando el teorema de Sturm se muestra que no existen raices reales
para este polinomio en el intervalo 0 < a < 1. En la tabla 3.4 mostramos las sucesiones
obtenidas, y observamos que hay 11 cambios de signo para a = 0 y a = 1. Luego
podemos concluir que V,,, no cambia de signo en el intervalo 0 < a < \/Lg Por otro

1\ __ 48588441 _ 3933752 :
lado, tenemos que Png( I ﬂ) = 3teu3s — ‘etosser> Lo cual nos permite afirmar que
1

Py,,, >0,y por lo tanto N, < 0. En conclusién, mz > 0 para toda a € (0, 75)

a=0 a=

P7(0) <0 Tl()(O) >0 P7<1) <0 Tlo(l) >0
P7/(0) >0 TH(O) <0 Pé(l) >0 Tll(l) <0
T.(0) > 0 | T12(0) > 0 | T1(1) > 0 | Ti2o(1) > 0
T5(0) > 0 | T13(0) > 0 | To(1) > 0 | Tu5(1) > 0
Tg(O) <0 T14(0) <0 Tg(l) <0 T14(1) <0
T4(O) >0 T15(0) >0 T4(1) >0 T15<1) <0
T5(O) >0 T16(0) >0 T5(1) >0 T16(1) >0
Tﬁ(O) <0 T17(0) <0 Tﬁ(l) <0 T17(1) <0
T7(0) <0 | Tys(0) <0 | T7(1) <0 | Tyg(1) > 0
T5(0) <0 | Tiw>0 |Tg(1)<0]| Ti9>0
T9(0) >0 To(1) >0

Tabla 3.4: Valores de P;(a), Pi(a) y las sucesiones de Ti(a) en a =0y a = 1.

Para garantizar la existencia de configuraciones centrales con la configuracion
que estamos considerando, sélo falta mostrar que m; > 0 para alguna a € (0, \/iﬁ)



66 3 Configuracién central de 5 cuerpos: rombo mas uno

3v2
7

3v/2 127980658+v/2 — 121054329
m | — | =—
7 32264000(v/2 — 4)

Elegimos a = y evaluamos

~ 0.1174105851.

Luego, por continuidad m; > 0 en a € (%ﬁ — €, %ﬁ + €) para algin € > 0 suficiente-
mente pequeno. Numéricamente se observa que m; > 0 para 0.3529487331 < a < \/Li
Con esto queda demostrada la primera parte del teorema.

3.2.2. La quinta masa fuera del cuadrado

Consideremos cuatro masas formando un cuadrado y una masa sobre la diagonal
del cuadrado y fuera del mismo. El caso que corresponde al problema planteado es
para roq = r34 y o3 = 145, v las ecuaciones de Dziobek—Laura—Andoyer son reducidas
a las siguientes tres ecuaciones

f1a = ma(Ri2 — Roa) A4z + m3(Ri3 — Roa)A1az + (Ria — Ra3)A145 =0,
foa = mi(Ri2 — Ria)Aga1 — m3(Ra3 — Roa) Az + (Roz — Roa)Assa = 0, (3.10)
f3a = mi1(Ri3 — R14)Asa1 + ma(Ra3 — Roa)Azaz — (Rog — Roa)Agsz = 0.

Mostraremos que m; = 0 es una frontera del conjunto de masas positivas M y
que este conjunto es no vacio. Hacer esto es equivalente a mostrar que existe un a > 0
en el espacio de las variables de configuracién donde m; = 0 y las cuatro masas mso,
mgs, my = Mms forman una configuracion central. Por continuidad existe una vecindad
del punto a donde existen configuraciones centrales de 5 cuerpos con esta simetria.

Si m; = 0, de las ecuaciones foy v f34 obtenemos, respectivamente, las siguientes
expresiones de las masas:

Moy = My = (RZS - R24)A342
(RQS - R24)A3427

y por lo tanto, me = mg = 1, lo cual es consistente con el resultado de que una
configuracion de cuadrado es central s6lo cuando las cuatro masas son iguales, ver

Albouy [2].

Ahora mostraremos que fi4(my = mg = 1) = 0 para algin a > 0. La expresién
obtenida al evaluar fi4 en mys = m3 = 1 es equivalente a la que obtuvimos para
my = 0 en el sistema (3.10), para las tres masas positivas y diferentes. Luego, tienen
los mismos ceros o raices y podemos estudiar ambos casos a la vez.

Para cualesquiera de los dos casos, el teorema quedara demostrado al encontrar
una raiz positiva de la siguiente ecuacion:

(Ria — Roy)A1go + (Ri13 — Rog)Avag + (Ris — Raz)Ayys = 0. (3.11)
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Considerando que roy = 134 = 1y 793 = 145, obtenemos b = 2¢ donde d = ¢ = \/LE
Luego, (3.11) toma la forma

V2(v2 - 4)P(a)
16(v2 + a)2a2(av/2 + a® + 1)2

:O’
donde

P(a) = (V2p + 4p)a” + (14v2p + Tp)a® + (10v2p + 40p — 4)a’
+ ((30p — 10)V2 + 11p)a’ + (—2v2p + 24p — 16)a®
+ (4V2p — 4v/2 — 14p)a® — 8V2pa — 4p

yp=+vV+a+av2+1.

Luego, para tener el resultado deseado es suficiente con mostrar que P(a) = 0 para
alguna a > 0. Evaluando directamente tenemos P(0) = —4 y P(\/Li) = —%\/5\/5 +

£ /5-9v2. Como Bv/2/5 < 25,9v/2 < 15y £+/5 > 50, entonces P(\%) > 0, de tal
forma que (3.11) tiene al menos una solucién. Numéricamente, se puede comprobar
que la raiz es unica.

3.3. Unicidad del rombo y el cuadrado

Teorema 3.3. Cada configuracién del problema plano de 5 cuerpos donde cuatro
masas forman un rombo y la masa restante esta sobre un eje de simetria del rombo,
tiene vector de masas (my, ma, mg, my = 1,ms = 1) Unico, excepto para el caso en el
cual una masa esta en el centro del rombo.

Demostracion. Las ecuaciones (2.7) pueden ser reducidas de un sistema homogéneo
Am = 0 a un sistema no homogéneo Bm = b donde

0 (Riz — Roa)Araz  (Riz — Rsa)Auas
B = | (Ri2— Riu1)Aom 0 (Ros — R3a)Aaus |,
(Ris — R14)Aga1  (Ros — Roa)Asan 0
(—Ris + Ru5)Awss my
b= | (—Ras+ Ru5)Aoss |, m= | mg
(—R34 + Rus5)Asas ms

Observemos que la existencia y unicidad (positiva o no) del vector (my, mg, ms) del
sistema lineal Bm = b depende de que det(B) # 0. De las simetrias de la configuracién
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tenemos que Ay = —Agy1, Agy1 = —Aqsz v Aoys = —Asys, entonces obtenemos

det(B) = <R13 — R14)(R12 - R24)(R23 - R34)
(3.12)
- (RIQ - R14)(R23 - R24>(R13 - R34) A341A142A243-

Considerando la configuracion planteada en el teorema 3.3 y la simetria 1 consi-
derada en este trabajo, podemos dividir el estudio en dos casos.

Caso 1. La quinta masa esta sobre el eje de simetria y dentro del rombo: es para
T14 = T34-

Caso 2. La quinta masa esta sobre el eje de simetria y fuera del rombo: r9y = 734.

Si 714 = T34, (3.12) toma la forma

det(B) = |(Ri2 — Ras)(Roz — Ria) — (Ri2 — Ruia)(Ros — Roa)
(Ri3 — R14)Az41A1490043.
Desarrollando el primer factor de esta tltima expresion y factorizando obtenemos

det(B) = (R12 - R23)<R24 - R14)(R13 - R14)A341A142A243-

Las areas orientadas satisfacen Asq1A149A943 # 0, pues en caso contrario implica
colision y hemos supuesto que r14 > roy. Por otro lado, tenemos que las configura-
ciones centrales de este tipo satisfacen ri3 > ri4, la cual es una condicién obtenida
del teorema del bisector perpendicular. El vector normalizado de masas positivas es
unico siempre y cuando 1o # 193, es decir, el vector de masas es tinico excepto para
un rombo con my en el centro. Este caso fue estudiado por Gidea y Llibre en [12], y
corresponde al caso (i) de la demostracion del inciso (a) de su teorema 1.

Ahora consideremos el Caso 2 donde 194 = r34. Luego, a partir de la ecuacion
(3.12) obtenemos
det(B) = |(Ri3 — Ri4)(Ri2 — Ros) — (Ri2 — Rua)(Ri3 — Roa)
(Rag — Ro4)Aga1 A 142 Aoss.

Desarrollando, simplificando y factorizando al primer factor de esta expresién, obte-
nemos

det(B) = (R12 - RlS)(R24 - R14)(R23 - R24)A341A142A243-
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De la geometria de la configuracion que estamos considerando, obtenemos que
r13 = T19 + o3, T14 > To4, de tal forma que el vector de masas positivas normalizado
es Unico siempre y cuando 793 # T94. EL caso ry3 = 194 corresponde a un rombo
formado por dos triangulos equilateros. Para completar la demostracion del teorema,
mostraremos que no existen configuraciones centrales de este tipo.

Sea 1oy = T34 = T93. Entonces las ecuaciones (2.4) se transforman en

faa = mi(Ria — Ria)Aou1 + (Ras — Rus)Aoys,
fsa = mi(Riz — Rig)Asan + (Rog — Rus)Asys.

Ahora veamos cuando se cumple foy = f34 = 0. Sumando foy + f34, tenemos

(R12 - R14>A241 + (RIS - R14)A341 =0. (313)

Normalizando 194 = r34 = 193 = 1, obtenemos que b =1, ¢ = % yd= */73 Usando
estos valores y simplificando (3.13) tenemos
V3 (=2a° + 2a*p — 5a* + 4a’p — 4a® + Bpa® — a® + 3pa + p)
a2(1+ a)2(a? 4+ a+1)2

=0,

donde p = va? + a + 1. Para mostrar que la iltima ecuacién no tiene raices positivas,
elevamos al cuadrado para eliminar las raices cuadradas y obtenemos

15a® + 60a” + 115a® + 135a° + 109a* + 63a> + 264> + Ta + 1.

Como este polinomio no tiene cambios de signo entre sus coeficientes, entonces foy y
f34 no se anulan simultaneamente, quedando demostrado el teorema. O

Corolario 3.4. Cada configuracién del problema plano de 5 cuerpos, donde cuatro
masas forman un cuadrado y la quinta masa esta sobre una diagonal del cuadrado,
tiene vector de masas (my, ma, m3, my = 1,ms = 1) tnico, excepto para el caso en
donde la masa que esta sobre la diagonal esté en el centro del cuadrado.
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Capitulo 4

Configuraciones centrales apiladas
de 5 cuerpos

En este capitulo mostramos los resultados mas importantes de esta tesis, lo cual
consiste en mostrar de manera analitica la existencia de dos nuevas configuraciones
centrales apiladas de 5 cuerpos en el plano que cumplen con la simetria 1. Una de estas
familias de configuraciones centrales apiladas es dada por r15 = r93 donde obtenemos
configuraciones centrales apiladas del tipo Euler mas dos que veremos en la seccién
4.2 y la otra familia de configuraciones centrales apiladas que mostramos son dadas
por 794 = 145 la cual veremos en la seccién 4.3.

Antes de mostrar la existencia de estas configuraciones centrales apiladas habla-
mos sobre el conteo de las configuraciones centrales apiladas.

4.1. Numero de configuraciones centrales apiladas

Recientemente, ha estado creciendo el interés en configuraciones centrales apila-
das. Ademas de las configuraciones apiladas para 5 cuerpos en el plano mencionadas
en la seccion 1.6, las configuraciones centrales apiladas también han sido encontradas
en el caso espacial, ver [16, 24, 25, 38] o en general en el problema de n cuerpos, ver
[11, 39, 43].

En este punto, surge una pregunta natural. Dada una configuracién central del
problema de n cuerpos, ;Cuantos subconjuntos diferentes de masas, A, existen con
cardinalidad |A| = k, con k = 1,2,...,n — 3 tales que los n — k cuerpos forman una
configuracion central del problema de n — k cuerpos?

Usando la notacién de configuracion central apilada (n, k) dada en la seccién 1.6,

71
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donde n es el nimero de cuerpos de la configuracion original y k = 1,2,...,n—3 es el
nimero de cuerpos removidos, la pregunta anterior puede ser enunciada como: ;jCual
es el nimero de configuraciones centrales apiladas para todo k =1,2,...,n — 37

En el problema no colineal de n cuerpos, la respuesta para el caso (n, 1) fue dada
por Fernandes y Mello en [11], donde mostraron que existe s6lo una, la cual consiste
de un poligono regular formado por las n — 1 masas y un cuerpo de masa arbitraria,
que puede ser removido, colocado en el centro del poligono.

Las configuraciones centrales que consisten de dos poligonos regulares anidados
son ejemplos de configuraciones centrales apiladas (2n,n) dobles, las cuales contienen
dos diferentes subconjuntos de n cuerpos que pueden ser removidos, ver [5, 23, 28].
Aunque en estas configuraciones centrales apiladas tenemos dos subconjuntos diferen-
tes de n cuerpos para elegir, las configuraciones centrales obtenidas una vez que los
cuerpos son removidos son similares. A causa de esto estamos interesados en contar
el nimero de configuraciones centrales apiladas que no sean similares después de que
los k cuerpos son removidos. Asi, contaremos el niimero de configuraciones centrales
apiladas (n, k) para todo k = 1,2,...,n — 3 salvo similaridades.

En el problema plano no colineal de 5 cuerpos, una configuracion que después de
remover dos masas en tres diferentes maneras, tal que en cada una, las tres masas
restantes estén en una configuracién colineal, no es geométricamente realizable, al
menos que la configuracion de 5 cuerpos en el plano tenga cuatro masas colineales.
En ese caso el teorema del bisector perpendicular nos dice que tal configuraciéon no
puede ser central del problema de 5 cuerpos, para verlo, basta con aplicar el teorema a
cualquier par de masas que forman la configuracién colineal de 4 cuerpos cuyo bisector
no coincide con la masa que no pertenece a la configuracién colineal, de ser asi, se
elige cualquier otro par de masas. Por tanto, es imposible obtener, en el problema
plano no colineal de 5 cuerpos, que el nimero de configuraciones centrales apiladas
(5,2) sea tres, donde las tres masas restantes formen una configuracién central de
Euler en el problema de 3 cuerpos.

Por otro lado, una configuracién central plana de 5 cuerpos que incluye un triangu-
lo equilatero también puede incluir, en tres diferentes maneras, dos configuraciones
colineales después de remover dos masas. Esto sucede cuando las dos masas no trian-
gulares estan en los lados del tridngulo, ver la figura 4.1(a), cuando sélo una masa no
triangular estd en un lado, ver la figura 4.1(b), y finalmente cuando las dos masas no
triangulares no estan en ningun lado del triangulo, ver la figura 4.1(c). El teorema del
bisector perpendicular implica que ninguna de estas configuraciones puede ser central
del problema de 5 cuerpos. Entonces en el problema plano no colineal de 5 cuerpos,
el nimero de configuraciones centrales apiladas (5, 2), salvo similaridades es a lo mas
dos.

La configuracién central de 5 cuerpos dada por un cuadrado con cuatro masas
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Figura 4.1: Tres configuraciones diferentes en el problema de 5 cuerpos, donde después
de remover dos cuerpos, una configuracién de triangulo equilatero y dos configuracio-
nes colineales son obtenidos. Las tres configuraciones son descartados por el teorema
del bisector perpendicular para ser una configuracién central del problema de 5 cuer-
pos.

iguales en sus vértices y un cuerpo localizado en su centro con masa arbitraria, ad-
mite una configuracién central apilada (5, 1), a la cual podemos llamar configuracion
central apilada cuadrado mds uno debido a que el cuerpo removido es el del centro,
quedando la configuracién del cuadrado. Esta configuraciéon central formada por el
cuadrado y una masa en su centro también admite una configuracion central apilada
(5,2) la cual es del tipo Euler més dos, observemos que realmente hay dos subconjun-
tos de masas que pueden ser retirados (las que estan diagonalmente opuestas) pero
las configuraciones resultantes de 3 cuerpos son similares, por lo cual decimos que
esta configuracién admite sélo una apilada (5,2). En la configuracién del cuadrado
con una masa en su centro es imposible remover dos masas y obtener un tridngulo
equilatero, el cual es la configuracién central de Lagrange del problema de 3 cuerpos.
Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.1. En el problema plano no colineal de 5 cuerpos, el nimero de con-
figuraciones centrales apiladas (5, k), para k = 1,2 salvo similaridades es a lo més
dos.

En efecto, en la seccién 4.3 mostraremos la existencia de una familia donde el
ntimero de configuraciones centrales apiladas (5,2) es dos.
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4.2. Configuracién central apilada (5, 2): Euler mas
dos

En esta seccién demostraremos la existencia de una nueva familia de configuracio-
nes centrales apiladas (5, 2) en el problema plano de 5 cuerpos. En esta configuracién
central de 5 cuerpos, tres particulas estan en configuracion central colineal o de Euler,
mientras que las otras dos particulas estan colocadas simétricamente con respecto a
la configuracion colineal.

Observacion 4.2. Este tipo de configuracion cae dentro de la familia de configuracio-
nes centrales estudiadas por Gidea y Llibre [12], donde ellos, por un error aritmético,
descartaron esta configuracion.

El teorema principal de esta seccion es el siguiente.

Teorema 4.3. Consideremos la siguiente configuraciéon del problema de 5 cuerpos:
Tres masas colineales my, mo, m3, ordenadas de izquierda a derecha, con m; = mg3 en
configuracion central de Euler del problema de 3 cuerpos, mientras que las masas my
y ms estan colocadas simétricamente con respecto a la configuracién central colineal.
Entonces, existen configuraciones centrales del problema de 5 cuerpos con my = ms =
1, tal que la linea recta que contiene a m4 y ms cruza a la configuracién colineal a la
derecha de mg, o simétricamente a la izquierda de m;.

my
o
I
I
I
I
l
- Qo *) 1
mq mo ms3 l
I
I
l
o
ms

Figura 4.2: Configuracion de 5 cuerpos: Euler més dos

Demostracion. Por hiptesis my = mgs y ria = ros, las ecuaciones (2.4) y (2.8) del
capitulo 2 deben cumplirse debido a que cumplen con la simetria 1, entonces sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que a = b = 1. De las ecuaciones (2.4)
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tenemos

(R24 - R45 ) A245

= , 4.1a
! (R14 — R34) Aoy (4.12)
—2(Ros — Rus)(R13 — R3a)Aoss + (Rig — Rus)(Ris — R34)A145
— (4.1b)
(1 — Roy)(R14 — R34)Aos
0 = —RiuAyas — R3aAsas + 2Ro4ANoys. (4.1c)

Definimos la funcién g = g(c,d) igual al lado derecho de la ecuacién (4.1c), en-
tonces
1+c)d 1—c)d 2cd
g(ca d) = ( ) 3/2 - ( ) 3/2 - 2 > 3/2. (42)
(42 +d)*?  ((c—12+ad)** (Z+&)

Observemos que g es la misma funcion que fue considerada por Gidea y Llibre en
[12] para el caso (iii) en la demostracién del inciso (a) de su teorema 1. Por lo tanto,
una familia de configuraciones centrales apiladas estard dada por los puntos de la
curva g(c,d) = 0, excluyendo aquellos valores de ¢y d donde g(c,0) =0y g(0,d) = 0,
es decir, los casos donde existe colision de my4 con my, y cuando la configuracién
corresponde a un rombo con my en el centro.

Las configuraciones del rombo con una masa en el centro fueron estudiadas por
Gidea y Llibre [12], y demostraron la existencia de esta familia. No consideraremos
estas curvas, y por ende nos concentraremos en encontrar nuevas configuraciones
centrales apiladas que satisfagan que g(¢,d) =0, con ¢ > 0,d >0, m; >0y my > 0.

Sea M, el conjunto de puntos en el plano (c,d) tales que m; > 0 para i = 1,2,3
y M = M;N Myn Ms, en este caso M; = Ms. Para demostrar el teorema 4.3 es
suficiente mostrar que g(c,d) = 0 intersecta M.

Notemos que 714 = /(1 +¢)2 +d? > 134 = /(1 — ¢)? + d? para todo ¢ > 0, esto
€s, R14 — R34 < (0. También A245 <0 y A241 > 0. Asi my >0 cuando R24 > R45. Se
sigue que My = {(¢,d) | d > }

\/_

Ahora estudiaremos las intersecciones de m; = 0 con g(c,d) = 0, para lo cual
definimos x(c¢) = i g (c, f) Es facil ver que x(c) esta bien definida en el intervalo

[1,7], més atn X(l) < 0y x(7) > 0. Entonces, las curvas m; = 0 y g(c,d) = 0 se
intersectan en al menos un punto (co, \C/Og) con 1 < ¢y < 7. Por otro lado, debido al
cambio de signo de x(c), la curva g(c,d) = 0 intersecta a la regién M.

Finalmente, tenemos que verificar que my > 0 en al menos uno de los puntos que

pertenecen a la interseccién de m; = 0 con g(c,d) = 0. Si my = 0, la ecuacion (4.1Db)
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toma la siguiente forma:

16v3(1+ )¢ (f’/—g — 142+ 4 )
2¢(8¢3 — 33/2)4 /14 2¢c + 3¢

Un célculo inmediato muestra que mq > 0 para ¢ > 1, con lo cual queda demos-
trado el teorema 4.3. O

moy =

Como ya mencionamos antes, Gidea y Llibre afirmaron que no existen configura-
ciones de este tipo, sin embargo, hay un error en su demostracion en la pagina 97 de
[12], donde ellos suponen que

(1= )t ((s =12 +£2) 72 = (14 8)t (1+5)> +2) % + 251(2)

es igual a ¢g(t, s), definida en la pdgina 94 de [12], lo cual no es cierto debido a que
estas dos expresiones difieren en el ultimo sumando.

En la figura 4.3 mostramos una configuracién central apilada (5, 2) con valores de
masas m; = my = mg ~ 0.378378411156148 y m4 = ms = 1. La curva que contiene
a my representa todas sus posibles posiciones, esto es, la familia de configuraciones
centrales apiladas para valores de m; y mo variando. Notemos que cuando el valor
de m; tiende a cero, el valor de my tiende a 1.28240390152325, y la configuraciéon se
aproxima a una configuracion de Lagrange del problema de 3 cuerpos. Por otro lado,
cuando el valor de ms tiende a cero, el valor de m; tiende a 0.961839715898175, y la
configuracion se aproxima a una configuracién central del problema de 4 cuerpos, ver
[18].

4.2.1. Unicidad de configuraciones Euler mas dos

En esta seccién mostraremos analiticamente la unicidad para las configuraciones
que cumplen con una simetria adicional r15 = 193 ademéas de la simetria 1, las cuales
incluyen a las configuraciones centrales Euler mas dos que fueron mostradas en la
seccion anterior.

En el capitulo 2 definimos la aplicacién de masas y para las configuraciones que
cumplen con la simetria 1 tales que 715 = 793. La aplicacién de masas es j : N7UN,; C
(R — (R*)™\ (0,0,0) donde

(e, d) = (my(c,d), mo(c,d), ms(c,d)). (4.3)
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Figura 4.3: Una configuracién central apilada (5,2): “FEuler mas dos”, donde
my = mo = mg ~ 0.378378411156148, y my = ms = 1. En ese caso, ¢ ~
1.76905011042108651 y d ~ 1.21909474808793510.

De las ecuaciones (2.7) podemos expresar las masas my, my y ms en términos de
(¢,d) como sigue

msy + a (e — g)

my = )
Y
—2m33—255
M T i —a (4:4)
(E—e)aB + v (6 — d8)
ms3 = 7= )
57—
donde
1 1 P 1 1
o= —— —, == :
(2 +d2)? 8 8 ((14c)2+d2)?
1 1 1
y=1- 5= S

(L) +a2)F (L Pty 8
y € = 1 + ¢. Aqui estamos usando el operador a(c,d) = a(—c,d).

Sea I el numerador de m,, de tal forma que la frontera de N; UN; es determinada
por las siguientes tres ecuaciones:

F = (—¢)aB+7 (6 —62) =0,
Fy = (e —8)aBB + 67BE — 698 = 0, (4.5)
Fy=(E—¢e)aB+(d — d8) = 0.
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En el capitulo 2 mostramos numéricamante que los conjuntos N; y N, son no vacios,
esto debido a que es muy dificil verificar los signos de las expresiones algebraicas
del sistema (4.4). Los conjuntos Ni y N5 estdn representados por las regiones azul
obscuro en la figura 2.8 del apartado 2.1.2.

Las curvas F; = 0, para ¢ = 1,2, 3, las mostramos en la figura 2.8. Las dos regiones
conexas N7 y N representan los valores correspondientes (¢, d) para masas positivas.

El siguiente resultado nos garantiza que dado un punto (¢,d) € Nj U N5, la
aplicacion de masas tiene un sélo vector para las masas.

Teorema 4.4. Cada configuracién central simétrica del problema plano de 5 cuerpos,
donde el eje de simetria contiene los cuerpos my, my y mgs, ordenados de izquierda
a derecha y ris = 793, tiene vector de masas (my, ms, m3,my = 1,mz = 1) tnico,
siempre que la configuracion colineal de las masas my, my y ms esté excluida.

Demostracion. Las ecuaciones (2.7) pueden ser reducidas de un sistema homogéneo
Am = 0 a un sistema no homogéneo Bm = b donde

0 (Ri2 — Roa)Araz  (Riz — Rsa)Auas
B = | (Ri2 — Ru1)Aon 0 (Ros — R3a)Aous |,
(Ri3 — R14)Aga1 (Raz — Roa)Asan 0
(—Ris + Rus)Auss m
b= | (—Ras+ Ru5)Doss |, m= | me
(—Rs4 + Rus)Asas ms

Observemos que la existencia y unicidad (positiva o no) en (mq, maq, mg) del siste-
ma lineal Bm = b depende de que det(B) # 0. De las simetrias del sistema tenemos
que A1gs = —Dou1, Asgyp = —A1sz ¥ Aogyz = —Agys, entonces obtenemos

det(B) = [(R13 — Ria)(Fa2 — Roa)(Roz — Raa)

4.6
- (RIQ - R14)(R23 - R24)(R13 - R34)]A341A142A243- ( )

Si r19 = ra3, tenemos que (4.6) toma la forma
det(B) = (Ri2 — Roa) (R34 — Ri4) (R12 — Ri3) Aga1 A140043.

Ya que las areas orientadas satisfacen Agy A1400043 # 0, ademds que 1o = 1 # 2 =
T13 Y 14 7 T34 (¢ > 0), el vector de masas positivo normalizado (my,mg, ms, my =
1,m5 = 1) es unico siempre y cuando ris # ray. Notemos que cuando 114 = 134, ¢ = 0
y Agys = 0, esto es un rombo con my en el centro, este caso ha sido estudiado por

Gidea y Llibre en [12] como caso (i) de la demostracion del inciso (a) de su teorema
1.
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Cuando 712 = 794 tenemos que la configuracién forma un circulo con my en su
centro. Aplicando el corolario 3 de [4] obtenemos que la tnica configuracién central
posible con cuatro cuerpos formando un circulo es un cuadrado con cuatro masas
iguales en sus vértices. El cuadrado corresponde a ¢ = 0 y d = 1, donde la linea
myms pasa a través de msy. Por lo tanto, el teorema queda demostrado. O

El caso ¢ =0y d # 1 corresponde a la configuracién del rombo con una masa en
el centro, la cual también fue estudiada por Gidea y Llibre [12]. Ellos enunciaron en
el inciso (a) de su teorema 1 que las masas estdn inicamente determinadas por cada
configuracion que pertenece a la familia, pero de acuerdo a lo enunciado por Roberts
en la pagina 144 de [41], esta afirmacién no es cierta. Roberts demostré que fijando
el tamano del rombo, existe una familia uniparamétrica de equilibrios relativos para
la cual los valores de las masas m; y mo cambian linealmente una con respecto de la
otra.

El teorema 4.4 nos dice que dada una configuracién, el vector de masas correspon-
diente es unico, responder al problema inverso del planteado en el teorema anterior
es un problema atin mucho mas complicado, ;jdado un conjunto de masas, la confi-
guracion correspondiente tal que el sistema sea una configuracién central es tinico?

En general resolver el sistema de ecuaciones (2.7) para un par de variables es muy
complicado debido a los exponentes fraccionarios que hay en los denominadores. En
la figura (4.4) mostramos evidencia numérica de que el problema inverso del teorema
4.4 también es cierto, dado un conjunto de masas (mq, ms, mg, my, ms) con my; = ms
y 0 < my <0.96183..., y my = ms = 1, existe una tnica configuracion central apilada
con ¢ > 1 del tipo Euler més dos.

Se han realizado dos parametrizaciones correspondientes a los casos b > cy b < ¢,
lo cual para las configuraciones Euler mas dos corresponde a b = 1, es decir para
1 > cy 1l < c. En resumen, podemos decir que para cualquier vector de masas
(mq, mg, m3, my,ms) con m; = mgy 0 < my < 0.96183, y my = my = 1, existen
dos configuraciones centrales apiladas del tipo Euler mas dos, una corresponde a una
configuraciéon del rombo con una masa en el centro (1 > ¢) mientras que la otra
corresponde a las mostradas en la seccion 4.2 para (1 < c¢).

4.3. Configuracion central apilada: Lagrange mas
Euler en uno

En esta seccién mostramos la existencia de una familia de configuraciones cen-
trales apiladas (5,2) del problema plano de 5 cuerpos, donde 3 cuerpos forman una
configuracion central de Euler, mientras que 3 cuerpos forman una configuracion cen-
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Figura 4.4: Relacién de m; con msy en todas las configuraciones centrales Euler més
dos, lim,,, 0 mo ~ 1.28240 y lim,,, .o m1 ~ 0.96183.

tral de Lagrange; evidentemente uno de los cuerpos forma parte de las configuraciones
de Euler y Lagrange. Por lo que el niimero de configuracion central apilada para esta
configuracion es dos. Debido a las formas obtenidas después de remover los dos sub-
conjuntos diferentes de dos masas, hemos llamado a esta configuracion central apilada
de 5 cuerpos Lagrange mas Fuler en uno. Hasta donde llega nuestro conocimiento,
esta es la primera vez que este tipo de configuraciones centrales son mostradas en el
plano. Para un fenémeno similar en el espacio, ver [6].

Teorema 4.5. Consideremos una configuracién central de 5 cuerpos con tres masas
ma, My, ms en configuracion de triangulo equilatero y las masas my y mgs sobre la
linea del bisector perpendicular al tridngulo, ver la figura 4.5. Entonces existe al
menos una familia de configuraciones centrales de 5 cuerpos tal que las masas mq,
ms y ms forman una configuracién central de Euler.

Demostracion. Este problema cumple con la simetria 1 del capitulo 2, entonces por el
teorema 2.2 tenemos que my4 = my y las ecuaciones 2.1 son reducidas a 2.4. Ademas
buscamos que mq, mo y ms formen una configuracion de Euler, entonces éstas deben
satisfacer la ecuacién quintica de Euler (1.10).

Podemos resolver las ecuaciones (2.4) para las masas
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Figura 4.5: Configuracion central: Lagrange mas Euler en uno.

(R23 — R3a)Aoas
mi = —— ———mg3,
(R12 — R14)A241
_ (Riz — R34)(Ri2 — R14)(R34 — R45)A143082418345 + (R14 — Rys5)(R23 — R34)(R13 — R14)A14582430341
(Ri2 — Ras)A142(R23 — R3a)A243(R13 — R14)Asa1 + (R13 — R34)A143(R12 — R14)A241(R23 — Ras)Asaz’
(Ri2 — R14)A241 ((R12 — R45)A142(R34 — R45)A345 — (R14 — Ra5)A145(R23 — Ra5)A342)
(Ri2 — R45)A142(R23 — R34)A243(R13 — R14)Az41 + (R13 — R34)A143(R12 — R14)A241(R23 — Ra5)A342

Sea 119 = a, 193 = by rog = r45 = 1, entonces usando las expresiones de las
distancias relativas dadas en (2.5), podemos expresar las masas en funcién de las
variables a y b, es decir, m; = m;(a,b) para ¢ = 1,2, 3. Luego, en este caso la ecuacién
quintica de Euler toma la siguiente forma:

E = — (mg +m3) — (2ma + 3ms) a — (mg + 3ms) &® + (3my +my) o®
+ (2my + 3my) a* + (my +ms) o, (4.7)

b
donde aw = —, de tal forma que E = E(a,b).
a

Sea M la regién en el plano (a,b) donde las masas my, my y mgs son positivas.
Luego, para demostrar el teorema debemos probar que existe interseccién de la curva
E(a,b) = 0 con M. Para hacer esto mostraremos que existe al menos un punto
(ap,by) € OM que estd en la interseccién de las curvas E(a,b) = 0y my(a,b) = 0,
ademds que la interseccion es transversal. La figura 4.6 proporciona una evidencia
numérica de que el conjunto M es no vacio, también fue mostrado en [21]. A partir
de la ecuacion fy4 del sistema de ecuaciones (2.4) obtenemos

— m3(334 - R23)A243
! (R12 - R14)A241

(4.8)
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Figura 4.6: Regién de masas positivas M con E = 0 en el plano (a,b).

de donde Agy3 < 0, Agy; > 0y Ris — R4 > 0. Entonces tenemos que m; = 0 cuando
ms3 = 0 0 ro3 = 734, lo cual implica que b = \/Tg Ademas m; > 0 cuando ms3 > 0

yb< \/Tg Por continuidad existirdn puntos en el plano (a,b) tales que m; > 0 para

cualquier bola abierta centrada en algiin punto de la recta b = V3 i en este punto

3 )
V3

ms > 0. Sea L el segmento de recta donde b = % con a € (0, £). Mostraremos que

mg > 0 para toda a € L.

Como consecuencia de lo dicho anteriormente, para demostrar que L esta en OM
debemos probar que my y mg3 son positivas para toda a € L. De la ecuacién f3y = 0
del sistema de ecuaciones (2.4), tenemos que my = 1 siempre que m; = 0y ro3 = 734.
Falta demostrar que m3 > 0 en L, recta en la cual se cumple r93 = r34, my =0y
ms = 1. Sustituyendo ésto en la ecuacién f4 del sistema (2.4) obtenemos

(Ria — Rys5)A142 + (R14 — Rys)Avas

mg(mq =0,me =1) = (Ror — ) Dim ) (4.9)
mg(%?) o (3a+v3)" N(a) - (4.10)
27a3 (\/§a2 + 3a + \/§) (a2 ++/3a+ 1) 2

donde

N(a) = —2a°—/3a*+ <3a5 +4v3a* + 60 — a® + V3a® — V3a — 1) \/m.
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Un célculo inmediato nos permite verificar que lim m3( ‘/?3) = 400, ademas da-
a—0t
do que N(3) = —% — ‘/?3 — (%) VR A+ f < 0, entonces ms(3, %) > 0. Ahora,

para garantizar que mg(a, ‘[) > 0 para a € (0 3), demostraremos que ms(a ¥3) no

173
se anula para a € (0, 3).

Ahora hacemos manipulacion algebraica en la funcién numerador N(a) de (4.10),
de tal forma que obtenemos un polinomio P = P(a) de grado 12 con coeficientes ¢,
correspondientes a los términos a”, respectivamante. Estos coeficientes son c¢15 = 9,
c11 = 333, c10 = 165, cg = (162v/3 —6), cg = (306 — 20v/3), c7 = (126/3 —90), c5 =
(96 —78v/3), c5 = (143 —126), ¢y = (12 —42v/3), c3 = (9v/3 —24), ¢y = (12—2V/3),
c1 = 3V3y ¢y = 1. Ahora vamos aplicar el teorema de Sturm para demostrar que
P(a) no tiene ceros cuando a € (0,3). Sea Ry el residuo obtenido de dividir P por P’
y 17 = —R;. Sea R5 el residuo obtemdo de dividir P" por T} y T = —R», finalmente
Ry, el residuo obtenido de dividir T}_, por T;_q con Ty = —Rj,.

Evaluamos las sucesiones en los puntos a =0y a = % y obtenemos la tabla 4.1.
Notemos que las sucesiones de Sturm asociadas aa =0y a = % tienen seis cambios
de signos, y el teorema de Sturm nos garantiza que no hay raices de P(a) cuando
a € (0, %) y por lo tanto mg > 0 para todo a € L.

Tabla 4.1:
0 I
76693 337739
i 1 T
P'(a) 3v/3 ~ G561~ Togss VO
T 37 4019605 _ 507703 /3
1 48 2834352 708588
T 287712+142272v/3 218793536 | 376399856 , /3
2 121 29403 88209
T _ 121(=T75+717V/3) _121(3815527+5783121/3)
3 16(1233+6261/3)2 209952(1233+626/3)2
T  32(47985538239+28537522888v/3) | _ 16(2725693418250549+1576558677574052v/3)
4 5929(395+58+/3)2 38900169(395+58\/§)2
Ts T5(0) >0 T5( ) >0
T T5(0) > 0 Tﬁ(g) >0
T, T(0) > 0 T7(3) >0
Ty T3(0) > 0 Ts(3) >0
Ty Ty(0) < 0 Ty(3) >0
Tho T10(0> <0 Tm(%) <0
1 T, >0 T11 >0

Luego, hemos demostrado que msy y mg son positivas en el segmento de recta L,
entonces por continuidad existe una vecindad tubular centrada en L donde my y ms3
son positivas, por lo tanto L C OM.
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Para completar la demostracion del teorema falta mostrar que la curva E(a,b) =0
intersecta a L y que la interseccion es transversal. La expresion de E evaluada en L
esta dada por

V3 b b\?
E(a,—) =—(1+m3) — (2+ 3ms3) (—) — (14 3my3) (—)
3 a a
b\’ AN
+ <—> + 2 (—) + (—) . (4.11)
a a a
Un célculo directo muestra que h'm+E(a, ‘/?3) = 400y E(%,?S) < 0, lo cual
a—0
implica que FE(a, ‘/?3) = 0 tiene al menos una solucién para a € (0,3). Entonces
podemos afirmar que existe al menos un punto (ay, \/Tg) que estd en la interseccién
de la curva E(a,b) = 0 y el segmento de recta L. Ahora mostraremos que esta
intersecciéon es transversal, para lo cual es suficiente verificar que — no se

da |,_ v
anula para valores de a € (0, %) A partir de la diferencial

da  Omy Oa Omsy Oa Ooms Oa Oa Oa’

usando (4.11) y las expresiones m; = m;(a,b) obtenemos

OF g(a)

al,vs  27a%(1—3v3)(a® +VBa+1)3 (=1 +3VB+ (9 — V3)a+ (—1 +3v3)a?)
donde

gla) = 738 — 810v/3 — 12825a + 3895v/3a + 282904 — 31050/3a>
—136080a + 41328v/3a® + 120294a* — 132030v/3a* — 2640604a°
+80196v/3a” + 109962a° — 120690v/3a® — 10921507 + 33169v/3a”
+179584% — 19710v/3a® — 4860a° + 1476v/3a’ + (— 738 + 810v/3
+16056a — 6048v/3a — 60462a> + 47070v/3a? + 244584a® — 114120v/3a*
—416178a” + 279306v/3a* + 662688a° — 345384/3a° — 5999224°
+369090v/3a’ + 430344a” — 240840v/3a” — 193518a® + 112086v/3a®

+53208a° — 31392v/3a” — 7074a'® + 3906v/3a'%)\/ a2 + V/3a + 1.

Para encontrar los ceros de B, Vamos a estudiar las raices de g(a), para lo cual

a
tomamos g(a) = 0 y agrupamos del lado derecho de la ecuacién los términos con



4.3 Configuracién central apilada: Lagrange mas Euler en uno 85

factor v a2+ v/3a + 1, luego elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacién y
simplificamos, de tal forma que al reagrupar obtenemos un polinomio de grado 21
dado por
G(a) = (95811984 — 55262088v/3)a®! + (—1654275960 + 955606896+/3)a>°

+ (13827401136 — 7981918200v/3)a + (—74240855856 + 42858828864+/3)a'®

+ (287097440688 — 165799426824+/3)a'” + (—850259626344 4 4907279604961/3) a0
+ (1998290401920 — 1154130993504v/3)a'® + (—3821426402616 + 2205573951216+/3)a'*
+ (6032096619468 — 3483558597978v/3)a’® + (—7949089483200 + 4588574039424+/3)a'?
+ (8791043641344 — 5075943572592v/3)a’! + (—8185733091144 + 4726144576368+/3)a'”
+ (6414997379184 — 3703154535144v/3)a’ + (—4215550581864 + 2434574823792+/3)a®
+ (2309521611144 — 1332747953532v/3)a” + (—1041812321472 + 6019413379201/3)a’
+ (381654231696 — 220106238408v/3)a’ + (—110382563376 + 63829686240+/3)a*
+ (24409357632 — 14061676464v/3)a” + (—3850279272 + 2229735792+/3)a’
+(

390205068 — 224358282\/3)& — 18819216 + 10924992+/3.

Luego, los ceros de g(a) estan incluidos en las raices de G(a) = 0. Notemos que el
polinomio G(a) sélo tiene dos cambios de signos en los coeficientes, entonces la regla de
los signos de Descartes garantiza que G(a) tiene a lo mas dos raices reales positivas. Ya

que G(0) = —18819216+10924992v/3 > 0, G(}) = 2009L150238864 | 110TRITICOITEVS -, )

y G(1) = —594199056 — 3430610161/3 < 0, entonces las raices de G(a) deben ser

mayores que , pues en caso contrario habria més de dos raices de G(a). Por lo tanto,

: OF
G(a) no tiene raices para valores de a € (0,3), y como consecuencia 8—] pvi 70
a "3

para toda a € (0, %) Luego, podemos concluir que la curvas E(a,b) = 0 y el segmento

de recta L se intersectan transversalmente en el punto (ao, \/?g)

[]

Numéricamente, observamos que el teorema 4.5 es valido para cualquier valor fijo
0.043964649299756 < a < 0.162031454283589. Un ejemplo de configuracion central
apilada en el problema de 5 cuerpos del tipo Lagrange mas Euler en uno es dado
por m; = 0.117224179225200, my = 0.890322344850114, m3 = 38.7407741323209 y
my = my = 1. En ese caso a = % y b= 0.569110604510880.
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Conclusion

En el capitulo 2, hemos demostrado, de manera numérica, la existencia de va-
rias familias de configuraciones centrales de 5 cuerpos no colineales en el plano que
contienen un eje de simetria, donde se le ha pedido ademas que cumplan un par de
distancias mutuas iguales. Varias de estas familias que hemos mostrado son nuevas.

En el capitulo 3 damos una prueba analitica de la existencia de las familias méas
interesantes, hablando de geometria, que fueron encontradas en el capitulo 2. Estas
familias son aquellas donde cuatro masas de los 5 cuerpos forman un rombo y en
particular para cuando el rombo es un cuadrado.

El dltimo capitulo muestra la existencia de dos familias de configuraciones centra-
les apiladas, una de estas familias habia sido senalada erroneamente como inexistente
por Gidea Y Llibre en [12]. En este trabajo hemos demostrado de manera analitica lo
contrario y también ha sido publicado por los autores en [7]. Ademads, se demuestra
la existencia de una familia de configuraciones centrales apiladas muy especial debido
a que consiste en una configuracion central apilada que contiene a las dos primeras
configuraciones centrales que fueron descubiertas; la configuracion central de Euler y
la de Lagrange. Este resultado también lo hemos publicado en [8].

87
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Apéndice A

Regiones definidas por el teorema
del bisector perpendicular

Tabla A.1: 719 = 193 con b > ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, My Tog >T10 V. Ty > T15 d>\/].—C2 V d>1—j§)c
713 > T'34 d<\/4—(1—6)2
Ma, My T45 > T25 d > \/Lg
ms, My T45 > T34, T13 > T14 1—\7§)C<d< 4—(1—|—C)2

Tabla A.2: 119 = 193 con b < ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, My To4 > T12 V T45 > T15 c>1
1
T3 >T304 V  Ti5 > Ty45 4—(0—1>2>d V %>d
mo, My T34 > T93 V. Ty4s > Tos (C—1)2+d2>1\/d>0/\/§
-1
ms, My Tys > T35 C%<d

89
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A Regiones del teorema del bisector perpendicular

Tabla A.3: rj9 = 194 con b > ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, My Tog >T12 V. Ty > T3 c < %
Mo, My T45 > To5 c < %g
ms, My Tas > T34, T13 > T14 V2+2c—1<b<V3V/1-+c¢

Tabla A.4: 119 = 194 con b < ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, My Tog >T12 V  Ty5 > T c < %
Mo, My T34 > T93 V  Ty4s > Tos 2ic>b\/C<].
ms, My T45 > T35 b>C—\/§\/1—02

Tabla A.5: 719 = r34 con b > ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los pardmetros
2
my, My To4 > T12 V. T4 > T4 2c>b V C+\/1—%>b
Mo, My T45 > T5 b<c+%2+9
ms, My T45 > T34, 713 > T14 % C2+20+3+§—%<b<\/7§+0
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Tabla A.6: 719 = 134 con b < ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los pardametros
/—3c2
Mo, My T34 > T93 V  Tys > Tos 1>b\/b>c—%
ms, My T45 > T35 b>c—‘/7g

Tabla A.7: 719 = 145 con b < ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, My Toq4 > T12 V T45 > T15 C>\/7g
4241
Mo, My T34 > T23 V T45 > To5 & >b
ms, My T45 > T35 b>c—‘/7g

Tabla A.8: 713 =19 con b < ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros

Mo, My T34 > T93 V. Ty4s > Tos b<c—14++c2—-2c V b>\2/—%

ms, My T45 > T35 b>—%—§+%\/3+66+902
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A Regiones del teorema del bisector perpendicular

Tabla A.9: ri3 =13, con b < ¢
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, My Toa >T12  V  Ta5 > T15 b<c
T13 > T34 V 15 > T45 C>b+%
Mo, My T34 > T93 V. T45 > Tog O0<bx1
ms, My T45 > T35 C<b+\/7§
Tabla A.10: r13 = r45 con b > ¢
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, My Toq4 > T12 V T4s > T14 b>C+1—\/7§
T13 > T34 b<c+ \/Tg
3
Mo, My T45 > To5 C<%
ms, My T45 > T34, 13 > T14 c+1—‘/7§<b<c+‘/7§
Tabla A.11: ri3 = r45 con b < ¢
Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
my, My Toq4 > T12 V T45 > T15 b>1—\/62+i
+y V3
ma, My T34 > To3 V T45 > To5 5 >b V C<7
ms, My T45 > T35 b>C—\/Tg
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Tabla A.12: ri4 = 793 con b > ¢

Teorema del bisector Restricciones en las Restricciones en
aplicado a distancias relativas los parametros
)
my, My Toq4 > T12 V. Ty > T4 C<12ia V C<\/7§—CL
ri3 > 71 c> 1z20°-2a
13 34 2(1+a)
_ N/ — 2
—3a+1+v—3a%—6a+9
mg, My T45 > T34, T13 > T14 c < 1

Tabla A.13: r14y = 734 con b > ¢

Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos
aplicado a distancias relativas de los parametros
maq, My Toq4 > T12 V Ta5 > T14 ‘/7§—c>a
T13 > T34 a > —1_220
C2
Mo, My T45 > To5 1—§—c>a
ms, My T45 > T34, T13 > T14 %<CL<\/7§—C

Tabla A.14: ryy = r45 con b > ¢

Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos
aplicado a distancias relativas de los parametros
T
my, My o4 > T2 Vo Ty5 > T14 75> a
1—/3a
13 > T'sq b > NG
ms, My Tys > T34, T13 > T14 1—a<b<\/§—a
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A Regiones del teorema del bisector perpendicular

Tabla A.15: 114 = 7145 con b < ¢

Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos
aplicado a distancias relativas de los parametros
my, My To4 > T12 Vo Trus > Tis \/Lg > a
T3 >"T34 V  Ti5 > Ty5 b>1_—\/\/§§a
ms, My T45 > T35 O<b<\/7§—a

Tabla A.16: ry3 = 194 con b > ¢

Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos
aplicado a distancias relativas de los parametros
my, My Toa >T12 V Tays>Tu | 1>a V \/3(1—02)—c>a
713 > T'34 a>+2—2c—1
V3
mo, My 45 > To5 5 >c
ms, My T45 > T34, T13 > T14 1>c¢

Tabla A.17: re3 = 134 con b > ¢

Teorema del bisector Condiciones en las Condiciones en términos
aplicado a distancias relativas de los pardmetros
my, My Toa >T12 NV Tys >Tia | V2e>a V \/3(20—02)—c>a
3
Mg, My T45 > T95 5 >C
1 — V3 2c—1
ms, My T45 > T34, T13 > T14 c> 5, > 55
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Tabla A.18: ro3 = 134 con b < ¢

Teorema del bisector

Condiciones en las

Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los pardmetros
mi, My Toa >T1a VNV T4s >T15 | V2 >a V \/3(20—02)—c>a
mo, My T3q > To93 V  Ty5 > Tog % >c
ms, My Tys > T35 C<1—|—\/7g

Tabla A.19: r93 = 745 con b > ¢

Teorema del bisector

Condiciones en las

Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parametros
my, My Tog >T12  V  Ty5 > T1y \/02+i>a \% ‘/7§—c>a
r13 > T34 a > (1—0)2—1—%1—1
3
My, My T45 > 125 §>C
3 3
ms, My Tas > T34, T13 > T14 1—§<C<§

Tabla A.20: roy = 734 con b > ¢

Teorema del bisector

Condiciones en las

Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los parametros
my, My Toa >T1a V Ty >Ta|l>a V \/3(1—02)—c>a
713 > T34 a>1-—2c
V3
Moy, My T45 > T25 5 cC
V3 1—4c?
mg, My Ta5 > T34, T13 > T14 5 >C6  a>
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A Regiones del teorema del bisector perpendicular

Tabla A.21: roy =145 con b < ¢

Teorema del bisector

Condiciones en las

Condiciones en términos

aplicado a distancias relativas de los pardmetros
my, My Tog >T12 V. Tas >T15 1>a
ma, m Taq >To3 Vo Tus > T b< L
2, My 34 > Ta3 45 25 NG




Apéndice B
Graficas de las regiones definidas

por el teorema del bisector
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Figura B.1: Regiones para ri5 = 73.
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B Graficas de las regiones definidas por el teorema del bisector
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Figura B.3: Regiones para 115 = 734
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0.5

Figura B.4: Region para ris = r45 con b < c.

Figura B.5: Region para ri3 = roy con b < c.



B Graficas de las regiones definidas por el teorema del bisector
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Figura B.6: Region para ri3 = r3y con b < c.
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Figura B.7: Regiones para ri3 = rys
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Figura B.8: Regién para r14 = ry3 con b > c.
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Figura B.9: Region para ri4 = r34 con b > c.



B Graficas de las regiones definidas por el teorema del bisector
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Figura B.10: Regiones para r14 = 145,

0.59

Figura B.11: Regién para ro3 = roq con b > c.
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Figura B.12: Regiones para ro3 = 734.
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Figura B.13: Region para ro3 = ry45 con b > c.
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Figura B.14: Regién para roy = r34 con b > c.
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Figura B.15: Regién para roy = 145 con b < c.
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