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Resumen

El problema de los N cuerpos consiste en el estudio de un sistema de N parti-
culas que interactian a través de las leyes del movimiento de Newton y de la ley de
gravitacion universal de la inversa del cuadrado. A pesar de su antigiiedad, ain hoy
importantes cuestiones de caracter analitico acerca de las soluciones de este problema
permanecen abiertas, en concreto las concernientes a sus singularidades.

En la presente memoria se expondran algunos de los resultados que se han logra-
do obtener en esta area y que han permitido mejorar nuestro conocimiento sobre las
singularidades del problema de N cuerpos.

Comenzaremos presentando los conceptos basicos que nos seran necesarios tanto
para una formulacion precisa del problema como para enunciar algunos de los resulta-
dos elementales sobre los que se fundamentara el resto del trabajo. Entre estos tltimos
destaca la caracterizacion de las singularidades precisamente como aquellos instan-
te en los que el minimo de las distancias mutuas entre parejas de cuerpos tiende a cero.

Este teorema nos permite distinguir dos tipos de singularidades: aquellos en las

que todos los cuerpos tienden a un limite definido en el espacio ambiente euclideo en
el que se mueven (en cuyo caso se hablara de singularidad de colisién); y aquellas en
las que, por el contrario, alguno de los cuerpos no converge a una posicién concreta
(que recibiran el nombre de pseudocolisiones).
También nos sera de utilidad el hecho de que el momento de inercia (denotado por I),
el cual puede interpretarse como una medida del distanciamiento maximo entre par-
ticulas del sistema, siempre tiende a un cierto limite en la singularidad (ya sea dicho
limite o bien una constante no negativa o bien infinito).
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Posteriormente se estudiara un teorema clasico de Painlevé de 1897 en virtud del
cual se tiene que, para el caso de tres cuerpos, todas las singularidades son debidas a
colisiones.

A continuacién, nos concentraremos en la larga demostracion (publicada por Do-
nald G. Saari en 1973) del teorema que nos permitira caracterizar los dos tipos de
singularidades: las colisiones seran precisamente aquellas en las que el momento de
inercia I tiende a un limite finito, mientras que las pseudocolisiones seran aquellas en
las que el momento de inercia diverge a infinito. El estudio detallado de dicha prueba
constituye la parte central del trabajo.

Es interesante notar ademas que se obtendra de manera secundaria como corolario
que en el problema de N cuerpos lineal todas las singularidades son debidas a coli-
siones.

Finalmente se probara, siguiendo de nuevo a Saari, que el conjunto de condiciones
iniciales que dan lugar a colisiones es pequefo en un sentido topologico; en concreto
que dicho conjunto es de primera categoria (en el sentido de la categoria de Baire).
Para ello se usara, ademas de la caracterizacion de los dos tipos de singularidades de
la que se ha hablado, el resultado analogo para medida; esto es, que las colisiones son
de medida nula.

Palabras clave: problema de los N cuerpos, singularidades, colisiones,
pseudocolisiones, categoria de Baire.



English Abstract

The N-body problem consists in the study of a system of N particles which in-
teract according to Newton’s laws of motion and the inverse square law of universal
gravitation. Even though it is an old problem, there are still nowadays important
questions of an analytic nature regarding the solutions to this problem which remain
open, in particular those concerning its singularities.

In this work we shall show some of the results which have been achieved in this
area and which have improved our knowledge about the singularities in the N-body
problem.

We will start by introducing the basic concepts that we will need in order to give
a precise formulation of the problem and also for articulating some of the elementary
results which underlie the rest of the work. Among these, we highlight the charac-
terisation of singularities precisely as those instants in which the minimum of the
mutual distances between bodies approaches zero.

This theorem allows us to distinguish two types of singularities: those where the

bodies approach a definite limit in the Euclidean ambient space in which they move
(this situation will be called a collision singularity); and those where, on the contrary,
some particle doesn’t reach a concrete position (referred to as pseudocollisions).
It will also be useful to notice that the moment of inertia (denoted by I'), which can be
viewed as a measure of the maximum spacing between particles, always approaches
a definite limit in the singularity (let this limit be either a non-negative constant or
infinity).
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Next, we will study a classic theorem due to Painlevé and published in 1897, which
states that, in the three-body problem, all singularities are due to collisions.

After that, we will focus on the long proof (published by Donald G. Saari in 1973)
of the theorem that will allow us to characterise the two types of singularities: col-
lisions will be precisely those in which the moment of inertia I approaches a finite
limit, whereas pseudocollisions will be those in which the moment of inertia diverges
to infinity. The detailed study of this proof constitutes the central part of the present
work.

It is interesting to notice that, as a side effect, we will obtain as a corollary that all
singularities in the linear N-body problem are due to collisions.

Finally, we will show, following the proof by Saari, that the set of initial conditions
leading to collisions is small in a topological sense; specifically, that this set is of first
category (in the sense of Baire category). To that end we are going to need, besides
the characterisation of the two types of singularities about which we have already
talked, the analogous measure-theoretic result; that is, the fact that collisions have
measure zero.

Keywords: N-body problem, singularities, collisions, pseudocollisions,
Baire category.



1 Introduccion

En este primer capitulo nos guiaremos por lo expuesto en [1].

1.1 Conceptos basicos

El principal objeto de estudio sera la dindmica de N cuerpos (particulas puntuales)
de masas m;, m,, ..., my, que se mueven en el espacio euclideo tridimensional R? bajo
la influencia de una fuerza de atraccion mutua proporcional al inverso del cuadrado
de la distancia entre ellas. Respecto a un sistema de coordenadas absoluto, la posicion
del cuerpo m; esta dada por el vector tridimensional ¢, = (x;,y,,z;),i = 1,2,..., N.
La configuracion del sistema de particulas viene dada por el vector 3 N-dimensional
q = (4,49, ---,qy)- Cuando los puntos se mueven por el espacio, g es una funcion
del tiempo f. E1 momento (lineal) del cuerpo m; es p; = m,q;, i = 1,2,..., N donde
la derivada con respecto a ¢ se ha denotado con un punto sobre la funcién. Se usara
la notacion p = (p;, p,, ..., py)- Definimos la funcion potencial (que coincide con la
energia potencial negativa) del sistema de particulas como

U: RM\A -0+, Ulg)= ) i

b
1<i<j<N l9; — 4]

donde | - | es la norma euclidea y A representa el conjunto de colision,
A= U Aij, Aij:{qeRSqui:qJ'}-
1<i<j<N

Si se eligen las unidades de manera que la constante de gravitacion universal sea
1, las ecuaciones que describen el movimiento de los N cuerpos bajo su atraccion
gravitacional mutua vienen dadas por el sistema 6 N -dimensional

¢=M"p, (1.1)
p=VU(q), '
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donde M es la matriz (3N X3 N) con los elementos m,, m, m,, m,, m,, my, ... ,my, My, My
en la diagonal principal y 0 en el resto de posiciones, y MM~ representa su inversa. El
conjunto 6 N -dimensional de las coordenadas se denomina espacio de configuracion.

Se define asimismo el momento de inercia por
| X
I(Q) = 5 Z milqilz-
i=1

Recordemos ademas que se define el centro de masas por

N

C =Y, a0,

i=1
donde M = m; + ... + my es la masa total del sistema. Por otro lado, la cantidad
lel m,g,(t) = MC(t) recibe el nombre de momento lineal del sistema.

La conservacién del momento lineal junto a la invariancia galileana nos permitira,
cuando se desee, cambiar el sistema de referencia al centro de masas y suponer que el
centro de masas esta fijo en el origen. De ahora en adelante se supondra que estamos
en estas condiciones si no se especifica lo contrario.

Asimismo, recordamos que la energia total de la soluciéon g = ¢(¢) viene dada por

h=T(p®)-U(q®),

N N
donde T : R*N = [0, +o0f, T(p(t)) := % ; m p, (O = % ; m g, ()] es la ener-

gia cinética de la solucion g = ¢(¢). La energia total & es una cantidad conservada.

Finalmente, recordamos la importante formula

I=2T-U=T+h=U+2h (Identidad de Lagrange-Jacobi)

1.2 Singularidades

Supongamos una solucién del problema de N cuerpos, ¢ = ¢(t), definida en un
intervalo maximal a la derecha de la forma [0, w[. Entonces cuando w < +oo la solu-
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cion se denomina singular y @ se dice que es una singularidad de la solucion.

En relacion a este concepto se tiene el siguiente resultado

| Teorema 1.1. Sea ¢ = q(¢) una solucion del problema de N cuerpos definida en
[0, @[, con @ < 400 (no siendo en principio su intervalo maximal de existencia necesa-
riamente).
Entonces w es una singularidad (es decir, el intervalo maximal a la derecha es [0, o[ ) si
y soélo si

lim p(q(1)) =0,

t—-w

donde se ha denotado p(q) = min{|q, —¢q;|: 1 <i<j < N}.

Es claro ademas que lim p(gq(#)) = O es equivalente a que g(f) - A cuando t — ®.
-

En vista entonces del Teorema 1.1, se dira que @ < 400 es una singularidad de colision
si existe el limite de g(#) cuando t — w, esto es, si g(¢) tiende a A de manera que acaba
alcanzando un elemento concreto de dicho conjunto. Una singularidad @ que no es
de este tipo recibira el nombre de pseudocolision o singularidad de no colision. Una
pseudocolision puede aparecer solamente cuando g(f) tiende a A sin alcanzar ningun
elemento particular de él, oscilando entre varios elementos pero sin llegar a alcanzar
una posiciéon concreta.

Dicho de otro modo, una solucién tiene una singularidad de no colisiéon en w si al
menos un vector de posicion g; = ¢,(¢) no tiende a un limite definido cuando t — w.

Como consecuencia del Teorema 1.1 y de la identidad de Lagrange-Jacobi, se ob-
tiene ademas el siguiente resultado:

Corolario 1.1. Sea g = q(t) una solucion del problema de N cuerpos definida en
[0, o[, donde @ < +00 es una singularidad de la solucion. Entonces en tal caso siempre
existe el limite del momento de inercia I(¢) := I(q(¢)) cuando t - w (pudiendo ser
dicho limite una constante L > 0 o bien +c0).

Demostracion.  Por ser w una singularidad, el Teorema 1.1 nos da entonces que lim p(q(¢)) =

—-w
0, de manera que es inmediato de su definiciéon que lim U (g(¢)) = +o0. Entonces de la
t—w
identidad de Lagrange-Jacobi, I = U + 2h, deducimos que lim I(t) = 4. Por tanto,
t—w
para cierto 7, < w, se tiene que I(t) > 0, Vt € [r,, [. De aqui se concluye que puede
tomarse cierto 7,, con 7, < 7, < @, de manera que I no cambia de signo en [z,, w[. Es
decir, la funcién I es monoétona en [7,, w[, con lo cual 3 lim /(¢), que sera o bien una
—-w

constante L > 0 si I estd acotada o bien +o0 si no lo esté. |






2 Teorema de Painleve

2.1 Preliminares

Vamos a trabajar en el caso N = 3, es decir, con tres cuerpos.
Se denotara por r;;(t) := |q,(r) — q;(#)| la longitud de cada uno de los lados del trian-
gulo que, para cada 7, forman los tres cuerpos. Es claro que r;;() > 0 para todo 7 en el
dominio de existencia de la solucion.

Se tiene ademas el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.  Una vez fijado el centro de masas del sistema de particulas en el
origen del sistema de coordenadas, el momento de inercia I(q) puede escribirse en
términos de las distancias mutuas como

1@ = 5m +my+my™t Y mmr?

Jij
1<i<j<3

2.2 Enunciado y Demostracion

| Teorema 2.1 (Painlevé, 1897). En el problema de los tres cuerpos, todas las singu-
laridades son debidas a colisiones.

Demostracion.  Se seguiran las ideas que aparecen en Siegel-Moser [9], Capitulo Uno,
Seccidn 6.

En virtud del Corolario 1.1, segin el cual siempre existe el limite del momento de
inercia cuando t — , distinguimos dos casos:
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(I) SilimI(¢r) = 0, entonces limgq,;(t) = 0, Vi = 1, ..., n; por tanto la singularidad
es Ega colision (total). o
(I) Supongamos ahora que }Lna} I1(t) # 0, es decir, que o bien }Lrg 1(t) > 0 o bien
lim I(¢) = +o0, con lo cual en cualquier caso existirad un # > 0 tal que 1(¢) > 7,
‘tv;we [0, w[. Denotando ri;(@) = lq,(t) — qj(t)|, puede tomarse entonces un
6 > 0 tal que max{r,(1),r;5(?),r3(@)} > 6, Vt € [0, [, puesto que en caso con-
trario necesariamente tendria que ocurrir que }LIB riH)=0,paral <i<j <3,
lo cual por la Proposicion 2.1 implicaria que }Lnu} I1(q(?)) = 0, en contradiccioén
con lo supuesto en este caso (II).
Por otro lado, por el Teorema 1.1, que @ sea una singularidad implica que }1_{2 plq(®)) =

0. Podemos entonces tomar 7 < w lo suficientemente cerca de w de manera que
. . 6
min{r;;(1): 1 <i <j <3} =p(q@) < 5 Vt € [r,0]

Vemos ahora que uno de los lados del tridangulo que definen los tres cuerpos ha

de permanecer como el mas corto durante todo el intervalo de tiempo [7, ][,

puesto que en caso contrario por continuidad se tendria que para un cierto
. . o

t* € [7,w[ dos de los lados tendrian longitud menor que 5 con lo cual por

la desigualdad triangular el tercer lado tendra longitud menor que 6, en contra-
diccién con la eleccidon de 6.
Por tanto, la longitud de un cierto lado, digamos r;(), permanece por debajo

6 .
de 5 para todo t € [7, w[. Se tiene entonces que

ri;() < g, rp() > g, rys(t) > g, Vt e [r,w|. (2.1)

Por consiguiente, cuando t — w, la distancia r,;(¢) = p(q(?)) tiene a 0 y las masas
q;, g5 colisionan, mientras que las demas distancias permanecen por encima de

. . . 0
una cota inferior positiva, 5

Veamos a continuacion que la colisiéon ocurre en un punto concreto del espacio.
La ecuacion del movimiento

.o my
G == )+ 59— )
"2 "3
da lugar a la estimacién

.. my  ms
|Q2| S o + H
r
12 23
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de manera que por (2.1) la funcién ¢, esta acotada en el intervalo [z, w[. De aqui
es inmediato que existe el limite cuando t — w tanto de ¢, como de g,.

Como el centro de masas de los tres cuerpos esta fijo en el origen, es decir
m,q, + myq, + myq; = 0, y por otro lado g, — ¢g; tiende a 0 cuando ¢ = w,
entonces existe el limite cuando t — w de ¢q, y de g;.

En efecto, vemos que

ml —m,
miqy, + mygy + myqy = 0= mq, + myq; = —myq, = A=
3 3
n m m, m, m, m, —m,
:>_‘11__413"‘_6]3"“13:__‘12:_(‘11_‘13)+ — +1 B=—q9
ms my ms msy msy my m,

[ m - —m, m
= q; = m—+1 o ‘b‘m_(ql_‘h)
3 3 3

y como existen los limites cuando t - w de ¢, y de ¢, — g5, vemos que tam-
bién existira el limite de g; cuando  — . Entonces es inmediato que existe
limg,(t) =: Ly que limg;(t) =1limq,(¢f) = L. Es decir, g, y g, colisionan en un
t—w t—w t—w

punto concreto L del espacio.






3 | Un resultado sobre singularida-
des de colision versus pseudoco-
lisiones

3.1 Enunciado y consecuencias

Seguiremos lo expuesto en [7] por Donald Saari.

Gracias a que, dada una solucion del problema de N cuerpos, si se revierte el tiempo
y se traslada el instante inicial se obtiene otra solucion, en vez de estudiar soluciones
definidas en [0, @[ con @ < +o0 una singularidad, podemos estudiar equivalentemen-
te soluciones definidas en intervalos de la forma ]0, 7] y con singularidad en t = 0.

El objetivo principal consiste en demostrar que

| Teorema 3.1 (Saari, 1973).  Si hay una singularidad ent = 0 y si I es de variacion
lenta cuandot — 0, entonces la singularidad es debida a colisiones.

Observacion 3.1.  Una funcién f se dice de variacion lenta cuando t — 0 si
f(pn)
f@)

variacion lenta.

— 1 para cualquier constante positiva f. Por ejemplo, (In7)” es una funcién de

Una consecuencia inmediata de este teorema es

Corolario 3.1 (von Zeipel, Sperling). Si I = O(1) cuando ¢t — 0, entonces la singula-
ridad es debida a colisiones.

Demostracion (Corolario 3.1). La demostracion del corolario es inmediata. Si tene-
mos una singularidad en ¢ = 0, entonces de acuerdo al Corolario 1.1 o bien I tiende
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a un limite no negativo o bien diverge a +oco cuando # — 0. La posibilidad de tender
a +oo esta descartada por la hipotesis I = O(1). Si I — 0, entonces por la definicion
de I, tenemos que g; — 0, y hay una colision (total). Si I tiende a un limite positivo,
entonces es una funcion de variacion lenta y puede aplicarse el Teorema 3.1. |

Este resultado, publicado por von Zeipel en 1908, permaneci6é durante méas de tres

décadas sin que se le prestara apenas atencion. En 1920, fue también anunciado por
Jean Chazy, sin demostracion y sin ninguna referencia a von Zeipel. El primero en
mencionar la contribucién de von Zeipel fue Aurel Wintner en 1941, el cual afirmé
que algunos pasos de la demostraciéon no estaban debidamente justificados, y que por
consiguiente no podia ser validada. Un primer argumento detallado aparecio en 1970,
debido a Hans-Jiirgen Sperling. Finalmente, en 1986 Richard McGehee completo los
detalles de la prueba original de von Zeipel, mostrando que el argumento inicial habia
sido completamente correcto.
La demostracion de Von Zeipel esta basada en una descomposicion en camulos de las
particulas que da lugar a una notacion técnica y engorrosa. Por consiguiente, nuestra
intencion a partir de ahora sera estudiar la demostracion del Teorema 3.1, que como
se ha visto implica de manera inmediata el resultado de von Zeipel, y que ademas
arroja algo mas de luz sobre el comportamiento de las soluciones que dan lugar a
pseudocolisiones.

3.2 Demostracion

Se detallara la que aparece en el mismo articulo de Saari [7]. Se empleara la nota-
cionr; =g, —q|.

3.2.1 Algunas desigualdades previas

Puesto que el centro de masas esta situado en el origen, puede verse que

2MI = Z ml.mjlqi—qjl2

1<i<j<N

donde M es la masa total del sistema. De aqui vemos que I'/? puede interpretarse
como una medida del distanciamiento maximo entre particulas. Para ver esto, sea

R(t) := maxr, (t
(1) rril;gjxr,,()
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y sea my la menor de las masas. Entonces 2M 1 > m;m;|q; — qjl2 > mglqi - qjl2
para cualquier eleccion de i, j. Pero, para cada 7, hay cierto par i, j tal que r;;(f) =

R(?); por consiguiente I'/2 > m, Una desigualdad en la otra direccion se

@ M)l/z‘
obtiene de manera mucho mas simple; esto es, obviamente tenemos que 2M [ =

M?R? : . .
Z mimjrl.zj < Z ml.ij2 = . Del mismo modo, si definimos
1<i<j<N 1<i<j<N
p(1) := minr;;(7), se sigue entonces que U~! puede verse como una medida del dis-

tanciamiento minimo entre particulas. Recogemos estos hechos bien conocidos en las
desigualdades

m2R> 2
0 SISMR

(3.1)
myp™ <U < M*2p)”"

3.2.2 Esquema de la prueba

Las ideas basicas de la demostracion del teorema Teorema 3.1 son las siguientes:

1. Si hay singularidades que no son colisiones, entonces debe haber distancias r;;

tales que lim inf % > (0 (Lema 3.1).

2. El efecto oscilatorio es de tal manera que puede encontrarse una sucesion de
instantes {¢;}, ¥, = 0 en los que algunas particulas estan proximas entre si
mientras que las otras distancias mutuas estan acotadas inferiormente por el
producto de I'/? por una constante (Lema 3.2).

3. En cada t, (definido en 2.), pueden definirse cumulos de particulas de una ma-
nera natural — en concreto, un cumulo estara formado por todas las particulas
“cercanas”. La aceleracion del centro de masas de estos cimulos sera entonces
muy pequefia (de hecho, del orden de magnitud O(171)).

4. De 1. se sigue que, en algin momento del futuro, en algin ciimulo, al menos
una particula debe separarse de las otras particulas. Esto ocasiona un cambio
radical en la localizacién del centro de masas de dicho cimulo. En vista de 3.,
esto solamente puede ser explicado considerando que el cimulo tenga una gran
velocidad.

5. Si I es de variacion lenta entonces las velocidades de los cumulos no pueden

alcanzar las magnitudes que se requeririan.
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3.2.3 Enunciados y Demostraciones de los Lemas

Como se probd en el Corolario 1.1, si hay una singularidad en # = 0, entonces
cuando ¢ — 0 la funcién [ tiende o bien a un limite no negativo o bien a infinito. Para
el resto de este apartado se supondra que la singularidad no es una colision.
Como se remarc6 previamente, esto implica que I no tiende a cero, puesto que de
hacerlo entonces tendriamos que g, — 0 y habria una colision total.

Lema3.1. Existen indices i, j tales que

ri; ri;
lim inf m =0 vy limsup m >0 cuandot — 0.

Nota: Obsérvese que, por la primera desigualdad de (3.1), se sabe que necesariamente

lim sup m < +o00.

Demostracion. Supongamos que el enunciado del lema fuera falso.
Puesto que el nimero de cuerpos N es finito, entonces existe una constante A > 0 tal
que:

r; ri;
para cualquier r;; o bien 11—;2 — 0, o bien después de un tiempo m > A. (3.2)

Los indices pueden ser divididos ahora en clases disjuntas G,, k = 1,2, ...,p < N,

mediante la condicién de que i,j € G, siy solo si % — 0 cuando t — 0F. Efec-
tivamente dicha condicién da lugar a una relacién de equivalencia (usandose para la
transitividad la desigualdad triangular), con lo cual obtenemos una particiéon del con-
junto de indices en clases de equivalencia G,. El hecho de que el numero de clases, p,
es estrictamente menor que el niimero de cuerpos N es consecuencia de lo siguiente:
si todas las parejas de cuerpos cumplieran la segunda opcién de (3.2), entonces las dis-

tancias serian uniformemente positivas (teniendo en cuenta para esto que Il_l}%} 1>0)
y t = 0 no seria singularidad; por consiguiente alguna pareja ha de cumplir la primera
opcion de la disyuncion en (3.2) y por tanto habra al menos una clase con dos indices
distintos y se tendra que p < N.

Por otro lado, el centro de masas C; de la s-ésima clase viene dado por M ,C, =
Yicg, M4, donde M, = 3, m;,y su aceleracién viene dada por

My =Y mg =) @) Z > = i (q’ q’). (3.3)

i,je€Gy lj k=1 jeqG; u
i#j k#s ieG,

mm(qj
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La primera suma doble es igual a cero por la simetria de los coeficientes y la antisi-
metria de los vectores con respecto a los indices. La magnitud de cada término en la
segunda suma es ri‘j2 < A72I7', 1o cual es una consecuencia de (3.2). De esta manera,
M,C, = O(") = O(1) (téngase en cuenta que I # 0).

Por tanto, la aceleracion C, est4 acotada. De aqui es inmediato que la velocidad C,
también est4 acotada, y esto a su vez implica que existe el limite L := lirgl C, , para
t—

s=1,2,...,p.

SiI = O(1),lo cual se traduce en que I tiende a una constante positiva (y no a cero
ni a infinito), entonces por definicion de las clases G|, la condicién i, j € G, implica
que r;; — 0. Por la desigualdad triangular es entonces inmediato que ¢g;,q; — L.
Puesto que cualquier indice pertenece a alguna clase, se sigue que la singularidad es
una colision (todos tienen limite definido), lo cual es una contradiccion.

Si I # O(1) entonces I — +o0. Considérese la siguiente igualdad

lizmi|qi_cs|2=1_
2

s=1 ieG;

DN | —

p
D> MIC, (3.4)
s=1

la cual se obtiene de manera inmediata teniendo en cuenta la definiciéon de C, y desa-
rrollando el producto escalar del lado izquierdo.

Hemos probado que el segundo término en el lado derecho tiende a un limite. Por
la construccion de los conjuntos G|, la suma doble en el lado izquierdo es o(1), pa-
ra lo cual puede usarse la desigualdad de Cauchy-Schwarz junto al hecho de que
rij /1 12 5 0sii,j € G, . Por consiguiente obtenemos la contradiccion I = o(1),
y el lema queda probado. |

Lema3.2. Existe una constante positiva A tal que paraun € € 0, A[ arbitrario puede
encontrarse una sucesion {t,}, f, = 0 con la propiedad de que para cualesquiera k, j

o bien las dos particulas estan £-acumuladas (esto es, ry;(7;) < s(I(ti))l/2

A-separadas (es decir, A(I(ti))l/2 <r)).

) o bien estan

Demostracion. Definase el numero de parejas d-separadas, al que denotamos por
n(z,d), como el nimero de distancias mutuas ry; para las que en f = 7 se cumple
r, .
kj

que —7 > d. Notese de (3.1) (en concreto de la segunda desigualdad en la primera

linea) que d* < % implica 1 < (7, d). Como es inmediato que se verifica n(z,d) <

-1 —1
—n(n2 ), en resumen si d? < % se tiene que 1 < #5(r,d) < % Para un ¢
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positivo fijoy d < definimos el conjunto D(t,d) := {n(z,d): v € ]0,¢[}.

2
M1/2°
Definimos asimismo el numero real E(t,d) = inf D(¢,d). E(t, d) es un entero positivo
puesto que todos los elementos del conjunto D(#, d) son enteros positivos; ademas es
claro que el infimo es de hecho un minimo, con lo cual en algtin instante anterior hubo
tan sélo E parejas d-separadas. Notese que si ¢, < t, entonces E(t,,d) > E(t,d) ya
que D(t,, d) esta contenido en D(¢, d). Del mismo modo, si d, < d entonces n(z,d;) >
n(z,d) con lo cual E(t,d,) > E(t,d). Combinando estas dos afirmaciones, tenemos
que

si t;<t, d;<d, entonces E(t,,d,) > E(td). (3.5)

Sea F := sup { Et,d): 0<r<1,0<ds<—

conjunto de enteros acotado, F es un entero (de ese conjunto). Esto implica que

}. Como F es el supremo de un

E(t,,d,) = F para ciertos valores t = t, y d = d,,. Por (3.5), se tiene que

E(t,d) = F paracualesquiera 0 <t<t, y 0<d <d,. (3.6)

Esto es:
En cada instante de tiempo en el intervalo 0, 7,]

hay al menos (ya que E(, d) es un infimo) (3.7)

F distancias mutuas ry; tales que ry; > do(D)'"?

Definimos
2A = min (d,, S) ,

r,.
donde S es el minimo de entre los lim sup Il—k/Jz , 1 <k < j< N nonulos (es decir, de
t—0+

entre los estrictamente positivos); notese que en virtud del Lema 3.1, existe al menos
un par de indices k, j para los que el correspondiente limite es estrictamente mayor
que cero.

Sea € < A un cierto numero positivo. Entonces se tiene que para cada t < t,, puede

encontrarse un cierto valor positivo 7, < ¢ de manera que en dicho instante 7, hay

nn—1) . . , .
exactamente ———— — F distancias r, ; que estan acotadas superiormente por £/ 172

(véase (3.6)). Si esta afirmacion fuera falsa, entonces tendriamos n(zr,e) > F para
0 < 7 < t. Esto implicaria que E(t,e) > F, lo cual contradice la definicion de F y
(3.5). Esta afirmacion queda por lo tanto probada.

Por la afirmacion previa, en el instante 7, hay solamente F distancias mutuas que
no estan acotadas superiormente por £ I '/2, Puesto que se ha visto que para todo ¢ < t,
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hay al menos F distancias mutuas mayores que 2A1'/? (concretamente en (3.7)), estas

1/2

distancias mutuas estan también acotadas inferiormente por A(I)/~, y el lema queda

probado. |

Observacion 3.2. Recopilamos a continuacion dos propiedades que se han visto en
el ultimo paso de la demostracion del Lema 3.2 que acabamos de estudiar y que nos
seran de utilidad posteriormente:

» En el instante ¢, hay solamente F distancias mutuas que no estan acotadas su-
periormente por 1'/2,

= Existen al menos F parejas (k, j) tales que r,;(1) > 2AI'*(t) para todo 1 €
]0’ t()[

3.2.4 Demostracion del Teorema

Existencia de sucesion {7,}

myA> A
— ). Podemos entonces encon-

Sea 6 un nimero positivo menor que min )

trar una sucesion {¢,;} tal que (i) t;, — 0y (ii) en t = ¢, para cualesquiera k # j,
1/2

k,j=1,2,...,N,o0bien Iy < 5111/2 o bien rij > AI'2, donde o, = (%) . Con-

2
myA

viene hacer notar aqui que, de la definicién de §, y en concreto de que 6 < , se

deduce que 6, < A.
La existencia de una sucesién {t;} con esas dos propiedades esta garantizada por el
Lema 3.2, tomando en este caso € = ¢, en dicho lema.

El conjunto €! es no vacio

Para cada i € N, definimos ahora
€ ={rel0,n[: Tk #j, r,;@t) <8,1'7@), r, 1) = AI'*(1)} .

Vamos a probar a continuacion que este conjunto es no vacio, Q'll # .

Por reduccion al absurdo, supongamos que fuese (Sll =f.
Se cumple entonces la siguiente propiedad:
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Siry;() < 8,1'%(t,), entonces para todo t €]0,1,]
se verifica que r; (1) < AT'?(@).

Notese que para t = t, se obtiene usando que 6, < A.

Ahora bien, si se cumple esta propiedad (3.8), entonces las dos propiedades en la
Observacion 3.2 implican que existen exactamente F parejas (k, j) tales que r, ()=

2AI'2(t) para todo t €]0, 7,[. Ademas, el resto de parejas (que son un total de

-1
mn=b) _ F) cumplen, directamente por (3.8), que r;;(f) < AI'*(t) para todo 1 €

2
10, ¢;].
En resumen, cada una de las distancias mutuas seria, durante todo el intervalo de
tiempo 0, 7,[ , o bien menor que AI'/? o bien mayor que 2A1'/2.

Finalmente, por el Lema 3.1 existen indices k,, j, I /2 =0y

lim sup, kf’/jg > 0. Por la definiciéon de A (en concreto, por ser 2A menor o 1gual que

e,
cualquier lim sup no nulo), se tendra entonces que 2A < limsup —-
t— 1! / 2 t—0% 1 / 2

distancia ry ; esta entre las que cumplen ser mayores o iguales que 2AI'? durante

. Luego la

todo el intervalo de tiempo ]O0,

-0t Il/2

.7 . 1 . 1 . 1
En conclusion se tiene que €; # @ y puede entonces definirse 7, := sup ((ii )

El conjunto G? es no vacio

A continuacion, suponemos sin pérdida de generalidad que #,,,; < t!. Parai > 1
definimosahora G? := {t €lt,,1,_,[: Ak # j, r;(1) < 5,1, r, (1) = AI'*(1)}.

De manera analoga a como se hizo para €/, se prueba que €2 # ¢J.
Asi, por reduccién al absurdo, si fuese €7 = @ entonces en el 1ntervalo [#;,%,_,] habria

nn—1)

exactamente — - F distancias mutuas menores que AI'/?y el resto (un total de

F) serfan mayores que 2A1'/2. Pero, teniendo en cuenta que se habia tomado ¢, < t1
y que por tanto t}_ €]t;,t,_,[,lo anterior estaria en contradiccién con la definicién de
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t|_, como supremo del conjunto no vacio €/, (véase la definicion de dicho conjunto).

En conclusion se tiene que €7 # @ y puede entonces definirse 77 := inf ((S?)

Una propiedad del intervalo [/, 7]

Resumiendo, esta construccion da lugar a un intervalo [tl.l, tl.z] con tl.1 <t < tl.2 <
t,_, con la propiedad de que:

Proposicion 3.1.  Para cada pareja (j, k), j # k se cumple (de manera excluyente) una
de las siguientes desigualdades:

o () S AL, Ve [t 1]
w (0224107, Ve[t 1]

Notese que a priori esta propiedad se tendria en el intervalo abierto no trivial
]t} £2[, pero por continuidad se tiene también para el cerrado.

Un lema auxiliar

Procedemos ahora a enunciar y demostrar un lema que nos sera de utilidad mas
adelante.

Lema3.3. Sea f: [a,b] - RY de clase C?, y cumpliendo | f| < K,, min | ()] < K,.
Entonces

|f(b) - f(@)] < [K, + K, (b—a)|(b—a)

Demostracion.  Usando la Regla de Barrow para cada componente de la funcion f se
obtiene que

b
f(b)—f(a)=/ f(s)ds.

Analogamente se tiene que, fijado ¢ € [a, b] arbitrario, se cumple que

£ - £ty) = / Fesyds,
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donde ?, € [a, b] se tomara de manera que | f(t,)| = min | £(¢)| (como | f| es continua
alcanza su minimo en el compacto [a, b] ).

De esta segunda expresion obtenemos la desigualdad

/ | /(s)l ds

Teniendo en cuenta esta desigualdad junto a la primera expresion obtenida al princi-

| f(®)| <min|f(@)|+ <K, +K,|[t—t)| <K, +K,(b—a),Vt € [a,b].

pio, llegamos finalmente a que

b
17 (B) - £ (@) s/ 1)1 ds < [K, + K, (b— )] (b — a).

Una cota superior para |C||

Como en la demostracién del Lema 3.1, dividimos los indices en clases de equiva-
lencia G,, mediante la condiciéon de que

k,j € G, siy solo si ry; < AT'? para todo t € [t},t?]. (3.9

El hecho de que para la relacion dada por (3.9) se verifique la propiedad transitiva
se deduce de la Proposicion 3.1. Notese que estas clases depende de la eleccion de 7,
son disjuntas dos a dos, y cada indice pertenece a alguna clase (algunas clases pueden
tener un solo elemento). El centro de masas C, de la clase s-ésima viene dado por

Mscs = ZkeGs mqu’ Yy

.. mkmj(qk - q]) E mkmj(qk - qj)
e = 3 AT, Sy MG,
3 3
kjEG, Frj é;l keg, P
5 jEG,

La primera sumatoria doble en el lado derecho es cero por la simetria de los coefi-
cientes y la antisimetria de los vectores con respecto a los indices. Cada término en el

m.
segundo sumatorio es de magnitud . Como k, j no pertenecen a la misma clase
re.
kj
G, tenemos r,; > 2AI'/?. Por tanto en el intervalo [}, 7] tenemos
.. M B
C|L{——=—, 3.10
€< o = 7 (310)

donde se ha definido B := ﬂ
4A2
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Algun |C,| experimenta un gran cambio

Vemos ahora que algun |C,| ha de experimentar un gran cambio en este intervalo
de tiempo. Por la definicion de los términos involucrados, se sigue inmediatamente
que

s=1 ieGy

donde se ha definido J := % 3 M,|C,|%.

Debido al hecho de que C; es el centro de masas de la clase G, se sigue que para
cada k € G, hay un j € G tal que |q, — C| < |g, — g;|. Por consiguiente por la
definicion de 6 y de &, (en concreto por (ii), segun el cual ry < §,(I'* ), en el
instante ¢, el lado izquierdo de (3.11) es menor que 61, lo cual puede verse teniendo

en cuenta que, por la definicion de 6, se tiene que %(61)21 M =461 Estoes,ent,,
J@)> 1 =0)I(1). (3.12)

En los instantes t{ ,j = 1,2, alguna distancia entre particulas es ahora AI'/? (por su
propia definiciéon como supremo, y respectivamente, infimo). Supongamos que estas
particulas son ¢, y ¢,. Usando en cada una de las tres coordenadas la relaciéon a* +

b > %(a — b)* para a,b € R, se sigue que el lado izquierdo de (3.11) est4 acotado

inferiormente por
1 2 2 o 1 2
Emo<|‘h_cs| +|C; — g, ) szo|‘11_Q2| >ClI

donde
myA>
C= ;
4

para la segunda desigualdad téngase entonces en cuenta que ¢q,, g, se habian supues-

(3.13)

to precisamente cumpliendo que |g, — ¢, = AI'/? (es decir, de hecho se tendria la

igualdad).

Notese que 26 < C < 1 (lo cual implica en concreto que 6 < 1). La desigualdad
C < 1 se sigue del hecho de que J > 0.
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En resumen, en t{ ,j = 1,2, tenemos que

J)<(1-0)1@), j=1,2. (3.14)

Por consiguiente,

J@t)=J) > (1 =8)It)—(1-OIF). (3.15)

Encontramos ahora dos posibles casos:

= 0 bien lirgl I(t)=L,con L €]0,+00],
t—0+

= 0 bien li%l I1(t) = +o0.
t—0t

La demostracion podria completarse en ambos casos usando las técnicas del Aparta-
do 3.2.5, pero para motivar esta maquinaria, nos encargamos primero del caso aco-
tado:

Sea € positivo y de manera que

(C-9o)L
22-(6+0)°

Tomese un ¢,_; lo suficientemente pequefio de manera que si 0 < ¢ < ¢,_;, entonces
|I — L| < €. Por tanto, teniendo en cuenta que t; < f,_;, la desigualdad (3.15) queda

(C-=96)L

J(t,.)—J(t{) >(1-6)(L—-e)—(1-C)L+¢€)> 7 , (3.16)
con j = 1,2 y donde en la ultima desigualdad se ha usado que
(1-6)(L-e)—-(1-C)(L+e)=CL-6L-€2—-(6+C)) > CL—6L—% =
(C-6)L
—

Esto implica, por la definicién de J en (3.11), que para algun s

2
IC,t)I> = |C,aH)" =2

_ _ _ 1/2
(C-9o)L > (C-9o)L S (C-9o)L _D 8L (3.17)
2pM 2pM 2NM

s m
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_ -1/2
donde D :=ﬂ- S—L > 0.
2NM m,

1 , . .
Puesto que —m0|CS(t,A)|2 esta acotado superiormente por una constante estrictamente

menor que I(¢;), tomando € lo suficientemente pequeno se llega a que

mo|C(t)|> < 2LL. (3.18)

Usando ahora (3.17) y (3.18) obtendremos que
C.(t) - C.(P)] > D. (3.19)

Para verlo, comenzamos observando que de (3.17) se deduce que |Cs(1,‘l.)|2 - |Cs(tl.2)|2 >
0, y por tanto que |C(1,)| > |Cy(1})].
De nuevo teniendo en cuenta (3.17) se llega a que

8L 12 2
D<m—> <GP = 1C,aD]” = (IC,a)] +1C,(tD]) (IC,a)l — 1C,aD)) <
0

1/2

2L

<2 <—> (IC,al = 1C,aDI)
my

donde en la ultima desigualdad se ha usado que |Cs(t,~2)| < |C,(,)| junto a (3.18).

En consecuencia obtenemos finalmente

D < |Cy(t)] — |C,()| < |C,(1;) — C,(tD)] -

Cotas superiores para |C | y min |C,| en el caso acotado [ — L

Vemos a continuacion que si I — L > 0, entonces la desigualdad (3.19) no puede
cumplirse.

Primero, usando el hecho de que |I — L| < € y por tanto I > L — ¢, junto a la
desigualdad (3.10), nos queda

¢l <2
L —¢

(3.20)

Probamos a continuacién una cota superior para min |C,|.

Por (3.16), J tiene un maximo en el interior del intervalo [t}, tiz] (recordemos que
t; € 1t!,12]). En dicho punto J < 0. De la definicién de J, de la desigualdad (3.10), y
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del hecho de que %MSCS2 < I (lo cual se sigue de (3.11)), se deduce que en este punto
maximo
2B _ BNCM)'? _ B,

I~ I1/2 AV

Y MG <= MG E <Y @M, )

donde en la primera desigualdad se ha usado que J < 0.

Por consiguiente en el punto maximo de J, se tendra que

1/2 1/2
e < B, \" B BNQM)'?
S\ M OT1/2 - _\1/2 ’
s my(L — €)

donde en la segunda desigualdad se ha usado que |I — L| < € y por tanto I > L —&.

En concreto tendremos que

1/2 1/2
min |C.| < B / < BN . (3.21)

Obtencion de la contradiccion (en el caso acotado I — L)

Usamos ahora el Lema 3.3 teniendo en cuenta las cotas (3.20) y (3.21), llegando a
que

1/2
BNQM)"/? ) B

+——t, =t |, -] <
mO(L—e)l/2 b b

_ 2
1,1 = ) < < -

1/2
< BNQ2M)'? L B

Como por otro lado se tenia (3.19), segin el cual 0 < D < |C(¢;) — Cs(tiz)l, se concluye
que

12
BNQ2M)"/> ) L B

0<D<I|Ct)—C,()| <t
| s( 1) s(l)l— i—1 (mO(L_E)l/Z L—E
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Esta cadena de desigualdades debe cumplirse para cada ¢,. (Notese que las cons-
tantes D, B y L estan definidas en términos de A, N, y M. Por consiguiente son
independientes de ¢, y G,.) Para llegar a contradiccion, simplemente tomamos ¢;_, lo
suficientemente pequefio de manera que el extremo derecho de la ultima expresiéon
sea menor que D. Como {¢;} — 0, esto puede hacerse.

Observacion 3.3.  Con lo demostrado hasta este momento ya se puede obtener el Co-
rolario 3.1, ya que, como se dijo en su demostracion, la hipotesis I = O(1) nos permite
descartar el caso I — +oo cuando ¢t — 0, que es el que nos queda por probar.

3.2.5 Completacion de la Demostracion del Teorema 3.1

Para el resto de la demostracion del teorema podemos, y asi lo hacemos, suponer
que I — +oo cuando t — 0.

Un lema sobre funciones de variacion lenta

t1(r)
1(1)

t - 0.Dados € > 0,0 < f < 1 entonces, para tiempos préoximos a 0, en cualquier
intervalo del tipo (f,7) hay un ¢ tal que

Lema 3.4. Si I es de variacidon lenta cuando ¢+ — 0, entonces — 0 cuando

eI(?)

o <—

Demostracion. Teniendo en cuenta que una condicién necesaria y suficiente para que
una singularidad ocurraent = 0 es que p — 0 cuando t — 0 (Teorema 1.1), junto a la
identidad de Lagrange-Jacobi (I = U + 2h) y el hecho de que I — +o0, tenemos que
I - +© y I - —o0o mondtonamente cuando t — 0. Como I es de variacion lenta,
I(p1)
o) ,
tendra que I(ft) — I(¢) = (ft —t) I(€) para cierto &€ € [ft,t] (recordemos que f < 1),

I(pt — el — el
I(g)) =14+ % Por consiguiente, % -0

cuando ¢t — 0. Usando que f < 1y que |1(&)| > |1(¢)] (lo cual es consecuencia de que
t1(r)

1(1)

— 1 para cualquier constante positiva f < 1. Por el teorema del valor medio se

de lo que se sigue que

|| es mondtonamente decreciente cerca de 0), se obtiene que

-
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Para probar la segunda afirmacion, usamos la expansion en serie de Taylor de 1(z),
en virtud de la cual:

I <(ﬁ - 1>t1'<r)> MCERR(GY

1() 1() 1(1)

Por hipotesis el lado izquierdo tiende a cero. Se ha probado previamente que el primer
término en el lado derecho también tiende a cero. Por consiguiente para ¢ lo suficien-
temente pequefio el segundo término en el lado derecho puede hacerse menor que
(B — 1)’. Esto era precisamente lo que se queria probar. |

J es positivo en el intervalo [tl.l, tl.z]

Volvemos ahora a la demostracion del teorema. Como I tiende a +o0 y es con-
vexa, I es monotonamente decreciente cerca de 0. Por tanto podemos encontrar una
expresion analoga a (3.16) (para ello véase (3.15) y usese la monotonia de I), que en
este caso tomara la forma J(¢;) — J(tf) > (C —6)I(t;). Del mismo modo que se dedujo
(3.19), cambiando en esta ocasion L/2 por I(t,), puede verse que para cada valor ¢,
existe alguna clase G, tal que

(C =) (mI @) (C = 6) (myl )"

C(t)—-C.(D)| >
€)= €Dl 2 ANM SNM

(3.22)

Usando la desigualdad (3.10), segtin la cual recordemos que se cumplia que |C,(¢)| <

B ) ,
7 paratodot € [t}, tiz], junto a la monotonia de 7, llegamos a que

|IC.(1)] < vi € [t},1]. (3.23)

2 b
)

Por otro lado, si J fuera no positiva para algin punto en el intervalo [t], tf], en-

tonces, repitiendo el argumento previo que condujo a (3.21) en el caso acotado, se
seguiria ahora la desigualdad analoga

. BN(Q2M)'/? 2
min|C| < | ———— ] . (3.24)
' mo(1(2)"*

Usando ahora el Lema 3.3 teniendo en cuenta las cotas (3.23) y (3.24), llegamos a
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que

It — ] <

i —_

12\ /2
BN(2M)/> ,_B :

C,(t) — Cy(1)] < =1
| | (mo(l H” I(tg)l

1/2
< BNQM)'? L Bl
i) | RN 7Y 1(12)
mo(I1(2)) ;

Como por otro lado se tenia (3.22), se concluye que

(C = ) (myI(2))'"*
SNM

1/2
BN(2M)‘/2) L Bl

<ICt) - (D] < 1,
‘ < my(1(2)'" 1

Como H%} I(t) = +o0 y {t;} — 0, es claro que tomando i lo suficientemente avan-
t—

zado el término de la derecha puede hacerse arbitrariamente proximo a cero, mientras
que el término de la izquierda tendera a +oo.

Esta contradiccion implica entonces que, para i lo suficientemente avanzado, se
cumple que J es positivo en el intervalo [t], £7].

Construcciéon y propiedades del punto ¢}

Nos concentramos a continuacioén en probar:

Proposicion 3.2.  Para i lo suficientemente avanzado, existe un pequeno intervalo ce-
rrado de tiempo, llamémosle W, de manera que t, € int(W) C W C [tl.l, tl.z] y en el
que se cumplen las siguientes dos propiedades:

(@ I —-J@®) <s6l(t), Vte W.

(b) Existe algin punto en el interior de W en el cual la derivada de I —J es negativa.
Se llamara entonces 17 a ese punto. (N6tese que este punto no esta determinado
de manera unica.)



30 SINGULARIDADES EN EL PROBLEMA DE LOS N CUERPOS

Demostracion. Comenzamos teniendo en cuenta en primer lugar la féormula (3.14),
de acuerdo a la cual
JE) <A -C)I(), j=1,2.

De aqui deducimos que para j = 1,2 se cumple que
IE)-JE) > CIE) =226 I(t) > 5 I(t), (3.25)

donde en la segunda desigualdad se ha usado que C > 26.

En segundo lugar, por la desigualdad (3.12), se tendra que
Ia)=J@) <8 1). (3.26)

Debido al hecho de que I(#,)—J(t;) < 6 1(t;), por continuidad es claro que existe un
pequefio intervalo cerrado de tiempo, W, de manera que ¢, € int(W,) C W, C [1],17]
ytalque I(1)—J(t) <6 1(t), Vi e W,.

Es decir, este intervalo W, ya cumple la propiedad (a).

En cuanto a la propiedad (b), comenzamos tomando un i lo bastante avanzado de
manera que I sea decreciente en el intervalo ]0, tiz].

Definimos a continuacién el conjunto 3 := {t € [t} 4510 1) —=J (@) =6 1(t) = 0}.
Se tiene que 3 # @, puesto que por un lado (3.25) implica que I(t))—J (1)=& I(z}) > 0
y por otro lado (3.26) implica que I(t,) — J(t,) — 6 I1(t;) < 0.
Ademas 3 es compacto, y puede definirse t* := max 3. Obviamente I(t*) — J(t*) =
o I1(t%).
Ahora bien, como I es decreciente en |0, t?] y t* <t,, se tendra que

1) = J@) =6 1¢) 2 6 1) > 1(t) = I (1),

donde la segunda desigualdad es (3.26).

Usando ahora el teorema del valor medio deducimos que existe un t? €', t,[ tal
que I(£)) — J () < 0.

Se define finalmente W, := [t*,1,], y tomando W = W, U W, se consigue un
intervalo cerrado que verifica todas las propiedades del enunciado. |
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Lo realmente importante del resultado que se acaba de probar es que existe un
t? € ]til, tiz[ cumpliendo las dos propiedades correspondientes:

(@) I(t)—J(@) <8I())
(b) I(}) < J ()

Puesto que I(t?) - J(tl.3) < SI(t?), las formulas (3.12), (3.13), (3.15) y (3.22) se
verifican con ¢, reemplazado por t? (ya que fue precisamente una propiedad de esa
forma pero en ¢, la que se usé para deducirlas en su momento).

Para i lo bastante avanzado se tiene que t? < ﬂtl.z , V<1

Vemos ahora que para cualquier constante positiva f < 1 y para cualquier i lo
bastante avanzado (y por tanto #, lo suficientemente pequefio) se tiene que 7 < ft;.
Supongamos que esto fuera falso; entonces para cada ff, 0 < f# < 1, pueden encon-
trarse valores #; arbitrariamente pequefios de manera que ft> < 7 < 7. Usando (3.14)
y la expansion en serie de Taylor de J, se llega a que

(1-O) @) 2 JE)=J@)+ @ —1)J (&) (3.27)

donde & € 1), 171

Como J es positiva, se tiene que J (tl.3) < J(&). Combinando esto con que 1 (ti3) <
j(t?), se llega a que f(t?) < J(&).
Como por otro lado también se tenia que J (t?) >1-=-561 (t?) (lo cual viene de que
I(£) — J(£)) <6 1(1)) ), la desigualdad (3.27) queda

(1-O) @)= A=8)IE)+ @ —) ().

Usando finalmente que I (1)) es negativa (ya que para i avanzado I es decreciente

2 Lo nd o3 2 ¢ p-143
en ]0,#:]) y la suposiciéon ft7 < 7 (y por tanto f7 < f~'t.), obtenemos que

1-O I =21 -8IE)+ (' - D I(@).

Reescribiendo lo que hemos obtenido:

1) 1)
1-C)— 1-6 -l pp—L2,
( )I(t_3) >( )+ (B )t @)

1

(3.28)
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Puesto que I — 4+co mondtonamente cuando ¢ — 0, llegamos a

I 1@
1> > .
1@ = 167

Como [ es de variacion lenta, el lado derecho tiende a 1. Por consiguiente el lado iz-

quierdo de (3.28) puede hacerse arbitrariamente préximo a (1 — C) para todo ¢, menor
a una cierta constante. Por el Lema 3.4 el segundo término en el lado derecho de (3.28)
tiene a cero. Pero como 0 < 26 < C < 1, esto lleva a contradiccion.

Por tanto si 0 < f < 1, entonces tf < ﬁtl.z para todo ¢, menor que una constante,
esto es, para i lo suficientemente avanzado.

Cota superior para min |C,| en el caso no acotado I — +c0

Por el Lema 3.4, el resultado obtenido en el apartado anterior implica que para un
numero positivo &, el cual tomaremos de manera que

m/*(C - &)
EL ————,
16N M
y para i lo suficientemente avanzado, existe cierto £ en el intervalo [t?, t?] tal que
. 21 (1
I1(¢) < —221 (puede tomarse £ := M&?/4 en el enunciado del Lema 3.4). Por la
4(t7)

definicién de los términos involucrados,

(Nota: En la sumatoria Z se estan contando dos veces los indices; es decir, primero
ijEG,
i, j yluego j,i para cada par de indices).

Usando la identidad de Lagrange-Jacobi y el hecho de que I — +oo, deducimos
(para t; menos que una constante) que en t = §

Mgl (tl.z)

1 o e .
SUMCE <T@ =1 ~h <20 < e
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Notese que (tl.z)2 es el cuadrado del valor tf.

12

Por consiguiente |C,(£)| <

2
'2 , ¥ en concreto
i

1/2

el (tl.z)
2

min |C,| < ) (3.29)

i

Obtencion de la contradiccion (en el caso no acotado I — +o0)

Usamos ahora el Lema 3.3 teniendo en cuenta las cotas (3.23) y (3.29), llegando a
que

EI(t,»z)l/2 B
|cs(t,.>—cs<r,.2)|s{ ek AR UL

Usando que ] < t; <17 <1,_, nos queda

el(?)"” Bt,._1>
+

C,(1) — C,(f* Pt
G, = Gl < (1 ’J< 2 1)

Usando que para i lo suficientemente avanzado I es decreciente en ]0,77] y que por
tanto I(II.Z) < I(t,), llegamos a que

2
Bt1,_,

()

|C,(1) — C,(t)] < eI (t)'* +

Teniendo ahora en cuenta esto tltimo junto a (3.22), se obtiene

(C = 8)(myI (1)) ) B,
<|C.(t)—C.(t)| < el(t + —
SN M < |Ci@) — C(t)] < el(1) )
m/*(C - 6)
Como e < TN puede obtenerse una contradiccion a esta desigualdad toman-

do i lo suficientemente avanzado (recordemos que {¢#;} — 0y que lirgl 1(t) = +).
t—0t

El teorema queda por tanto demostrado.
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3.3 El problema de N cuerpos lineal

Como consecuencia del Teorema 3.1, vamos a obtener de manera inmediata un
resultado sobre el problema de N cuerpos lineal:

| Teorema 3.2. En el problema de N cuerpos lineal todas las singularidades son de-
bidas a colisiones.

Demostracion. Podemos suponer que las N particulas estan situadas sobre el eje x
y que estan etiquetadas en orden ascendente, esto es, g, es la primera particula em-
pezando desde la izquierda y g, es la dltima particula. Del hecho de que ) m,q, = 0
se sigue que ¢, = x; < 0yque gy =x5 >0.

Supongamos que el teorema fuera falso. Por el Teorema 3.1 o el Corolario 3.1, la exis-

tencia de una singularidad de no colision en t = 0 implica que I — +oo0 cuando ¢t — 0.
2

R ,donde R(?) := max,y; r;;(7) ), que el

Esto implica, por (3.1) (en concreto, de I <

distanciamiento maximo entre particulas va a infinito. Como las particulas estan cons-
trefiidas a permanecer sobre el eje x y no pueden cambiar su ordenacion, |x, — x|
es el distanciamiento maximo y |xy — x;| = +oo. Haciendo uso de ), m,x; = 0 se
sigue que x , no esta acotada cuando ¢t — 0 (de hecho, se sigue que x,, = +00 cuando
t — 0). Para ver esto, supongamos que x, estuviera acotada superiormente. Como

|xy — x;| = 400, se sigue que m,;x;, — —oo. Como el centro de masas esta fijo, esto
N

da lugar a que 2 m;x; = —m;x, = +o0. Esto significa que existe alguna particula x;
2
tal que lim sup x; = +o0. Por la ordenacion de las particulas, x5 esta a la derecha del

resto de particulas. Por tanto lim sup x,, = 4o00. Esta contradiccion prueba la afirma-
cion.
La ecuacion de movimiento para g, = x es

) mij(xj - Xy)
iy =Y |

3
j#EN |xj —xyl

Debido a la ordenacion de las particulas, el punto x; parai =1,2,...,N —lestaala
izquierda de x ; por consiguiente X, < 0 para todo tiempo en el que el movimiento
esté definido. Esto es, x5 es concava en el dominio de definiciéon. Como x, > 0, eso
implica que x, esta acotada cuando t — 0. Pero como esto contradice la afirmacion
de que x, no estaba acotada, el teorema queda probado. |



4 | Lascolisionessonde primera ca-
tegoria

4.1 Preliminares

Comenzamos recordando el Corolario 3.1 del Capitulo 3, el cual puede reformu-
larse como:

“Una singularidad w es una colision si y sélo si el limite cuando t — @ del momento
de inercia I es finito”. O equivalentemente: “Una singularidad @ es una pseudocoli-
sion si y sdlo si el limite cuando # — @ del momento de inercia es infinito”.

Observacion 4.1.  Si la singularidad @ es una colisioén es claro que el limite cuando

t — o del momento de inercia I es finito, puesto que por la propia definicion de

colision las particulas g; tenderan a un limite concreto, conlo cual I := 1 ZA_] m;|q;|?
2 i=1 111

tendra por limite un cierto valor finito.

El reciproco lo da precisamente el Corolario 3.1.

Nos disponemos a demostrar, usando que el conjunto de condiciones iniciales que
dan lugar a colisiones en el problema de N cuerpos tiene medida de Lebesgue cero’,
que dicho conjunto es también pequefio en un sentido topologico; en concreto, que
es de primera categoria:

| Teorema 4.1. EI conjunto de condiciones iniciales que dan lugar a colisiones es de
primera categoria.

1La demostracién de que las colisiones son de medida nula puede encontrarse en [4, 5, 6], y con
una prueba diferente publicada mas recientemente en [3, 2].
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4.2 Primera demostracion

Seguiremos aqui lo expuesto en [8] por Donald Saari.

Supongamos que la conclusion del Teorema 4.1 fuera falsa; esto es, si el conjunto
G es el conjunto de condiciones iniciales que dan lugar a colisiones, entonces supon-
gamos que el conjunto G es de segunda categoria. Definamos el conjunto G,,, para
m € Z, como el conjunto de condiciones iniciales con las propiedades de que (i) sus
soluciones tienen su singularidad en el intervalo de tiempo [m,m + 1], y (ii) dicha
singularidad es debida a colisiones. Claramente, G = | J G,

Como el conjunto G se ha supuesto de segunda categoria y por otro lado puede
expresarse como uniéon numerable de los conjuntos G,,, ha de existir algun entero
m, digamos m = k, tal que el conjunto G, es de segunda categoria. La reversibilidad
temporal del sistema nos permite suponer que el entero k es no negativo.

Sea {7,} una sucesion creciente de nimeros positivos tal que 7 ;= +o© cuando
J — +o0. Definamos G" como el conjunto de aquellas condiciones iniciales Y tales
que (i) Y € G, vy (ii) si la solucién correspondiente a Y tiene una singularidad en el
instante o, entonces la solucion tiene la propiedad de que 1() < n; parat € [0, w[. Te-
niendo en cuenta que si una singularidad @ es una colisién entonces el limite cuando
t = @ del momento de inercia I es un namero finito concreto, junto a la continuidad
de I(7) en el intervalo [0, [, y el hecho de que 17; — 400 cuando j — +oo, se dedu-
ce que si Y € G,, entonces existe un término 7, tal que Y € G". Por consiguiente,

G.=G".

Puesto que el conjunto G, es un conjunto de segunda categoria, habra alguna
constante 7;, digamos 77, = 7, tal que el conjunto G" es de segunda categoria. Defina-
mos el conjunto G° como el interior de la clausura del conjunto G”. Debido al hecho
de que G" es de segunda categoria, tenemos que el conjunto G° es un conjunto abier-
to no vacio. Por consiguiente, el conjunto G° tiene medida de Lebesgue positiva (esto
es, no nula). En consecuencia, usando que el conjunto de condiciones iniciales que
dan lugar a colisiones en el problema de N cuerpos tiene medida de Lebesgue cero,
deducimos que existe un Y € G° tal que Y & G.
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Existen Gnicamente dos posibilidades para la condicion inicial Y. O bien la so-
lucién correspondiente a Y no tiene ninguna singularidad en el intervalo de tiempo
[0, k+1], o bien la solucién tiene una singularidad de no colision (es decir, una pseudo-
colision) en el instante w € ]0, x + 1]. En el primer caso, tenemos de la dependencia
continua de las soluciones con respecto a las condiciones iniciales que para € > 0,
existe una bola abierta de condiciones iniciales centrada en Y y con la propiedad de
que mientras existan las soluciones en el intervalo de tiempo [0, k¥ + 1], éstas difieren
de la solucion dada por Y en a lo sumo €. La solucion dada por Y esta acotada en
[0, x + 1]. Esto fuerza al resto de soluciones a estar acotadas mientras no se topen
con una singularidad. Sin embargo, si en efecto se toparan con una singularidad, en-
tonces la solucion (que recordemos incluye posicion y también momento) dejaria de
estar acotada. Para ver esto ultimo, téngase en cuenta que si @ es una singularidad,
entonces }i_)rg p(q(?)) = 0 (Teorema 1.1), lo cual implica que U — +o0 cuando t — w,

lo que a su vez implica (por ser A = T — U una cantidad conservada) que T — +o0
cuando t — ®.

En consecuencia, la dependencia continua con respecto a las condiciones iniciales nos
da una bola abierta centrada en Y con la propiedad de que las correspondientes so-
luciones existen en el intervalo de tiempo [0, k¥ + 1]. Claramente, esta bola abierta es
disjunta con los conjuntos G, y G”; esto lleva a que Y ¢ G°, una contradiccion.

Supongamos que la solucion correspondiente al punto Y tuviese una singularidad
de no colision en el instante w € 10,k + 1]. De acuerdo al Corolario 3.1, existira un
ciertot,t € 10, w[, tal que 1(¢) > 3xn. Como la solucién correspondiente a la condiciéon
inicial Y existe en el intervalo de tiempo [0, 7], por la dependencia continua de las
soluciones con respecto a las condiciones iniciales, tenemos que para cualquier € > 0
existe una bola abierta centrada en Y y con las propiedades de que (i) las soluciones
correspondientes a puntos en esta bola existen en el intervalo de tiempo [0, ] (para
esto puede argumentarse como en el primer caso), y (ii) para cualquier instante de
tiempo en este intervalo las soluciones difieren de la dada por Y en a lo sumo una
cantidad €. En particular, existe una bola abierta centrada en Y tal que las soluciones
correspondientes tienen la propiedad de que I(#) > 2#. Claramente, esta bola abierta
es disjunta con el conjunto G”, contradiciendo la afirmacion de que Y € G°. Como
se ha contradicho la suposicion de que el conjunto G es de segunda categoria, hemos
completado la demostraciéon del Teorema 4.1.



38 SINGULARIDADES EN EL PROBLEMA DE LOS N CUERPOS

4.3 Segunda demostracion

Sea Q = [(Rd)N\A] x (RN el espacio de fases del problema de N cuerpos que
se mueven en el espacio ambiente R?. Recordemos que A representaba el conjunto de
colision

N
A= |J A, A={4=01a .. 0y) ERY

1<i<j<N

|qi:qj'}-

Se tiene que € es abierto en (RHY x (RHY y que por tanto tiene la propiedad de Baire:
cada punto tiene un entorno homeomorfo a un espacio métrico completo. (Recorde-
mos que un espacio es de Baire si y s6lo si es localmente un espacio de Baire).

Por tanto, en Q se cumple el Teorema de la Categoria de Baire.

Dado Y = (X, V) € Q, denotaremos por g(t; Y) a la solucion g = ¢(f) con con-
dicién inicial ¢(0) = X,,, 4(0) = V,, y definida en un intervalo maximal a la derecha
de la forma [0, w+[.

A continuacién, dados dos nameros T' > 0, # > 0, se define
Gr, ={Ye€Q:wy<T, It;\)<n Vi€[0,0]} ,

donde I(t;Y) := I(gq(t,Y)) es el momento de inercia asociado a la solucion g(z; Y).
Nos disponemos a probar que Gy, es un cerrado de Q.

Sea (X, Vou) € Gry » (Xop Vo) = (X, V) € Q.
La solucién correspondiente a (X, V;,,), a la que denotamos por g,(¢), esta definida
en ]0,w,[ con w, < T y cumple que I,(t) <#n, Vt € [0,0,[.
Sea ¢(t) la solucién que cumple g(0) = X,,, , 4(0) = V|, y esta definida en un intervalo
maximal a la derecha de la forma [0, w[.

Siw > T, por dependencia continua respecto a las condiciones iniciales g, (f) esta-
ria definida en [0, T'] para n lo suficientemente grande, lo cual contradice que w, < T'.
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Siw < T, fijamos € > 0y observamos que, por dependencia continua respec-
to a las condiciones iniciales, se verifica que w, > @ — € para n grande. Entonces
1,(t) <n Vt€[0,w— €]y, pasando al limite (usando que por dependencia continua

se cumple que ¢g,(t) = q(t) ), se deduce que I(¥) <n Vt € [0,w — €].
En consecuencia, como ¢ es arbitrario, se concluye que (X, V) € GTJ?.

Podemos describir el conjunto de condiciones iniciales con colision en el futuro,
al que denotamos por Coll, como

Coll = EOJ G-

n,m=1

El hecho de que el conjunto Coll se puede expresar de esta manera es consecuencia
de la definicion de singularidad de colision y del Corolario 3.1. (Recuérdese también
que los Unicos tipos de singularidades en el problema de N cuerpos son las colisiones
y las pseudocolisiones).

Como cada G, ,, es cerrado y de interior vacio (esto ultimo como consecuencia de
que Coll es de medida nula en Q), concluimos que Coll es de primera categoria en €.

4.4 Unresultado adicional sobre la topologia del con-
junto de todas las singularidades

El siguiente resultado es valido en general para cualquier ecuacion diferencial or-
dinaria en la que haya dependencia continua respecto a las condiciones iniciales (ade-
mas de existencia y unicidad de solucion).

Seguiremos lo expuesto en [8] por Donald Saari (aunque ahi se presenta para el caso
concreto del problema de N cuerpos).

El conjunto de condiciones iniciales que dan lugar a una singularidad en algin
instante de tiempo es un conjunto F, (esto es, puede expresarse como unién numera-
ble de conjuntos cerrados). Para ver esto, sea .S, el conjunto de condiciones iniciales
cuyas correspondientes soluciones tienen a una singularidad en algin instante de
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tiempo del intervalo [—k, k], donde k es un entero positivo. La afirmacién anterior es
entonces una consecuencia del siguiente resultado:

| Teorema 4.2. El conjunto S, es un conjunto cerrado.

Demostracion. Supongamos que existe Y € S_K talque Y € S,.

Entonces, como consecuencia de que Y & S, la solucion correspondiente a Y existe
en el intervalo de tiempo [—k, k]. Pero, por dependencia continua de las soluciones
con respecto a las condiciones iniciales, existe una bola abierta de condiciones iniciales
centrada en Y tal que las correspondientes soluciones existen en el mismo intervalo
de tiempo.

Lo que se acaba de obtener es una contradicciéon con el hecho de que Y € S_K |



Conclusiones

A pesar de la intensa labor de investigacion llevada a cabo en el problema de los
N cuerpos, la cual se extiende a lo largo de varias décadas e incluso siglos, atn hoy
dia quedan importantes cuestiones sin resolver.

En este sentido destaca por ejemplo el hecho de que se desconoce si las pseudoco-
lisiones son, como si se sabe de las colisiones, improbables (esto es, de medida nula).
Esto supone que la abundancia de soluciones singulares en general es todavia una
incognita.

Asimismo, es interesante notar a este respecto que la mera existencia de pseu-
docolisiones fue durante varias décadas un misterio. Fue precisamente Painlevé, que
como se ha visto habia probado que en el caso de tres cuerpos tales singularidades
de no colision eran imposibles, quien conjeturo a finales del siglo XIX que en general
para cuatro o mas cuerpos existian singularidades de no colision.

A pesar de que en 1973 en [7] Saari muestra su inclinacion por pensar que de
hecho todas las singularidades eran debidas a colisiones, en 1988 Zhihong Xia, en su
tesis doctoral dirigida por el propio Saari, logré construir un complejo ejemplo de sin-
gularidad de no colision [10]. Esto muestra la dificultad subyacente a la obtencién de
este tipo de resultados.

Finalmente, y con objetivos mucho mas modestos, terminamos apuntando a la
posibilidad de que, siguiendo argumentos anéalogos a los usados en [3, 2] para probar
que las colisiones son de medida nula, pueda probarse de manera directa (sin hacer uso
del resultado en [7]) que las soluciones son de primera categoria. Esto constituiria una
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demostracion alternativa a la que ha sido expuesta en esta memoria de dicho hecho.
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