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CONTROL SOBRE EL NUMERO DE CICLOS LIMITE DE UNA ECUACION DIFERENCIAL
MEDIANTE EL ESTUDIO DE LAS BIFURCACIONES EN SU UNICO PUNTO CRITICO
Armengol Gasull

Departament de Matemdtiques, Facultat de Ciéncies, Universitat Autdnoma
de Barcelona, Bellaterra 08193, parcelona.

ABSTRACT. The plane differential equation v=Av+§(v)Bv has been
already studied by several authons : Koditschek y Narendra ;
Chicone; Gasull, Liibre y Sotomayorn. Under some hypotheses on
A, B and § this equation has either two, on one on none Limit
cycle. By studying the Limit cycle bifurcations Lin a neighboor-
hood of its unique crnitical point, v=0, we give an explanation
04 the reason for which the differential equation studied has
sometimes fwo Limit cycles and sometimes no Limit cycles. We
also show that in an adequate complex coordinate system the num
ben of Limit cycles is always Lhree..

CLASSIFICATION AMS (1980) : 34CO05.

1. INTRODUCCION. En varios trabajos anteriores (ver [KN1], [KN2], [Chi],
[GLL|, ]GLLS!!, [GLLS2] ) se ha estudiado el nimero de ciclos limite del
sistema de ecuaciones diferenciales

(1 v = Av + £(v)Bv ,

en el cual v=(x,y)€ER2, A y B son matrices 2x2 y f es una funcidn sufi-
cientemente regular cumpliendo f(rcos®f ,rsin@ )=rPZ(8) ( por abuso de
notacidn diremos que f es homogénea de grado D). Se imponian en todos
ellos unas condiciones adicionales sobre A, B y f que permitian asegurar
que el infinito tiene un entorno negativamente invariante. Estas condi-
ciones somn :

H] : (JB)S v (BtJA)S son definidas y tienen el mismo signo. Aqui
J=(? -é) y C_=(c+ch)/2.
H, : Existe un v, tal que Tr(B)fIv0)<CO.

2 0

En este trabajo nos preocuparemos solamente del caso en que el ori
gen ( gue bajo las hipbStesis H, y H, es la Gnica singularidad de (1))
es un foco o un centro lineal y f tOma valores positivos y negativos.

Los resultados esenciales sobre ciclos limite obtenidos en los tra
bajos anteriormente citados pueden resumirse de la siguiente forma:

R.: Si el origen de (1) es un foco repulsor entonces (1) tiene exacta-
mente un ciclo limite que es hiperbdlico y estable.

R,: Si el origen de (1) es un centro lineal entonces (1) tiene exacta-
meénte un ciclo limite que es hiperbdlico y estable o no tiene ciclos
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limite.

R,: Si el origen de (1) es un foco atractor entonces (1) tiene o bien
dgs ciclos limite (que son hiperbdlicos, el interior estable y el exte-
rior inestable), o un ciclo limite (que es semiestable), o no tiene ci-
clos 1imite.

Rh: Si suponemos que f es una funcidn homogénea en el sentido usual (
e. d. f(kx, ky)=k f(x,y))y D es impar entonces en R, y R3 la dnica po-
sibilidad es la de no existencia de ciclos limite.

El objetivo principal de este trabajo es refinmar R, R3 y Rk’ es
decir, intentar discernir mis explicitamente cual es el niiero éxacto
de ciclos limite. Esto serd posible a veces localmente y otras veces
globalmente. La idea esencial consiste en estudiar cuidadosamente las
bifurcaciones que se producen en el origen considerando como parimetro
el parametro de estabilidad de dicho punto. El resultado principal es
el siguiente :

TEOREMA Consideremos el 8istema de coordenadas en que (1) es tal que
A= (b a.) con b<0, y sea
B, (0] DK(B)<B w,u> +(I{(3)<(JB} w,u>)’ +2a7{(e)<(JB) u,u>/b

donda u={cos8, M_nﬂ} 2[ {ﬂ)dﬁ Yy (1) cumple todas £az3 hipbite-
545 antefuwmnente menuon&dw.s entlnces existe € >0 tal que :

(£} 8i Cy <0 y el onigen es un foco atractor o un centro Lineal, con
0=2a>-e" entonces (1) no tiene ciclos Limite.

[£L) S& co>0 y el ornigen es un foco atractor o un centro Lineal, con
0=a>-e “entonces (1) Ziene exactamente dos ciclos Limite y son hiper
b6Licos. :

(iid) Si ¢ =0 y el origen es un foco atractor 0 un centro Lineal e.wton
ces (1) notiene ciclos Limite.

La demostracidn de (iii) esta basada en una idea de J. Llibre. Esta
idea tambien ha aparecido en [LL2]. Veremos que R4 es un caso particu-
lar de (iii).

2. CAMBIOS DE COORDENADAS. Con un cambio lineal de coordenadas podemos
suponer que A tieme la expresién dada en el enunciado del Teorema. Usan
do las coordenadas polares generalizadas x=r1/Dcosh ’ y—rl Dgind s ¥V
posterlormente el cambio de coordenadas introducido por Cherkas [ Che]
p=r/(b+rfR) , 6=0 ( que es un difeomorfismo en la region de R% en que
los ciclos 11m1te de (1) pueden existir (ver [GLLS1])) tenemos que la
expresién de (1) viene dada por

2) dp /d@ = (B)p + B (B)p + aDb b

en donde A u-Df (aR-bQ) /bR, B —DfQ-—ZaR/b (fR)', Q=<B U ,u>,
= <(JB)Su u:>, f=£(0) y u—(cosﬂ, sinf).

La ecuacidn (2) es la ecuacidén con la que trabajaremos constante-
mente., Observemos que las funciones A_ y B son funciones homogéneas
de grados 2D+4 y D+2 respectivamente,aademgé, debido a la hipdtesis
H; se puede demostrar que Aa( #)=0, y que Aa( 6 ) no es idénticamente 0.




Notemos que los ciclos limite de (1) se han transformado en Srbitas so—
lucidn de (2) con p() <0 cumpliendo que p(0)=p(27. Por abuso de nota-
cién llamaremos cerradas a estas Orbitas.

3. RESULTADOS PRELIMINARES. E1l origen de la ecuacidén diferencial (1)

se ha transformado en la solucidén p=0 de (2). Por tanto una manera de

estudiar las bifurcaciones en un entorno del origen serd el de consi-

derar la "aplicacidn dePoincare" h(x)=p(27,x), donde p (0 ,x) es la so-

lucidn de (2) que cumple p (0,x)=x, en un entorno de x=0. Para el estu-
dio de las derivadas de dicha aplicacidn necesitamos el resultado si—

guiente que es una generalizacidn de la Proposicién 5.3 de [cLLs1].

demostracién del mismo estd basada en el Teorema de la funcién 1mp11c1
cita,

Segu1remos la siguiente notacidn : sean I y K los intervalos [0,1]
v [-1,1], respectivamente. Para la aplicacidn h:IxK *I escribiremos

ha(x) en lugar de h(x,a) y diremos que h es una familia uniparamétrica
de aplicaciones.

LEMA 1. Supongamos que h:1xK>1 es una familia uniparamétrica de apli-
‘caciones que satisface Las propledades :
3

(1) h, es una guncibn derivavle,al menos de clase C7,
(2} h, (0)=0,

(3) d(h (x))/dx lx 0,a-0 ° = 1,

(4) dih L)) /axdal | 0,200 <0

y una de £as Ineb condiciones siguientes :

{5) d? (h {x))/dx |x -0,a= 03’0

(5)' d h (x)] /dx? |x -0,a=0 <0

(5)" d? (h (x) ) /dx? ]x 0,a=0 =0, d° (h (x))/dx |x 0,a-0 0

Entonces existe un entorno de (0,0) tak que Los puntos 4Ljos de
ﬁ&lxl en el plano x,a tienen una grdfica del tipo mostrado en La Figu-

.
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Figura 1. Puntos fijos de h_(x) seglin las condiciones que cumplan las
derivadas de ha en un entorno de (0,0).



Usando las férmulas dadas por Lloyd [LLI](ver tambien [GLL] ) tene
mos el siguiente resultado

LEMA 2. S{ £Lamamos h_(x) a La aplLicacibn de Poincarlé definida ante-
rionmente parna La eculdcibn (2) y consideramos a como pardmetrho se cum
plen Los siguientes resulitados :

2
hg 1000, dlhy(x))/dx|, o oog=T, d" Uy (X)) Jdxda] o o=27D/b <0,
2 2 o B ¢ 3
d (h ()1 /dx®| g aog =2y BolO)d0 ,d”(h, ()} /dX| _p o> 0.

Necesitamos también un resultado conocido sobre ecuaciones del ti-
po (2).

PROPOSICION 3. {ver [P], [L], [GLLST] }. La ecuacibn (2) con Al6) =0
Tiene como maximo thes scluciones tales que p(0)=p(2rw), contando mul-
Liplicidades.

4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA. Claramente una de las soluciones a las
que se refiere la proposicidn anterior es p=0. La estabilidad de la
misma viene dada por el signo de -a (e. d. a positivo, estable y a
negativo, inestable). La estabilidad de otra solucidn de h_(x)=x
(es decir de otra &rbita cumpliendo #(0)=p(2m)) se puede dedulir de
la demostracidn del Lema 1. Ademds por ser A(8)= 0 es ficil ver que
si x>0 es suficientemente grande h (x)> x y que si x<0 es tal que
-x es suficientemente grande ha(x) 3

Todos los hechos mencionados en el parrafo anterior mds la Proposi
cidén 3 nos permiten obtemer la Figura 2, en la que cada Orbita cerrada
de (2) se representa por el punto (p(0),a) y adem@s se indica esquemd-
ticamente su estabilidad.

fuera de la
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Figura 2. Orbitas cerradas de (2) representadas por el punto (p(0),a)
y una representacidn esquemitica de su estabilidad.

Notemos que la estabilidad de las 6rbitas cerradas de (2) dada en
la Figura 2 es contraria a la de los ciclos limite de (1) correspon-



dientes.

La Figura 2 nos da la demostracidn de (i) y (ii) del Teorema. La
demostracidn de (iii) es la siguiente 3

Consideremos la ecuacidén (2) en p#0. Dividiéndola por 92 tenemos
d(-1/p) /dg=A (9)p+Ba(9)+aD/(bp). Entonces si p(f) es una 6rbita cerra-
da de (2) tenemos

0=1%h, (00 (8326 + apb™' 12" (1/p (0 )20

Entonces como A (f) >0 si aD/b> 0 la igualdad anterior nunca es posi-
ble. Por tanto 8i a <0 la ecuacidn (2) no tiene érbitas cerradas dife-
rentes de p=0.

Observemos que R, se deduce de (iii) del Teorema ya que si f es
homogénea en el sentido usual, como Ba(ﬁ) es una funcidn homogénea de
grado D+2, si D es impar fngéﬂ)d3=0.

5. COMENTARIOS FINALES.

(i) Para tener un estudio completo de las 6rbitas cerradas de (2) y por
tanto de los ciclos limite de (1) solo nos falta estudiar la regidn
a <-¢ <0. Si nos centramos en el caso c.#0 el problema que nos falta
estudiar es el de la evolucidn de las dos orbitas cerradas de (2) dife
rentes de p=0. : -

Es facil obtener ejemplos de (a) de la Figura 3 (ver [GLLSI1]).
Otras evoluciones igualmente posibles vienen dadas por (b), (c) y (d)
de la misma figura. :
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Figura 3. Posibles evoluciones de las dos drbitas cerradas de (2)
cuando cO%O y a <-€ <0.

(ii) En el caso c¢,=0 observamos que el nimero de trayectorias cerradas
de (2) pasa al disminuir a de 3 a 1. Este fendmeno se traduce en (1)
en pasar de tener un ciclo limite a no temer ninguno.

Podemos estudiar mds detenidamente este cambio considerando en (2)
p(6)E L. Usando los resultados de [ALIL] podemos ver que cuando c.=0 la
ecuacidn (2) tiene siempre tres trayectorias cerradas, si a>-€ <0,
contando multiplicidades. Esto equivale a decir que si a <0 dos de
ellas son complejas.

Por tanto hemos demostrade que la ecuacién (1) que para a>-€ <0
puede tener 2, | o ningilin ciclo limite es tal que en unas coordenadas
polares adecuadas y con el radio complexificado tiene siempre tres
"ciclos limite" contando multiplicidades.

Observemos por tanto, que como en otras ocasiones en matematicas,



la introduccidn de los niimeros complejos da una visidn mds clara y uni
ficada del problema.
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