LA SERIE HARMONICA

ARMENGOL GASULL

En aquest treball estudiarem les propietats i aplicacions de la série harmonica i de
les seves sumes parcials. Comencarem veient diferents proves de la seva divergéncia.
Estudiarem diversos resultats classics sobre la convergéncia o divergéncia de les seves
subsumes, com per exemple la dels inversos dels ntimeros primers o la dels inversos
dels nimeros que no tenen cap nou entre les seves xifres. També recollirem situacions
en les quals aquesta série o les seves sumes parcials apareixen. Aixi, entre d’altres,
considerarem el problema del col.leccionista, el de la secretaria, el dels récords en
séries de dades, un problema de control de qualitat, el passeig aleatori i algunes
qlestions de matematica recreativa.

1. Introduccio

La série harmonica és ’exemple més antic i famos de successioé de nimeros positius,
cada cops més petits i tendint a zero, perd amb suma infinita. Aquest fet sembla
que és conegut des del segle XIV. Si ho escrivim d’'una manera informal,

i més rigorosament, introduint les sumes parcials,
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De vegades, en lloc de dir que la suma és infinita, també es diu que la série és
divergent o, per abis de llenguatge, que convergeix cap a infinit. La primera seccid
la dediquem a explicar per qué la série que estudiem s’anomena harmonica.

Hi ha moltissimes demostracions de la divergéncia de la série harmonica. Per
exemple, a [24, 25] se’n recopilen més de quaranta. A la segona secci6 d’aquest
treball recollim una seleccié d’algunes de les més elementals.

Un resultat encara més interessant i delicat, que ja va demostrar el matematic
suis Leonhard P. Euler (1707-1783) el 1737, és que
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és divergent (vegeu, per exemple [34]). A la Seccié 3.2 en donarem una demostracio
molt curta que féu, el 1938, el prolific matematic hongarés Paul Erdos (1913-1996)
(vegeu [1, 3, 10, 42]). Observeu que aquest resultat ens mostra I'abundancia de

nombres primers.

D’altra banda, per exemple, si només agafem els termes de la forma 2%, keN, la

série obtinguda esta formada pels termes d’una progressié geométrica i convergeix
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