55 PROVES SENSE PARAULES

ARMENGOL GASULL

Les proves basades en figures son un recurs utilitzat sovint per molts professors a
les seves classes. La seva utilitat esta avalada, apart de per les propies experiéncies,
pel coneixement popular recollit a la frase: “Una imatge val més que mil paraules”.

En aquest treball fem un petit recull de proves de resultats matematics en els que
la seva demostraci6é ve suggerida per una o varies figures. Aquest recull no és, ni
molt menys exhaustiu, i esta basat en les preferéncies de 'autor.
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Demostraci6 visual del Teorema de Pitagores per a un triangle rectangle
amb catets 31 4: 32+42 =52,

Anomenem a aquestes demostracions visuals proves sense paraules. Les primeres
amb aquestes caracteristiques ja es troben en les civilitzacions antigues: mesopota-
mis, Xinesos, grecs, egipcis,. .. Per exemple, la figura anterior presenta una demos-
traci6 visual del Teorema de Pitagores amb costats 3,4 i 5, que illustra una edici6
de T'any 1213 del tractat d’astronomia i calcul conegut com Zhou Bi Suan Jing.
Aquest llibre és un dels texts més antics de matematica xinesa. El nom Zhou fa re-
feréncia a l’antiga dinastia Zhou (1046-256 aC). De fet, sense anar tan lluny, podem
trobar una prova sense paraules molt senzilla d’una propietat que tots tenim ben
interioritzada com és que el producte de dos numeros és commutatiu, és a dir ab = ba
per a qualsevol parell de nimeros a,b. Aquest resultat és una conseqiiéncia de dos
altres fets, també molt basics, pero de caire geométric: (i) l’area d’un rectangle es
calcula multiplicant la base per Ual¢ada; i (ii) Uarea d’un rectangle no canvia si el
girem. Resumint, la figura segiient demostra que, donats dos niimeros positius a i
b, es compleix ab = ba.

Durant els darrers anys les proves sense paraules s’han posat de moda i n’han apa-
regut moltissimes. Per exemple a les revistes Mathematics Magazine i The College
Mathematics Journal han sortit més de 300 treballs amb un titol que conté una frase

semblant a: “...proof without words...”.
1



a =

Dos rectangles amb la mateixa area i per tant ab = ba.

La major part de les proves que es presenten s’han extret dels interessants llibres
[1L @11, 12, 13] de R. B. Nelsen (un d’ells en collaboraci6 amb C. Alsina) i de les
seves miltiples referéncies. També s’han consultat especificament els treballs |7, [8],
10, @ 14, [15] i una petita part son originals de Pautor.

Abans de comencar aquest recull, és potser convenient fer una petita reflexio
sobre la segiient pregunta: Son les demostracions visuals veritables demostracions?
I’opini6 del autor, compartida per molts més matematics, és que en si no sébn proves
rigoroses, pero si estan ben dissenyades, les seves illustracions ens proporcionen
un cami clar i directe cap a la demostracié del resultat al que es refereixen. Per
aprofundir una mica més sobre el tema és aconsellable llegir els treballs ([2, 3, [4] [5]
0,[7]). En particular, en aquests treballs es parla de demostracions basades en figures,
que semblen correctes, perd que porten a un resultat fals. Una de les més famoses,
deguda a Lewis Carroll, apareix al seu treball The Lewis Carroll Picture Book (1899)
i sembla “demostrar” que tot triangle és isosceles. Es també interessant consultar
'article [16], que té com a subtitol El raonament numeéric sembla independent del
llenguatge. El treball comenca explicant una broma que solia fer en Gauss dient que
ell ja podia calcular quan encara no sabia parlar.

Finalment, voldriem comentar que la sensaci6é que tenim quan ens posem davant
d’un text en un idioma totalment desconegut, és de ben segur la que pot tenir una
persona que miri una d’aquestes demostracions i no tingui el bagatge matematic
adequat per entendre-la. En aquest treball moltes de les proves sén a l'abast de
qualsevol persona amb una minima formacio6 cientifica, perd unes poques van diri-
gides a persones amb coneixements matematics més consolidats.

Esperem que el lector (o millor dit 'observador) gaudeixi amb aquesta aproximacio
a les demostracions matematiques.
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1. DUES SUMES FACILS

n+1

_ n(n+1)
2

l+2+3+--+n

e

1+3+5+7+--+(2n—-1) =n?



2. SUMA D'UNA SERIE GEOMETRICA

3 31 31 31
—+—-——+—-—=+-—-——F+-
4 44 442U443

1+1+14—1+ _ 4
4 42 43 3

=1



3. SUMA D’UNA SEGONA SERIE GEOMETRICA

I 1 1 1

1
— 4+ 4 ..
s 16 32 064 4



4. SUMA DE LA SERIE GEOMETRICA DE RAO 1/n

D

(@)
(@)
DO
(@)
o
(@)
e~
U] —

1
1 9
o1
a |
1 101
9 92 93 ot 8
1 1 1 1 1




5. SUMA GENERAL D’UNA SERIE GEOMETRICA

1 L+r+r2+rd+..
cot(a) = =
l-r 1

1
1+r+r2+f$w~:1 , re(0,1)
—r



6. SUMA D’UNA SERIE GEOMETRICA ALTERNADA

1 1-1 -3+
-fedod dedoged Ldedodeded
1+1 1 1 1 3
—_ — — + - 4 eee = —

3 32 3 3¢ 3 4
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7. PARTICIO D’UN QUADRAT EN QUADRATS DIFERENTS

1122 =22+ 42+ 62 + T2 + 82 + 92 + 112
+15% + 162 + 172 + 182 + 19°

+ 242 + 252 + 272 + 292 4 332

+ 352 + 372 + 422 + 50?



8. PARTICIO D’UN RECTANGLE EN QUADRATS
DIFERENTS

33.32=124+42+ 72+ &2
+92410%+ 142 + 152 + 182

11
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9. DUES DESIGUALTATS

Mitjanes aritmetica i geomeétrica

(a + b)? > 4ab

J
“;b%/ﬁ

Desigualtat de Cauchy-Schwarz

][]

lac + bd| < |al|c| + |b||d] < Va2 + b2/ e+ a2



10. MAXIM COMU DIVISOR

161

LI11 ]~

35

161

42

42

Algoritme d’Euclides

203 - 161 -1 =42
161 -42-3 =35
42-35-1=7

3D-7-5=0

J
med(203,161) = 7
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11. QUOCIENTS DE GALILEU

2n

N\
V.

1 1+3_1+3+5_ 1+3+5+7

3 547 T+9+11 9+11+13+15
B 1+3+5+-+(2n-1)
2+ D)+ (2n+3) ++(2n+2n-1)
n? n? 1

) (2n)2 - n? “3n2 3

1 1 1

On 1

2n+3

Ani- 1
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12. NUMEROS DE FIBONACCI

Fo=0,F1=1, Fpyo=Fp+ Fpq, n20

Fn+3

Fn—2 F?,
F, F?
£, 7%—1 -1
Fp Fn-1

F12 + F22 + F32 + e F,,% = P4
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13. NUMEROS TRIANGULARS

Th=1+2+3+4+-+(n-1)+n

1op =31n +1h-1




Prova:

N[ —

DNO[—

14. AREA D’UN QUADRAT

17
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15. CERCLES INSCRIT I CIRCUMSCRIT

A=nr?, S=m(2r)? = S =44
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16. TRIANGLE EQUILATER INSCRIT EN UN QUADRAT

W=

——t —

Construcci6 basada en la donada per Abu-1-Wafa (940-998)
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17. DODECAGONS I 7

3<m<3.22
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18. METODE DE NEWTON PER A CALCULAR +/a

In Ln+1 a/afn

T, +alr, x2+a

Ln+l = =
2 22,

Convergencia quadratica:

200t = 22 +a = 20, (200 ~V/a) = (2, - Va)

2
xn+1_\/a:(xn_\/a) = hrnxn:\/a

an n—00
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19. LA FRACCIO MEDIANT DE DUES FRACCIONS

c
d

a ia
b d

a aa+cc

— < = < < =

b d b b+d d
Identitat de Cassini pels niimeros de Fibonacci:
Fs, < Fopi
Fo,o1 oy

FS = Fopa Fopoy =-1<0=
U

Fop, <F2n+2<F2n+1
Fon_1  Fone1  Fop
|

F: F: F: F
2n < 2”+2<...< 2n+3< 2n+1

Fon—1  Fopit Fonto  Fop




20. LA RAO AURIA-I

1+

Y

0 vy @9 a3

5612\/1 332:\/1+\/I, $2=\/1+\/1+\/I,
x3:\/1+\/1+\/1+ﬁ,...

90:1+\/5=\/1+\/1+\/1+\/ﬁ

2
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21. LA RAO AURIA-II

L1 L3 L2

1 1
=1 =1+- =1+
X1 y L2 17333 1+%7
1
re=1+ T
1+@
1++/5 1
Q= =1+ 7
2 1+—
I+
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22. DOS QUADRATS
—

o
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23. RELACIONS ENTRE QUATRE MITJANES
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24. INFINITES TERNES PITAGORIQUES

(C+1)2=0?+20+1

0 =2m = (2m+1)? = 2k+1, k = 2m(m+1)
(=k= (k+1)?=k’+2k+1
J
(2m(m+1)+1)2 = (2m(m+1))2+(2m+1)2
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25. SUMA DELS ANGLES D'UN TRIANGLE O D'UN
QUADRILATER

a+B+y=m

a+PB+y+0=2m
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26. SUMA DELS ANGLES D'UNA ESTRELLA DE 5 PUNTES

®
O—D—Q——O—0—0

(el vector ha fet en total 2 voltes)

(m—ap) + (m—as) + (1 — a3)
+(7T—Ck4)+(7T—OJ5)=47T

J

a1+ +03+0y+05=T

NOTA: Usant la mateixa idea obtenim que la suma
de tots els angles interiors d’un poligon de n costats
és (n—2)w



27. ARC CAPAC

o

2!
—2 v
— 25 -T2V N

2 = (m=28) + (m = 27v) + (m — 20)

J
T—2v=2(8+9)

Prova:




28. SINUS DE ANGLE DOBLE

(v)uisg

2 cos(a)

~ 2cos(a) - 2sin(w)
) 2

i 2 - sir;(Qoz)

J

A

sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

31
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29. TANGENT DE L’ANGLE MEITAT

1 cos() 1 - cos(a)

()22 Lo
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30. UNA RELACIO ENTRE TANGENTS

tan (o) tan(5)

tan(a) tan(B)

(tan(a) + tan(3)) tan(~y)

tan(a) + tan(3)

T

a,B,v>0 & oz+5+7:2
J

tan(a) tan(B) + tan(5) tan(y)
+ tan(y) tan(a) = 1
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31. DUES FORMULES DE TIPUS MACHIN

= ctan (5) +artan (5
— =arctan| =] + arctan | —
4 2 3

arctan(1) + arctan(2) + arctan(3) =«
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32. FORMULES DE HUTTON I STRASSNITZKY

Hutton (1776):

= 2arctan (5) + axctan
— =2arctan| =] + arctan | —
4 3 7

Strassnitzky(1844):

= ctan (5) +axtan () + anctn ()
— =arctan|{ =]+ arctan | = | + arctan | —
4 2 H 8
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33. IDENTITAT D’EULER PER A ARCTANGENTS

a(a+0b)+1
5

a+b

V' 1+ a? 1

t — =
ne) V1+a?(a+b) a+b
b 1
tan(f) = a?+ab+1’ tan(7) = a
y=a+f

J

1 1 b
arctan (g) = arctan (a N b) + arctan (a2 T ah 1)
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34. DISTANCIA D’UN PUNT A UNA RECTA

(cos(t),sin(t))

V1 4+ m?

c_l_ma+n—b

t

Yy=mx-—+n

ma-+mn—2>

(a,b)

V1 +m?

Aplicaci6: fites d’una funcié

pr+qy =0

dy <1
J

x2+y2:1

|p cos(t)+qsin(t)| <1

VD

J

/P2 +¢2 < peos(t) +gsin(t) < Vp? + ¢2
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35. EQUACIO DE SEGON GRAU

x+0b/2
g “m
) b/2

2+ br+c=(z+b/2)° - (b/2)*+c

J
>+ br+c=0< (z+b/2)% = (b/2)*-¢
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36. PROVES DEL TEOREMA DE PITAGORES

b C

a b

b b
4%+c —4%+a + 02 => gl + bt =c

2
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37. UN “TEOREMA DE PITAGORES” PER INVERSOS

ch_ab

2 2
|

p=Y
C

1/b

1/h

()G -G)
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38. QUATRE TRIANGLES AMB LA MATEIXA AREA

13

h
T:%:Tl e T=T, =T =T}
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39. UN DIVERTIMENT

V4
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40. LUNULES D'HIPOCRATES

T. de Pitagores

Lo

L1+L2+(B—T)=A1+A2=B

J
Li+Ly=T
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41. TEOREMA DE VIVIANI

th fa ¥¢b (lc

2 2 2 2

h=a+b+c



45

42. NUMEROS DE FIBONACCI, 7 I LA RAO AURIA

Fn+2

i\
R '

by

Fn+1
o7 Fn+1

...... V.

r + t ( il )+ t (Fn_l)
— =, + B, = arctan arctan
Fn+1 Fn+2
FO — 07 Fl =1 o gpm — (_w)_m
F’m+2:1{7711‘|'Fm+17772207:> " \/g
o=(1+5)/2 im0 Frpa1/ Fi = ¢

| (n—00)

R o R )
— =arctan| — | + arctan | —
4 P 3

0
3T 3
1 arctan () + arctan (gp )
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n(n+1)(n+1/2)

+n2

43. SUMA DE QUADRATS-I

12 +22 432+




44. SUMA DE QUADRATS-II

n-1n-1| - n-1{n-1

2n+1 2n+1

n+1

2n+1 2n+1

2n+1

n+1

n+1

n+1

n+1

3(12 +224+3% 4. +n2)

=2n+1)(1+2+3+--+n)=(2n+1)

12+224+ 3%+ +n

) _ n(n+1)(2n+1)

6

n(n+1)




45. SUMA DE CUBS

13+23+---+n3:(1+2+---+n)2

_ (n(n + 1))2 _ n?(n+1)>2

2 4



49

46. SUMA DE LA DERIVADA D’UNA SERIE GEOMETRICA
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47. BIJECCIO ENTRE [0,1] 1 (0,1)

S

f:10,1] — (0,1)

O<xi<x9<--<Tp<--<1, lim xp,=1
n—0o0

f(1) =21, f(0) =29, f(2n) = Tpan,n 22
fl(x)y=2 si xz¢{0,1,21,29,...,Zpn,...}
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48. VOLUM D'UNA ESFERA

n(R* - d*) + md* = TR

J
V. 7R2-R
2+ 3 =R R
J
4
V=-rR
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49. DUES INTEGRALS TRIGONOMETRIQUES

r /2
./O ? sin’(z) dz + /(; / cos?(z) dx = g
(cos(m/2 - z) =sin(z)) |
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50. UNA INTEGRAL DEFINIDA

/‘1 V122 d - arcc;)s(a) av 12— a?
a



51. PRIMITIVA DE LA FUNCIO INVERSA

y:f_l(x)/

f1(b)
f~(a) p

a b

A=bf(b) - af(a) - B

b IPEPENCE SO
| F@a=afi@)| - [ 7

= (2@) - F('(@)))|
on F'(x) = f(x)

Aplicacions

b b
a a

Lbln(x) dz = (zln(z) - n®))

= (zln(x) - )

Lbarctan(x) dz = (warctan(x) — In(| cos(arctan(:z:))D[

= (aj arctan(z) — %hl(l + xQ))‘b
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52. RELACIONS ENTRE INTEGRALS

a>0, f(0) =0 & f continua i creixent

a fla)
| f@da+ | Uf Y(a)do = af(a)

1 1
f a:o‘dx+[ ey =1
0 0

/2 1

./(; sin(z) dz + ./(; arcsin(z) dz = /2
1 e—1

./(; (ex—l)dxntv[() log(1+x)dr =e-1
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53. DESIGUALTAT DE YOUNG

b : (
1 ) 1 .....................................
y'f'l;gw,,\ | y_f:j;ﬁd

18 =

0 0

0 . ? 0 .~
0 T a 0 T a

b> f(a) b< f(a)

a,b>0, f(0)=0 & f continua i creixent

J
abé/(;af(:c)derv/(;bf_l(aj)dm

ab = foaf(x)dx+fobf-1(x)dx@b:f(a,)
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54. FORMULA DE VIETE

1o

T, =sin(a) cos(a) =sin(2a) /2, 0<a<m/2

A, = area del poligon inscrit de 2" costats, A; =2

A, T, sin(a)cos(a) oo

Apa 2T,  sin(a) cos(a), = 2n+1
d,, = 2cos (m/2m+1) e d =\id
2cos(x/2) = /2 + 2 cos(z)

dlz\/i,dgz \/2+\/§, d3=\/2+\/2+\/§,...

@

n—-1 )
An+1—dA :>A AlndQ:QHz—
=1

J 7=1 d]

g:\/i.\/m.\/2+\/m.\/2+\/2+m
2 2 9 5

7
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55. AREA DEL SEGMENT PARABOLIC SEGONS
ARQUIMEDES

|
|
|
|
|
a

Ay(h) = f(b) +£(b+h)h

T =Ty(h) = Ay(h) + Agn(h) — Au(2h)

_ 2f(a+h)—f(a)—f(a+2h)h
2
f(z) = —px*+qr+r = T,(h) = ph?

13 13

T =ph®, Ty =p(h/2)* =T/8, T3 =T/, Ty =T/, ...

T T T 11 4
P=T+2—+2°— 23—+---:T(1+—+—+---):—T
g TR TS FRVE 3
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Agraiments. [’autor vol agrair Gregori Guasp la seva ajuda en la preparaci6
d’algunes de les illustracions que conté aquest treball. L’autor esta recolzat pels
projectes PID2019-104658 GB-100, el programa Severo Ochoa y Maria de Maeztu
per centres i unitats d’excelencia en R&D (CEX2020-001084-M) i per la Generalitat
de Catalunya, projecte 2017SGR1617.
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