Linealizacién en sistemas dinamicos holomorfos

Una de las herramientas usuales para estudiar un sistemas dindmico (SD) cerca
de un equilibrio es ver si éste se puede transformar, mediante un cambio de variables
local, en un nuevo SD lineal. Demostraremos dos resultados de linealizacién, uno
para SD continuos y otro para SD discretos, ambos holomorfos y en dimension 1.

El resultado (i) es una versién 1-dimensional del teorema de linealizacién de
Hartman-Grobman con una prueba especialmente simple. Ademas esta prueba es
facilmente adaptable al caso 1-dimensional real, para funciones de clase C2. El apar-
tado (ii) corresponde al Teorema de Koenigs (1884) y la prueba incluida es la del
clasico libro de L. Carleson y T. W. Gamelin, “Complex dynamics”. Sin pérdida de
generalidad, supondremos que el equilibrio esta en el origen.

TEOREMA. Sea f : C — C holomorfa en 0, tal que f(0) =0 y sea A = f'(0).

(i) Si A # 0, existe un biholomorfismo local ¢, tal que p(0) = 0, de manera que
tomando w = @(2) la ecuacidén diferencial 2’ = f(z) se transforma en w' = Aw.

(ii) Si|A| ¢ {0,1}, existe un biholomorfismo local v, tal que ¢(0) = 0, de manera
que tomando w = ¥ (2) el SD discreto zpt1 = f(zn) se transforma en wp11 = Awy,.

z)
DEMOSTRACION. (i) En un entorno de z = 0, escribimos f(z) = z/g(z), con g
holomorfa y tal que g(0) = 1/ # 0. Definimos el biholomorfismo local

w = p(z) = zexp (/(JZQ(S;(B)Z(O)ds) =2+ 0(2%).
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(ii) Supongamos que 0 < |A| < 1. El caso |A| > 1 se estudia de manera similar
considerando f~! en lugar de f. Definiendo 9, (2) = A™"f"(2) = z + O(2?), donde
fF = f*1o f se cumple que ¥, (f(2)) = A" f"T1(2) = Mbp11(2). Si demostramos
que 1, converge uniformemente sobre compactos hacia v, entonces usando resulta-
dos de Weierstrass, se sabe 1) es holomorfa. Ademas 1(z) = z+ O(z?) y por tanto es
un biholomorfismo. Asi, ¥ (f(z)) = A (z). Como consecuencia, tomando wy = (2 ),
k € N, se llega al resultado deseado: wp41 = ¥(2n+1) = V(f(2n)) = Mp(2n) = Awy,.

Para demostrar esa convergencia uniforme, en primer lugar observamos que
existen § > 0y C > 0, tales que para |z| < 4, |f(z) — Az| < C|z|%. Entonces,
If(2)] <INz + Clz)? < (JA| + C8)|z| y usando induccién, |f™(2)] < (|]A] + C8)"|z,
para todo n € N. Asi, si escogemos § > 0 tal que p = (|A|+C6)?/|\| < 1, obtenemos

= F(f"(2) = A G)| Clf* (=) < P"C|Z|2,
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para |z| < d, hecho que implica la convergencia deseada. O

Entonces w’ = ( = \w.

[¥nt1(2) = ¥n(2)
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