GEMMES MATEMATIQUES

ARMENGOL GASULL

Aquest article és una extensié d’un treball del mateix autor, amb objectiu i titol
semblants, “Joies Matematiques”, veure [12].

Es pretén recollir demostracions, que en opini6é de I'autor siguin senzilles i boniques
i, a més, siguin tals, que llegir-les i comprendre-les provoqui una certa felicitat.
Senzill és un terme subjectiu, pero per situar-lo en un context académic, podriem
assimilar-ho al nivell de comprensié matematica que tenen els bons alumnes de
primers anys d’universitat. Si senzill ja és subjectiu, que podem dir de bonic! Per
descomptat, ni volem ni sabem precisar-ho. En tot cas, un resultat, per ser bonic,
ha d’interessar i no deixar indiferents a la majoria dels lectors matematics. A més,
pot ser bonic per diferents raons: pel seu enunciat, per la seva interpretacié, o pel
tipus d’argumentacions que han permeés demostrar-lo. Uns treballs que reflexionen
sobre aquesta qiiestio son |13, 64, 94, 97]. Segons Hardy (|18]), en els grans teoremes
hi ha un grau molt alt de sorpresa, combinat amb inevitabilitat i economia'.

Una recopilacié molt més ambiciosa és el famos llibre [I]. També s’ocupen de la
mateixa qiiestio els tres llibres classics [53, 54, 55], els llibres |2, 19, 31, 44, 85], el
treballs |77, 108], o la plana web [10].

Espero que el lector gaudeixi amb aquest recull tant com ho ha fet 'autor pre-
parant-lo i hi trobi demostracions que no coneixia. El treball esta estructurat en
seccions que es poden llegir de manera independent. Quan ha sigut possible s’han
contextualitzat les qiiestions i proves presentades. Com no podia ser de cap altra
manera, hi ha resultats involucrant els nombres primers, 7, e, triangles, quadrila-
ters, arees, volums, integrals, polinomis, séries, fraccions continues, daus, teoria de
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1Tn [great theorems| there is a very high degree of unexpectedness, combined with inevitability
and economy.”
1
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conjunts, equacions diofantiques, l'infinit, ..., vaja, els atoms de les matematiques.

Una altra cosa, també inevitable, és la quantitat de noms illustres que surten citats

al treball.
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1. NOMBRES ENTERS

1.1. Una pregunta amb resposta sorprenent. Hi ha dos ntimeros irracionals a
i b tals que a® sigui racional?
La prova, no constructiva, que la resposta és “si” és a la vegada senzilla i bonica.

Agafem ¢ = \/5\/5 Si ¢ és racional ja hem acabat prenent a = b = \/2. Si no, observem
que

()

per tant podem prendre a =cib=+/2.

Observem que la demostracié anterior no ens aclareix si ¢ és racional o no. De
fet, 'any 1900 Hilbert va proposar com a problema VII de la seva famosa llista,
decidir per exemple si 2V2 i e™ eren nimeros transcendents (és a dir, no eren arrels
de cap polinomi no nul amb coeficients enters, vegeu també la Secci6 2.5). Aquestes
qliestions van ser resoltes simultaniament per Gelfond i Schneider al 1934. El seu
resultat, conegut com Teorema de Gelfond—Schneider, diu que, si a i b s6n nimeros
algebraics (no transcendents), a ¢ {0,1} 1 b és irracional, aleshores a® és transcendent.

Anem a veure que la transcendéncia (i per tant la irracionalitat) dels ntimeros V2

\/5\/5 i e" se segueix del teorema. Observi’s en primer lloc que si o és un nimero no
algebraic, aleshores 8 = \/a també ho és, ja que si 8 fos arrel d’un polinomi P(z),
no nul amb coeficients enters, aleshores « seria arrel de Q(x) := P(«2). Per tant,
com que 2V2 és transcendent el mateix passa amb la seva arrel quadrada, \/5\/5
Finalment, com que e™ és un dels valors que pren (e”)_l = (-1)7, també sabem que
és transcendent.

Es curios observar que encara no se sap si

™ 0 ﬁﬁﬂ=\/§(\/§ﬂ)

son irracionals o transcendents.
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1.2. Hi ha infinits nombres primers. Per a molts matematics la prova d’FEucli-
des de que hi ha infinits primers és immillorable. A la secci6 segiient en veurem
una variaci6. Recordem-la breument. Si n’hi hagués un ndmero finit, py,ps, ..., Pk
arribem a una contradiccié considerant pipo---pr + 1 ja que o bé aquest niimero és
un nou primer, o té un primer diferent dels £ donats com a divisor.

Recentment, al 2006, 1i ha sortit una competidora ([96]) que reproduim a conti-
nuaci6. Considerem la successiéo de nimeros naturals segiient:

Ik+1=$k(.%'k+1), 1<[L’1€N.

Demostrarem per induccié que la descomposicié en factors primers de x; conté com
a minim £ primers diferents. El resultat és clarament veritat per k£ = 1. Suposem-lo
cert per a k =n i anem a provar-lo per a k=n+ 1. Tenim que z, és divisible per k&
primers diferents. A meés, per a tot 1 < m € N, els nimeros m i m + 1 sén primers
entre si, ja que si p divideix a m i m + 1, divideix també a la resta que és 1. Aixi
x, + 1 conté algun primer en la seva descomposici6é en factors primers que no és a
la descomposici6 de z,,. Per tant x,,; és divisible, com a minim, per n + 1 nombres
primers, tal i com voliem demostrar.

Entre els dos llibres [74, 91| hi ha una dotzena de proves diferents de I'existéncia
d’infinits nombres primers.

1.3. Hi ha infinits primers de la forma 4n—1. Del fet que hi ha infinits nombres
primers ja sabem que o bé n’hi ha un nimero infinit de la forma 4n -1, o bé n’hi
ha un numero infinit de la forma 4n + 1, o bé les dues opcions es donen.

Anem a veure que la primera opcio és certa. La prova és una senzilla i elegant
adaptacio de la prova d’Euclides de la infinitud dels nombres primers.

Suposem que no, per tal d’arribar a contradicci6. Siguin py,ps, ..., pr tots els
primers de la forma 4n — 1. Considerem

N =4dpipy-pr - 1.

Aleshores N no pot ser primer, ja que seria de la forma 4n — 1 i no és a la llista
de tots els primers d’aquesta forma. Clarament cap p; divideix a N. A més a la
descomposicio de N en factors primers n’hi ha com a minim un de la forma 4n -1,
ja que si tots fossin de la forma 4n + 1, N també ho seria ja que (4n+1)(dm+1) =
4(4nm+n+m)+1. Aquest primer seria de la forma 4n—1 1 no és cap dels p;, j <k,
obtenint la contradiccié desitjada.

De fet, Dirichlet al 1837 va demostrar que, variant n € N, qualsevol expressié an+b
amb a 1 b enters coprimers dona lloc a infinits nombres primers.

1.4. Un gran forat sense nombres primers. Acabem de veure que hi ha infinits
nombres primers. De fet, se sap molt més. Per exemple, a any 1896, Hadamard
i de la Vallée-Poussin van provar, usant idees de Riemann, que si m(n) denota el
niimero de nombres primers menors o iguals que n,
. 7m(n)ln(n
) ()

n—oo n

1.

Per aixo0, a primera vista pot resultar sorprenent el resultat segiient: per a tot m e N
hi ha m nimeros consecutius tals que cap d’ells és primer. Abans de seguir llegint
potser ve de gust pensar-ho per un mateix.

Hi ha una prova senzillissima d’aquest fet: per a m > 2, podem prendre (m+1)!+k,
per a k€ {2,...,m+ 1}. Clarament, cada (m + 1)! + k és divisible per k.
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1.5. Dues conjectures d’Euler. Expliquem a continuacié dos problemes que va
tractar Fuler, pels quals el seu fabulos enginy no va ser suficient per a proposar
respostes correctes.

Fixat, n € N, Euler va conjecturar I'any 1769 que si sumen k > 1 potencies n-
ésimes de numeros naturals i obtenim una poténcia n-ésima, aleshores k£ > n. Aquest
resultat va resultar ser fals i el primer contraexemple va ser per an =51 és de 'any

1966 (|62]):
275 + 84° + 110° + 1335 = 144°.
Més endavant, 'any 1988, Frye va donar un contraexemple per a n = 4,

05800* + 217519* + 414560* = 422481%.

El segon problema és el segiient: donats dos conjunts amb n elements A i B,
un quadrat grecollati d’ordre n és una quadricula de mida n x n de manera que a
cada casella hi ha un element de cada conjunt, tots els elements d’A x B hi son, i a
més, cada element d’A i de B apareix a totes les files i totes les columnes. Aquests
quadrats son coneguts des d’abans d’Euler, pero ell els va popularitzar. El seu nom
ve de que ell denotava els elements d’un dels conjunts amb lletres gregues i els de
Paltre amb lletres llatines. Avui en dia se sap que hi ha quadrats grecollatins per a
tot n > 3, excepte per n =6, en contra del que va conjecturar Euler en el seu temps
afirmant que no n’hi havia cap per n =4k+2, per a k > 1. A la Figura 1 se’'n mostren
dos, un per a n = 4, cosit per la meva mare en punt de creu amb fils de 8 colors,
i un altre per a n = 10. En els dos, es representen els elements dels conjunts com
els colors de dins i de fora dels quadradets per a cadascun dels n? quadrats que els
formen.

ANY 2005 ROSR EMBID

Figura 1. Quadrats grecollatins 4 x4 i 10 x 10.

1.6. Mitjanes dels divisors d’un ntmero. Hi ha un resultat molt senzill de
provar que involucra tres mitjanes de tots els divisors d’un nimero n € N, perd que
d’entrada sorprén una mica, vegeu també [31].
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Recordem que donats k£ ntmeros, xq,s,..., T, la seva mitjana aritmética és
(z1 + @9 + -+ + x3) /K, si son positius la seva mitjana geométrica és (zixo---xy)Y",
i si s6n no nuls, la seva mitjana harmonica és

k
I, 1, LTI 1 T
T T2 T 1 x2 Tk
Si ara denotem per 1 = d; < dy < ... < dp = n tots els divisors naturals de n,

amb n # m?, m € N, i per A,,G, i H, les seves respectives mitjanes aritmética,
geométrica i harmonica, aleshores és compleix que

VA H, =G,.
La sorpresa es trenca una mica, ja que de fet el que passa és que
AH,=n i G,=+n.

Per provar-ho, com que per a tot j = 1,2,...,k, djdy.1-; = n, ja que els divisors
venen per parelles, tenim que

AH d1+d2+“'+dk k d1+d2+"'+dk n
nsin k L+L+...+L_ n L+L+...+L
di  do dy, di | do d,
n(dy +do+-+d) n(dy+dy+-+dy)
= = =N
n n n
Trott T dp+dg_q+--+dy

Gik — GZGQ - (dldgdk)(dkdk_ldl) = ((dldk)(dek—l)(dkdl)) = nk.

Si es vol calcular A, o H, tot és una mica més complicat. Per exemple, si la
descomposicié en factors primers de n és n = p{'---p;", aleshores es pot veure que
k= (CYl + 1)(062 + 1)(CY7= + 1) i

Pyt -1py* -1 pr -1
A _p1_1p2_]- pr_]-
n - .

k
1.7. Algunes proves sense paraules. Les quatre proves presentades i moltes més
es poden trobar a |75, 76]. Els famosos nimeros de Fibonacci F),, que recordem,

venen definits com F,, = F,,_1 + F,,_o, amb Fj, =0, F} = 1, o els nimeros triangulars
T, =1+2+--+n, satisfan certes relacions. Per exemple

Frog =AFFo g+ Fyy,  Top =31+ Ty

Tot i que no és gens dificil demostrar-les analiticament, la Figura 2 ens dona proves
sense paraules de les mateixes.

Una prova sense paraules de

2:n(n+1)§n+1/2)7 (1)

es mostra a la Figura 3. No és dificil demostrar (1) usant induccié. Aqui la bellesa no
esta pas en en resultat, sin6 en la prova visual. Les figures de la Figura 4 demostren
el Teorema de Pitagores ja que la suma de les arees dels quadrats vermells coincideix

12422432+ 4+n



Fn+1

Fn—l Fn

Figura 2. Numeros de Fibonacci i nimeros triangulars.

amb la del quadrat blau, és a dir a? + b2 = ¢2, on a i b sén els costats d’un triangle
rectangle que formen angle recte i ¢ és la seva hipotenusa.

n+1/2

n+1 n+l

Figura 3. Suma dels quadrats.

.

Figura 4. Teorema de Pitagores.

1.8. Ternes pitagoriques i niimeros de Fibonacci. Una terna pitagorica és una
tripleta d’enters positius a, b, ¢ que compleixen a?+b? = ¢2, és a dir que son els costats
d’un triangle rectangle. Euclides ja va demostrar que totes les ternes pitagoriques
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primitives (és a dir, tals que a,b i ¢ no tenen cap divisor comt més gran que 1) venen

donades per

a=u?-v% b=2uw, c=u®+1° (2)

amb u i v enters positius, u > v, coprimers i els dos no senars a la vegada. La més
coneguda és 32 +42 = 52 i correspon a u = 2 i v = 1. Anem a demostrar-ho seguint
7]

Una primera observacié és que els niimeros a i b han de tenir diferent paritat,
i a més ¢ ha de ser senar. Observem, per exemple, que si ¢ fos parell, aleshores
c? = a? + b? hauria de ser divisible per 4, pero si a i b fossin els dos senars, és a dir
a=2k+11ib=20+1, aleshores a® +b? = 4(k? + k + (2 + {) + 2, que no és divisible per
4. Aixi suposarem, sense pérdua de generalitat que b és parell, i a i ¢ senars.

Escrivim 6% = ¢2 - a? = (¢ +a)(c—a). Com que ¢ i a s6n primers entre si, i els
dos senars, 'inic divisor comu entre c+a i c—a és 2. En altres paraules, (c+a)/2 i
(¢ —a)/2 son naturals positius i primers entre si. Per tant tenim la igualtat

6 -()()
2/ \ 2 2 )
Finalment, com que b/2 € Ni (¢+a)/21 (¢—a)/2 no tenen factors en comi, la igualtat
anterior forca que ambdos ntimeros siguin també quadrats. Aixi, (c+a)/2 = u? i
(c-a)/2=v2 amb u,v € N. Operant, ¢ = u?+v?, a = u?-v? i b? = 4u?v?, com voliem

demostrar.
A partir de (2) és trivial trobar ternes pitagoriques amb nimeros de Fibonacci, o

amb altres nombres. Seguint |7, 85] anem a donar un parell de casos elegants.
Si prenem u = F,,1, v = F,, i usem que F? + F? | = Fy,,; obtenim
2 2
(Fr2L+1 - Fr%) + (2FnFn+1) = F22n+1'

La segiient prova de que Fy,.1 = F2,, + F? és també forga enginyosa. Es senzill
demostrar per induccié que

n._ 11 " _ Fn+1 Fn
Per tant, com que M?" = M"M™, tenim que

F2n+1 F2n — Fn+1 Fn Fn+1 Fn
FQn FQn—l Fn Fn—l Fn Fn—l .
Fent el producte de matrius i igualant 'element de la primera fila i la primera
columna tenim que Fy,,1 = F2,, + F2, tal i com voliem provar.

Si eliminen la condicié Fy = 0, F; = 1 dels nimeros de Fibonacci obtenim uns
ntmeros diferents, que denotarem per f, i anomenarem ntimeros de fibonacci ge-
neralitzats. Per exemple, prenent Fy = 2, F} = 1 obtenim els ntmeros de Lucas:
2,1,3,4,7,11,18, ...

La segona terna pitagorica que presentem involucra 4 niimeros de fibonacci gene-
ralitzats consecutius f,, fni1, foio 1 fniz 1 és

(fafuss) + 2wt fa2)” = (F20 + f200)

Els 4 ntimeros es poden escriure com u — v,v,u,u + v i el resultat s’obté de nou a
partir de la igualtat (u? —v2)* + (2uv)® = (v2 + u2)”.
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1.9. El sorprenent Ramanujan. Fermat va afirmar el 1637 que per a 2 <n € N,
I'equacié ™ + y™ = 2™ no tenia solucions enteres no nulles. La demostraci6é d’aquest
resultat per a n = 3 s’atribueix a Euler, tot i que el seu primer intent de provar-ho
tenia errades, ja que aquestes es podien corregir usant resultats seus posteriors. La
prova pel cas general ha hagut d’esperar fins els treballs de Wiles publicats el 1995.
Per altra banda, és ben conegut que 'equaci6 de Fermat per a n = 3 té solucions
dins de Q[v/d] amb d un enter lliure de quadrats, veure [16]. Per exemple,

(64 + 8@)3 ; (77 + 7@)3 - (93 ; 9¢§)3 .

Com veurem, aquesta relacié tindra el seu paper en el que segueix.

Demostrem a continuacié un resultat de Ramananujan que ens proporciona infi-
nites solucions enteres de cadascuna de les dues petites modificacions de ’equacio
de Fermat per a n = 3,

2y =2341, 2y =231, (3)

veure |90, p. 341]. Com succeeix en molts resultats d’aquest matematic, tant o més
meritori és ’enunciat del que es vol demostrar, com la prova en si. La seva gran
intuici6 encara no ha estat del tot compresa. Sembla ser que Hardy, com també
veurem a la Seccié 10.1 era amant dels rankings, n’havia fet un, puntuant entre 0 i
100 a alguns matematics contemporanis, basant-se en el seu talent. Segons aquesta
classificacié Hardy es va donar a si mateix un 25, al seu amic Littlewood un 30, a
Hilbert un 80 i a Ramanujan un 100.

e RILCREES
NATIONAL MATHEMATICS DAY

Lo adasaa

Figura 5. Srinivasa Ramanujan (1887-1920).

El treball [52] especula sobre com podria haver obtingut Ramanujan el segiient
resultat: Si considerem les funcions

1+ 53z + 922
=1+ 135z + 1116122 + 9262712% + O(2*) = )" a, 2",
1821 — 8222 + 23 7;)
2 - 26z — 1222
=2+ 1387 + 1146822 + 9516902° + O(z*) = ) bpa™,
1-82x —82x2 + 23 r;)
2+ 8x — 1022
=2+ 1727 + 1425822 + 118325822 + O(z1) = ) ¢, 2",
1-82x - 8222 + 23 1;:)

aleshores (a,,b,,c,) € N3 i
ad+ b2 =c+ (-1 (4)
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En general, es diu que cadascuna de les funcions racionals és la funcié generadora de
la corresponent successié, que com veurem segueix una recurréncia lineal. Calculem,
per exemple, la successio {a,}. Eliminant el denominador obtenim que

14532 + 922 = Z a,x" — 82 Z a, "t - 82 Z anx™t? + Z a3

n>0 n>0 n>0 n>0

= g + T + ayr? — 82apx — 82a, 2% — 82a9x? + Z (CLn+3 = 82a,,40 — 820,41 + an)x”+3.
n>0

Per tant, igualant els coeficient de tots els z¥ obtenim que {a,} satisfa:
ne3 = 82049 + 820,41 —a,, amb ag=1, a; =135, ay = 11161.
De manera semblant,
bpss = 82by40 + 82b,41 — by, amb by =2, by = 138, by = 11468,
Cni3 = 82Cp40 +82¢p41 — ¢, amb ¢y =2, ¢; = 172, co = 14258.

En particular (a,,by,c,) € N3. A més, com que les arrels de y3 — 82y? — 82y + 1 son
A=(83+9v85)/2, 1/A = (83-9v/85)/2 i -1, aplicant la teoria general de resolucio

d’equacions en diferéncies lineals ([33]) tenim que les successions s’expressen com
1 </
ap = g(a+/\n+a_)\—n_43(_1)n)7 Ay =64 %8 85’
1
bu= 52 (BN + BN +16(-1)"), B, =TT+ TV,

1
e = gr (BA"+7 A= 16(-1)"), 7. =93+ 9v/85.

Calculs tediosos mostren que les expressions obtingudes satisfan (4). Per exemple,
en aixecar al cubs les expressions i substituir a 23 + y? = 23 els coeficients de \3"
coincideixen degut a que la igualtat (3) és a3 + 32 = 3. Observem, que s’obtenen
infinites relacions del tipus

111613 + 11468% = 142583 + 1, 926271 + 951690° = 11832583 - 1.

2. NOMBRES REALS

2.1. Els primers digits de n. Les dues igualtats segiients es poden obtenir facil-
ment calculant primitives i aplicant la regla de Barrow,

1(322-1)2 Lt (1l —az)? 22
W7 g = A(r - f TATY) =22 5
0< . 1 4 (mr-3), 0< L T1a g s (5)
i impliquen que 3 < 7 < 2, vegeu també [27]. Per exemple,

1(322-1)2 1 16
wdxz[ (9x2—15+ )dx
0 1+ 22 0 1+ 22

= (32° - 152 + 16 arctan(x))Ll) =3-15+4m =4(mw - 3).

N’hi ha moltes de semblants, i han estat usades en diferents treballs per a obtenir
algoritmes per aproximar 7, consulteu [1, 28, 11, 68, 69, 78].
La segona d’elles també permet conéixer facilment els primers digits de 7, ja que
per z € [0,1],
x4 (1-x)* < x4 (1-x)*

;S e sv-a)
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i [ a*(1-2)*de =1/630. Per tant,

3958 22 1 22 I 3959
314120 . = —— = — - — — - — =3.1420.. 6
1260 7 630 ST 7 1260 1260 (6)

Un cop trobada una aproximacio de 7, aquesta es pot millorar usant, per exemple,
el procediment proposat a [99]. Aquest ens diu que si P és una aproximacié de m,
correcta fins la xifra decimal k-éssima, aleshores P +sin(P) és correcta fins la xifra
decimal 3k-éssima. No es pot negar que aquest resultat té un cert encant, tot i que
essent justos és una mica truculent ja que usar la funcié sinus comporta, de manera
implicita, el coneixement de 7. Altres vies més naturals per a trobar més digits de
7 es poden consultar, per exemple, a [10]. En qualsevol cas, si P = 3, tenim que
3 +sin(3) ~ 3.1411. De manera semblant, @ = 3.141 +sin(3.141) ~ 3.141592653555, i
|Q — 7| <4x 107!, Per a veure per qué el métode funciona podem aplicar la formula
de Taylor a f(x) =z +sin(z) a x = 7. Tenim que

cos(s,) 3
) (o

jaque f(m) =m, f'(m) = f"(w) =01 f"(x) = —cos(z), on s, esta entre x i m. Per
tant, per a x = P,

r+sin(z) =7 -

_ 3
|P+sin(P)—7r|£—|P 6”' ,

tal com s’afirma a [99]. Iterant el procés s’obté que la successio recurrent P,y =

P, +sin(P,), amb P, = P, convergeix cibicament cap a .

2.2. La irracionalitat d’e. Reproduim a continuaci6 la prova de Fourier. Si defi-
nim S, = ¥n_o =, aleshores

<1
e=lim S, = —.
n—00 m=0 m'

Per tant, com que per a j > 1, n!/(n+j)! < 1/(n+1)7, amb igualtat només per a
J=1

N T ] l‘” 1 1 p _ 1
P VR TP D Z(nw D) nlT- gy

Prenent n = 2, obtenim
11
2<e< — < 3.
Yy

Suposem, per tal d’arribar a contradiccié que e = p/q € Q. Observem primer que
q>2jaque2<e<3ipertant e no pot ser enter. Si prenem la desigualtat anterior
per a n =q, s’obté

1
Sq<e_p<S +—.
q q'q

Multiplicant-la per ¢! tenim que
1
q!S, < qle= q!]—) =(g-1)lp<glS;+—-<qlS, + 1.
q q

Com que ¢!S, és enter obtenim que (¢ — 1)!p és un enter situat entre dos enters
consecutius, fet que ens dona la contradiccié buscada.
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Usant la formula de Taylor, hi ha una manera alternativa d’obtenir una fita de
e—Sn, ja que

esn
(n+1)

i per tant S, <e < S, +3/(n+1)l. A partir d’aquestes desigualtats es pot obtenir,
de manera semblant, una contradicci6.

e=S,+ sn €[0,1],

2.3. La irracionalitat de 7. Reproduim a continuacio la demostracioé de que 7 no
és racional deguda a Niven ([79]). Suposem, per tal d’arribar a contradiccid, que
= § € Q. Aleshores considerem el polinomi

a"(p-qx)" F(z) ¥, cer’
(@)= n! - n! - En!g

bl

per un cert n € N que fixarem més endavant i certs ¢; € Z que no cal especificar.
Introduim el polinomi

G(x) = f(x) = f"(x) + fO () + -+ (-1)" fE) (). (7)
Com que G"(z) + G(z) = f(z), es compleix que

(G'(x) sin(z) - G(z) cos(aj))/ =G"(z)sin(z) + G(x)sin(x) = f(x)sin(x),

i com a conseqiiéncia,
f f(x)sin(z) dz = (G () sin(z) - G(x) cos(x))|0 = G(0) + G(n).
0
Provem a continuaci6 que G(0) + G() € Z. Comencem veient que per a tot j € N,
f@D0)eZi fU(r) e Z. Es clar que per j <nij>2n, F@(0) = f&(0) = 0. Per
n < j<2n, tenim que

. FG) 1
F9(0) = ﬂ = J_Cj 7.
n! n!

Per simetria, és facil veure que f(z) = f (§ - x) Derivant successivament aquesta
igualtat obtenim que f()(z) = (—1)jf(7)(§ — ) i per tant

FO)(x) = ﬂj)(%) = (1)1 f9(0) e Z.

Avaluant Iexpressio (7) a 2 = 0 i a = m, i utilitzant el que acabem de provar
obtenim que G(0) + G(7) € Z.
Per tant,
0<1,:= f f(x)sin(x) dx € Z.
0

Demostrarem, per acabar, que per n prou gran [, és menor que 1, obtenint la
contradiccio desitjada. Com que

7r(35(27_@7’5))” . ™1 g%\ T [ q*\"
0<In=f0 Tsm(x)dngo ﬁ(4—]0) dl‘:a(ll_p)7

el lim,,_ . I,, =0 i s’arriba al resultat.
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2.4. Una regularitat a e. L’expressio en fraccié continua de e té una regularitat
que és a la vegada fascinant i intrigant. Aquesta no sembla ser la situacié per m,
veure [63].

Recordem que, donat un nombre real z, es pot construir una successio de fraccions
de la forma

1 1 1 1 1
ao,ao+;,a0+7,ao+ ,ap + ,ap + yeen
1

1 1 1 1
a; + — ay + ——— a; + ——— ag + ———
' ! 1 ! 1 ! 1

amb ag € Z, a; € N, tendeixen a x. Aleshores, escrivim
x = [ag,a1,as,az3,...,a,,...]

i les fraccions que aproximen z, p,/q, = [ag,a1,as,...,a,] es diuen convergents.
Aquest resultat s’engloba dins de la anomenada teoria de les fraccions continues,
vegeu [19, 93]. Per exemple, es pot veure que un nombre és racional si, i només si
la seva fraccié continua és finita. A més, pels ntimeros irracionals, la fraccié conti-
nua és nica, mentre que pels racionals, degut a que [ag,a1,az2,a3, ..., @y 1,0n, 1] =
[ag,a1,as,a3,...,a,-1,a,+1], n’hi ha dues de diferents, tot i que per conveni, s’agafa
la segona.

Vegem com calcular els primers ag, ay,as, ... quan x =e: ag és la part no decimal
de e és a dir ag = 2; a; és la part no decimal de ﬁ = W =1.392..., és a dir
a1 = 1; ay és la part no decimal de Wéq =2.549 ..., ay = 2; ag és la part no decimal

de =—— =1.819..., a3 = 1; i aixi successivament. De fet, obtenim
25492 ) ) )

e=[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,.. ],

és a dir, sembla que hi ha una regla clara. Seguint el treball |20], inspirat en els
resultats d’Hermite, demostrarem que

e=[1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,...,1,2m,1,...], (8)

on, per estética, hem substituit el primer 2 per

1
2=1+ =[1,0,1].
5 [1,0,1]

1
+1

En aquest cas, la bellesa no esta en la demostracio, ja que com veurem necessita
bastant esfor¢ i calcul, siné en el resultat en si. Per a ser més precisos, el que
demostrarem és que

e =[ag,a1,a9,as,...,a,,...],

amb azi+1 = 2t asz; = a3j+2 = 1 per a tot 7 > 0.
Usarem com s’expressen els convergents d’un numero p,,/q,, en termes dels a,,.
De fet, les relacions segiients son ben conegudes

Pn = QnPn-1 + Pp-2, Qn = QnQdn-1 t gn-2- (9)

La prova d’aquesta igualtat es pot fer, per exemple, per inducci6. Es clar que
Po = Go,q0 = 1, p1 = aga; +1 1 ¢1 = a1. En aquest punt ens convindra pensar que
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I'expressio [co, c1, ..., cx] es pot definir de la mateixa manera, encara que el valor ¢
no sigui natural. Aixi, en general,

Pn+1

q = [a07a17 ... 7an+1:| = [a(]?al? ceey Qp,An + ]-/an+1]
n+1

_ (a'n + 1/an+1 )pn—l +pn—2 _ an+1(anpn—1 +pn—2) + Pn-1 _ An+1Pn +pn—1
(an + 1/an+1)Qn—1 + qn-2 an+1(anQn—1 + Qn—Q) + Qqn-1 An+19n + gn-1
A meés, de nou per induccio, ppgn-1—pn-1¢n = (=1)" i per tant p, i ¢, son coprimers.
Aleshores, demostrar el que volem, és equivalent a veure que els convergents de e
compleixen les recurréncies

P3n = P3n-1 T P3n-2, q3n = Q3n-1 + G3n-2,
P3n+1 = 2NP3p + P3p-1, Q3n+1 = 2NG3n + Q3n-1, (10)
P3n+2 = P3n+1 T P3n, d3n+2 = Q3n+1 + Q3p,

amb po=qo=p1=11iq =0,1a més que

lim 27 = e, (11)

Observi’s que p;/q; no esta ben definit, perd aquest fet no crea cap problema en tota
I’argumentacio.
El punt clau per acabar la prova és que si definim

1 4n — 1) 1 ,n+l — 1) 1 An -1 n+l
Ao= [P @1 o g, A @ o, Co= [ @=D™ o 4o,
0 n! 0 n! 0 n!

es compleix, per a tot n > 0,

A, = 43n€ = P3ns  Bn = P3nt1 — @3ns16, Cy, = P3n+2 — q3n+2€.

Calculs directes mostren que Ay =e—1, By =11 Cy = 2—e. Aleshores, les recurréncies
(10) quedaran provades si es demostra que

An = —Bn—l - Cn—la Bn = —27’LAn + Cn—la Cn = Bn - An (12)
Per exemple,
P3ns2 — @3ni2e = Cp = By — Ay, = (P3n+1 - Q3n+16) - (%ne _p3n)
= P3n+1 + P3n — (p&n + q3n+l)e-
Per tant les dues darreres igualtats a (10) son conseqiiéncia de la irracionalitat d’e,
vegeu la seccio 2.2.
La primera relacio a (12) s’obté integrant entre 0 i 1 als dos costats de la igualtat
d n _ n n _ n n _ n—-1 n-1 _ n
_(x (x-1) e””):x (r-1) . (z-1) oy ¥ (z-1)»
dz n! (n-1)! (n-1)!
Analogament, la segona és conseqiiéncia de
d (xn(x_l)n-%—l a:) $n+1(x_1)n .
— e’ = e
dx n!

La darrera és directa.
Finalment és facil demostrar que

lim A, = lim B,, = lim C,, = 0.

n—oo n—oo n—oo

n!

n _ n n—-1 _ n
von® (z-1) , a"H(z-1)

x
n! n! (n-1)! ©
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Per exemple, per a 0 <z <1 es compleix que 0 < z(1-x) < 1/4, i per tant,

1 n 1_ n 1 1 _ 1
|An|=[ Mel’dxs—f ewdx=e—,
0 n! 4nnl Jo 4nnl

que clarament tendeix a zero quan n creix. Per tant, com per m > 2, ¢, > 1,

|An|

P3n ‘ .
—— —¢|=lim
d3n e G3n
Els altres limits psy.x/qsnik per a k = 1,2 es poden fer de manera semblant i per tant
(11) queda provat.

També és forca curios que, per a tot k € N,

e =[1,k-1,1,1,3k-1,1,1,5k-1,1,1,7k=1,1,1,9k-1,1,..., 1, (2m+1)k-1,1,.. ],

0< lim

n—>00

< lim |A,| = 0.

vegeu [32].
Per acabar, és interessant observar que si prenem el nimero d’or ¢ = (1 ++/5)/2,
com que ¢ compleix ¢ —¢p—1=0, és a dir ¢ = 1+ 1/¢, substituint-lo recurrentment,

obtenim que

1

=—)——7=|1,1,1,1,...].
¢1+ 11 [7777 ]

1+
T
13

Aixi, els seus convergents p,/q, donats a (9) satisfan

Pn = Pn-1 t+ Pn-2, dn = Gn-1 + Qn-2,
amb po = qo = q1 = 1 i py = 2. Per tant, p,/q, = F.12/Fn1, on recordem que F,, denota
el n-ésim numero de Fibonacci, veure la Seccio 1.8, Aixi

lim Lt .

n-so F

Altres formules relacionades que es poden provar facilment per induccié son
P o St )
T 201 V5

La primera d’elles és coneguda com féormula de Binet.

i ¢"=Fop+ Fp. (13)

2.5. Un nimero transcendent explicit. Seguint la prova de Liouville, detallada
a [71], veurem que el namero

> 1
o= Z —— =0.110001 000000 000000 000001 600000 000000 ... .
n=1 ’

10
és transcendent. Es pot consultar també [20]. Recordem que un nimero f és diu
algebraic de grau d si hi ha un polinomi irreductible a Q[z] amb coeficients enters,
P(2) = agr® + ag 24t + -+ ayx +ag, ag %0, (14)

tal que P(f) = 0. Per exemple, si prenem ag = V2 + /3, 1 P(z) = x4 - 1022 + 1
aleshores P(ag) = 0. Com que P(z) = (22 -5+ 2v6) (22 - 5 - 2v/6), oy és algebraic
de grau 4. Si un ndmero real no és algebraic aleshores es diu que és transcendent.

Es curios observar que tot i que dins dels reals els nimeros transcendents tenen
mesura total, ja que els algebraics formen un conjunt numerable, no va ser fins
aquest resultat de Liouville de 1844 que s’en va tenir un d’explicit.
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Liouville va provar la caracteritzacié dels nimeros algebraics segiient: Si 5 és un
namero algebraic de grau d > 2 aleshores existeix una constant ¢ = ¢(3) tal, que per
a tot nimero racional p/q,q > 0, es compleix

(B

¢
Per demostrar-la, prenem P(z) com a (14) i tal que P(f) = 0. Sigui p/q un nimero
racional qualsevol a (81,8 + 1). Pel teorema del valor mitja,

ooft)-rr- o)t
amb s entre 8 i p/q, 1 P(p/q) 0, ja que P és irreductible a Q[x]. Per tant,
‘P(g) " gl ey PO ‘B_ S‘ M(#).

{t€[57175+1
Observi’s que M () és una constant positiva que només depén de 5. A més, com
que P € Z[z],

>

jo-2 (15)

<

‘ P ( p)‘ _ laap® + aqap®lg 4+ aipgtt +aog’] | 1
q q‘ T gt
D’on obtenim que per a p/ge (f-1,6+1),
e
ql ~ M(B)q
Per a p/q ¢ (8-1,8+1), trivialment, |5 -p/q| > 1 > 1/¢%. Per tant, prenent ¢(3) :=
min(1,1/M(B)), arribem a (15) tal i com voliem provar.

Clarament a no és racional, ja que les seves xifres decimals no sén periodiques.
Per a demostrar que « és transcendent, anem a veure que, per a tot d > 2 hi ha
nameros racionals que no compleixen la caracteritzacié de Liouville donada a (15)
per a cap c.

Observem que

o1 1 1 1 1 1 10
a- nZ::l 107 n=%:+1 107! S 10(m+1)! (1 * 10 + 102 + ) T 100mDl g ¢

Per tant, els nimeros racionals p,,/¢m, = Yooy % = pm/10™ satisfan

_ Pm < 10/9'
Gm |~ g+t

Com a conseqiiéncia, fixat d > 2, per a tot € > 0 existeix mg prou gran tal que per a
m > my,

0< |

10

N 9Tl €
Gl ™ ahan

desigualtat incompatible amb existéncia d’una constant ¢ = ¢(a) > 0 i un d > 2

independents de p/q tals que

0% >C
gl q¥

Aleshores a és transcendent tal 1 com voliem demostrar.

’ 4
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3. GEOMETRIA

3.1. El Teorema de Viviani. Aquest teorema va ser provat per Viviani al segle
XVII. Afirma que si P és un punt interior d’un triangle equilater aleshores la suma
de les distancies de P als tres costats del triangle AB, BC i C'A no depén de P i
val I'alcada h del triangle. Recordem que, si a és el costat del triangle, aleshores pel
Teorema de Pitagores, h = \/ga/Q.

A B

Figura 6. Teorema de Viviani: s+ 1%+ u és constant.

La prova només usa que l’area d’un triangle és el producte de la base per alcada
entre dos. Aixi, I'area total del triangle, ah/2, és igual a la suma de les arees dels
tres triangles en que es pot dividir, APB, BPC i C'PA, vegeu la Figura 6. Aquestes
arees son as/2, at/2 i au/2. Per tant s+t +wu = h, tal i com voliem veure.

3.2. Calcul d’Arquimedes del volum de l’esfera. Calculem a continuacié el
volum d’una esfera seguint les idees d’Arquimedes. El que va usar en el seu temps,
per un cas concret, és el que avui en dia coneixem com a principi de Cavalieri. Al
seu torn, aquest principi és un cas molt particular del Teorema de Fubini.

R

Figura 7. Volum de 'esfera.

Considerem la Figura 7. A I'esquerra tenim mitja esfera de radi R, al mig un con
amb base de radi R i algada també R i a la dreta un cilindre amb la mateixa base i la
mateixa alcada. Si tallem les tres figures per un pla horitzontal, que esta a distancia
d dels punts més alts de les tres figures, obtenim tres cercles. En el cas de I'esfera,
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usant el Teorema de Pitagores tenim un radi vV R? — d?, en el cas del con un radi d i,
en el del cilindre, un radi R. Per tant, les arees de les 3 seccions, d’esquerra a dreta
SON: Spgf 1= 7'('(“}%2 —.dQ), Scon = md?* i Sy = mR?. Aixi, es compleix Spgp+Scon =
Com a conseqiiéncia,

cil

Volum de 'esfera

2

Per tant, sabent com calcular el volum d’un con i d’un cilindre, ja podem calcular
el volum V' de l'esfera a partir de la igualtat anterior:

V 7R3 3
§+T—7TR.

+ Volum del con = Volum del cilindre.

Obtenim que V' =47 R3/3.

3.3. Quadrats i més quadrats. No és senzill dividir un quadrat en un nombre
finit de quadrats més petits, tots disjunts i diferents, vegeu [29, Cap. 2|. Aquestes
construccions es poden relacionar amb el disseny de certes xarxes eléctriques, vegeu
[12]. A lesquerra de la Figura 8, donem un quadrat de mida 112 x 112 subdividit
en 21 quadrats més petits i diferents, tots amb costats enters. Va ser trobat 1’any
1978 per Duijvestijn i s’ha demostrat que és el més senzill possible amb aquestes
caracteristiques. El mateix problema pero comencant amb un rectangle té solucions
més simples, vegeu de nou la mateixa figura, on es mostra un rectangle 33 x 32,
trobat 'any 1925 per Moron, dividit en 9 peces quadrades diferents, amb costats
enters. També se sap que aquesta soluci6é és minimal.

35 27
50

19

29

42

Figura 8. Quadrat i rectangle dividits en quadrats diferents.

El que és forca curiés és que cap prisma rectangular amb costats sencers es pot
dividir en un nombre finit de cubs més petits, tots diferents. Anem a provar-ho per
reducci6 a I'absurd seguint [37, Cap. 17|. Suposem que si que es pogués. Aleshores,
per exemple la base de sota del prisma quedaria dividida en quadrats, tots amb
costats diferents. Sigui @)1, el quadrat més petit. Sobre aquest quadrat, el cub
corresponent, C; és tal que tots els que 'envolten son més alts que ell mateix, vegeu
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la Figura 9. Aleshores, la base de sobre d’aquest cub és un quadrat (de la mateixa
mida que 1) de manera que les bases de tots els cubs que estan recolzats en ell el
divideixen en quadrats més petits i tots diferents. De nou, n’hi ha un que és el més
petit, diem-li Q3. Podem raonar igual, comencant ara amb la cara superior del cub
C5 que té com a base (), i continuar aquest procés fins arribar a que hi hauria cubs
de costat més petit que 1, en contradiccié amb el que suposavem.

Figura 9. Impossibilitat de dividir un prisma rectangular en cubs diferents.

De fet, seguint un raonament semblant, també podem demostrar que cap prisma
rectangular (independentment de les mides dels seus costats) es pot subdividir en
un namero finit de cubs, tots diferents encara que considerem, també, cubs amb
costat no necessariament enter.

3.4. Estrelles. Donada una estrella de cinc puntes qualsevol, anem a demostrar,
seguint les idees de [38, Cap. 5|, que la suma dels cinc angles que formen aquestes
puntes és m. Es a dir, que aq + as + a3z + ay + a5 = m, vegeu la Figura 10.

Comencem agafant un vector unitari, situat a un dels vértexs de 'estrella, parallel
a un costat (vegeu el vector a la posicio (0) en la Figura 11). Aleshores, el fem lliscar
fins a la posicio (1). A continuacid, girem un angle m — a3 fins a estar a la posici6
(2). Fem el mateix, passant per les posicions (3), @), ... fins arribar a (9) i finalment
tornem a la posicio (0). Per una banda, és clar que el vector ha fet dos voltes i per
tant el seu gir total ha sigut de 47 radiants. Per altra banda, els angles que ha anat
girant a cadascuna de les cinc puntes han sigut 7 — a3, T— a5, T—Qg, T—ay i T—ay.
Per tant,

(ﬂ—a1)+ (71'—(1/2)-1-(71'—013) +(7T—a4) + (7?—045) =4,
d’on es dedueix que o + s + ag + ay + as =7, tal i com voliem veure.

Clarament, usant la mateixa idea, es poden obtenir resultats similars en el cas de
poligons o d’estrelles amb més puntes. Per exemple, en el cas d’un triangle tenim
que (m—aq) + (T —ag) + (7 —a3) = 2w i en el d’'un quadrilater convex (7 —aq) + (7 -
ag)+(m—a3)+(m—ay) = 2. Per tant, pels triangles a; +as+as = 7 i pels quadrilaters
convexos, aq +an + a3 +ay = 2. De fet, el resultat és cert per a tots els quadrilaters,
com es pot veure, per exemple, dividint-los en dos triangles. Pels quadrilaters no
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Figura 10. Estrella de cinc puntes: aq + as + a3 + ay + a5 = 7.

convexos s’ ha de modificar lleugerament aquest argument, perd també es pot arribar
al mateix resultat.

Figura 11. Estrella de cinc puntes.

3.5. Posicié de n punts al pla. L’any 1893, en una columna de problemes ma-
tematics, J. J. Sylvester va proposar el segiient problema: Demostrar que, donada
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qualsevol distribucié de n > 3 punts no alineats al pla, hi ha una linea que passa per
només dos d’aquests punts. Vegeu un cas particular a ’esquema de ’esquerra de la
Figura 12. Intuitivament és clar que el resultat sembla cert, perd en una primera
aproximacié sembla dificil de formalitzar una prova. En aquest cas, potser el més
maco és com, amb una mica d’enginy, el problema esdevé ben formalitzat i senzill.
La qiiestio va ser proposada de nou per Erdos 'any 1943 com a problema 4065 al
American Mathematical Monthly. Reproduim a continuaci6 la prova de Gallai de
1944 de que el resultat és cert, vegeu també [, Cap. 9]. De fet, aquest es coneix
avui en dia com a Teorema de Sylvester-Gallai.

Figura 12. Problema de Sylvester.

Donada una recta que passa per dos punts qualssevol del conjunt de punts, hi ha
uns quants punts que no son a la recta. Aleshores n’hi ha un (no té perqué ser tnic)
que és el més proper a aquesta recta. Com que fixats els n punts hi ha un nimero
finit de rectes passant per dos d’aquests, hi ha sempre una recta £ i un punt P del
conjunt de punts (de nou, no necessariament tnics) tals que la distancia d de P a ¢
és la més petita possible. Sigui P’ el punt de ¢ més proper a P, vegeu la construccio
de la dreta de la Figura 12. Si a £ només hi ha dos punts del conjunt inicial de
punts, ja hem acabat. Suposarem, per tal d’arribar a contradiccid, que £ conté com
a minim 3 punts, que denotarem per A, B i C. A més, com a minim dos d’ells (diem
B i (), son a un mateix costat de £~ {P’}. Finalment, considerem la recta m que
passa per C' (el punt més allunyat de P’ dels dos) i P. Sigui ¢ la distancia entre B i
m. Com que els triangles rectangles P’ PC' i B’ BC sén semblants és facil veure que
c < d, fet que contradiu la minimalitat de d.

3.6. Arc capag i molt més que Pitagores. Prenem dos punts A i B sobre una
circumferéncia de manera que 'arc que formen és 2a. Aleshores, es pot demostrar
que qualsevol punt C' de la mateixa circumferéncia, i fora d’aquest arc, és tal que
Iangle ACB és «, vegeu el grafic de 'esquerra de la Figura 13. Es diu que els punts
C formen [’arc capa¢ del segment AB amb angle . Aixi, el segment AB és veu sota
un mateix angle o des dels punts d’aquest arc capag.

A més, els punts de I'arc capac i els seus simétrics respecte de la recta AB, son
els unics punts del pla des dels que el segment AB és veu sota aquest angle.
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Figura 13. Arc capac.

Per a demostrar les afirmacions anteriors fem la construccié de la dreta de la
Figura 13. En aquesta figura suposem que el centre de la circumferéncia que passa
pels tres punts és dins del triangle. El cas en que el centre és fora es pot tractar
de manera semblant. En primer lloc, observem que dos costats de cadascun dels
tres triangles petits son radis de la circumferéncia. Per tant tenim que els tres
triangles son isosceles i cadascun d’ells té dos angles iguals, que anomenarem 3, v i
0, respectivament. Per tant, sumant els tres angles que tenen com a vertex el centre
de la circumferéncia obtenim

2n=(m=20)+ (mr—=2y) + (7 —=20) = 3w =2(B + v +9).

Com a conseqiiéncia m — 2y = 2(8 + ) que és precisament el que voliem demostrar.

Figura 14. Teorema de Ptolemeu: aa’ + bb' = dd'.
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Usant arcs capacos anem a provar el Teorema de Ptolemeu, demostrat per aquest
astronom al segle II per a construir taules trigonométriques, vegeu |18, Cap 10].
Aquest teorema afirma que per a un quadrilater ciclic o inscrit, com el de la Figura
14, és a dir amb els quatre vértexs en una mateixa circumferéncia, es compleix
aa’ +bb" = dd'. Observi’s que en el cas que el quadrilater sigui un rectangle tenim
que a=a', b="V,d=d 1iel teorema afirma que a? + b? = d?, és a dir, el Teorema de
Pitagores.

Figura 15. Prova del Teorema de Ptolemeu.

Demostrarem el Teorema de Ptolomeu seguint |[77]. En primer lloc, considerem
la construcci6 de I'esquerra de la Figura 15. Els angles ACB i AD B coincideixen ja
els punts A i B que formen part de 'arc capag del segment AB; els anomenarem a.
De manera semblant els angles DAC i DBC son iguals i anomenem ~ ’angle que
formen. A continuacié considerem el segment DB i busquem un punt M en aquest
segment de manera que 'angle DC'M sigui també «. Aleshores veiem que I'angle
CMB és a+ . Usant tots els angles esmentats arribem a que els triangles ACD i
BCM s6n semblants i per tant

|AD| |BM|
|AC| ~ |BC|’
on |PQ)| denota la longitud del segment que uneix P i (). Raonant de manera sem-

blant amb la construcci6 de la dreta, amb els triangles ABC'i DM C, de la Figura 15
obtenim

|DC| ~ |AC|

|DM| ~ |AB|
Finalment, expressant les igualtats anteriors en termes d’a, a’, b, V', d,d’, i anomenant
dy = |DM|, dy = |M B| tenim que

b_d o d
v dy  a’
Per tant b0’ = dod’ i aa’ = did’. Com que d = d; + do, sumant les dues igualtats
obtenim aa’ + bb’ = dd'.
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A més, el Teorema de Ptolemeu, junt amb el famés teorema dels sinus, ens permet
calcular el sinus d’una suma d’angles. Si a la figura de 'esquerra de la Figura 15
suposem que el segment DB passa pel centre de la circumferéncia aleshores els
triangles ABD i CBD s6n ambdos rectangles. A més, si la longitud del segment
és 1, aleshores d = 1, a = |AB| = sin(«a), b = |DA| = cos(a), a’ = |DC| = cos(p) i
b’ =|CB| =sin(/). Finalment, a partir del teorema dels sinus tenim que d’' = |AC| =
sin(a + ), i el Teorema de Ptolemeu ens diu que

sin(a) cos(B) + cos(a) sin(5) = sin(a + ).

Per acabar, anem a veure que per a quadrilaters convexos qualssevol (és a dir,
no necessariament inscrits en una circumferéncia) es compleix la coneguda com
desigualtat de Ptolemeu, dd’ < aa’ + bb'. Seguirem la prova de [3]. Per aixo, pensem
el quadrilater inclos en el pla complex, C, i considerem els quatre ntimeros complexos,
u,v,w, z associats als quatre vértexs de la figura. Si denotem per |s| la norma de
s € C, tenim per exemple que a =|[v—w|, b=|u-v|, @’ =|u—2z|, V' =|w-2|, d =|u-w|
i d' =|v- 2| Es facil comprovar la segiient identitat entre niimeros complexos

(u-—w)(v-2z)=(W-w)(u-2)+(u-v)(w-2).
Aixi, si usem que |z129| = |21]|22] 1 |21 + 22| < |21| + | 22| obtenim
dd" = |u—wljv - 2 = |(u - w)(v - 2)[ = [(v - w)(u=2) + (u-v)(w-2)|
<|o-wl|u-z|+|u-vl|w-2z|=aa +bb,
tal i com voliem provar. Ja sabem que la igualtat es dona per a quadrilaters inscrits

en una circumferéncia. Amb una mica més de feina es pot veure que aquest és 1'tinic
cas d’igualtat.

3.7. Férmules d’Her6 i Brahmagupta. La féormula que permet calcular ’area
A d’un triangle en funcié dels seus costats, a,b i ¢, s’atribueix a Her6 d’Alexandria
(segle I), tot i que hi ha autors que pensen que Arquimedes (segle III a. C.) ja la
coneixia, veure [25, Cap. 3]. Aquest bonic resultat ens diu

Azi\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c) =v/s(s—a)(s-b)(s-c),

ons=(a+b+c)/2.

Per a demostrar-la, seguint [88], dividim el triangle en dos triangles rectangles
mitjancant una algada, vegeu la Figura 16. Aplicant el Teorema de Pitagores als
dos triangles resultants tenim que a? = h? + (¢ —d)? i b? = h? + d?. Restant les dues
igualtats obtenim que a?-b? = ¢2 - 2cd i per tant, d = (—a?+b?+c?)/(2c¢). Finalment,
substituint aquest valor de d a la segona igualtat tenim

—a?+ b + 2 )2 _(2bc)? — (—a* +b* + c?)?

h2:b2_d2:b2_(

2c 4c?
B (2bc — a2 + % + ) (2bc + a® - b? - ¢2) B ((b+c)?-a?)((a®- (b-c)?)
- 4c? - 4c?

(b+c+a)(b+c—a)(a+b-c)(a-b+c)

4c2? ’
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Figura 16. Prova de la formula d’Her6.

on hem usat varies vegades u? —v% = (u+v)(u —v). Per tant

ch 1
A= 5 = Z\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c),
tal com voliem veure.
Hi ha altres maneres d’expressar l'area d’un triangle que sén equivalents a la
formula d’Her6. No detallarem el passos per veure-ho, tot i que no sén gens evidents.

Una d’elles és

0O 1 1 1
1 0 a® b?
2 _ —
164%=-1 a2 0 3
1 0 ¢ 0

De fet, la matriu de la que s’ha de calcular el determinant s’anomena matriu de
Cayley-Menger i té una versié6 ampliada que permet calcular el volum de prismes
n-dimensionals en funcié de les seves arestes, vegeu per exemple [9].

[’altra manera, en lloc de donar ’area en termes dels costats del triangle, la dona
en termes de les coordenades dels seus punts. Aixi, si els tres vértexs son (x;,y;),

i=1,2,3,
2

1 1 1
4A2 =Xy X2 I3
Y Y2 Y3

Abans de passar als quadrilaters, farem una “deducci¢” heuristica de com hauria
de ser la formula més senzilla que pogués donar A en termes d’a,b i ¢, retrobant,
sense calculs, la formula d’Hero, veure [60|. Per aixo, comenc¢arem amb una llista
de propietats que ha de complir la funcié que ens doni l'area al quadrat, v (a, b, c):

e Quan els tres punts estan alineats 1'area és zero, és a dir ¥(b+ ¢,b,c) =
Y(a,a+c,c)=1(a,b,a+b)=0.

e La funcio ¢ és simétrica, és a dir ¢(a,b,c) =¥ (a,c,b) = ... = (e, b, a).

e La funci6 és homogenia de pes 4, és a dir, ¥(Aa, A\b, A\c) = M (a,b,c), per a
tot A >0, ja que I’area és homogeénia de pes 2.

e [’area al quadrat del triangle equilater de costat 1 és 3/16.
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La funcié més senzilla que compleix la llista de propietats és
1
¥(a,b,c) = E(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c),

que correspon precisament al resultat d’Hero.

Hi ha una férmula similar per a calcular 'area S d’un quadrilater inscrit en una
circumferéncia en funcié dels seus quatre costats, a,b,c i d, vegeu la Figura 17. Es
deguda a Brahmagupta (segle VII) i és

S:i\/(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d)

=V(s-a)(s-b)(s-c)(s-d),

ons=(a+b+c+d)/2.

Clarament, la formula d’Hero es dedueix d’aquesta prenent d = 0, pero el que
farem ara és precisament el contrari. Seguint [50], la demostrarem a partir de la
formula d’Hero.

Figura 17. Prova de la formula de Brahmagupta.

Per a provar la formula de Brahmagupta ens podem restringir al cas en qué el
quadrilater no és un rectangle (sind, és trivialment certa) i podem suposar que estem
en la situacié de la Figura 17. Usant un cop més les propietats dels arcs capagos,
consulteu la Seccid 3.6, no és dificil provar que la suma de dos angles interns i oposats
en un quadrilater ciclic és 7. Per tant, els dos triangles de la Figura 17 s6n semblants
i es compleix

=A< 1. (16)

r y—-a d
y x+c b
Aixi, l'area que busquem és S = A; - A,, on A; i A, = A\2A, sén les arees dels
triangles gran i petit de la mateixa figura. Com que els costats del triangle gran séon
z+c,yib, utilitzant la formula d’Hero, A, = VF1FoF3F, [4, on Fy =x+c+y+Db,
Fo=-x-c+y+b F3=x+c—-y+bi Fy=x+c+y—0b. Observem, que usant (16),
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tenim que
(1-NF=(Q-N)(z+c+y+b)=x+c+y+b-(y-a+x+d)=a+b+c—d,
(1+N)E=0+N)(-z-c+y+b)=-z-c+y+b+(-y+a+x+d)=a+b-c+d,
(1+MNFs=(+N)(z+c-y+b)=x+c-y+b+(y—-a-z+d)=-a+b+c+d,
(1-MF,=(1-MN)(x+c+y-b)=x+c+y-b-(y-a+x—-d)=a-b+c+d.
Per tant,

S=A,-NA,=(1-)\2)A, = i\/(a “N)ED)((L+ N E)((L+ M) E)((1-A)Ey)

:i\/(—a+b+c+d)(a—b+c+d)(a+b—c+d)(a+b+c—d),

tal i com voliem provar.

Hi ha extensions d’aquestes férmules per a poligons amb més costats, també
inscrits en una circumferéncia, vegeu per exemple [92].

Per a quadrilaters generals és impossible que hi hagi una féormula que doni la
seva area només en funcié dels costats, ja que aquests son figures deformables sense
canviar les mides dels costats (pensem per exemple un quadrilater fet amb quatre
peces de “Meccano”). Per exemple, fixada la mida dels costats d’un quadrilater,
aquest es pot deformar de manera que tingui area tan petita com es vulgui. L’any
1842, Bretschneider va donar una férmula per quadrilaters convexos que involucra
també dos angles interiors oposats del quadrilater, que anomenarem com « i 7. La
formula diu que

g \/(S—a)(s—b)(s—c)(s_d) —abcdcos2(04—2+7)>

vegeu per exemple [39, 86]. Observem que si considerem els altres dos angles oposats
la seva suma seria 27 — (o + ) i el resultat no varia. Recordem també que per als
quadrilaters ciclics o+ vy = m i, per tant, aquesta formula coincideix amb la de
Brahmagupta. Hi ha versions equivalents de la mateixa férmula canviant els angles
per les diagonals del quadrilater ([23]).

3.8. El miracle de Morley. El Teorema de Morley és un resultat general sobre
triangles, descobert el 1899 pel matematic anglo/nord-america Frank Morley i en
alguns llocs apareix referenciat com el miracle de Morley. Ens diu que, si trisequem
el tres angles d’un triangle i considerem els primers punts de tall dins del triangle
de les trisectrius contigiies, el tres punts obtinguts formen un triangle equilater,
vegeu la Figura 18. També podeu gaudir d’una il'llustraci6 més artistica en un dels
quadres dedicats a les matematiques fets als anys 60 per Crokett Johnson, exposats
a la pagina web del Smithsonian (National Museum of American History, USA).

Hi ha moltes proves d’aquest resultat, algunes purament geomeétriques, altres
basades en calculs trigonométrics o en eines purament algebraiques, vegeu [11]. Pre-
sentarem una de les més senzilles, extreta de [109], en la que només s’usen eines
elementals de geometria i les propietats sobre 'arc capag, ja introduides a la Sec-
ci6 3.6.

Demostrarem el segiient enunciat equivalent del teorema: Donat un triangle equi-
later qualsevol Pi, Py, P31 tres angles positius aq, as i ag, amb suma total 7/3, es pot
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construir un triangle amb angles 3ay, 3as 1 3ag de manera que les seves trisectrius
es tallen precisament als punts P, P, i Pj.

Observi’s que I'enunciat original es conseqiiéncia d’aquest ja que si els tres angles
d’un triangle soén 3aq, 3y i 3ag el triangle és semblant al que hem construit i per a
aquest triangle el Teorema de Morley es compleix.

Figura 18. El Teorema de Morley.

En tota la prova la terna (4, j, k) prendra un dels valors (1,2, 3), (2,3,1) 0 (3,1,2).
Per seguir la demostracié més facilment, en una primera lectura, es recomana pensar
que per exemple (4,7, k) = (1,2,3).

Comencarem la prova definint diversos punts a partir del triangle equilater i els
tres angles aq, ag i ag. En primer lloc, triem Oy com el punt del semipla amb frontera
la recta que passa per P; i P, que esta al costat oposat que P i tal que el triangle
format per P;, Oy i P; sigui isosceles i amb angle PO, P; igual a 2a4,. A continuaci6
considerem la circumferéncia C, amb centre Oy i radi Oy F;, que passa per F; i P;.
Sobre aquesta circumferéncia prenem els punts ()5, 1 R; de manera que els arcs Q) F;
i PRy, siguin iguals a 'arc P;F;. Finalment anomenem Xj al punt on es tallen la
recta que passa per I; i () amb la que passa per @), i Ry.

Anem a demostrar en primer lloc que 'angle X; X, X és 3ay. Veiem primer que
els angles P; PRy, i P, P;Q)), son m—20ay,. Aquesta afirmacio és conseqiiéncia del fet que
els triangles RO P;, POy P; i P;O,Q), son iguals i isosceles. Tenint en compte que
tots els angles adjacents a P, sumen 27 deduim que l'angle Q; P, Ry, és 7/3-2a;. Com
a conseqiiéncia, els angles P,(); X; i P;Ry X}, son iguals i valen 27/3 — o;. Finalment,
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usant que la suma dels angles del pentagon P, R, X QrP; és 3m1ique ag+ag+az =m/3
obtenim que 'angle X; X} X; és 3ay.

A partir de les propietats de 'arc capag, com que l'arc de circumferéncia R,Qx
amb centre Oy, és 6oy, i I'angle X; X, X; és la seva meitat, tenim que X, € C;. Ara bé
com que l'arc de circumferéncia P;P; amb centre Oy, és 20y, 1 X, € Cj, aplicant de nou
les propietats de I’arc capa¢ tenim que 'arc P, X P; és ay, 1 per tant, la construccio
que hem fet triseca 'angle X;X; X, tal i com voliem demostrar.

3.9. El Teorema de Holditch. L’any 1858 Holditch va descobrir una propietat
molt remarcable de la corba D que traga un punt fixat P d’una corda de longitud
donada a+b quan llisca sobre una corba convexa C recolzant els seus dos extrems en
ella, vegeu la Figura 19. Per descomptat la llargada de la corda a + b ha de ser tal
que el segment pugui lliscar fent una volta complerta a C. Seguint |15] demostrarem
aquesta propietat, que avui en dia es coneix com a Teorema de Holditch.

Figura 19. Construccié de la corba interior.

El que ens assegura el Teorema de Holditch és que, independentment de la corba
inicial C, si D és també una corba tancada i simple, i el punt P divideix el segment
en trossos de llargada a i b, aleshores 'area entre C i D és abm, vegeu la Figura 20.
A [15] també es considera el cas de que D no sigui simple (tingui autointerseccions).

Abans de fer la prova en el cas general, veiem el cas més senzill en el que C és
una circumferéncia de radi r, ja que aquesta es basa en un resultat de geometria
del cercle, interessant per ell mateix. Concretament, aquest resultat ens diu que si
prenem dues cordes qualssevol del cercle que es tallen, veure la Figura 21, aleshores
ab = cd, seguint la notacié de la mateixa figura. La prova es basa, un cop més, en
buscar dos triangles semblants. En aquest cas seran el triangles ABO i COD. Per a
demostrar-ho, observem en primer lloc que els dos angles amb vertex O coincideixen.
A més, usant la propietat de 'arc capag del segment BC' veure la Secci6 3.6, tenim
que els angles BAC' i BDC també coincideixen. Per tant ¢/b = a/d, com voliem
provar.

Aixi, si anomenem d la distancia del punt P, marcat al segment de longitud a + b,
a 'origen de la circumferéncia de radi r, tenim la situaci6 de la Figura 22. Usant el
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Figura 20. Teorema de Holditch.

resultat que acabem de demostrar,

ab=(r+d)(r-d)=r*-d*
Per tant, si els punts de la corba C son els d’una circumferéncia de radi r, els de la
corba D son els d’una circumferéncia de radi d = V72 —ab. Com a conseqiiéncia, la

diferencia entre ambdues arees és mr2 — w(r? — ab) = mab, tal i com diu el Teorema
de Holditch.

‘ | ‘ |
‘ | \ |
\ / \ J'
/
/

Figura 21. Tall de dues cordes: ab = cd.

Per provar el teorema en el cas general, suposarem que D, la corba que segueix
el punt P, és una corba regular tancada i simple. Prenem ara una parametritzacio
d’aquesta corba, D = {(u(t),v(t)) : t € [0,T]}. També agafem una funcié prou
regular 0(t) tal que 6(T) = 6(0) + 27, i per cada ¢ € R, introduim una nova corba

tancada
D, := {(u(t),v(t)) + c( cos(6(t)), sin(@(t))) : t e |0, T]},
veure la Figura 23.
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Figura 22. El cas de la circumferéncia.

Figura 23. Construccié en la prova del Teorema de Holditch.

Es ben conegut que ’area encerclada per D és

A::fpajdyZ‘/OTu(t)v'(t)dt.

Per tant, si D, és també una corba simple, ’area encerclada per D, és

A= ch xdy = /OT (u(t) +ccos(8(t)))(v'(t) + ccos(6(t)))0' () dt

=A+ct+c? /OTCOSQ(Q(t))QI(t) dt = A+cJ +c? [Ozﬂ cos®(0)df = A+cJ +7c?,
J = /0 ()8 (1) + /(1)) cos(8(8)) dt.

Si ho apliquem quan D és la corba que descriu el punt P, amb c=a i c= -b, essent
0(t) 'angle que va formant el segment descrit en el Teorema de Holditch amb la
horitzontal, com que, per construccio, les corbes D, i D_, coincideixen i son C, és té
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que A, = A_;. Si designem per S i A les arees envoltades pel C i D, respectivament,
tenim que S=A,=A+aJ+a’*7m1S=A4=A-bJ+bm,iper tant

(a+b)S =bA,+aA_,=bA+ab] +ba*r +aA-abJ + ab*m = (a+b)A+ (a+b)abr.

En conseqiiéncia, S — A = abr tal i com voliem demostrar.

4. CONJUNTS

4.1. Una aplicaci6 bijectiva entre [0,1] i (0,1). Encara que d’entrada pot sem-
blar sorprenent hi ha aplicacions bijectives entre I'interval tancat [0,1] i I'interval
obert (0,1). Les seves diferencies topologiques fan que aquestes aplicacions no pu-
guin ser continues. Tot seguit, en construirem una ([16]), perd és un exercici forca
estimulant intentar fer-ho per un mateix. Fixem una successié creixent de punts
a (0,1), z1, x9,...,Zp,.... Aleshores construim la bijeccio f :[0,1] - (0,1) com
segueix:

f(l):xlaf(o):x27 f('rl):$37 f(xn):xn+2 per nZl,
i f(x) =2 en qualsevol altre cas, vegeu la Figura 24.

NN

Figura 24. Funcio bijectiva entre [0,1] 1 (0,1).

En general, construir una bijeccié explicita entre dos conjunts, pels quals se sos-
pita que existeix, és una feina complicada. Hi ha un resultat que ens permet pro-
var l'existéncia d’aquesta aplicacié, sense necessitat de construir-la, el Teorema de
Cantor-Bernstein-Schréeder. Aquest teorema diu que donats dos conjunts qualsse-
vol Si T, si hi ha una aplicaci6é injectiva de S a T i una aplicacid injectiva de T a S,
aleshores, també hi ha una aplicaci6é bijectiva entre S i T. Vegeu una illustracié de
les seves hipotesis a la Figura 25. Per tant, per exemple, a partir de les dues apli-
cacions injectives fi:(0,1) - [0,1], fi(z) =z i fo: [0,1] = (0,1), fa(z) =1/2+x/4
sabem ’existéncia d’una aplicacié bijectiva entre els dos conjunts.

4.2. El tot i les seves parts. Es molt clar que si un conjunt A és finit (amb k
elements) aleshores no hi ha cap aplicacio bijectiva entre ell i el conjunt dels seus
subconjunts P(A), ja que aquest segon conjunt té 28 > k elements. Quan A té
infinits elements la prova ja no és tant simple, perd tampoc podem dir que no sigui
senzilla. En tot cas és molt elegant. Suposem, per tal d’arribar a una contradiccio,
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Figura 25. Hipotesis del Teorema de Cantor-Bernstein-Schroeder.

que A és un conjunt tal que entre A i P(A) hi ha una aplicacié bijectiva, f. Definim
el segiient subconjunt d’A,

B={zeA:z¢f(x)}eP(A).

Aleshores, existeix un y € A tal que f(y) = B. Ara bé, si y € B, per definicié y ¢
f(y) = B i tenim una contradiccié. Per altra banda, si y ¢ B tenim que y € f(y) = B,
de nou una contradiccié. Per tant, un y tal que f(y) = B no pot existir, y el resultat
se segueix.

Clarament hi ha una aplicaci6 injectiva entre A i P(A) i, com acabem de veure,
cap de bijectiva. En aquesta situacié es diu que el cardinal d’A és menor que el de
P(A) i es denota com |A| < [P(A)].

Si prenem A = N, Cantor va conjecturar la no existéncia de cap conjunt B tal
que |N| < |B| < [P(N)|, perdo no ho va poder provar. De fet, Godel va demostrar
que la certesa d’aquesta conjectura era consistent amb la formalitzacio de la teoria
de conjunts deguda a Zermelo i Fraenkel. Cohen va demostrar també que la fal-
sedat d’aquesta conjectura també és consistent amb aquesta teoria. Per tant, les
dues proves mostren la independéncia de la conjectura amb ’esmentada teoria de
conjunts. Suposar que aquest resultat és cert es coneix com la hipotesi del continu,
veure [100, 103].

La hipotesi del continu generalitzada afirma que per a tot conjunt infinit A no hi
ha cap conjunt B tal que |A| < |B| <|P(A)|.

4.3. Infinits zeros versus infinits vuits. Hi ha una manera molt senzilla d’en-
cabir dins del pla una quantitat no numerable de conjunts amb forma de zero de
manera que tots siguin disjunts. Per exemple, prenent per a cada r € R, les circum-
feréncies de radi r, Z, = {(z,y) € R? : 22 + y? = r?}. Clarament U, 1) Z, ¢ R? i
ZyNZy=Dsir+s.

Per altra banda, anem a veure que és impossible fer el mateix amb una quantitat
no numerable de conjunts amb forma de vuit (o, equivalentment, amb forma d’infi-
nit). Tot i que les definicions de que un conjunt tingui forma de zero o de vuit poden
fer-se de forma més precisa, preferim no entrar en més detalls en aquest treball.

Observem que si tenim una determinada configuraci6 de vuits com la de la Figura
26, podem associar a cada vuit V un parell de punts amb coordenades racionals,
(p1,p2),(q1,q2) € Q% cadascun d’ells dins d’una de les dues components connexes
acotades de R?2 \ V. Aixi, si V denota el conjunt de tots els vuits, hem definit una
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aplicacio f:V — Q*, com f(V) = (p1,p2,q1,q2). Aleshores, si Vi, Vo e Vi Vi # Vs,
una de les components connexes acotades de R? \ V; és disjunta amb una de les
components connexes acotades de R? \ V5. Per tant, f(V1) # f(V2) i f és injectiva.
Com a conseqiiéncia, ) esta en correspondéncia bijectiva amb un subconjunt de Q*
i, per tant, és numerable, tal i com voliem demostrar.

(X9
%

Figura 26. Uns quants vuits.

Clarament, passarda el mateix que amb els vuits per a conjunts C' amb formes
tals que R? N\ C tingui un nimero finit, i més gran que un, de components connexes
acotades. Per exemple, conjunts amb formes com ¢, Q, B, =, ...

5. PROBABILITAT

5.1. Daus de Sicherman. Els daus de Sicherman van ser popularitzats 'any 1978
per Martin Gardner en la seva esperada columna al Scientific American. El que
Sicherman va fer fou construir dos daus, amb valors diferents als usuals a les seves
sis cares, pero tals que en tirar-los la probabilitat que la seva suma fos un cert valor
coincidis amb la probabilitat que és té quan es tiren dos daus usuals. Aixi, mentre
els daus normals estan tots dos numerats com 1,2,3,4,5,6, els daus de Sicherman
es numeren com 1,2,2,3,3,411,3,4,5,6,8, vegeu la Figura 27. La prova de que la
probabilitat de la suma es la mateixa és una comprovacié senzilla. Per exemple, la
probabilitat d’obtenir suma 6 amb dos daus normals és 5/36 ja que aquesta suma
es dona en les 5 parelles (1,5),(2,4),(3,3),(4,2) i (5,1). Pels daus de Sicherman
també és 5/36, perd en aquest cas les parelles son (1,5),(2,4),(2,4),(3,3) 1 (3,3).

5T 58 02

Figura 27. Daus de Sicherman.
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El que és especialment maco aqui és que el disseny d’aquests daus, i la prova
de que no n’hi ha més, es redueix a 'estudi de la descomposicié a Z[z], 'anell de
polinomis amb coeficients enters, d’un cert polinomi, també de Z[z]. Consulteu,
per exemple [11], per a més detalls. Anem a veure per qué.

El secret esta en la funcio generatriu de probabilitats. Donada una variable ale-
atoria X que pren valors a N es defineix la seva funcié generatriu de probabilitats
wx com la funci6é analitica

px(s):= ), P(X = k)s",
k=0

on P denota la probabilitat. En el cas particular que X prengui un nombre finit
de valors ¢y (s) és un polinomi. Per exemple, pel cas concret d’un sol dau, és el
polinomi

1 1 1 1 1 1

Q(s)==s+=5"+ =8>+ —s*+ =s° + =50

6 6 6 6 6 6
Es clar que sempre es compleix px (1) = 1. Una de les propietats més importants de
les funcions generatrius és que si X i Y son dues variables aleatories independents,
aleshores v x,y = vx - py. Aix0 és degut a que

P(X+Y=k)=Zk:P(X=j)P(Y=k:—j).

7=0

Aixi, la funci6 generatriu de probabilitats de la variable aleatoria tirar dos daus i
sumar els resultats obtinguts és

1
Q*(s) = %(s +52+s3+st+55+ 36)2

1
= %(52 +25% + 35 +45° + 55% + 657 + 55% + 457 + 3510 + 251 + 812).
Observem, que el coeficient de s® és 5/36, que dona la probabilitat de que la suma
sigui 6, calculada a dalt.
Eliminant el 1/36 per comoditat, tenim que

2 2
P(s):= <s+32+33+s4+s5+36) = (s(s+1)(32+s+1)(32—3+1))
=s%(s+1)%(s* +s+1)*(s* - s+1)%

i, per tant, els daus que busquem corresponen a maneres de descomposar P a Z[s]
com a producte de dos polinomis Py i P» a N[s] tals que Py(1) = Py(1) =6 (aquest
6 prové de la restriccio px (1) = 1). Fent totes les combinacions possibles amb els
vuit factors de P només obtenim dues solucions

5+56+38),

P(s) = (3+32+s3+s4+s5+<<56)2 =(s+25%+2s% +5%)(s+ 5+ 51+ s
que corresponen als dos daus normals i als daus de Sicherman, respectivament.

A partir d’aquesta idea es pot jugar a dissenyar daus (de m cares) amb propietats
curioses. Donem un parell d’exemples.

Els dos daus tetraédrics (amb 4 cares) numerats amb 1,2,5,6 1 0,2,8, 10, son tals
que en llencar-los donen una distribucié uniforme, amb setze valors entre 11 16. El
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motiu és que
16

Ssh=s(s+1)(s2+1)(s?+ 1) (s*+ 1) = (s(s +1)(s*+1))((s* + 1)(s* + 1))

k=1
= (s+52+s5 +36)(1+52+58 +310).

Llencar un dodecaedre numerat, 1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,5, i dos daus, numerats
com 1,3,4,5,6,811,1,3,3,5,5 equival a llencar 3 daus normals. La ra6 és que

(8+82+53+84+85+86)3 = (s+332+4s3+3s4+s5)(s+33+s4+s5+56+58)(s+s3+s5).
5.2. Els nameros de Fibonacci en un joc. Seguint [(6], considerem un joc molt
senzill, vegeu la Figura 28. Comencem a la casella de sortida, 1, i anem tirant una
moneda perfecta. Sisurt cara (C') avancem dues caselles i si surt creu (X) n’avancem
només una. Si caiem a la casella 3, automaticament tornem a la casella de sortida.
El joc acaba quan arribem a la casella 4. Anem a calcular la probabilitat P, que
el joc duri exactament n jugades. Clarament, Py = P; = 0. Per exemple, P, = 1/4 ja
que hem hagut de treure XC, i P3 =1/8, ja que hem hagut d’obtenir CXC.

Observem, que per a que el joc duri n jugades, cal que que a la jugada n—2 estem
a la casella de sortida, i en les dues tltimes jugades s’obtingui X, exactament per
aquest ordre. Si diem (,, la probabilitat d’estar a la casella de sortida a la tirada
m-ésima, tenim doncs que P, = Q,,_2/4, amb @y = 1i @1 = 1/2. Per tant, en tenim
prou calculant els valors @),,.

Definim els segiients successos

T, = {estar a l'inici a la tirada m-ésima},
Zm = {no estar a l'inici a la tirada m-ésima}
= {estar a la casella 2 a la tirada m-ésima}
= {estar a l'inici a la tirada (m - 1)-ésima} = Z,, ;.
Usant que P(AnB) =P(A|B)P(B), obtenim
Qn=P(Zn)=P(ZnTnt) + P(TnnZpor) = P(Z 0 Tpor) + P(Zn 0 Tonea)

1 1
= P(Zn | Zn1) P(Znr) + P(Zn | Ton2) P(Tn) = 5@ + Qs

INICI

@ @

Figura 28. Un joc molt senzill.

FI

Escrivint la darrera recurréncia en termes de la nova successié R, = 2™(),,, obte-
nim que Ro=1, Ry =1,1

1 1
Rm = ZQO =2" (éQm—l + ZQm—Q) = 2Tn_lC?m—l + 2m_2Qm—2 = Rm—l + Rm—2-
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Per tant R, = F},,;1, on F}, son els nimeros de Fibonacci, vegeu la Secci6 1.7. Aixi,

peran>1,
Fn+1 . Fn—l
n= i P, = )
@ 2n 2n
La probabilitat que s’acabi el joc és P := Y, P,, i és pot calcular, per exemple,
sumant dues progressions geomeétriques, a partir de la formula de Binet (13) i de

Iexpressio de P,. Obtenim el curiés resultat

_ F
P- n-1 _ n o
nZ::l 2n nZ:EJQTH—l !

Es interessant observar que si demostréssim, usant algun tipus d’argument probabi-
listic, que la probabilitat que el joc acabi és 1, aleshores obtindriem la suma de la
série sense fer calculs.

Per acabar, només volem comentar que la durada mitjana de les partides d’aquest
joc és de sis tirades ja que, calculant, s’obté que ’esperanca de la variable aleatoria

“durada de la partida” és

- Fn—l_
;n on = 0.

6. ALGORITMES

6.1. Els babilonis i Newton. El babilonis, als voltants de 2000-1700 AC, calcu-
laven arrels quadrades (amb precisio suficient per als seus interessos) basant-se en
una idea geométrica molt suggerent, veure [18, Cap. 7|. Aquest métode també va
ser descrit per Hero d’Alexandria al segle I. Sigui 2 una bona aproximacio de \/a.
Aleshores construim un rectangle amb base xq i alcada tal que la seva area sigui a,
és a dir a/xy. Si obtenim un quadrat, ja esta i xq és Parrel quadrada buscada. Sino,
un dels costats és més gran que /a i Paltre és més petit. En aquest cas és natural
pensar que el promig d’ambdoés valors (g + a/xg)/2 serda una aproximacié millor de
Va. En resum, aquesta idea geométrica dona lloc al segiient métode iteratiu per a
calcular /a,

Ty + =

T
Tn+l = 9 = ; Ty~ \/a

De fet, els babilonis feien només unes poques iteracions d’aquest procés.

Seguint, ’estela dels babilonis, anem a fer un raonament semblant amb cubs per a
calcular ¢/a. Donat zg ~ ¥/a construim un prisma de volum a, amb base quadrada, i
costats xg, xo 1 a/x?. Aleshores x1 = (2z9+a/x3)/3. Més en general, per a calcular {/a,
prenem en primer lloc un prisma k-dimensional de costats zg,zo, ..., 2o 1 a/zE™ i
com a aproximaci6 segiient 1 = ((k—1)zo+a/zf™)/k. Es a dir, és natural considerar

el metode iteratiu per a calcular ¥/a,

(k-1D)z, +

Ty

k
Tn+1 = & , To N \/E

Per altra banda, un dels métodes més eficients per a trobar una solucié, s, d'una
equacio general f(z) =0, amb f derivable, és 'anomenat métode de Newton. Aquest
consisteix a considerar la successio

B f(@n)

I’I”L+1 = LUTL f’(x )7 l’g ~
n
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La seva interpretacié geomeétrica es mostra a la Figura 29. Se sap que si x( és prou
a prop de s, aleshores la successio {z, } convergeix cap a s, veure per exemple [39].

y=f(x)

y=flzn) + f'(2n) (2 - 2p)

I

Tn+1

Figura 29. Métode de Newton.

Ara bé, si prenem f(z) =% —a, s = ¥a i el métode basat en la idea babilonica
coincideix amb el métode de Newton, ja que
:pk—a _ (k—l)x+ﬁ
kak-1 k '
Es forca curiés com, pel cas particular f(z) = 2% - a, el métode de Newton, que

sembla fortament basat en el calcul d’una derivada apareix també de manera natural
usant només idees de geometria classica.

x€x —

6.2. Calcul dinamic del maxim comu divisor. En el seu engrescador treball
Cooking the Classics ([102]), Ian Stewart mostra una manera de calcular el maxim
comu divisor a partir d’un sistema dinamic discret (SDD) que reproduim a con-
tinuaci6. Aquest métode és una reformulacié del métode usat a la Grécia classica
conegut com anthyphaeresis. Donat un rectangle amb costats el dos ntimeros, aquest
métode consisteix en eliminar el maxim nimero possible de quadrats (amb costat el
més petit dels del rectangle) fins arribar a un nou rectangle on ja no es pot seguir,
i després continuar amb el mateix procediment comencant amb el nou rectangle i
anar fent el mateix fins arribar al conjunt buit, vegeu la Figura 30.

Dinamicament, considerem ’aplicacié no invertible F': N2 — N2,

F(z,y) = (max(:v,y) —min(z,y), min(z, y))7

que dona lloc a un semi-SDD. Com sempre, FO = Id i F» = F o F»!. Anem a
demostrar que per a cada (a,b) € N2, ab # 0, hi ha un m = m(a,b) tal que F™(a,b) =
(mcd(a,b),0).

Per a demostrar-ho considerem les dues funcions VW : 0 - N definides com
V(z,y) =z +yiW(z,y) =med(z,y), on Q = N2\ {(z,y) e N2 : zy = 0}. De fet,
veurem que aquestes soén una funcid de Liapunov estricta i una integral primera,
respectivament, pel semi-SDD donat per F' sobre €2. Com és habitual, direm que els
punts (x,y), F(z,y), F2(x,y),..., F™(x,y),... son Uorbita de (x,y).
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Figura 30. El maxim comu divisor de 203 i 161 és 7.

La funci6 V és de Liapunov a €2, ja que per a (z,y) € (),
V(F(z,y)) =max(z,y) <z +y=V(z,y).

A meés, V(F(x,y)) =V (x,y) només quan zy = 0.

Per veure que W és una integral primera, s’ha de demostrar que W(F'(z,y)) =
W (x,y). Per aixo, observem que si z divideix a x i y, també divideix a max(z,y)
i min(z,y), 1 per tant divideix ambdues components de F. Reciprocament, si z
divideix a max(z,y)-min(z,y) i a min(z,y) també divideix la seva suma, max(z,y),
i per tant divideix a x i a y.

Finalment, observi’s que F(z,y) = (0,0) si i només (z,y) = (0,0). Per tant,
com que V decreix estrictament i és positiva sobre les orbites de punts d’(2, donat
qualsevol parell (z,y) € Q ha d’existir k € N tal que V(F*(x,y)) = (2,0) o (0,2),
amb z # 0. Com que F(0,z) = (2,0) el resultat se segueix amb m és o bé k, o bé
k+1. A més z=mecd(z,y) ja que tots els punts de 1'orbita tenen el mateix maxim
comi divisor.

De fet, es pot veure que aquest procediment és equivalent a ’algoritme d’Euclides,
on les divisions es substitueixen per restes. Un avantatge més d’aquest punt de vista
és que es pot usar per definir de manera molt natural el maxim comu divisor de dos
nimeros racionals positius. Si denotem Q* = {z € Q : x > 0}, aleshores, per a = p/q,
b=r/s amb (a,b) € (Q")? i med(p,q) = med(r,s) = 1 hi ha un m = m(a,b) i un
namero racional ¢ tal que F™(a,b) = (¢,0). Aquest ¢ s’anomenara mazrim comi
divisor d’a i b, med(a,b). A més,

c=mcd(a,b) = med(p.r) i mcm(a,bd) = a—b.
mem(q, $) med(a, b)

Anem a provar-ho. Per linealitat, F'(a,b) = F'(¢sa, qsb)/(qs) = F(ps,qr)/(gqs). Pel

resultat sobre punts amb components enteres hi ha un m € N tal que

_ Fr(ps,qr)  (med(ps,qr),0)
g5 qs

) (mcd(p,r) med(q, ) 0) _ (mcd(p,r) 0)

F™(a,b)

med(q, s) mem(q, s)’ mem(g, )’
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on a () hem usat que
gs =med(q, s) mem(q, s) i med(ps, qr) = med(p, r) med(q, s).

Per exemple, F11(22/91,55/63) = (11/819,0). Aleshores, mcd(22/91,55/63) =
11/819 i mem(22/91,55/63) = 110/7. Observi’s que tots els quocients

22/91 ) 55/63 65 L()/? ~ LO/? ~
11/819 T 11/819 T22/91 " 55/63
sOn nimeros naturals.

Finalment, el procediment es pot estendre per a condicions inicials a R* x R* i
es pot veure que dona lloc a 'expansio en fraccions continues dels nombres reals,
per a la definici6 consulteu la Seccié 2.4. Veiem-ho en un exemple. Se sap que
m=1[3,7,151,292/1,1,1,2,1,3,...] i per tant els seus primers convergents son

22 333 355 103993 104348
T 771067 1137 33102 7 332157
Si es calcula (ap,b,) = F*(m, 1), per an € {3,3+7 =10,10+ 15 = 2525 + 1 =
26,26 + 292 = 318,318 + 1 = 319, ...} s’obté

as =T — 3, aip = 22 - 77'(', Qo5 = 1067 - 333,
age = 350 — 113, azigs = —103993 + 33102, as1g = 104348 - 33215,

18,

(17)

recuperant el numeradors i denominadors de (17).

7. SERIES

7.1. Subsumes convergents de la série harmonica. La série harmonica és di-
vergent ja que

1 /1 1 11 1 1y 1 1 1 1

1+—+(—+—)+(—+—+—+—)+—+-~>1+—+—+—+...=oo.

2 \3 4 5 6 7 8/ 9 2 2 2
Aquesta prova data de voltants de 1350, i s’atribueix al filosof francés Nicole Ores-
me. El que és més curids, és que quasi qualsevol subsuma seva també divergeix.
Concretament, seguint [72| anem a demostrar que si
>
n=1 1

, k,e{0,1} (18)

convergeix, aleshores
. k1+l{?2+---+k’n
lim =0,
n—o0 n
és a dir, la densitat d'1’s a la successio {k,} és zero.
Introduim Sp =01 peran >0, S, =%, _1kn/m. Es clar que S, = S,_1 = k,/n.
Aleshores,

n

km = Z m(Sm - mfl) = (Sl — So) + 2(32 - Sl) + 3(53 - SQ) + -+ n(Sn - Snfl)
m=1 m=1
= =S50 = 51— = Sp-1+ NSy,
i per tant,

k1+k2+"'+k’n SQ+Sl+"'+Sn_1
= - + Sy

n n
Ara bé, la série (18) és convergent si i només si la successio {5, } té limit. Finalment,
aplicant el criteri de Stolz—Cesaro (que recordem és una versi6 discreta de la regla
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de I’'Hopital) és senzill demostrar que si una successio {a,} té limit, la donada per
les mitjanes {(ag + a; + -+ an-1)/n} té el mateix limit. Per tant, prenent limits en
la darrera igualtat, provem que la successio {(ki + ko + -+ + k,,)/n} té limit i aquest
val 0, tal i com voliem demostrar

7.2. Divergéncia de la suma dels inversos dels primers. Detallem una prova
senzilla i maquissima, deguda a F. Gilfeather i G. Meisters, i publicada a [65], del
fet que 3, primer 1/ =1/2+1/3+1/5+1/7+1/11 + - és divergent. La primera prova
de la divergéncia d’aquesta série és deguda a Euler i data de 1737, i la prova que
presentem s’inspira en la seva.

Fixat 2 <n e N, denotem per P,, el conjunt de tots els primers p < n. Tenim que

1 1 1

H( P )zn(ﬁ)zn(l+—+—+—+---) (19)

— 2 3
pEPn p 1 pGPn p€Pn p p p

Com que tot enter positiu & < n descomposa com a producte de primers menors
o iguals que n elevats a potencies enteres positives, és segur que 1/k surt com un
terme del desenvolupament del producte de la dreta de (19). Per tant

L)> 1

Prenent logaritmes en la desigualtat anterior, i tenint en compte que el logaritme és
una funci6 creixent,

5 (log<p>—1og<p—1>)>1og(ki1§).

pePy

Per altra banda,

>, (log(p) ~log(p-1)) = fpildm D (L)g =

peP,, peP,

Usant les dues desigualtats obtingudes arribem a

1 1 |
->—lo -
p;n p 2" (kZ:l ’f)
i com que la série harmonica és divergent obtenim el resultat desitjat.

Anem a veure com aquest resultat, a part de provar un cop més l'existéncia d’infi-
nits nombres primers, ens dona també una informacio6 forca bona sobre el creixement
de la série.

Comparant les sumes superior i inferiors de la funcié 1/z als intervals [1,n] i
[1,n+ 1] amb la seva integral no és dificil veure que

n

1
log(n+1)< >’ 7S log(n) + 1.
k=1

Per tant,
1 1
> =>-log(log(n+1)).
pePy, 2
Aquest resultat és bastant fi, ja que se sap que

Y pep, 1
lim —=FFrp _ _
n—c Jog(log(n))
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De fet, el 1/2 que apareix davant de la fita inferior prové del 2 de la desigualtat
1/(p-1) < 2/p, valida per a tot p > 2. Aquest 2 es pot disminuir i acostar-lo tant
com es vulgui a 1, per sobre, prenent p prou gran.

7.3. La suma d’Euler. Donarem, seguint [$3], una prova ben senzilla de la fasci-
nant igualtat
> 1 72
— - 20
2 20

Sembla ser, que el calcul d’aquesta suma, també conegut com Problema de Basilea,
va ser proposat per primer cop per Pietro Mengoli el 1644. Més endavant, Jakob
Bernoulli s’hi va interessar, i d’ell prové el seu nom, ja que la seva residéncia estava
a Basilea. Euler el va resoldre per primer cop ’any 1734. Una altra prova d’una difi-
cultat semblant a la que detallarem es dona a [70]. A [56] es donen sis demostracions
diferents. La prova que presentem es basa en la també sorprenent relacioé

UL km m(2m —1)
. 2 _
Cy(m) = k;cot (Qm " 1) = 3 ,

(21)

la qual, per completitud, també demostrarem.

Per a tot 0 < x < w/2 es compleix que sin(z) < x < tan(z), per tant prenent
reciprocs i elevant al quadrat, cot?(z) < 1/2% < 1+cot?(z). Substituint a z = kr/(2m+
1) amb k,m € N complint 1 <k <m i sumant, s’obté

m 2 12 m
ZcotQ( ko ) (2m +1) Zk2<m+200t2(2]m )
=1

2m+1 U m+1

Multiplicant la relaci6 anterior per w2/(2m + 1)? i usant (21) s’arriba a

m(2m — 1 m m(2m—1) 2 2m(m+1) ,
3(2m + 1)2 Zk_ ( 3 )(2m+1)2_3(2m+1)27r

Fent tendir m a infinit ja és té (20) donat que ambdues fraccions tendeixen a 72/6.
La prova de (21) necessita una mica més de treball. Observem que

cos(nf) +isin(nf) = (cos(f) +isin(f))™ =sin"(#) (cot(0) +1)"
- sin(9) > (Z)lk cot™(6).

Per tant, prenent n = 2m + 1, i igualant les parts imaginaries de la relaci6é anterior,
obtenim
: 2m+1 2m+1 L 2(n-£) s 2ma+1 2
sin ((2m +1)6) = sin®"*" () Z 90+ 1 (-1)"cot () =sin"""(0) P, (cot*(0)),
(22)
on P, és el polinomi de grau m,

Fon() = 2(22?:11) DR

A partir de (22) és clar que les k arrels del P, son zj, = cot® (kr/(2m + 1)), k =
1,2,...,m. Ara bé, si un polinomi Q(x) = a4, x™ + ay_12™ 1 + -+ a9, amb a,, # 0, té
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les m arrels yq,ys, . .., Yn, aleshores es compleix que y; + Yo + -+ Y = —Qpm_1/Gp,. Per
tant,

-(*57)  mem-1)
) kz:lxk _(2m+1) = 3 ,

1

m
Z cot? (
k=1
tal i com voliem veure.
La mateixa idea serveix per a provar que
1 7t

TR (23)

Vegem els passos principals. En primer lloc, el polinomi Q(z) es pot escriure també
com Q(z) = an (2 - y1)(x - y2)-(z = ym). Per tant

m

Z YiYr = am—Z/am'
Jk=1

Ara bé, usant la relacié entre polinomis simétrics

Y= (Zyk) -2 > Yk
k=1, j#k

quan les y = x; obtenim

i (2m+1) (ZC t2(2m+1))2_2%'

1

Per tant, usant (21),

C’4(m)5=,§cot4( b ) (mEm=DY' - (e -9)

2m+1 3 15
~m(2m-1)(4m? + 10m - 9)
B 45 '

Per altra banda, elevant al quadrat la desigualtat cot?(z) < 1/22 < 1+ cot?(z) es té
cot*(z) < 1/z* <1+ 2cot?(x) + cot*(z).

Avaluant aquestes darreres desigualtats a z = kn/(2m+1),k=1,2,...,m, i sumant-
les obtenim

(2m+1

C’4(m i ]{,‘i m+2C2(m) +C’4(m).

Multiplicant per 74/(2m + 1)4 i operant,

m(2m - 1)(4m? + 10m - 9)7* . i 1 . (8m* + 16m? + 32m?2 — 21m + 45)7*
45(2m + 1)1 LA 45(2m + 1) '

Prenent limits quan m tendeix a infinit s’obté (23).
De fet, Riemann va estudiar la funcié coneguda com a zeta de Riemann,

> 1
C(S)—;k—
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que tal i com ve donada, esta ben definida per s € R, amb s > 1, i quan s € N
coincideix amb les séries considerades abans. A més, la va estendre per s prenent
valors complexos. En particular se sap que per a n € N,

1 (<1)m1By,(2m)2
) =2 e = 202n)

k=1

on B, son els anomenats nimeros de Bernoulli, vegeu [32]. Aquests nimeros son
racionals i es poden calcular, per exemple, fent la série de Taylor segiient

x oo
h = = —nn
(@) e? -1 ,;) nl
Com que
11 1 1 1 1
h =1-= 2 - 4 8 _ 7 10 4 (12
() 2" 2% " 720% *30200° ~ T209600” + amoooteo” TP )

tenim BO = 1, BQ = 1/6, B4 = —1/30, Bﬁ = 1/427 Bg = —1/30, BIO = 5/667 B12 =
-691/2730. .. Aleshores

gl o i~ 177 1 07

k6 9457 kST 94507 A k10 935557 A k12 638512875

Per altra banda, se sap molt poc sobre els sumes dels inversos dels naturals elevats
a poténcies senars. Aixi, no va ser fins a 1978 que Apéry va provar que

< ]
¢(3) = kzl o5~ 1.202036903....

és un numero irracional.

8. INTEGRALS

8.1. Area sota la campana de Gauss. A [22] es calcula d’onze maneres diferents
Iarea sota la campana de Gauss. El primer cop que es veu un d’aquests calculs
no deixa de sorprendre com es pot obtenir una area sense usar la primitiva de la
funcié involucrada. Un encara es sorprén més quan s’assabenta que la primitiva de
la funci6 a integrar no admet cap expressio finita en termes de funcions elementals.

Anem a provar que
1= [ e dg = ﬁ,
0 2

amb una de les demostracions més senzilles, deguda a Laplace. S’assembla a la més
famosa, deguda a Poisson, que també consisteix en relacionar-la amb una integral
doble. La diferencia principal és que Poisson la calcula fent un canvi a coordenades
polars, mentre que en la prova de Laplace el canvi de variables que s’usa és per
integrals d’una variable. Tenim que

(o) [ ([
0 0 0 0
) fw(fooye_yz(tzﬂ) dt) dy = /oo([ooye_yz(t2+1) dy) dt.
0 0 0 0
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A () hem fet el canvi de variable x = yt en la integral entre paréntesi i a I'tltima
igualtat hem canviat l'ordre d’integraci6 gracies al Teorema de Fubini. Finalment,

com que per a a > 0,
% 1
[ ye ¥ dy = ——e ™"
0 2a

1
0 2@7

obtenim

e e e 1 1 < 7
I2 = f (/ —y2(t2+1)d )dt: / — — dqt== t t =,
0 o J° Y o 2(t2+1) g ¢ an(t) o 4

com voliem demostrar.
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Figura 31. Gauss i la seva campana al bitllet de 10 marcs alemanys.

8.2. Integrals per mandrosos. Es ben conegut que les simetries ens poden ajudar
algunes vegades a calcular de manera senzilla integrals definides. Seguint [35] veurem
una formula general que es pot aplicar per a obtenir facilment algunes integrals que
d’entrada poden semblar complicades.

Tot comenca amb la identitat

[ r@az= ["ra-wau,

que es pot provar, per exemple, fent el canvi de variables u = a —x. Ara bé, si a més,
per a tot x € [0,a], f compleix que f(x)+ f(a—-x) =1 aleshores I'anterior igualtat
entre integrals implica que [ f(z)dz = a/2.
Observem ara, que si prenem
flay= 2
9(z) +g(a-1x)

on g és qualsevol funci6 continua a [0,a] tal que g(x)+g(a—x) no s’anulla en aquest
interval, estem sota les hipotesis que hem imposat i, per tant,

a g9() _a
R orr e L 24

Veiem un exemple paradigmatic d’aplicacio de (24). Per a o > 0,

/oo dy ~ /7r/2 dz ~ f?‘('/Q cosa(x) e
o (1+y2)(1+y2) Jo 1+tan®(z) Jo  cos®(zx) +sin®(x)

~ f”/2 cos®(x) P
“Jo o cos®(z) +cose(mf2-x) T 4]
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on a la primera igualtat hem fet el classic canvi de variables y = tan(x), a la pe-
naltima hem usat que sin(x) = cos(7/2 — ), i finalment hem pres g(z) = cos®(x) i
a=m/2 a (24). Curiosament, la integral que buscavem no depén d’cv.

8.3. Una integral amb substancia. Dedicarem aquesta seccié a demostrar que

/:owdx:z. (25)

T 2

Abans de entrar en matéria no podem deixar de dir que la funci6 sinc(x) :=
sin(z)/x, té nom propi i es coneix com sinus cardinal degut a la seva aparicio freqiient
al processament digital de senyals i en la teoria de la informaci6. De vegades,
s’introdueix una normalitzaci6é d’ella definint-la com sin(7z)/(7z).

La igualtat (25) és interessant ja que I'integrand és un dels exemples més naturals
de funci6 integrable Riemann, perd no Lebesgue, ja que [, |sin(z)/z|dz és diver-
gent. Ja apareix calculada als treballs d’Euler, Laplace i Dirichlet i de vegades es
coneix com integral de Dirichlet. Per exemple, Hardy dedica 'article [17] a presentar
i comparar vuit proves de (25) fent una classificaci6 numérica de les mateixes, en
funcio6 de la seva naturalitat i complexitat. Per veure I'estudi d’aquesta integral des
de diferents punts de vista, consulteu també [101].

Tot i que la meva prova preferida és la que s’obté aplicant la férmula dels residus
a €#/z en un domini adient (|17]), presentarem una prova basada en la derivacio
respecte a parametres sota el signe integral, ja que usa técniques menys sofisticades.
Aquesta pot semblar més complicada que d’altres que es poden trobar buscant per
internet o en altres textos, pero el nostre objectiu és usar amb cura els resultats
estandard de teoria de la mesura, com per exemple, la derivacid sota el signe integral
per funcions que depenen d’un parametre o la commutacié entre un limit i una
integral.

Per a entendre el perqué de la prova que presentarem, farem una cosa no gaire
usual. Comencarem presentant dues pseudo proves, i usarem el simbol x quan
escriguem una igualtat que pensem que no esta recolzada per cap resultat teoric
clar. Aquests “iguals” especials son els que apareixen en certes fonts consultades
com iguals tradicionals, en la meva opinid, sense cap explicacié convincent.

Usarem les dues relacions segiients, facils de provar,

oo 1 oo 1
f e dt = —, / sin(z)e™dr = ——.
0 x 0 1+¢2

Primera pseudo prova: Considerem, per a t >0, la funcio
G(t) = f we_m dz.
0 x
Per a t >0 és derivable i
oo 1
G'(t =—[ i rdr = -—.
(1) ; sin(x)e ™ dx T
Per tant, G(t) = K —arctan(t), per at>01i K € R. Usant que
0% lim G(t) = —tlim (K —arctan(t)) = K - g

trobem el valor de K. (Que el limit sigui zero és un fet que caldria justificar ja que
només sabem la convergéncia puntual de I'integrand cap a 0). A partir de la relacio
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anterior obtenim que G(t) x 5 —arctan(t). Finalment, utilitzant que

*sin(zr) . : (T _
./0 - dI—G(O)N%lil&G(t)N%liI&(i—arCtan(t)) =—

obtenim la pseudo prova de que el valor de la integral que ens interessa és /2. Aqui
hi ha un segon punt que necessitaria justificacio, la continuitat de G en 0.

Segona pseudo prova: Aquesta segona prova sembla encara més senzilla, pero es
basa en un s no prou justificat del Teorema de Fubini:

/“’ sin(z) Qo = foosin(x) (/“e—xt dt) de = /oo (/oosin(x)e‘” dt) dx
0 T 0 0 0 0
f w(f msin(x)e“dx) dt:f T =arctan(0)] "= 3
0 0 o 1+¢2 0

No coneixem cap versié del Teorema de Fubini que asseguri que el canvi d’ordre
en les integrals iterades es pugui fer en aquest cas. L’exemple tipic del perill de

canviar 1'ordre d’integraci6 és
1 1og2 g2 1 —x &=l 1 1 T
———=dr|dy = f —_— dy = f dy = ——,
A ( o (z2+y?)? x) = (x2+y2 x:O) = Js 1+y? Y=y
1 1 2 g2 1 y=1 I
f( %dy)dmz[( 2y 5 )dx:f 2dx:2
0 o (x2+y?) o \22+y%, o 1+x 4

El fet que les dues integrals iterades anteriors no coincideixen diu, en particular, que
la funcio (22 —y?)/(2? + y?)? no és integrable a [0, 1]2.

La nostra prova. El primer pas consisteix a establir que la integral és convergent,
buscant una igualtat entre dues integrals impropies. Tenim que

[ ) et e,

x
La integral de la dreta és absolutament convergent (de fet és una funci6 no negativa)
ja que a Porigen lintegrand té limit i a Pinfinit és pot acotar per 2/z2. Obtenim

I::v/wwdx:v/WPc—of(x)dx<oo.
0 x 0 T

Per a calcular I introduim per A > 0, una funcié I(\) tal que limy,o, [(\) =1

Concretament,
10 = foo 1- cozs(x)e_(m/A)Q d.
0 x

funcié ben definida i derivable per A > 0. A més, la derivada es pot passar dins de
la integral sense problemes i, com que (1 - cos(x))/x? és absolutament integrable
podem commutar el limit amb la integral quan A tendeix a infinit o a zero. Aleshores

0 (1 = e N/
I'(\) = /\23 / (1- cos(ac))e’(”ﬁ/’\)2 dz = vl 2 ), (26)

Ll_rgl()\)—() i }glo](A)zl, (27)
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on ens falta justificar la darrera igualtat de (26). Aix0 ho farem més endavant. La
solucio de I'equacié diferencial (26) és

_ a—-s2/4
IO =7 / s,

on hem usat la primera igualtat de (27). La primitiva d’aquesta funcié involucra la

funcié error de Gauss
2 T,
erf(z) = — f et
() = J,

que compleix
2
erf'(z) = ﬁe‘”ﬂ i lim erf(z) =1, (28)

on precisament, la darrera igualtat és el que hem provat a la Seccio 8.1. Aixi,
I(\) = gerf()\/2) - @ (1-eX/),

com es pot comprovar derivant. Aleshores, usant (27) i (28),

Ao 00 2’

I=1limI(\) = Jim (—erf()\/Z) \/_( e"\2/4)) _T

tal i com voliem demostrar.
Ens falta provar la darrera igualtat de (26). Aquesta és conseqiiéncia de la igualtat
més general

” . AWA(1— e
J(1) ‘=f0 (1-cos(tx))e *™M dz = vV ( 29 )’

que demostrarem usant de nou derivaci6 sota el signe integral, aquest cop respecte
a t. Fixat A > 0, la derivaci6 es pot commutar sense problemes amb la integracié per
a tot ¢ real, i també es pot commutar el limit amb la integral, quan ¢ tendeix a zero,
degut a la preséncia de 'exponencial amb A > 0. També farem servir que J(0) =0 i
que

(29)

f e (@ Qg = )\ﬁ,
0 2

com és dedueix de nou del calcul de la Secci6 8.1, fent un canvi de variables.
Tenim que

oo 2 0o I
J'(t) = [ sin(tz)ze @M dg = i f sin(ta:)(e‘(w/’\)z) dz
0 2 Jo

)\2 =00 oo
=5 [ ~(@/2)? Sin(tx)‘ —-t / cos(tz)e /N’ dx]
=0

2 =)
=% ; cos(tx)e‘(x/’\)de - ()\\2/— J(t))

Per tant,

J(t) = Af + Ke (/4

Usant que J(0) = 0 obtenim que K = -\/7 /21 (29) se segueix.
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9. PoLINOMIS

9.1. Solucié explicita de les equacions de grau menor que 5. La resoluci6
d’equacions ha estat un dels problemes que ha fet evolucionar les matematiques al
llarg de tota la seva historia. L’equacié més senzilla ax +b = 0, a # 0, s’ha sabut
resoldre des de fa moltissims anys. L’is de la notaci6 algebraica facilita encara més
la tasca i la seva soluci6 és x = —b/a.

El pas seglient consisteix en resoldre ’equacio de segon grau ax?+bxr+c=0, a # 0.
La seva soluci6 es coneix des de fa més de 3500 anys i es té constancia que ja la
coneixien els babilonis. Més tard, els grecs antics la van retrobar. Amb la notaci6
moderna és molt senzilla d’obtenir ja que I'’equaci6 és equivalent a

( b )2 b? - 4dac

T+ —
2a 4a2

d’on s’obté que
_ =b+ Vb -4ac
- 2a .

L’equaci6 de tercer grau ax3 + bx? + cx +d = 0, a # 0, va haver d’esperar fins al
segle XVI per ser resolta. La paternitat de la seva solucié va ser molt disputada.
No entrarem aqui a explicar les baralles que hi va haver. Tres matematics italians
hi van estar involucrats: Scipione del Ferro, Niccold Fontana (Tartaglia) i Gerolamo
Cardano.

Detallem a continuacié una manera de trobar les seves solucions a partir de les
d’una equaci6 equivalent. En primer lloc, escrivim Pequacié com a2 +bz?/a + cx/a +
d/a =0. Prenent x =y — 3—l’a, aquesta darrera equaci6 s’escriu com

Y +py+q=0, (30)

T

on
c b . 203 be d

P73 " T2 32

Veiem ara com resoldre (30). Per aixo busquem solucions de la forma y = u + v.
Substituint, obtenim u3 + v3 + ¢ + (3uv + p)(u+v) = 0. Per a resoldre aquesta tltima
equacio busquem wu i v que satisfacin simultaniament u? +v3+¢ =01 3uv+p =0, tot
i que en principi no tindrien perqué existir. Per a fer-ho, construim el nou sistema

ud + 3 = —q,
3
p

w3 = — 2

que conté totes les solucions de l'anterior. Aillant u3 i v3 de la primera equacid i
substituint-les en la segona obtenim que tant z = u? com z = v3 satisfan 22 + qz —
p?/27 = 0. Resolent aquesta equacio de segon grau i usant que y = u +v arribem a la
coneguda com férmula de Cardano,

2 3 2 3
y:?’\l_zﬂ/q_ﬂ_ﬁ\}_g_,/q_ﬂ_'
2 4 27 2 4 27

Aquesta darrera formula necessita una mica més d’explicacié. Observem que s’han
de fer arrels ciibiques de nombres que poden no ser reals (cas ¢?/4 + p3/27 < 0).
Recordem que un nimero distint de zero té sempre tres arrels ctibiques. Per tant,
la formula anterior déna en general nou candidats a ser solucions. Pel teorema
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fonamental de I’algebra ja sabem que només tres d’aquests valors poden ser solucions
de 'equacio (30). De fet, una manera millor d’expressar-les, sempre i quan la primera
arrel ctibica no sigui 0, és

on hem usat que uv = —p/3.

Abans de continuar augmentant el grau de I’equacié polinomial que volem resol-
dre, comentarem 'aproximacié diferent de Francois Viéte (Vieta) par a resoldre les
equacions cubiques. El seu inici és la identitat trigonomeétrica

4cos®(0) - 3cos(f) — cos(30) = 0.

Aixi, si per a p # 0, fem a (30) el canvi de variable y = wcos(f), amb u = 2,/-p/3 i
multipliquem el resultat obtingut per 4/u? obtenim

4cos®(0) - 3cos(0) - Sq. /73 0.
2pV p

Si es compleix que p<0 i ;’—Z\ /’7;" < 1, aleshores les tres solucions es poden obtenir

[—p 1 3qg [-3
Yy =2v/— cos| —arccos| —/ — ||,
3 3 2p\ p

prenent els diferents valors de la funci6 arccosinus. Si les desigualtats no es complei-
xen es pot usar 'extensio de la funcié cosinus als complexos o també que, de manera
similar al cosinus, la funci6 cosinus hiperbolic (cosh(z) := (exp(z) + exp(-z))/2)
també compleix

a partir de

4 cosh®(#) — 3 cosh(#) — cosh(36) = 0.

L’equaci6 de quart grau az?+bx?+cx?+dr+e =0, a £ 0 va ser resolta poc després
de la de tercer grau per Ludovico Ferrari. Dividint-la per a i completant quadrats
podem escriure-la de manera equivalent com

(x2+ix)2: (b_z_z)xz_ﬁg;_z
2a 4a? «a a a

Tornem a intentar completar quadrats als dos costats afegint a les dues bandes
2 -
(x2 + Q—Z’ax) y+%-. Es a dir, busquem una y de manera que

b? d b 2
(@—2)x2——x—2+(x2+%x)y+y—

sigui un quadrat perfecte en z. En altres paraules, busquem y tal que existeixin
expressions « i S que compleixin

(i_f+y)x2+(iy_c_i)x+(y_2—g)=(ax+ﬂ)2. (31)

4a? «a 2a a 4
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Un cop trobades « i 3 tindriem

2 2
(3:2+2£a;) +(x2+£)y+yzz(aa:+ﬁ)2,

a 2a
b 2
(:172 to Tt %) = (az + )%,

i, per tant, les solucions inicials s’obtindrien resolent les dues equacions de segon
grau

b b
x2+%x+%=o¢x+ﬁ, x2+%x+%=—ozx—ﬁ, (32)
on y s’ha de buscar de forma que es compleix la relacié (31). Com que una expressio

Ax? + Bx + C és un quadrat perfecte si B2 - 4AC =0, en el nostre cas, tenim que y

ha de ser tal que
b d\? ¥ ¢ y> e
(2ay a) 4(4a2 a+y)(4 a)_o' (33)
Calculant arribem a que y ha de ser solucié d’'una equacié de tercer grau, que ja
sabem resoldre.

Resumint, per a resoldre 'equacié de quart grau, hem de buscar una soluci6 vy,
de Tequacié de tercer grau (33). A partir d’aquesta y podem buscar « i § que
compleixin (31). Un cop obtingudes «, i y, podem resoldre les dues equacions de
segon grau (32) i obtindrem les quatre solucions = de la primera equacio.

A partir d’aquests dos éxits amb els graus 314, es va intentar resoldre les equacions
de grau més elevat. Es va necessitar més de dos segles per a aconseguir deduir
que era impossible donar formules que permetessin resoldre les equacions generals
de grau n, n > 5 usant només un nombre finit de sumes, restes, multiplicacions,
divisions i calculs amb radicals. Lagrange, Abel i Galois, a principis del segle XIX,
van provar aquest resultat que constitueix el cor del que avui en dia es coneix com
teoria de Galois.

9.2. El teorema fonamental de ’algebra. La prova d’aquest teorema va interes-
sar a molts matematics illustres, com Euler, d’Alembert, Gauss, Lagrange, Laplace,
veure per exemple les introduccions de |5, 61|. Moltes de les demostracions que
s’anaven presentant o no eren del tot correctes, o els faltava el rigor al que estem
acostumats avui en dia. Per molts autors, la primera demostracié complerta d’a-
quest resultat, que recordem afirma que tot polinomi no constant P € C[x] té arrels
(a C), es deguda al poc conegut matematic amateur francés Jean Robert Argand,
en treballs de 1806 i 1814. El nom del teorema prové no pas de que sigui una ei-
na basica per a l'algebra actual, sindé per qué en els segles XVIII i XIX sovint es
confonia I’algebra amb 'estudi dels polinomis.

Presentarem a continuaci6 una versi6 moderna de la prova d’Argand, que s’ha
extret de [34] 1 |51, App. IIJ.

Considerem P € C[z], P(2) = ap2"+a,_12" ' +---+ai z+ag, amb a,, # 0. Comengarem
demostrant que hi ha un zy € C, no necessariament tnic, tal que

|P(20)| <|P(2)| peratot zeC. (34)
Per veure aixo, demostrem en primer lloc que
lim |P(z)| = oco. (35)

|2|—o00
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Per a tot a,b € C, |a+b| > |a] - |b|. Per tant, com que per a z # 0,

P(2) " g
no T 0T LA
2 & oz
tenim que
|P(2)] X\ G 2 Jan ]
— =a, + > |a,| - :
E R 2R R PR E

Per altra banda, existeix L > 0, tal que si |z| > L el sumatori de la part dreta de la
desigualtat és menor o igual que |a,|/2, i com a conseqiiéncia,
P(z 1 1
PO o) = 1PG)I2 Hadlr, pera 2L
|z~ 2 2
i aix0 implica el que voliem veure.
Per altra banda, com que |P(z)| és una funci6 continua, podem definir

0<m, = nll)in |P(2)|,

on D,:={zeC:|z|<r}. A més, existeix z, € D, (no necessariament tinic), tal que
|P(2)| =m,. A partir de (35), podem triar R > 1, tal que

|P(2)|>mqy, si |z|>R. (36)

Aleshores mp és el valor minim de P a tot C, ja que si z € Dg, per definici6
|P(2)| £ mpg, mentre que si z ¢ Dg, usant (36), |P(z)| > mi > mg, ja que R > 11
Dy c Dg. Per tant, hem demostrat (34) amb 2 = zp.

Considerant el nou polinomi

Q(2) = P(z + 20),

(que pren els mateixos valor que P) queda clar que només cal demostrar el teorema
en el cas que el polinomi tingui el minim en z =0 i, per tant, el seu valor és el valor
absolut del terme independent. Acabarem, doncs, la prova suposant que ag # 0 i
arribant a una contradiccio.

Escrivim

P(2) = ag + apz® + 251S(2), ap#0, k>1,

on S és un polinomi de grau n—k—-1si k<ni S =0sik=n. Prenem w una
solucio qualsevol de ag + ajw* = 0. Es a dir, una arrel k-ésima de ag/ay. Observem
que en aquest punt usem que el resultat que volem provar és cert per a aquest tipus
particular de polinomis. Anem a avaluar P en el segment tw, t € [0, 1].

P(tw) = (1 - t")ag + t*(ag + aw®) + (tw)* 1S (tw) = (1 - t*)ag + (tw)* 1S (tw).
Per tant,
|P(tw)| < |ag| - t*|ag| + t*"Hw* 1S (tw)] = |ag| - tk(|a0| - t|wk”S(tw)|).

Si |ag| > 0, per a t suficientment petit, tenim que |ag|—t|w 1S (tw)| > 0 i per a aquests
valors de t, | P(tw)| < |ap| en contradiccio amb el fet que |ag| és el valor minim de |P)|.
Per tant, |[P(0)| =0 tal i com voliem demostrar.

A partir de l'existéncia d’una arrel per a P és molt facil veure que existeixen
z; € C,j =1,2,...,n no necessariament diferents, tals que P(2) = a,(z — 2z1)(z -
29)-(z = z,). De vegades, el fet que P es pugui factoritzar aixi és el que es coneix
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com teorema fonamental de 1’algebra. Anem a veure-ho. Per a tot ¢ € C, usant el
binomi de Newton,

n

P(z)=P((z=c)+c) =Y ar((z-¢) +c)k = é;ak(lj)(z—c)jckj.

k=0

Com que tots els termes de la dreta amb j > 0 tenen el factor z — ¢ obtenim
P(z)=(z-c)T(2) + > apc® = (2 = ¢)T(2) + P(c),
k=0

on T és un polinomi de grau n - 1, el qual de fet és el quocient entre P i z — c.
Si prenem com valor de ¢ l'arrel de P que acabem de veure que existeix, diem-li
21, obtenim que P(z) = (2 — 21)T(z). Continuant aquest procés arribem al resultat
desitjat.

En general, les proves dels teoremes es tornen més i més senzilles, si ens basem en
resultats més i més potents. En la prova anterior, el resultat en qué ens hem basat és
que tota funci6é continua en un compacte agafa el seu minim. Per exemple, si usem
el Teorema de Liouville ([17]), que ens diu que si una funcié holomorfa definida a
tot C és acotada, aleshores és una funcioé constant, la prova és quasi immediata. Si
suposem que P(z) # 0 aleshores la funcio 1/P és holomorfa a tot C. La propietat
(35) implica que la funci6 1/P és acotada a C i per tant constant. Aixi, els unics
polinomis sense zeros sén els constants, no idénticament nuls.

9.3. Els zeros de P i els de P’. El Teorema de Rolle ens diu que entre dos zeros
de una funci6 derivable de variable real sempre hi ha, com a minim, un zero de la
seva derivada. En el cas de polinomis ens assegura molt més: si un polinomi té
totes les arrels reals, aleshores totes les arrels de la seva derivada estan contingudes
a I'interval més petit que conté les arrels del polinomi inicial.

De fet, aquest resultat té una extensié preciosa a C, potser no prou coneguda, que
s’anomena Teorema de Gauss-Lucas. Aquest resultat diu que, per a tot polinomi
P e C[z], Penvolupant convexa K de totes les seves arrels (és a dir el poligon convex
més petit, potser degenerat a un interval o a un punt, que les conté totes), conté
les arrels de P’. Vegeu la Figura 32 per a polinomis de grau 3, on a; i b; son
respectivament les arrels de P i P’, i, genéricament, K és un triangle.

as

K

ai

a2

Figura 32. Teorema de Gauss-Lucas per grau 3.

La demostracié no és complicada. Podem escriure P(2) = c[I}-,(2z - a;), amb
c,a; € C, c# 01 els a; no necessariament diferents. Prenent derivades logaritmiques
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obtenim

P(z) & 1

P(z) Hz-q
Si b e C és al mateix temps una arrel de P’ i de P, és un dels vértexs de K i no hi
ha res a demostrar. Per tant, per a demostrar-lo suposarem que b és una arrel de
P’ ino ho és de P. Substituint z = b a 'expressié anterior obtenim

~ n n Z_) —4 R n 1 _n aj
—Eb Z|b aj|2‘b(z|b—aj|2) Z|b—aj|2'

j=1 j=1 j=1
Conjugant, i aillant b arribem

b—a;”
Y-t |b - ak|72

Com que Y7 u; = 1, la relacio (37) és precisament la condicié que defineix una
combinacio lineal convexa i demostra que b € K.

El resultat que acabem de provar va ser usat per Gauss 'any 1836 en el context
de certs camps de forces, creats per particules localitzades als zeros de P, i va ser
demostrat per Lucas Pany 1879, consulteu [67].

Pel cas particular en qué P té grau 3, i els zeros no estan alineats, el resultat
encara es pot fer més precis. El que succeeix és que els dos zeros de P’ estan a
Iinterior de I'ellipse inscrita al triangle format per aq,as i az, que passa pels punts
mitjos dels costats d’aquest triangle i és tangent als tres costats, vegeu de nou la
Figura 32. De fet, es pot demostrar que els dos zeros de P’ sén el focus d’aquesta
ellipse !, vegeu |57, 58].

b=> uja;, on uj:= > 0. (37)

9.4. Una versio6 feble de la regla de Descartes. Demostrarem que un polinomi
real amb k£ + 1 monomis i no idénticament zero,

P(z) = apz™ + ayx™ + -+ aqpz™ e R[x], 0<ng<ng <<y, (38)

té com a molt k arrels positives, tenint en compte la seva multiplicitat. Un corollari
evident és que el nimero maxim d’arrels reals és 2k + 1 (k positives, k negatives i
eventualment el zero, que té multiplicitat ng). Aixi, el maxim namero d’arrels reals,
tenint en compte multiplicitats és 2k + ng. No és dificil veure que les fites donades
son optimes. El polinomi

P(z) =a™(2? - 1)(2* - 2%)-(2* - k%)

mostra que aquestes fites son Optimes.

Farem la demostracié d’aquesta versio de la regla de Descartes per induccié sobre
k. Sik=0, P(x) = agx™,ag # 0 i clarament no té arrels reals positives. Suposem
ara que el resultat és cert per a k= K —1 > 0. Pel Teorema de Rolle sabem que si
una funci6 analitica g té M zeros reals (tenint en compte les seves multiplicitats),
aleshores la seva derivada ¢’ en té com a minim M - 1, tenint en compte també
les seves multiplicitats. De fet, entre cada dos zeros diferents i consecutius de ¢ i
ha un zero de ¢’ i si xy és un zero de g de multiplicitat M, aleshores ho és de ¢’
amb multiplicitat M — 1. Per tant, si la regla de Descartes no fos certa per a k = K,
existiria un polinomi de la forma (38) amb K + 1 arrels positives (tenint en compte
les seves multiplicitats). Ara bé Q(x) = P(z)/x™ és també un polinomi a R[z]
amb les mateixes arrels positives. Per tant, pel Teorema de Rolle, Q'(x), que té
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nomes A — 1 monomis, en tindria K de positives, en contradicci6 amb la hipotesi
d’induccié.

La regla de Descartes ens assegura una mica més. Ens diu que el nimero d’arrels
reals positives, tenint en compte les seves multiplicitats, és també congruent modul
2 amb k. De fet, aquesta regla és conseqiiéncia d’un resultat més general, el Teorema
de Budan-Fourier, que s’ocupa del mateix problema a un interval [a,b] i també ha
estat estesa per a funcions analitiques, vegeu [21, 26].

La conjectura de Kouchnirenko va ser proposada com un intent d’estendre la regla
de Descartes al context de varies variables. Per al cas de dues variables aquesta
conjectura afirmava que un sistema polinomial real Py(x,y) = Py(x,y) = 0 tindria
com a maxim (mq —1)(my — 1) solucions simples amb coordenades positives, on m;
és el nombre de monomis de cada f;. Aquesta conjectura va ser proposada per
Kouchnirenko a finals dels anys 70, i va ser publicada en un treball de Khovanskii,
[59]. L’any 2000, Haas ([15]) va donar una familia de contraexemples formada
per dos polinomis amb 3 monomis cadascun, essent 106 el grau menor de tots els
contraexemples. L’any 2007 una familia més senzilla de grau 6, també formada
per polinomis amb tres monomis, va ser estudiada a [30]. Ambdés exemples tenien
exactament 5 solucions (simples) amb coordenades positives, en lloc de les 4 previstes
per la conjectura. El contraexemple més senzill donat a [30] és

{x6+§—‘1‘y3—y:0,

Yo+ 31ad -z = 0.

Pel que sabem, trobar per a tot m; i ms una fita realista i independent del grau dels
polinomis, encara és un problema obert.

9.5. Polinomis estables. En moltes qiiestions de Teoria de Control o de Sistemes
Dinamics el coneixement de l’estabilitat d’una soluci6 donada es redueix a saber
quan un cert polinomi amb coeficients reals p(z) = 2" + @, 12" ' + -+ a12 + ag té
totes les seves arrels amb part real negativa. Els polinomis que compleixen aquesta
propietat s’anomenen polinomis estables. La caracteritzacié dels polinomis estables
esta totalment resolta i s’obté imposant que certes relacions polinomials entre els
coeficients de p siguin positives. Aquestes relacions es poden obtenir, per exemple,
calculant els menors principals d’una certa matriu construida a partir dels valors
a;, anomenada matriu de Routh-Hurwitz, veure [36]. Aquest métode és molt més
potent, ja que també permet determinar exactament el niimero d’arrels amb part
real negativa de p.

L’any 1977, Strelitz ([105]) va donar una demostracio alternativa, senzilla i bonica,
de com caracteritzar els polinomis estables, que és la que farem a continuacio.

Denotarem les n arrels de p com aq,as,...,a,, escrivint cadascuna d’elles tants
cops com multiplicitat tingui. Considerem un segon polinomi ¢(z), monic i de grau
m =n(n-1)/2, que té com arrels a; + oy, per a tot 1< j <k <n. Es a dir,

p(z) = H(z—aj), q(z) = H (z—(ozj+ozk)).

1<j<n 1<j<k<n

Escrivim q(2z) = 2™ + bp_12™ 7L + - + b1z + by. Observem que b; € R ja que donada
qualsevol arrel de ¢ la seva conjugada també és arrel amb la mateixa multiplicitat.
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Demostrarem a continuacidé que p és un polinomi estable si i només si tots els
coeficients de p i tots els de ¢ son positius, és a dir, sia; >0 per j=0,1,...,n-11
b, >0perak=0,1,... m—1.

Si un polinomi monic és estable i te grau 1 o 2 és clar que els seus coeficients
son positius: si té grau 1 perqué s’escriu com z —ay amb a7 < 01 si té grau 2, per
qué, o bé és (z—-a1)(z—ag) = 22 - (g + az)z + aqag amb a3 < 01 ay <0, 0 bé
com (z - (u+ vi))(z - (u- Ui)) =22 - 2uz +u?+v% amb u < 0. A més, com que
tot polinomi amb coeficients reals descomposa com a producte de polinomis amb
coeficients reals de graus 1 o 2, i el producte de polinomis amb coeficients positius
també té coeficients positius, tenim que els coeficients de tot polinomi estable son
positius. Com que si p és estable també ho és ¢, tenim que els coeficients d’ambdos
polinomis sén positius.

Anem a demostrar el reciproc. Si tots els coeficients de p son positius les seves
arrels reals han de ser negatives, ja que si x > 0, clarament p(z) > 0. A més, donat
un parell u+vi d’arrels complexes de p, (u+vi)+ (u—vi) = 2u és una arrel real de ¢ i
de nou, com que els coeficients de ¢ son positius, obtenim 2u < 0 com voliem veure.

Ara bé, perqué aquest resultat sigui util hauriem de ser capacos de trobar els by
sense conéixer els a;. Anem a veure que aixo sempre és possible.

Comencarem amb un parell d’exemples senzills. Per a n =2, p(z) = (2 —aq)(z -
ag) = 22 = (a1 + a9)z + . Per tant, a1 = —(a1 + az) i ag = aqas. Aixi, g(z) =
z— (o1 + ag) = z+ a;. Per tant by = a; 1 les condicions necessaries i suficients quan
n =2, per a qué p sigui estable sén que a; > 01 ag > 0. Per n =3,

p(2) = (z = a1)(z - ) (2 - a3)

=28 — (a1 + ag + a3) 2% + (g + aan + aoa3) 2 — aanas,

i per tant as = —(a1 + g + 3), a1 = Qe + Qe + Az 1 ag = — Q.
Per altra banda,

a(2) =(2 - (a1 + @2)) (2 = (a1 + @3)) (2 = (a2 + a3) )

=2 = 2(oq +ag + a3) 2% + (a% +ai+ a3 +3(apan +ajag + agag))z

— (o +ag) (g +az) (g +az) = 25 +2a02% + (a2 + a1z + (a1as — ag).

Aixi, en aquest cas, les condicions necessaries i suficients per a que p sigui estable
sén as >0, a1 >01 0<ag < ajas.

En general, tant els coefficients de p com els de ¢ sén polinomis simétrics (inva-
riants per permutacions) de les arrels de p. Les relacions entre els coeficients d’un
polinomi i polinomis simétrics de les seves arrels son ben conegudes i s’anomenen
formules de Newton-Girard. Usant de forma sistematica aquestes formules es poden
obtenir les relacions desitjades, per a més detalls veure |10, |.

Seguint [107] veiem que hi ha una manera alternativa i molt compacta de trobar ¢
en funcio de p que usa I'anomenada resultant. Recordem que, donats dos polinomis
r(z) i s(z) de graus respectius j i k, la seva resultant Res,(r, s) és un polinomi que
depén dels seus coeficients i que s’anulla si i només si 7 i s tenen una arrel (a C) en
comt. Aquesta resultant es calcula com un determinant. Si r(2) =727 + 712771 +
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etz 4101 8(2) = sz 4 51 2R+ + 512 + S, la resultant és

T’j ijl Tj,z -0 0 0
0 T Tj-1 - 0 0 0
0 O 0O - 7 19 O
0 0 0O -« 7r9 7 710
Res, (7“(z)7 s(z)) |50 s See - 0 0 0]
0 Sk Sk—1 0 0 0
0 0 0 - 81 So 0
0 0 0 e 89 S1 So

on les primeres k files contenen els coeficients de 7(z) i el segon bloc de j files conté
els de s(z), veure [24].
Si definim un nou polinomi semblant a ¢(z) com

Q(z) = H (Z —(a; + 0%))7
1<j,k<n
és facil veure que Q(z) =2"p(2/2)(q(2))?. Per tant ¢ es pot obtenir a partir de @ i
p. Ara bé, a partir de la definicié de resultant s’obté

Q(2) = Res; (p(t), p(z - 1)),

ja que, fixat z, els zeros comuns de p(t) i p(z—t) venen donats per t = a; i z—t = ay,
per a qualssevol 7 i £, no necessariament diferents, obtenint que z =t + ay = «; +
ayp. Malgrat D'elegancia d’aquest calcul de ¢, aquest punt de vista no és eficient
computacionalment i només és aconsellable usar-lo per n baixos.

Finalment cal observar que si el polinomi inicial p té coeficients complexos es
pot usar la mateixa aproximacio, comeng¢ant pel nou polinomi amb coeficients reals

p(2)p(3).

9.6. Polinomis positius. Un polinomi de varies variables P € R[xy,2Za,...,z,] es
diu semidefinit positiu si P(z1,s,...,2,) >0 per a tot x1,zs,..., T, € R.

Com veurem, no és dificil demostrar que si n =1 tots els polinomis semidefinits
positius es poden escriure com la suma de dos polinomis al quadrat. Sembla ser que
Minkowski, durant la lectura de la seva tesi doctoral el 1885, va convencer a Hilbert
de que un resultat similar, perd sumant potser més polinomis al quadrat, no seria
cert per a polinomis de varies variables. Tres anys més tard, el mateix Hilbert va
provar 'existéncia de contraexemples, perd sense donar-ne cap d’explicit. No va ser
fins Pany 1967, que Motzkin va considerar, motivat per altres questions ([73]), un
polinomi concret de dues variables,

P(z,y) =1+ 2%y + 2% - 302,

que acabaria sent el primer contraexemple explicit al problema que ens ocupa.
Aquest fet li va fer notar Taussky-Todd, després de sentir-lo explicar en un semina-
ri. Hilbert, 'any 1893, també va provar que quan n = 2, tot polinomi semidefinit
positiu es pot escriure com la suma de quatre funcions racionals al quadrat. Veure
per exemple [0, &, 95] per a més detalls sobre polinomis semidefinits positius.

El que hem explicat va motivar a Hilbert a plantejar com a Problema XVII en
la seva famosa llista de 23 problemes de 1900 la pregunta de si, independentment
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del nimero de variables, tot polinomi semidefinit positiu es podia escriure com una
suma finita de funcions racionals al quadrat. La resposta a aquesta qiiestio va ser
positiva i la va donar Artin 'any 1927.

Nosaltres només detallarem els resultats més senzills per a n = 1,2. Comencem
demostrant que quan n = 1 tot polinomi semidefinit positiu és igual a la suma de
dos polinomis al quadrat. Aquest polinomi es pot escriure com

k m

Q(z)=d[J(z-¢;)* ] ((x —a;)*+ b?),
j=1 j=1
amb d > 0 i aj,b;,c; reals, on evidentment un dels productoris pot no ser-hi. Si
definim

R(z)=d g(x—cj) ﬁ(z —a; - bji) € C[z],

aleshores , ,
Q(z) = [R(z)]* = (Re(R(x)))" + (Im(R(2))),
tal i com voliem provar, ja que Re(R),Im(R) € R[z].
A continuacid, estudiem el polinomi de Motzkin P, provant que P > 0, i a més,
que P no es pot escriure com una suma finita de polinomis al quadrat.
Recordem que, donats tres ntiimeros positius, u,v,w, la seva mitjana geomeétrica
és sempre menor o igual que la seva mitjana aritmeética, és a dir,

3 u+v+w
Jvuvw £ ——.
3

Prenent u =1, v = 2%*y? i w = 2%y*, obtenim 22y? < (1 + z4y? + 22y*) /3, o equivalent-
ment,
P(x,y) =1 +2%*+ 22y - 322y > 0.
Per demostrar que P no es pot escriure com una suma finita de polinomis al
quadrat, comencarem suposant el contrari, per tal d’arribar a una contradiccio.
Siguin P; € R[z,y] i m e N, tals que

P=P+P?+-+ P2,

La relacié anterior implica que el grau més gran de cada un dels polinomis P; és 3.
Com que P(x,0) = P(0,y) = 1i P?(x,y) < P(z,y), es compleix que els polinomis
d’una variable P;(x,0) i P;(0,y) son polinomis acotats superiorment a tot R, i per
tant son constants. Aleshores,

Pi(z,y) = a; + bjzy + cj:z:2y + djny.

El coeficient de z?y? de Y7, sz és Yy b? > 0, mentre que el de P és -3, arribant
per tant a la contradiccié desitjada.
Acabem aquesta seccié donant una expressié de P com a suma de quatre funcions

racionals al quadrat,

2 2

i i i A e ) Y e e
e +y T4 +y

3 30 _ 2 2, 9\2

+(y(:c y+yx 2:6@/)) +(fc Y ) '

22 + 12 22 + 12

Ja sabiem que una descomposici6 d’aquest tipus havia d’existir segons el resultat
provat per Hilbert per a polinomis de dues variables.
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10. METODES DE DEMOSTRACIO

10.1. Els perills de la pseudo induccié. Hi ha resultats que son certs per als
primers valors d’'un parametre natural n € N i aixo ens pot fer pensar que son certs
per a tot n. A continuacié desenvoluparem un quants exemples que ens mostren el
perill d’aquest raonament.

Un dels més famosos consisteix en considerar el polinomi P(n) = n? +n + 41,
donat per Euler el 1772, que proporciona valors primers per a n=0,1,2,...,38,39.
Per exemple, P(0) =41, P(39) = 1601. Aix0 podria fer pensar que P(n) sempre és
primer, perd res més lluny de la veritat. Per exemple P(40) = 40 x 41 + 41 = 412.
De fet, I'any 1752 Goldbach ja va provar que no hi ha cap polinomi amb coeficients
enters ) € Z[x] de manera que per a tot n € N, Q(n) sigui un primer, observant que
p = Q(0) divideix Q(kp) per a tot k € N.

Fermat també va pensar que els avui en dia coneguts com ntmeros de Fermat,
F, =22" +1, podien ser tots primers ja que ho eren per a n=0,1,2,3 14, tot i que
ell mateix va precisar que no ho sabia demostrar. Euler el 1732 ja va provar que per
a n =5 no s’obtenia un primer ja que F; = 641 x 6700417. De fet, avui en dia no es
coneix cap més numero de Fermat primer.

El tercer resultat té a veure amb els polinomis ciclotomics. Recordem que per
a cada 0 < n € N, el polinomi ciclotomic ®,, és I'inic polinomi irreductible amb
coeficients a Z que és divisor de 2" — 1, perd no és divisor de ¥ — 1 per a cap k < n.
Les seves arrels son les arrels primitives de la unitat, és a dir el nimeros e27%/7 amb
k i n primers entre si. Es compleix que, per a tot n < 104, els coeficients de ®,,(x)
son 0,1 o —1. Per exemple

(I)lg(flf) =$4—$3+ZE2—IL‘+1, @24($) =$8—$4+1, (1)27($) =I18+ZE9+1,

Pp(r) =2+t -2 -8 +2b -t -2+ + 1, Pgo(x)=a® -2+ 20 -28+1,

Do (1) = 750 — 207 + 250 — g8 4 212 - 539 4 933 _ 30 4 2T _ 214 18 124 00 43 4
En canvi, per a n =105 =3 x5x 7, el primer natural producte de tres primers senars
diferents,

Pros(z) =a® + 2t + o ™ - 22M -0 ¥ 22T b 4 1

i per tant apareix un —2 entre els coeficients del polinomi ciclotomic. Més endavant,
també apareix un 2 entre els coeficients de ®145. De fet, se sap que, si A(n) denota
el més gran dels valors absoluts dels coeficients de ®,,(z), A(n) pren tots els valors
possibles, veure [106]. Per exemple A(3x5x7x11) =3, A(3x5x7x11x13) =23,

A(Bx5xTx11x13x17)=532 o A(3x5xT7x11x13x17x19) =669 606.
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Acabem aquesta seccid amb uns exemples sorprenents sobre el valor de certes
integrals de Riemann impropies i convergents, veure |13, 98]. El primer és que

\/won an(xKQk—1))d K

=5 ] =1.2.3,4.5.6,7
oy @7y & nehassabd

pero

“/"w 8 sin(z/(2k-1)) _ 467807924713440738696537864469 7
o i 2/k-1) 035615849440640907310521750000 2

De manera semblant,

-2.31x107%

sin(x/(2k -1 T
[ 2COS(I)H (/(/Q(k )))dx—g, si n=1,2,...,56,

k=1

pero
2 cos(x dr < —.
( ),Q x/(2k-1) 2
Les proves d’aquests resultats no son senzilles. Per exemple, el primer cas esta basat
en la igualtat

sm(x) sm(
fo H cos(c;x) H

ag

[oo 57 sin (z/(2k - 1)) 7T

a T

km) dr = — si Zn:|ak|+§:|0j|§1, (39)
x k=1 =1

2 )
demostrada a [13] i relacionada amb resultats de Stérmer ([104]) de 1895.

Aixi, la rad de la primera sorpresa és essencialment deguda a que 1/3+1/5+ -+
1/13<1, perdo 1/3+1/5+--+1/13+1/15> 1.

La integral de sin(x)/z és precisament la que hem fet a la Secciéo 8.3. Només
demostrarem, usant técniques semblants a les de la secci6 esmentada, que

J(a) = [J“ sinx(x) sin(azx) Ay - {g si0<a<l, (40)

ax 5e st a>1.
a

A partir d’aquest resultat ja s’entén el paper que juga el fet que a sobrepassi el valor
1 en el calcul de la integral buscada, i per tant, que la suma Y;'_; |ax| < 1, pugui tenir
influéncia en el valor de la integral.

Per a demostrar (40) considerem, per a A >0 1 a >0, la funci6

Hy(\) = /0°° smx(x) smia:v)e_xz/)\z 4o

Tenim
H! (M) = % /0 sin(z)sin(az)e ™ dz = ;/—;_2 [e_(a_l)Q’\2/4 - e_(“+1)2’\2/4] ,
on aquest resultat es pot obtenir usant la igualtat sin(u)sin(v) = (cos(u—v)—cos(u+
v))/2 i argumentant de manera similar a la prova de (29).
Usant que limy_o H,(\) =0, ja que el limit es pot permutar amb la integral degut
a que |sin(z) sin(ax)|/x? és integrable, i calculant tenim que

_VT T —(a+1)222/4 _ ~(a-1)2\%/4
(N) e e
2\

+%Ka+Ueﬁ«a+UAm)—m—lﬂﬁ(w—LMpn'
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on apareix de nou la funci6 erf. Usant que lim,_ .o erf(z) = £1 tenim

“@ i0<a<l
lim H,(\) =12 > ¢
A o0 5 si a>1
De nou, podem permutar el limit amb la integral que defineix H,(\) i com que, fixat
x>0,
lim sin(x) sin(am)e_xz/)\z _ sin(z) sin(ax)

Asoo x T x
tenim limy_. 2 H,(\) = J(a) i (40) queda provat.

Y

10.2. El principi del colomar i algunes aplicacions. El conegut com Principi
del colomar, o també com Principit de Dirichlet consisteix en un resultat molt clar
i de sentit comi: Si repartim N + 1 objectes en K < N categories, com a minim
hi ha una categoria amb 2 o més objectes. Aquest fet va ser usat per Dirichlet en
qiiestions de Teoria de Numeros. El que més sorprén, no és el principi en si, sind
que tingui aplicacions matematiques interessants. El seu primer nom és degut a
que sovint s’introdueix parlant de N coloms que van a un colomar dividit en K
compartiments.

Figura 33. Principi del colomar: 10 coloms i 9 compartiments.

Per exemple, una conseqiiéncia sorprenent i divertida, extreta de [31], és que,
donat un conjunt de 10 naturals entre 1 i 106, sempre hi ha dos subconjunts disjunts,
no buits, que tenen la mateixa suma.

Per a demostrar-ho, les caixes del colomar seran els possibles valors de les sumes
de tots els conjunts formats per, com a molt, 10 nimeros menors que 107. Aquestes
sumes van des de 1 fins a 97+ 98 + --- + 106 = 1015. Qualsevol conjunt A format per
10 nimeros naturals ()menors que 107) té 210 = 1024 parts, que seran els coloms, i
la suma de tots els elements de cada part ens dira a quina casella del colomar va
aquesta part. Com que el nombre total de valors possibles de les sumes és 1015, és
segur que hi ha dues parts diferents, diguem A; i As, que tenen la mateixa suma.
Si aquests dos subconjunts son disjunts, ja hem provat el que voliem. Si no ho sén,
podem treure A; N Ay de tots dos, obtenint dues parts de A, més petites, disjuntes
no buides i de la mateixa suma, tal i com voliem provar.
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Un altre resultat forca interessant que es pot provar usant aquest principi és el
Teorema d’aproximacié de Dirichlet: per a tot nimero real o € R, hi ha infinits
numeros racionals p/q € Q tals que
1
a-=[<—=. (41)
ql ¢
De fet, Borel, 'any 1903, va millorar d’aquest teorema, provant que el mateix era
cert, pero amb una fita superior més petita:

‘ 4

1
V5g?

Es pot veure, prenent o = ¢ := (1 ++/5)/2 com el niimero d’or, que aquest resultat
de Borel és optim.

Com es veu a la Seccid 2.5 com la “velocitat” amb la que els ntimeros racionals
es poden acostar a un nimero irracional, controlada en termes del exponent del
seu denominador, esta relacionada, per exemple, amb el fet que « sigui algebraic o
transcendent.

Anem a demostrar en primer lloc existéncia d’un nimero racional complint (41).
Podem suposar que a > 0, i a més irracional, ja que si no el resultat és trivial prenent
com p/q el mateix «.

Per aplicar el principi del colomar, comencem dividint el conjunt [0,1) en N
caixes, C1,Cy,...,Cy, on C; = [(i—1)/N,i/N). Cada un d’aquest conjunts sera un
compartiment del colomar.

Ara necessitem els “coloms”. Donat un nimero real no negatiu qualsevol z, es
defineix la seva part sencera com el niimero natural més proper a ell, d’entre tots els
nombres naturals més petits. Aquesta part sencera es denota per [z]. El nimero
{z} = x - [z] s’anomena part decimal de z. Aixi, x = [z] + {z}, amb [z] e Nu {0}
i0<{z} < 1. Per exemple, [7] =31 {n} =0.141592... Prenem com a “coloms” els
N + 1 ntmeros reals:

=il
q

{0}, {a}, {2a},..., {ja} ... {Na}.

Com que « és irracional, tots ells son diferents i estan a I'interval [0, 1). Pel principi
de Dirichlet, n’hi ha com a minim dos d’ells, diem {ja} i {ka}, amb k > j, a la
mateixa caixa. Per tant |[{ka} - {ja}| < 1/N. Aixi,

ko~ [ka] - (ja - [ja]) < 1

Prenent ¢ := (k—j) e Nip:=[ka] + [ja] € N, obtenim que |ga — p| < 1/N. Dividint
per ¢ i usant que ¢ < N, ja que k i j s6n menors que NV, es té

tal i com voliem provar. Per acabar, hem de veure que hi ha infinits nombres
racionals complint (41). Donat p/q satisfent la desigualtat podem considerar un nou
N'> N tal que
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Usant el mateix métode obtenim un nou p’/q’ € Q complint (41) i tal que

/

a——|<

p
q/

per tant diferent a p/q. Repetint el procés indefinidament obtenim els infinits nom-
bres racionals desitjats i el Teorema de Dirichlet queda demostrat.

Agraiments. L’autor vol agrair Gregori Guasp, Maria Jolis i Francesc Manosas,
els seus comentaris i suggeriments durant la redaccid6 d’aquest treball. A més, de
nou a Gregori Guasp la seva ajuda en la preparacioé de moltes de les illustracions que
conté. L’autor esta recolzat pels projectes MINECO MTM2016-77278-P FEDER i
per la Generalitat de Catalunya, projecte 2017SGR1617.
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