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Introduccio

La historia de la ciéncia i la técnica s’alimenta de la necessitat de ’home d’explicar-se
els fets naturals, de predir objectivament el futur i, en dltima instancia, d’intervenir-hi
activament. Es indubtable que les matematiques, en la seva vessant de llenguatge de la
ciéncia, prenen un paper important en ’assoliment d’aquestes necessitats. Les equacions
diferencials, des que Newton i Leibniz van introduir el calcul diferencial el 1682, han
estat possiblement una de les eines més eficaces a ’hora de modelar directament en
un llenguatge abstracte allo que passa a la realitat i s’han convertit avui en dia en un
dels pilars de la filosofia matematica. Aixi ho vaticinava ja I.Newton en el missatge
criptic que deixa en forma d’anagrama, “Date aequatione quotcungue fluentes quantitae
wnvolvente fluziones invenire et vice versa”, que ben ordenat i en llenguatge actual ens

diu que resoldre equacions diferencials és util.

Malgrat que les afirmacions de Newton van ser fetes ja fa tres segles, I’esplendor en
I’estudi de les equacions diferencials no va arribar fins ara fa cent anys, aproximada-
ment, de la ma d’H.Poincaré. De tota manera, en l'intermedi, nombrosos matematics
s’hi van dedicar, pero en una linia ben diferent de la que el matematic frances havia
d’encetar. La preocupaci6 dels seus predecessors se centrava principalment en la inte-
gracié o quadratura de les equacions diferencials. En I’época de Poincaré, s’entreveia ja
que era un cami massa costos pels fruits que donava.

L’originalitat del treball de Poincaré, exposat en un article en 4 parts entre 1881 i
1886 rau en una concepcid diferent de les equacions diferencials. Per a ell, deixen de
ser objectes purament formals subjectes a regles de calcul, i passen a tenir un sentit
geometric, donant peu al que s’ha anomenat Teoria Qualitative d’Equacions Diferen-

cials.

Tot 1 que considera inicament equacions en dues variables, moltes de les idees que va
introduir s’han aplicat igualment a dimensions més altes. Poincaré proposa descriure el
retrat de fase de 'equacid diferencial, que no és res més que el recull de la informacié
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minima sobre les orbites capag de determinar la seva estructura topologica. Ell és qui
encunya el nom de “cicle limit” i desenvolupa conceptes tedrics tan importants com
el d’aplicacio de retorn o el Teorema de la Regid Anular, que amb la contribucié del
matematic suec I.Bendixson el 1901 desembocaria en el célebre Teorema de Poincaré-
Bendixson. Aquest resultat afirma que les solucions que realment ens interessen sén
les anomenades singulars (punts critics, orbites periddiques i separatrius), ja que -sota
condicions de compacitat- tota altra corba solucié tendeix a un conjunt de corbes sin-
gulars, també anomenat conjunt limit. Aixi, el retrat de fase ve determinat pel caracter

i la configuracid de les solucions singulars.

Fent servir el mateix terme dirfem que la Teoria Qualitativa fa un retrat de I’equacié
diferencial, fixant-se només en alldo més significatiu: les solucions singulars.

Si bé des dels nostres dies valorem altament la contribucié de Poincaré, la introduccié
de la nova teoria va ser lenta fins a la segona década d’aquest segle, tot i que el ressd
va ser important: a Russia, 'equip d’A.Liapunov s’havia interessat també pels nous
metodes i1 hi estava treballant, mentre que el matematic alemany D.Hilbert, el 1900,
proposava entre els seus celebrats “problemes” el segiient (segona part del problema

16e):
Quin és el maxim nombre H(n) de cicles limit d’un camp polinomial de grau n,

{ z = P(z,y),
?) = Q($7 y)?

Quina és la seva configuracid?
Tal com veurem, el problema és massa complex per ser atacat tot d'una.

Dels anys posteriors, ens agradaria destacar diverses aportacions:

(1) L’any 1923, H.Dulac demostra (erroniament, segons es va provar més tard) la
finitud de cicles limit en un camp polinomial determinat al pla. Malgrat el forat
que deixa en la demostracid, les idees que hi empra sén aprofitables. Es el primer
pas en la direccié que marca Hilbert el 1900.

(2) A.Andronov i L.Pontryagin es preocupen durant els anys 30 d’un dels temes
fonamentals de la Teoria Qualitativa: Destabilitat estructural. Es tracta de
saber quins retrats de fase no alteren la seva topologia sota petites variacions
dels coeficients de l'equacié diferencial. Quan aixo no es compleix, cal entrar en
I’estudi de les bifurcacions.



(3) E11926, B. van der Pol obté una equacié diferencial per descriure les oscil.lacions
d’amplitud constant en un triode al buit i usa metodes grafics per provar ’exis-
téncia d’una orbita periodica. Més endavant, el 1929, A.Andronov establiria la
relacié amb la idea de cicle limit de Poincaré. Es la primera constatacié a les

aplicacions de l’existéncia de cicles limit.

(4) El 1928, l’enginyer francés A.Liénard publica un treball a la Révue générale
d’électricité, la formulacié matematica del qual guarda una forta relacié amb la
de 'oscil.lador de van de Pol.

(5) A mitjans dels anys vint, el bidleg italia U.D’Ancona busca en I'ajut del ma-
tematic V.Volterra una explicacié de les dades sobre les captures de selacis al
port de Fiume (Italia) entre 1914 i 1923. La resposta de Volterra és en forma
d’equacié diferencial al pla, agrupant en una variable les preses i en l'altra els

depredadors. Es Dinici de les aplicacions al camp de la biologia.

El problema de la finitud tractat per Dulac des de 1889 fins a 1923 es va donar per
cert fins a 1981. Finalment, la demostracio va resultar ser falsa. El 1985, i per vies ben
diferents, Y.llyashenko i J .Ecalle van resoldre I'esmentada conjectura. Actualment, hi

ha un nodrit grup de matematics que investiguen en problemes de finitud.

No obstant, durant tot aquest segle s’han obtingut molts resultats parcials sobre
el 16¢ problema de Hilbert. Hi ha diversos resultats del tipus H(n) > h, obtinguts
constructivament. N.Bautin (1952) afirma que H(2) > 3 i L.Petrovskii i E.Landis (1955),
que H(2) = 3. Els mateixos I.Petrovskii i E.Landis, el 1967, reconegueren un error en
un lema que invalidava el resultat. Més tard, simultaniament, Shi S. (1979) i Chen L.
i Wang M. (1979) trobaren un exemple que mostrava que H(2) > 4. D’altra banda, Li
J. 1 Huan Q. (1987) demostraren que H(3) > 11. Pero queda encara molta feina per tal

de conéixer millor H(n).

La propietat d’estabilitat estructural és de gran utilitat a les aplicacions, ja que la
modelitzacié matematica dels sistemes dinamics acostuma a comportar ’aparicié de
parametres. El grau d’estabilitat estructural d’un sistema ens indicara la fiabilitat
del seu retrat de fase al variar sensiblement els parametres i, per tant, si el podem
utilitzar per tal d’interpretar el fenomen que s’ha modelat. Quan un sistema no és

estructuralment estable, diem que presenta una bifurcaci6 en l’espai de parametres.

Quant als altres tres problemes, a part del seu valor intrinsec, van suposar un pas
important en 'aplicacié de les equacions diferencials. Nombrosos treballs en el camp
de la tecnologia electronica, especialment a la Unib Soviética, van seguir el cami obert
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per l’equacié de van der Pol. D’altra banda, amb els treballs de Kolmogorov (1934)
i Gause (1936), la teoria de models depredador-presa va agafar un fort impuls, en un
intent de generalitzar i refinar la idea inicial de Lotka i Volterra. No hi ha dubte
que l'interes des d’altres camps de la ciéncia per 1'is de les equacions diferencials, n’ha
estimulat ’estudi. Avui, els models amb equacions diferencials s’han estés a molts altres
problemes de biologia, fisica, quimica, economia, teoria de control, epidemiologia,... fins

a convertir-les en una eina indispensable per a les aplicacions.

A part d’aquest repas historic de les primeres manifestacions de la Teoria Qualitativa
i de les seves continuacions, voldriem també citar alguns dels temes que han despertat
interes en el transcurs d’aquest segle i que encara sén motiu de treball. No sén temes
independents, ja que les relacions i encavalcaments entre ells sén nombroses, perd han

marcat linies de recerca importants:

(6) Teoria de cicles limit.
A partir dels anys 40, hi ha hagut un interés creixent per aquest aspecte de la
Teoria Qualitativa. Tot i que curta, la historia d’aquest tema estd farcida de
noms propis dels quals és dificil destacar-ne. Es remarcable, quant a conjunt,
la contribucié dels matematics soviétics i xinesos. Els problemes que més han
centrat I'atencié han estat els de la no existéncia, la unicitat (en general, el
nombre), Iestabilitat i la configuracié dels cicles limit. Donada la seva dificultat,
hi ha relativament pocs resultats de caire general, i els esfor¢os s’han centrat en
families particulars. La més estudiada ha estat la dels sistemes quadratics.
El llibre de Ye Y. (1965) i el compendi bibliografic de J.Reyn (1989) en sén

excel.lents referéncies.

(7) Conjectura de Markus-Yamabe.

L’any 1960, L.Markus i H.Yamabe establien la segiient conjectura:

Sigui F : R™ — R™ un camp vectorial de classe C' amb F(0) = 0, tal que per
a tota z € R™ els valors propis de la matriu jacobiana JF(z) tenen part real
negativa. Llavors, © = 0 és un punt globalment asimptdticament estable.

El problema de ’estabilitat global, tant de punts critics com d’orbites periodiques
té una especial rellevancia en les aplicacions, ja que assegura la tendéncia asimp-
totica de qualsevol orbita del flux del camp cap a una determinada solucié sin-
gular o estat d’equilibri. La conjectura de Markus-Yamabe va ser provada per al
cas n = 2 per C.Gutiérrez i R.Fessler, per separat, ’any 1993. Des del 1988, hi
havia també un contraexemple (amb algunes imprecisions) de N.Barabanov que
implicava la falsedat de la conjectura per a n > 4; el 1994, J.Llibre i J.Bernat
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(8)

(9)

van corregir aquest error, redemostrant aixi la falsedat de la conjectura. A part
del cas n = 3 queden encara moltes giiestions obertes.

Problema centre-focus

La determinacié de la multiplicitat d'un focus, aixi com la seva ciclicitat (nombre
de cicles limit a qué pot donar lloc sota pertorbacions), i les condicions per a
Pexisténcia de centres sén els objectius principals d’aquest problema. A partir
de ’aplicacié de retorn de Poincaré, A.Liapunov considera la importancia dels
termes de I’expansié en seérie d’aquesta aplicacié (les constants de Liapunov) en el
cas d’'un punt critic amb valors propis imaginaris purs. El Teorema de Hartman
no classifica aquest tipus de punts i cal aprofundir més en el seu tractament. No
obstant, les constants de Liapunov involucren una gran quantitat de calculs que
ben aviat col.lapsen les computadores actuals i s’han calculat principalment per
a sistemes o families de sistemes concrets. S6n de destacar les contribucions en
aquest problema de H.Zoladek, que el 1992 escrivi un article sobre la solucié del
problema de centre-focus, i del grup de col.laboradors de N.Lloyd, els quals han
treballat el problema tant des d’un punt de vista teoric com computacional.

Un subtema que també ha suscitat interés darrerament és el dels centres
isocrons, en els quals totes les orbites tancades tarden el mateix en donar una
volta a l'origen. En lloc de les constants de Liapunov s’hi estudien les cons-
tants de periode. Els treballs de W.Loud (1964) per a sistemes quadratics i
d’I.Pleshkan (1969) per a sistemes amb part no lineal ciibica donen els exemples
més rellevants.

Pertorbacions de sistemes hamiltonians.

Donada ’envergadura del problema 16e de Hilbert, la qiiestié que s’hi pro-
posava s’ha anat atacant parcialment des de moltes vessants. La més general de
totes elles, coneguda també com el problema 16¢ de Hilbert afeblit o problema
d’Arnold-Hilbert planteja el segiient:

Estudiar el nombre de zeros de la integral

M= [ Pitadw
T(h) R

on I'(h) sén les corbes de nivell H(z,y) = h del sistema

s . _ OH
{m _or
- _ OH
Y =35

H, P i@ sdn polinomis de grau n i R un factor integrant. Les integrals M(h) sén
conegudes com a integrals abelianes o, en un context més ampli, com a funcions
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de Melnikov. El nombre de zeros simples de M (%) i les seves multiplicitats deter-
mina el nombre de cicles limit que apareixen a partir de les drbites periodiques
al pertorbar el sistema hamiltonia amb els polinomis P i Q:

{:& =88 1P,
y =%§'+6Q7

i d’aqui la seva relacié amb el problema de Hilbert. Durant I’tltima década han
estat moltes les contribucions en aquesta teoria. En destaquem les aportacions
d’A.Varchenko; L.Gavrilov i E.Horozov; B.Drachman, S.van Gils i Zhang Z.;
Chow S., Li C. i Wang D.; i H.Zoladek, entre altres. Val a dir que la condicié no

polinomica de les funcions que apareixen en el problema ha estat poc tractada.

(10) Resolucié de singularitats.

El Teorema de Hartman classifica els punts critics hiperbdlics al pla, perd no
déna cap informacié sobre els demés. Els centre-focus sén un cas particular de
punts no hiperbolics, que tal com hem comentat reben un tractament especial.
Per a la resta de punts, la técnica més emprada a ’hora de detectar el tipus
i nombre de sectors d'un punt critic és la dels “blowing-up”, consistent en fer
“explotar” el punt critic de manera que s’observi millor el comportament de
les orbites al seu entorn. Els treballs efectuats per F.Dumortier, R.Roussarie i
J.Sotomayor des de 1977 sén fonamentals per a comprendre aquesta tecnica.

En aquesta memoria, es contribueix modestament a alguns dels temes que acabem

d’exposar, sempre des de sistemes d’equacions diferencials ordinaries al pla.

Els Capitols Ii II estan dedicats a aplicacions a sistemes depredador-presa, des de
punts de vista diferents.

En el Capitol I, es planteja un sistema d’equacions diferencials que generalitza els
sistemes de Liénard i, alhora, engloba bona part dels models depredador-presa construits
a partir del de Lotka-Volterra. Generalitzem i utilitzem la transformacié de Filippov,
que explota una certa simetria de les orbites, per donar basicament tres resultats: un
criteri de no existéncia d’orbites periodiques, un altre sobre les condicions de centre i un
tercer, d’unicitat i hiperbolicitat de cicles limit. El capitol es completa amb exemples
d’aplicacid, tant en sistemes biologics com en equacions de Liénard generalitzades.

En el Capitol II ens aproximem d’una altra manera als sistemes depredador-presa.
S’aprofita la transformacié del sistema de Lotka-Volterra en un sistema hamiltonis per
treballar a continuacié amb les seves pertorbacions, tal com hem introduit al punt (9).
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L’objectiu és determinar el nombre de cicles limit generats per bifurcacié de les corbes
de nivell tancades del hamiltonid, igual que en el problema 16¢ de Hilbert afeblit. Cal
assenyalar que tant la funcié hamiltoniana H com algunes de les funcions de pertor-
bacié P i Q que considerem en el capitol, no sén polinomiques. Primerament, per a una
funcié de pertorbacié quadratica i per a una altra amb un terme exponencial, obtenim
sengles resultats d’unicitat. En la darrera seccid, considerem una combinacié d’ambdues
funcions i hi observem certs entrebancs en el tractament via integrals abelianes; des-
graciadament, no podem determinar el nombre exacte de cicles que bifurquen, pero en
donem evidéncies recolzades en experiments numérics, en consideracions geometriques
i en l'estudi del problema de centre-focus. Efectivament, el coneixement de la multipli-
citat de l'origen a través del calcul de les constants de Liapunov, efectuat a I’Apendix
A d’aquest capitol, déna la informacié necessaria sobre el nombre de cicles limit que es
poden generar al seu entorn. Aix{, contrastant el resultat amb la informacié teorico-
numerica que faciliten les integrals abelianes, intuim el nombre maxim de cicles limit

que poden apareixer.

Per calcular les constants de Liapunov, en el Capitol II, utilitzem un nou metode
eminentment numeric, perd que déna resultats fiables des del punt de vista teoric. No
obstant, la punxa d’inseguretat que deixen els tractaments numerics, unit amb l'interes
de diverses persones de 'area de Sistemes Dinamics de la U.A.B, ens va impulsar a
P’estudi teoric de les constants de Liapunov, que hem desenvolupat en el Capitol V. De
tota manera, el métode numeéric presentat a I’Apéndix A del Capitol II no el volem
menysprear i, per aixd, a ’Apéndix A del Capitol V l'utilitzem per a calcular una de les
constants de Liapunov generals. A més, les conclusions de I’Apéndix A del Capitol II
es refermen a ’Exemple 4.a del Capitol V, en el qual s’obté el mateix resultat a partir

de férmules obtingudes de manera exacta.

Els Capitols III i IV tracten aspectes més basics de Teoria Qualitativa, pero des de
punts de vista menys habituals.

En el Capitol III, s’explota la consideracié d’un nou operador, la curvatura ortogonal
K+(X) d’un camp vectorial X, com a substitut de la divergencia (on K+(X)(z) és la
curvatura de ’drbita del camp ortogonal a X que passa per z). Al llarg del capitol
revisem, amb hipotesis sobre K1, totes aquelles giiestions de Teoria Qualitativa en les
quals hi intervé la divergéncia i en donem resultats paral.lels (sobre tipus de punts
critics, existéncia d’orbites periddiques i estabilitat de cicles limit). L’estudi culmina
amb una modificacié en termes de la curvatura ortogonal de la Conjectura de Markus-
Yamabe, on enunciem un criteri d’estabilitat global de l'origen. La idea fonamental



del capitol rau en que la divergéncia controla la tendéncia de les orbites a acostar-se o
allunyar-se entre si, tenint en compte el temps de les solucions, mentre que la curvatura
de les orbites del camp ortogonal es fixa Gnicament en aspectes geométrics, prescindint
del temps de ’equacié. Aixo déna una manera més essencial d’observar 'estabilitat de

qualsevol orbita.

En el Capitol IV, desenvolupem alguns resultats de Teoria Qualitativa en el suposit
que el pla R? estigués dotat d’una métrica de Riemann g, (R?,g). El punt clau és que,
encara que canviem la metrica, no canviem la topologia del retrat de fase i, per tant,
I’estabilitat de les orbites del sistema no s’altera. Aquest avantatge 'aprofitem especial-
ment per calcular conques d’atraccié de punts critics. En el capitol, donem una versié
generalitzada del Teorema de Bendixson-Dulac, valida per a métriques de Riemann, en
funcié del grup fonamental de la regi6 on la g-divergéncia no canvia de signe. Sota les
mateixes hipotesis, fem un estudi combinatori del nombre de configuracions de cicles
limit. Finalment, generalitzem a (R?, g), un métode de N.Krasowskii (1954) per trobar
conques d’atraccié de punts critics. Aquest darrer resultat també presenta una relacié
amb la Conjectura de Markus-Yamabe, ja que quan la conca d’atraccié és tot el pla,

tenim que el punt critic és globalment asimptoticament estable.

Finalment, en el Capitol V, es déna un meétode per calcular les constants de Liapu-
nov i les constants de periode, en el qual és fonamental el manteniment de ’estructura
del sistema d’equacions en variable complexa. Utilitzem aquests resultats per trobar
expressions generals de les tres primeres constants de Liapunov i de les dues primeres de
periode. Pel que sabem, la constant v; de Liapunov que facilitem, és la primera vegada
que es déna explicitament. N.Lloyd i J.Pearson tenen un programa que pot calcular-
la, perd déna una expressié molt més intractable. Els meétode s’adapta especialment
a l'equacié d’Abel i, en particular, als sistemes amb part no lineal homogénia de grau
n. En concret, deduim la classificacié de centres i de centres isdcrons per a n = 2,3
(obtingudes préviament per diversos autors) i donem les primeres constants de cada
tipus per a n = 5.

Cadascun dels capitols es pot llegir independentment dels demés, ja que han estat
redactats de manera autocontinguda, amb les referéncies al final de cada un d’ells. A
més, tots contenen una introduccié on s’explica més detalladament les giiestions que
s’hi tracten.

Tots els resultats aqui presentats estan fets en col.laboracié amb el Dr.Armengol
Gasull. A més, el Capitol II forma part del treball conjunt amb el Dr.Li Chengzhi
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i la Dra.Zhang Zhifen; el Capitol III és fruit de la col.laboracié amb el Dr.Ronaldo
A. Garcia; les discussions sobre els resultats del Capitol IV les vam compartir amb el
Dr.Gregori Guasp; mentre que en el Capitol V, hem treballat conjuntament amb en

Victor Mafiosa.

La major part dels resultats del Capitol I estan recollits en el treball titulat “On
the periodic solutions of a generalized Liénard equation with applications to predator-
prey systems”, que estd pendent d’acceptacid a la revista Differential Equations and
Dynamical Systems, després de les correccions post-referee. Una primera versio del
Teorema A, juntament amb 1'Exemple 5.6 i altres exemples estan publicats als Procee-
dings d’Bquadiff’91 sota el titol “Non-ezistence of limit cycles for some predator-prey

systems”.

Els resultats del Capitol II, amb I’excepcié de I’Apéndix B, conformen el treball titulat
“Study of perturbed Lotka Volterra systems via Abelian integrals”, que esta pendent
d’acceptacié a la revista Journal of Mathematical Analysis and Applications, després de

les correccions post-referee.

Els resultats del Capitol Il estan com a preprint sota el titol “Geometrical conditions

for the stability of orbits in planar systems”.

Part dels resultats del Capitol IV van apareixer als Proceedings del XII CEDYA sota

el titol “Applications of Riemannian metrics to systems of planar differential equations”.

Durant P’elaboracié d’aquesta memoria, tal com es veu uns paragrafs més amunt, he
col.laborat amb diverses persones. L’experiéncia ha estat molt gratificant i per aixo vull

agrair-los a tots la seva col.laboracié i amistat.

Gran part d’aquest treball ha estat realitzat mentre gaudia d’una beca del Ministeri
d’Educacié i Ciéncia de ’Estat Espanyol, a qui he d’agrair aquest suport. També vull
adrecar el meu agraiment als companys del Departament de Matematiques de la U.A.B,
on m’he sentit sempre molt a gust. En especial, a tots aquells doctorands com jo, bons
amics, amb qui he compartit preocupacions, més d’un maldecap i, sobretot, molts bons
moments. Durant el darrer any, els companys del Departament de Matematica Aplicada
I dela U.P.C, a ’'E.U.P.B, també han facilitat tant com han pogut la meva feina, cosa

que els agraeixo sincerament.

Finalment, dono les gracies a la meva familia i amics per saber entendre la manca

de temps de dedicacié a qué m’ha dut de vegades la realitzacié d’aquest treball i, en
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particular, a I’Assumnpta, la meva dona, per ’estimul que em va ajudar a encetar aquest
cami i pel seu suport constant i bon humor.

I em guardo una dosi infinita d’agraiment pel Dr.Armengol Gasull, sense el qual
aquest treball constaria només d’unes cobertes sense titol (i encara en dubto). Estic
segur que la paciencia i el temps que m’ha dedicat sén superiors del que em mereixo,
pero aixo no es res comparat amb tot el que he aprés en molts aspectes al seu costat
i dels molts consells que he gosat demanar-li i he rebut. Si tinc un bri de formacié
matematica, ben segur que li dec a ell.

Bellaterra, Juny de 1995
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Per fer aquesta introduccid, a part de les referéncies més especialitzades, també s’han
consultat les segiients fonts:

Andronov, A.A., Leontovich, E.A., Gordon, I.1., Maier, A.G., Theory of bifurcations of dynamic systems
on a plane, John Wiley and Sons, Nova York-Toronto, 1973.

Arnol’d, V.1., Geometrical methods in the theory of ordinary differential equations, Springer-Verlag
New York, Inc., 1988.

Braun, M., Differential equations and their applications, Springer-Verlag New York, Inc., 1975.

Guckenheimer, J., Holmes, P., Nonlinear oscillations, dynamical systems, and bifurcations of vector
fields, Springer-Verlag New York, Inc., 1983.

I’yashenko, Y.S., Finiteness theorems for limit cycles, Translations of Mathematical Monographs,
AMS, Providence, Rhode Island, 1991.

Schlomiuk, D., Bifurcations and periodic orbits of vector fields, Kluwer Academic Publishers, NATO
ASI Series, Dordrecht, Holanda, 1993.

Ye Y.Q. et al., Theory of limit cycles, Translations of Mathematical Monographs, AMS, Providence,
Rhode Island, 1986.
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