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Introduccio

En el treball que es presenta a continuacié, desenvolupem l'estudi de la dinamica de cer-
tes aplicacions del pla, incloent ’estudi d’objectes com ara orbites periodiques, continus
de punts periodics, nimeros de rotacié i simetries de Lie, entre d’altres.

Els tres primers capitols tenen com a finalitat ’estudi dels objectes mencionats an-
teriorment per aplicacions birracionals amb integrals primeres racionals. Recordem que
una aplicacié plana racional F' : Y — U, on U C K? és un conjunt obert i K € {R, C},
s’anomena birracional quan posseeix una inversa racional. També diem que F' és inte-
grable quan existeix una aplicacié V : U4 — K no constant sobre conjunts oberts tal
que V(F(z,y)) = V(z,y), la qual s’anomena primera integral o invariant de F.

En aquests capitols considerarem només aquelles aplicacions integrables que tenen
una integral primera racional. De fet, tots els exemples de funcions integrables birracio-
nals que coneixem tenen integral primera racional, pero fins on sabem, no hi ha cap raé
en particular per afirmar que una aplicacié integrable birracional sigui racionalment in-
tegrable (veure, per exemple, el cas de 'anomenada aplicacié de composicid associada a
la recurrencia de Lyness 5-periodica que, en el cas que fos integrable, no tindria integral
racional, [30, 34]). En definitiva, considerarem integrals primeres de 1'estil

V(z,y) = Vilz,y) (0.0.1)

Va(z,y)’
on assumirem que Vi i V5 sén coprimers i que V' té grau minim. Val a dir que el grau
d’una integral primera racional (0.0.1) és el maxim dels graus de V; i V5, i que entenem
per grau minim al fet que qualsevol altra integral primera de F' té com a minim el mateix
grau. Per tant, I’aplicacié preservara les fibres de la fibracié en 'obert U donada per les
components C}, de les corbes algebraiques

Vi(z,y) — hVa(z,y) =0, h €lIm(V), (0.0.2)

Per brevetat, en aquest treball direm que una aplicacié F' preserva una fibracié de corbes
C), si preserva cada fibra, és a dir, si cada corba C}, és invariant sota la iteracié de F.
Anomenarem nivell d’energia al parametre h.

Qualsevol corba algebraica a CP? és una superficie de Riemann caracteritzada pel
seu genere, [56, 84]. Donada una fibracié invariant (0.0.2), en general, el genere de les
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Introduccid

components irreductibles de la fibracié {V; —hVs}pemm(v) MU és constant excepte, potser,
per a un conjunt finit de valors de h € Im(V') per als quals el génere és menor. En aquesta
situacié, diem que la fibracié invariant té genere g. Seguint el criteri d’alguns autors
([39, 43, 55]), la dindmica d’una aplicacié integrable birracional a R? es pot classificar
en termes del génere de la fibracié que preserva. Aixi doncs:

Genere g > 2. Qualsevol aplicacié F birracional que preserva una fibracio no singular
de genere més gran o igual que 2 és globalment periodica. Es a dir, existeix p € N tal
que FP = Id. Aquest fet és conseqiiencia de dos resultats: el primer és el Teorema
dels automorfismes de Hurwitz (1893) el qual, en el nostre contexte, ens assegura que
qualsevol aplicacié birracional que preserva una corba particular no singular de genere
g = 2 ha de ser periodica (sobre la corba) amb un periode afitat per 84(g — 1), [55].
El segon resultat és el Teorema de Montgomery (1937) el qual ens afirma que qualsevol
homeomorfisme periodic (punt a punt) en un espai metric connex localment homeomorf
a R™ és globalment periodic, [72]. Vegeu [32] per més detalls.

Génere g = 1. Una corba algebraica de genere 1, també anomenada corba el-liptica,
té una estructura de grup associada ([56, 87, 86]). El Teorema de Jogia-Roberts-Vivaldi
[55, Teorema 3], ens relaciona la dinamica en cadascuna de les corbes invariants amb
aquesta estructura de grup. Fent is d’aquest resultat; del fet de que cada corba el-liptica
real (afegint-hi, si cal, un nombre de punts a l'infinit del pla projectiu) es pugui veure
com una o dues corbes simples tancades; i de que la suma interna es pugui representar
com l'operacié habitual del grup de Lie S' o bé S x Z/(2) (]85, pagina 420]), obtenim
que donada una aplicacié birracional F' que preserva la corba el-liptica C,, o bé Fig, és
conjugada a una rotacié, o bé ho és F|20h7 excepte en certs casos en els que, de fet, la
dinamica de Fic, és 2,3,4 o 6-periodica. Per més detalls, vegeu el Capitol 2.

En aquest cas, 'estudi de la dinamica global de cadascuna d’aquestes aplicacions
es redueix aleshores a l'estudi del nombre de rotacid, #(h), associat a cadascuna de
les corbes invariants (. Desafortunadament, la funcié nimero de rotacié no té en
general una expressié explicita. Tot i aixi, fent servir la forma normal de Weierstrass
per a aquestes corbes, és possible donar una descripci6é de 6(h) en termes de integrals
el-liptiques (veure [41] i les referencies que s’hi donen). Fent servir aquesta descripcid, es
pot veure que 6(h) és una funcié analitica a trossos per h € Im(V'). Per tant, qualsevol
aplicacié F birracional que preservi una fibracié el-liptica real {C},}, i per la que es pugui
definir la funcié 6(h), és o bé una “rigida” si 6(h) és constant o, en cas contrari, hi ha
un nombre infinit de possibles periodes i un conjunt dens de corbes a 'espai de fases ple
d’orbites periodiques. En aquest darrer cas, a més, hi ha dependeéncia sensible respecte
a les condicions inicials.

La familia d’aplicacions QRT, aixi com d’altres casos interessants des del punt de
vista fisic ([41]) preserven una fibracié de forma (0.0.2) tals que les corbes invariants
C}, tenen genere 1 excepte per a un nombre finit de nivell d’energia. Aquesta és la rad
perque aquest cas és tan important a la literatura.
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Genere g = 0. En aquest cas, usant certes parametritzacions racionals de les corbes
en la fibraci6 invariant, s’obté que sobre cada corba, qualsevol aplicacié birracional és
conjugada a una transformacié de Mdbius, la dinamica de les quals és ben coneguda
(veure [25] per exemple). Com a conseqiiéncia, sobre el domini de definicié només hi
poden apareixer corbes amb orbites periodiques, corbes plenes amb solucions denses,
aixi com corbes amb un o dos punts atractors i/o repulsors.

El Capitol 1, esta dedicat a I'estudi de la dinamica de les aplicacions integrables bir-
racionals que preserven fibracions de corbes algebraiques de genere 0. Veurem com sobre
cada corba, qualsevol aplicacio birracional és conjugada a una transformacié de Mobius,
i com podem treure profit d’aquest fet per poder fer 'estudi global de la dinamica de
certes aplicacions particulars, per les quals serem capagcos de donar 1'expressio explicita
del seu nimero de rotaci6 i del conjunt de periodes.

També hem demostrat que qualsevol aplicacié integrable birracional del pla que
preservi una fibracié de genere 0 posseeix una simetria de Lie i una mesura invariant,
la qual cosa permet una via alternativa per a l’estudi de la dinamica global d’aquestes
aplicacions.

Els resultats exposats en aquest capitol, es troben a 'article: M. Llorens, V. Manosa.
Lie symmetries of birational maps preserving genus 0 fibrations. J. Math. Anal. Appl.
432 (2015), 531-549.

Al Capitol 2, ens centrarem en 'estudi de les aplicacions que preserven una fibracio
de corbes algebraiques {C},} de génere 1. Veurem com podem treure partit de la relacié
que presenta el Teorema 3 de [55], entre la dinamica d’una aplicaci6é birracional que
preserva una corba el-liptica i la seva estructura de grup, per tal de caracteritzar les
corbes de la fibracié que estan plenes de punts de periodics, en termes del seu nivell
d’energia.

Moltes aplicacions birracionals integrables del pla exhibeixen continus d’orbites pe-
riodiques, i hem vist als capitols 1 i 2 que els continus es corresponen amb determinats
nivells d’energia. De fet, a part dels pocs casos d’aplicacions birracionals integrables
globalment periodiques, en un retrat de fase tipic hi trobem conjunts oberts de 1’espai
de fases densament coberts per corbes invariants plenes d’orbites periodiques, totes elles
del mateix periode. En aquests casos el conjunt de periodes de 'aplicacié és infinit i
conté almenys tots els periodes a partir d’un.

Al Capitol 3, proposem una tecnica que aprofita la racionalitat de les aplicacions i la
racionalitat de les integrals primeres per tal de caracteritzar sobre quines corbes Cj, hi
ha els continus de punts periodics. Tot i que sovint farem servir la birracionalitat de les
aplicacions i que tots els exemples que examinarem soén birracionals, el metode funciona
per aplicacions racionals. Aquest metode és purament computacional i només es basa
en la hipotesi que els continus de punts periodics estan situats sobre corbes de nivell
de la integral primera. Fins a on coneixem, el metode és nou i en alguns exemples ens
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permet millorar resultats coneguts a la literatura, com ara alguns dels que apareixen a
[82] obtinguts amb eines més algebraiques. Un altre avantatge del nostre enfocament és
que es pot estendre a aplicacions racionals integrables en dimensions superiors.

Per completar el capitol, aplicarem el metode per a estudiar els continus de punts
periodics de 'aplicaciéo de McMillan-Gumovski-Mira. També detallarem altres exemples
com l’aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira 2-periodica i d’altres que s’han tractat des
de diferents punts de vista als capitols anteriors, com pot ser ’aplicacié de Lyness; les
aplicacions de Lyness k-periodiques amb k € {2,3,6}; i la de Bastien i Rogalski. De
totes elles, trobarem les condicions necessaries per a l’existencia dels continus de punts
periodics.

Els resultats dels Capitols 2 i 3, estan publicats a l'article: A. Gasull, M. Llorens,
V. Manosa. Continua of periodic points for planar integrable rational maps. Internati-
onal Journal of Difference Equations, 11 (2016), 37-63.

Seguidament, als Capitols 4 i1 5 ens centrarem en estudiar la dinamica, i en particular
les orbites periodiques, d’'un sistema dinamic associat a una transformacié de Landen
per a una integral racional formada per polinomis amb termes parells, amb numerador
de grau 4 i denominador de grau 6. Aquest sistema, a diferéncia dels que s’han treballat
als capitols anteriors, ni és racional ni és integrable.

El contingut del Capitol 4 esta recollit a I’article A. Gasull, M. Llorens, Calcul d’inte-
grals usant sistemes dinamics discrets. Butlleti de la Societat Catalana de Matematiques
32 (2017) 45-71. Aquest capitol serveix com a element introductori del Capitol 5, ates
que és la part del treball on recollim resultats i aplicacions de les transformacions de
Landen. Aquestes transformacions associen un sistema dinamic discret a una certa
familia d’integrals que depenen de parametres, de manera que les integrals considerades
son integrals primeres del sistema dinamic discret. Usant aquesta propietat, sovint les
integrals es poden calcular o aproximar estudiant els comportaments limit del sistema
dinamic.

Considerem, per exemple, per a > 0, b > 0, la integral el.liptica

w/2 de
[(a,b):/ 2 cog2 2020
o Va2cos2h + b2sin’ 6

(0.0.3)

Si considerem I’aplicacio

Fla,b) = (a ; b \/@ (0.0.4)
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aleshores tenim que

I(a,b) = / " - - / N 5
o Va2cos20 + b2sin®0 0 \/(“T“’)Qcos29 + absin? 6

= I(F(a,b)).

(0.0.5)
Es a dir que I és una integral primera del sistema dinamic discret* generat per 1’aplicacié
F. Aixo ens diu que tots els punt d'una orbita de F, O(gpe) := {F™(ao,by) : n €
NU{0}}, estan dins de la mateixa corba de nivell d’I, I(a,b) = I(ag, by), i també hi sén
els seus punts d’acumulacié. Aquests darrers punts formen el que s’anomena conjunt
w-limit de ’orbita. Notem que, F™ denota la composicié de F' amb si mateixa n cops,
on F° =1d.

Gauss va provar any 1799 la igualtat (0.0.5), perd un resultat més general que
aquest ja havia estat demostrat per Landen, 'any 1775, veure [3, 36, 50, 60].

Hom podria pensar pero, de que ens serveix fer un canvi en la integral, si ens la deixa
exactament igual i, aparentment no ens ajuda per tal de trobar el seu valor? Doncs bé,
el canvi si que és interessant, donat que si esta ben escollit, tal i com hem comentat
abans, després d’aplicar-lo reiteradament ens permetra de calcular la integral de manera
aproximada, fent un pas al limit sota el signe de la integral. En particular, recuperarem
el resultat classic:

Ia.b) /“/2 de T 1
a,b) = - :
o Va2cos20+ b2sin?0 2 MAG(a,b)

on M AG(a,b) denota la mitjana aritmetico-geometrica dels nombres a i b (els detalls
d’aquest resultat estan desenvolupats al Capitol 4). Altrament, també aplicarem la
invariancia de la integral I(a,b) per laplicacié F' i la relacié (0.0.6), per a calcular la
longitud de la lemniscata i presentar l'algorisme de Brent-Salamin per al calcul amb
velocitat quadratica del nombre 7.

En aquest mateix capitol, obtindrem també altres transformacions de Landen do-
nades per algunes mitjanes generalitzades i, seguint [16, 17, 23, 64, 70], estudiarem
diverses transformacions de Landen que ens permetran calcular certes integrals defini-
des impropies donades per funcions racionals.

Un dels exemples que considerarem és la integral racional formada per polinomis
amb termes parells, amb numerador de grau 4 i denominador de grau 6,

ety di?+e
I(a,b,c,d e) = dz. 0.0.7
(a,,¢,d,e) /0 2+ azt +ba2+1 ( )

(0.0.6)

*Si laplicacié F' no és invertible, hauriem de parlar més propiament de semi-sistemes dinamics
discrets, perd com es fa sovint, ometrem el prefixe “semi”.
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Al Teorema 4.4.2 del capitol 4 demostrarem, el resultat ja conegut, que ens diu que
el sistema dinamic discret definit per

( 5a,, + bb,, + a,b, +9
Ay, = 9
1 (an, + b, + 2)4/3

— a, + b, +6
T (a4 by + 2)2/3
d, + e, +c,
_ 0.0.8

(bp, + 3)cn, + (an, + 3)e, + 2d,
a, + by, + 2

dn—l—l -

)

Cp + €
€n = 5
LT (an + by + 2)1/3

deixa invariant la integral (0.0.7).

El sistema (0.0.8) va ser obtingut com a transformacié de Landen associada a la
integral (0.0.7) per G. Boros i V. Moll a [16] (vegeu també [17]). Observem que el
sistema conté dos subsistemes desacoblats. Tal i com demostren M. Chamberland i
V. Moll a [23] (vegeu també [16]) la convergencia de la integral (0.0.7) esta relacionada
amb la dinamica del subsistema definit per I’aplicacié G donada per ’expressio

(0.0.9)

b b b
Glab) — <5a+5 +ab+9 a+b+6 )

(a+b+2)¥3 " (a+b+2)%3

A les referencies [16, 23] trobem un primer estudi de la dinamica global de I'aplicacié
G, i el retrat de fase d'una orbita de G apareix a la portada del nimero 49 del Notices
of the AMS que conté l'article [69]. El nostre objectiu és aprofundir en l'estudi de la
dinamica global d’aquesta aplicacié. Observem que a diferéncia de la resta d’aplicacions
al pla considerades en aquesta tesi, no disposem d’una integral primera per G. Aquest
estudi és el que desenvoluparem al Capitol 5.

En aquest darrer capitol, comencarem donant una primera descripci6 de la dinamica
de Vaplicacié G i de les diferents regions invariants que presenta. També veurem la
relacié entre la dinamica de aplicacié i la convergencia de la integral (0.0.7).

Als segiients apartats, estudiarem alguns aspectes de la dinamica de I'aplicacié com
ara l'existencia de punts fixos i periodics de periode 2 i 3. El nostre objectiu és provar
'existéncia de punts periodics per veure que una conjectura proposada a [71, Conjectura
15.6.3 pagina 442] no és certa (consultar la pagina 162 per més detalls), i a la vegada
desenvolupar una metodologia que pugui ser aplicable a l'estudi dels punts periodics
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d’altres sistemes dinamics discrets. Aquesta metodologia consisteix en: convertir la
caracteritzacié dels punts periodics en un problema algebraic; la combinacié d’un algo-
risme basat en el metode de Sturm per isolar totes les arrels reals d’un polinomi d’una
variable i d’un procediment de descart de possibles solucions per a sistemes d’equacions
polinomiques; i en 'aplicacié del Teorema de Poincaré-Miranda [67, 78]. Aquest teore-
ma és una extensié del Teorema de Bolzano a dimensio n, i potser no és tant conegut
com mereixeria.

Finalment, farem un estudi numeric-analitic que mostrara evidencies de I’existencia
de comportaments homoclinics associats a un dels punts fixos de I'aplicacié GG i de punts
a la interseccié de la varietat inestable d’aquest punt fix i el conjunt de no-definicié del
semi-sistema dinamic definit per G.

Els resultats exposats en aquest Capitol s’estan redactant per a una publicacié futura.

La memoria acaba amb quatre apendixs dedicats a aprofundir en alguns aspectes
relatius a zeros de families de polinomis, un resultat de combinatoria, el Teorema de
Poincaré-Miranda i les bases de Grobner.

Agraiment. La darrera part d’aquesta tesi s’ha realitzat comptant amb I'ajut del Mi-
nisteri d’Economia, Industria i Competitivitat a través del projecte MINECO/FEDER
DPI2016-77407-P (AEI/FEDER, UE).

17



Introduccid

18



Capitol 1

Dinamica de les aplicacions
birracionals integrables que
preserven fibracions de genere zero

1.1 Introduccio

Una aplicacié plana racional F : Y — U, on U C K? és un conjunt obert i K €
{R,C} s’anomena birracional quan posseeix una inversa racional. També diem que F
és integrable quan existeix una aplicacié V : Y — K no constant sobre conjunts oberts
i tal que V(F(z,y)) = V(z,y), la qual s’anomena primera integral o invariant de F. Si
una aplicaciéo F' posseeix una integral primera V', aleshores cada orbita de F' es troba
en algun conjunt de nivell de F', en altres paraules, els conjunts de nivell (o també
anomenades corbes de nivell) s6n invariants sota I’aplicacié F'.

En aquest capitol considerarem només aquelles aplicacions integrables que tenen una
integral primera racional. Es a dir, considerarem integrals primeres de l'estil

_ Vi)
Va(z,y)’

on assumirem que Vi i V5 sén coprimers i que V' té grau minim, encara que aixo ultim
no és essencial per al nostre estudi. Val a dir que el grau de la integral primera (1.1.1) és
el maxim dels graus de V; i V5, i que entenem per grau minim al fet que qualsevol altre
integral primera de F' té com a minim el mateix grau. Per tant, ’aplicacié preservara
la fibracié en l'obert U donada per les components C', de les corbes algebraiques

Vi(z,y) (1.1.1)

Vi(x,y) — hVa(z,y) =0, helm(V). (1.1.2)

Direm que una aplicacié F' preserva una fibracié de corbes C},, si cada corba C},
és invariant sota la iteracié de F. Anomenem el parametre h com el nivell d’energia.
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Capitol 1. Dinamica en fibracions de genere zero

En aquest context, i per simplificar, direm integrable per referir-nos a una aplicacié
ractonalment integrable.

Qualsevol corba algebraica a CP? és una superficie de Riemann caracteritzada pel
seu genere, [56, 84]. En general, donada una fibracié invariant (1.1.2), el genere de
les components irreductibles de la fibracié {Vi — hVs}rem(v) NU és constant excepte,
potser, per a un conjunt finit de valors de h € Im(V') per als quals el génere és menor.
En aquesta situacié, diem que la fibracié invariant té genere g.

Com hem vist a la introduccid, segons el criteri d’alguns autors ([39, 43, 55]), podem
donar una primera classificacié per a les aplicacions integrables birracionals de R? segons
el genere de la fibracié que preserven. En aquest capitol ens centrem en el cas en que
les fibracions tenen genere g = 0. Tal i com veurem a la seccié seglient, usant certes
parametritzacions racionals de les corbes en la fibracié invariant, obtindrem que sobre
cada corba, qualsevol aplicacio birracional és conjugada a una transformacié de Mobius,
la dinamica de les quals és ben coneguda (veure [25] per exemple). Com a conseqiiencia,
a priori, sobre el domini de definicié només hi poden apareixer corbes amb orbites
periodiques, corbes plenes amb solucions denses, aixi com corbes amb un o dos punts
atractors i/o repulsors.

Fent ts del resultat mencionat anteriorment, serem capagos d’estudiar la dinamica
global de certs exemples particulars, tot donant 'expressié explicita del ntmero de
rotacié associat a aquestes aplicacions i estudiant el seu conjunt de periodes.

A la vegada, provarem que qualsevol d’aquestes aplicacions té associada una simetria
de Lie i una mesura invariant.

Els resultats principals del capitol es troben a la Seccié 1.3 i les segiients seccions es
dediquen a l'estudi de diversos exemples. Primerament, i per completesa, incloem una
seccio preliminar amb certs resultats sobre corbes racionals que farem servir al llarg del
capitol.

1.2 Resultats preliminars

En els segiients apartats repassarem totes aquelles eines necessaries per a tenir un bon
coneixement sobre parametritzacions de corbes de genere 0. En tot el nostre estudi,
K sera un cos algebraicament tancat de caracteristica zero. Tots els resultats exposats
estan extrets i demostrats a [84], on el lector pot aprofundir més en el tema.

1.2.1 Corbes racionals i parametritzacions

Hi ha certes corbes planes algebraiques que es poden expressar mitjancant parametrit-
zacions racionals, és a dir, mitjancant parells de funcions racionals les quals representen
tots els punts de la corba, excepte en un nombre finit de punts. Per exemple, la parabola
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Capitol 1. Dinamica en fibracions de genere zero

y = 12 es pot descriure usant el conjunt de punts {(¢,¢*)|t € K} i, en aquest cas, tots
els punts afins de la parabola estan donats per la parametritzacié (¢, t?).

Definicié 1.2.1. Una corba aff C' a A?(K) definida per un polinomi lliure de quadrats*
f(z,y) és racional (o parametritzable) si hi ha funcions racionals yi(t), x2(t) € K(t)
tals que:

1. per quasi tot ty € K, (x1(to), x2(tp)) és un punt sobre C, i

2. per quasi tot punt (xg,y9) € C existeix un ¢, € K de manera que (xg,y) =
(x1(t0), x2(to))-

En aquest cas (x1(t), x2(t)) s’anomena parametritzacid (afi racional) de C.

Diem també que la parametritzacié (xi(t), x2(f)) esta donada en forma reduida si ca-
dascuna de les funcions racionals x1(t), x2(t) ho estan, és a dir, si per i = 1,2, el maxim
comu divisor del numerador i del denominador de y; és trivial.

Si C és una corba racional aff, i P(t) és una parametritzacio racional afi de C' sobre
K, escriurem les seves components com

o X11(t) X21(t)
o) = (Xlz(t)’ X22(t)> ’

on x;;(t) € K[t] i el ged(x1s, x2:) = 1, 0 també

P(t) = (x1(t), xa(t)) ,
on x;(t) € K(t).

Definicié 1.2.2. Una corba projectiva C' a P?(K) definida per un polinomi homogeni
lliure de quadrats F'(x,y,z) és racional (o parametritzable) si hi ha polinomis xi(t),
Xa2(t), x3(t) € K(t), amb ged(x1, X2, x3) = 1 tals que:

1. per quasi tot to € K, [x1(to) : x2(to) : x3(to)] és un punt sobre C, i

2. per quasi tot punt [z : yo : 20] € C existeix un tg € K de manera que [z : Yo : 20] =
[xa(to) = xa(to) = x3(to)]-

En aquest cas [x1(t), x2(t), x3(t)] s’anomena parametritzacid racional projectiva de C.

A vegades, pero, ens és més util aplicar caracteritzacions del concepte de corba
racional com la que es dona al resultat segiient, que no pas la Definicié 1.2.1 que acabem
de donar. Per exemple:

*Un polinomi és lliure de quadrats quan no té factors multiples.
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Capitol 1. Dinamica en fibracions de genere zero

Teorema 1.2.3. Una corba irreductible C, definida per f(x,y) és racional si i només si
existeizen funcions racionals x1(t), x2(t) € K(t), no constants a la vegada, de manera
que f(x1(t), x2(t)) = 0. En aquest cas, diem que (x1(t), x2(t)) és una parametritzacid
racional de C.

També és interessant ressaltar el segiient resultat:
Teorema 1.2.4. Qualsevol corba racional és irreductible.

Les definicions que acabem de donar sén les generals per les corbes afins i les pro-
jectives, ara bé, com veurem, no totes les corbes son parametritzables. A continuacio
veurem un resultat que afirma que les corbes racionals sén precisament aquelles tals que
el seu genere és (0. Ara bé que entenem per génere d’una corba?.

Sabem que, com a conjunt del pla projectiu P?(K'), una corba complexa projectiva

C = {[z,y, 2] € P*(K)|P(z,y, z) = 0}

és una superficie. De fet, topologicament, és una esfera amb ¢ nanses i, aquest nombre
g és el que anomenem el génere de la corba. A [56] es demostra que existeix una relacié
entre aquest genere i el grau d de la corba, entenent-lo com el grau del polinomi, la qual
ve donada per:
(d—1)(d—-2) my(m, — 1)
g= _ Z p\""*p

2 : 2
p€ESing(C)

on m,, és la multiplicitat de qualsevol punt singular ordinari de la superficie C'.
Tenint en compte que el genere és invariant sota l'aplicacié de transformacions birra-
cionals (veure la totalitat de la demostracié a [84]), podem enunciar el seglient teorema.

Teorema 1.2.5. Si una corba algebraica C' és racional aleshores el seu génere val zero.
Encara més, el teorema de Cayley-Riemann ens déna la implicacié reciproca:
Teorema 1.2.6. [1] g=0 si i només si la corba C té una parametritzacio racional.

Tots els teoremes enunciats en aquest apartat ens ajudaran a identificar quan una
corba és o no racional.

1.2.2 Parametritzacions propies

Tot i que la representacié implicita d’una corba plana és Uinica, sense tenir en compte la
multiplicacié d’ella mateixa per constants no nul-les, hi ha infinites parametritzacions
de la mateixa corba racional. Per exemple, per cada i € N, (#',t*) parametritza la
parabola y = z2. Si que és cert, que (¢,t%) és la parametritzacié de grau més baix de
la familia abans esmentada i, que aquesta genera cada punt de la parabola una vegada.
Parametritzacions com aquestes sén les que reben el nom de parametritzacions propies.
Més concretament:
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Definicié 1.2.7. Una parametritzacié afi P(t) d’'una corba racional C' és propia si
I’aplicacid

P:AYK)—C
t — P(t)

és birracional, o equivalentment, si almenys cada punt sobre C' esta generat exactament
per un valor del parametre ¢.

Definim la inversié d’una parametritzacié propia P(t) com la aplicacié inversa racional
de P, la qual denotem com P~!.

Lema 1.2.8. Qualsevol corba racional es pot parametritzar propiament.

A continuacié donem una caracteritzacié de les parametritzacions propies en termes
del grau corresponent a la corba racional. Per enunciar el resultat, ens fara falta introduir
abans la noci6 del grau d’una parametritzacio.

Definicié 1.2.9. Sigui x(¢) € K una aplicacié racional en forma reduida. Si x(¢) no és
zero, el grau de x(t) és el maxim dels graus del numerador i del denominador de x(t).
Si x(t) és zero, el grau és defineix com a —1. Denotem el grau de x(t) com deg(x(t)) i
anomenem lineals a les funcions racionals de grau 1.

Definicié 1.2.10. Definim el grau d’una parametritzacio afi racional P(t) = (x1(t), x2(t))
com el maxim dels graus de les seves components racionals, és a dir,

deg(P(t)) = max{deg(x1(t)), deg(xa(t))} -

Gracies a aquestes definicions, podem enunciar el resultat que caracteritza el fet
de que una parametritzacié sigui propia en funcié del grau de I'equacié implicita de la
corba.

Teorema 1.2.11. Sigui C' una corba afi racional definida sobre K mitjancant el polino-
mi f(x,y) € Klz,yl, i sigui P(t) = (x1(t), x2(t)) una parametritzacic de C. Aleshores
P(t) és propia si i només si

deg(P(t)) = max{deg,(f),deg,(f)}.

Encara més, si P(t) és propia i x1(t) no és zero, aleshores deg(x1(t)) = deg,(f) i, de
manera similar, si x2(t) no és zero, aleshores deg(x2(t)) = deg,(f).
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1.2.3 Corbes reals

Fins ara hem definit i detallat certs resultats sobre les parametritzacions d’una corba
plana algebraica. Ara bé, de cara a a demostrar alguns dels resultat que es donen en
aquest capitol, referits a fibracions de corbes racionals a R?, ens interessaria treballar
amb parametritzacions que fossin propies i reals.

Definicié 1.2.12. Una corba plana real afi és una corba plana afi sobre C amb infinits
punts al pla afi sobre R.

Val a dir que les corbes reals, no tenen perque estar necessariament definides per
polinomis reals. Per exemple, el polinomi f(z,y) = 2% + izy € C|x,y| defineix una
corba real (segons la definicié que acabem de donar), donat que tots els punts (0, b) amb
b € R, son sobre la corba. El que passa en aquest exemple, és que la nostra corba es
descomposa com a dues corbes a C, la recta real definida per x i, la complexa definida
per x + 1y. Per altra banda, els polinomis reals no han de definir necessariament corbes
reals, com per exemple f(z,y) = 2? + 3> + 1 € R[x,y]. Tot i aixi, els resultats donats
a [84] ens diuen que si la corba és real i irreductible sobre C (és a dir, que el polinomi
que la defineix és irreductible com a polinomi en C|z,y]), aleshores la nostra corba es
podra expressar mitjancant un polinomi real. Vegem-ho:

Lema 1.2.13. Qualsevol corba real irreductible té un polinomi real que la defineiz.

Demostracio. Clarament, la linia a l'infinit té un polinomi real que la defineix, per
tant, considerarem la nostra corba C' diferent d’aquesta linia a l'infinit. Prendrem
flz,y) = fi(z,y) +ifa(z,y) € Clx,y], amb fi(z,y) € R[z,y|,i = 1,2 el polinomi que la
defineix en la versié afi.

Si apliquem la Definicié 1.2.12, han d’existir infinits punts (a,b) € R? tals que
fi(a,b) +ifs(a,b) = 0, és a dir, tals que fi(a,b) = fa(a,b) = 0. Per tant, les corbes
definides sobre C per f; i per f, tenen infinits punts en comi i, pel teorema de Bézout,
han de tenir una component comuna que anomenem g = ged(fi, fo) € Rlz,y|. Aixi
dones, f(z,y) = g(z,y) - h(z,y).

Ara bé, per hipotesi, f(z,y) era irreductible sobre C, aix0 implica que h(z,y) ha de ser
constant i per tant, g(z,y) és un polinomi real definit sobre C. ]

Observacié 1.2.14. Fixem-nos doncs que una corba plana sobre C és real si i només
si almenys una de les seves components és real.

Tenint en compte com sén les corbes reals, ara ens interessaria caracteritzar com sén
aquelles corbes reals que a la vegada sén irreductibles.

Lema 1.2.15. Una corba real C és irreductible si i només si esta definida per un poli-
nomi real irreductible sobre R.
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Demostracio. La idea de la demostracié segueix del Lema 1.2.13, tot tenint en compte
que un polinomi real irreductible a R amb infinites arrels reals és irreductible a Clz, ]
(veure [84] per més detalls). [

D’ara en endavant, assumim doncs que les corbes reals amb les que treballarem seran
irreductibles i que estan definides per polinomis irreductibles. Si estudiem la racionalitat
de les mateixes (tenint en compte que una corba real es pot pensar com una corba a
C) pel teorema de Cayley-Riemann, sabem que una corba real es pot parametritzar si
i només si el seu genere és zero. Aquesta caracteritzacié ens assegura que les corbes
reals amb genere zero es poden parametritzar sobre C, és a dir, en termes de funcions
racionals amb coeficients complexes. A la practica, pero, estarem més interessats en la
possibilitat de parametritzar les nostres corbes reals sobre R.

Teorema 1.2.16. [8/, Teorema 7.6] Totes les corbes racionals reals es poden parame-
tritzar sobre els reals.

Per portar a terme realment el procés de parametritzacié tenim diverses opcions:
I’algoritme de parametritzacié optima, el de parametritzacié per adjunts... tots ells
detallats a les seccions 4.7, 4.8 i 5.3 de [84]. Vegem una d’aquestes opcions a la seccié
segiient:

1.2.4 Parametritzacions reals

A la Seccié 1.2.3 hem donat les eines per decidir quan una corba plana algebraica,
donada per la seva equacié implicita, és real. En aquesta seccié, considerarem una
parametritzacié racional amb coeficients complexes d’una corba plana C' i, estudiarem
el problema de decidir quan defineix una corba real. Més encara, si la corba és real, ens
interessara trobar una nova parametritzacié que transformi l'original en una de real.

Parametritzacions mitjancant rectes

Tal i com hem comentat a ’apartat anterior, existeixen diferents algorismes mitjancant
els quals podem parametritzar les corbes racionals sobre els reals. En aquesta seccid
donarem el metode de parametritzacié d’una conica, el qual farem servir en el nostre
estudi i que parametritzara implicitament la nostra corba mitjancant corbes algebraiques
de manera senzilla i intuitiva. La idea és considerar un feix de rectes que depenen
racionalment del parametre que volem introduir, i que passen per un punt adequat de
la corba. La parametritzacio s’obté calculant la interseccié de cadascuna de les rectes
amb la corba.

Tot recordant que només les corbes irreductibles poden ser racionals (veure Teorema
1.2.4), donem doncs el metode a seguir:
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Sigui C' una conica irreductible definida per un polinomi quadratic

f<x7y) = f2(x7y> + fl(x7y> + fo(x7y)7

on f;(x,y) sén homogenies de grau i. Sense perdua de generalitat, assumim que C' passa
per lorigen, per tant fo(z,y) = 0. Sigui H(t) el sistema lineal format per totes aquelles
rectes que passen per l'origen, de les quals en considerem una qualsevol

h‘(xayat> :y—tx.

A continuacié, calculem els punts interseccié d'un element generic de H(t) amb C. Es
a dir, busquem la solucié del sistema

{1,

respecte les variables z,y. La solucié és:

_ f1<1>t> ¢ f1<1>t>
L(1,t)  fol,t) )

0=(0,0) i Q)= (

Fixem-nos que fi(x,y) no és identicament zero, donat que C' és una corba irreductible.
Per tant, () depén del parametre t. Més encara, f(Q(t)) = 0, per tant pel Teorema 1.2.3
Q(t) és una parametritzacié de C'. Tenim doncs:

Teorema 1.2.17. La conica aff irreductible C' definida pel polinomi f(x,y) = fa(x,y)+
fi(z,y) + fo(z,y) (on f; és respectivament una forma de grau i), té la parametritzacio

racional afi
_ . fl(lat) o fl(Lt)

Corollari 1.2.18. Tota conica irreductible és racional.

Per tant, gracies al teorema anterior i després d’un canvi de coordenades adequat,
obtenim una parametritzacié de la conica irreductible C'.

1.2.5 Com trobar la inversa d’una parametritzacié propia?

A la Seccié 1.2.2 hem comentat per sobre I'existencia de la inversa d’una parametritzacié
propia, pero no n’hem donat ’expressié. A continuacid, expliquem com trobar-la, tot
basant-nos en el metode de calcul del maxim comu divisor sobre el camp de les funcions
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de la corba (per aprofundir en el tema, es pot consultar [84]). Considerem doncs P(t)
una parametritzacié afi racional sobre K definida com

Pt) = (Xn(t) X21(t)> :

x12(t)” x22(t)

on x;;(t) € K[t] i ged(x1s, x2i) = 1. A la vegada, també considerem els segiients polino-
mis associats:

Hi(t,x) =2 x12(t) — xu1(t) Hy(t,y) =y - x22(t) — x21(t)

els quals jugaran un paper molt important en el problema que estem tractant. Fixem-
nos que K(C)[t] (els polinomis amb coeficients al cos de funcions racionals sobre C') és un
domini Euclidia i sabem com calcular-hi el maxim comu divisor. Més concretament, amb
aquests resultats i el teorema seglient podrem calcular la inversa d’una parametritzacio

P(t).

Teorema 1.2.19. [84, Teorema 4.37] Sigui P(t) una parametritzacié propia en forma
reduida amb components no constants d’una corba racional C. Siguin Hy(t,x), Ha(t,y)
els polinomis anteriorment definits a K(C)[t]. Aleshores,

deg, (gedy oy (Hi, Hz)) = 1.
Meés encara, l'arrel simple d’aquest mazxim comu divisor €s la inversa de P.

Aleshores, com acabem calculant la inversa? Primer de tot, determinem el maxim
comi divisor M (z,y,t) = gedy(cy (Hi, Ha) , el qual és lineal en el parametre ¢, segons
el que ens acaba d’afirmar el teorema anterior. Per tant, anomenem-lo M (z,y,t) =
Dy(x,y) -t — Do(z,y) i retornem la inversa com a

PHt) = ——22.

1.3 Dinamica de les fibracions de genere zero via
transformacions de Mobius

En el segiient apartat, considerarem una aplicacié integrable racional F' definida en un
conjunt obert del domini de definicié del sistema dinamic, el qual anomenarem conjunt de
bona definicid, G(F) C K2. Assumirem, també, que existeix un conjunt H C Im(V) C K
de manera que el conjunt U := {(z,y) € K* V(x,y) € H} NG(F) és un subconjunt no
buit de K2, i que cada corba Cj, := {Vi(z,y) — hVa(x,y) = 0} és irreductible a C, té
genere 0, i és invariant per F.
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Per descomptat una corba racional no té una tnica parametritzacié racional (tal i
com s’ha comentat en els apartats anteriors). De totes maneres, podem obtenir una
parametritzacié propia, és a dir una parametritzacié P tal que P! és també racional.
En altres paraules, sempre podem trobar una parametritzacié birracional d’una corba
C' de genere 0, la qual és inica modul transformacions de Mébius, [84, Lemma 4.13].

Observem també, que fent 1s de les coordenades homogenies, podem estendre a
KP? qualsevol aplicacié birracional F, i qualsevol corba algebraica C' definida a K2,
Denotarem F' i C les extensions de F' i C' a KP?, respectivament. L’aplicaci6 F sera
polinomica.

La nostra eina principal, és el seglient resultat:

Proposicié 1.3.1. Sigui F' una aplicacid birracional definida_en un obert U C K2, que
preserva la fibracié donada per les corbes algebraiques reals {Ch}rhen de génere 0, on H
és un obert de K. Aleshores, per cada h € H, Fg, és conjugada a una transformacio de

Mébius o K = KU {o0}.

Demostracio. Sigui K = C. Del fet que C, és una corba de genere 0, pel Teorema
de Cayley-Riemmann hi ha una parametritzacié racional de Cj,, P : C — C, c CP2.
Aquesta parametritzacié es pot escollir de manera que sigui propia, és a dir P~ també
racional. Consegiientment, I'aplicaci6 M = P~'o Fo P : C — C, és una aplicacio
birracional complexa unidimensional, és a dir, una transformacié de Mobius. |

Considerem ara, el cas en que K = R, també sabem pel Teorema 1.2.16 i pel Lema
1.2.8, que cada corba real racional es pot parametritzar propiament sobre els reals,
aleshores les aplicacions birracionals que preserven una fibracié de corbes algebraiques
reals de genere 0 es poden representar per transformacions de Mobius reals.

Corollari 1.3.2. Sigui F una aplicacié birracional definida en un conjunt obertU C R?,
que preserva la fibracid donada per les corbes algebraiques {Ch}nen de génere 0, on H és
un conjunt obert de R. Aleshores per cada h € H, F¢, és conjugada a una transformacio
real de Mébius a R = RU {oo}.

La dinamica de les transformacions de Mébius a K = K U {0}, on K € {R,C}
és ben coneguda (veure, per exemple, [25, Secci6 2.2]), i es pot resumir en la segiient
proposicio.

Proposicié 1.3.3. Considerem [’aplicacio M(t) = (at + b)/(ct + d), on a,b,c,d € K,
amb ¢ # 0, definida pert € K. Sigui A = (d—a)?+4bc, i & = (a+d+VA)/(a+d—V/A).

(a) Si A #0, aleshores hi ha dos punts fizos ty i t; a ]K, encara meés

(ay) Quan €] # 1, un dels punts fizos, sigui t;, és un atractor de M a
K \ {tj—i-l (mod 2)}
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(az) Quan |&| = 1, aleshores M és conjugada a una rotacié a K amb nombre
de rotacid 0 := arg(§) (mod 27). En particular, M és periodica amb periode
minim p si © només si & és una arrel p-essima primitiva de la unitat. Encara
més, W(t) = |(t — to)/(t — t1)| és una integral primera de M.

(b) Si A =0, aleshores hi ha un unic punt fix ty el qual és atractor global a K de M.

En conseqiiencia, per aplicacions integrables birracionals que preserven una fibracié
donada per corbes de genere 0, a priori, només poden apareixer corbes amb orbites
periodiques de periode arbitrariament gran, corbes plenes amb solucions denses, o bé
corbes amb un o dos punts atractors i/o repulsors, els quals es poden localitzar o bé al
pla aff, o bé a la recta de l'infinit de l'espai projectiu KP? (veure per exemple el cas
estudiat a la Proposici6 1.4.2).

1.3.1 Existéncia de simetries de Lie i1 de mesures invariants

Un dels objectes que podem associar a una aplicacio integrable birracional que preserva
una fibracié de genere 0 son les simetries de Lie i les mesures invariants. Formalment,
una simetria de Lie d’una aplicacié F' definida en un conjunt obert U és un camp
vectorial X, també definit a U, tal que per qualsevol p € U es satisfa la segiient equacié
de compatibilitat

X(F(p)) = DF(p) X(p), (1.3.1)

vegeu (27, 53]. Des d’un punt de vista dinamic, si F' es una aplicacié integrable amb
primera integral V', i per tant, preservant la fibracié associada {C}}, una simetria de
Lie de F' és un camp vectorial X amb la mateixa integral primera V', de manera que
I'aplicacié F' es pot veure com el flux ¢ d’aquest camp vectorial en un cert temps 7(h),
el qual només depen sobre cadascuna de les corbes invariants Cj,, és a dir: F(p) =
o(7(h),p) per tot p € C, NG(F).

Provarem que aquests camps vectorials sempre existeixen per a les aplicacions que
preserven fibracions de genere 0 i, a més a més, un d’ells es pot explicitar constructiva-
ment usant una familia de parametritzacions de les corbes invariants.

Teorema 1.3.4. Qualsevol aplicacio birracional F amb integral primera racional V,
que preserva una fibracié de genere 0 donada per {V = h}peyn, té una simetria de Lie.
Encara més, si {Py(t)}nen €s una familia de parametritzacions propies de {V = h}pexn,
aleshores existeix una simetria de Lie de F' a U donada per

X(z,y) = DB, (P (x,y)) - Ya (P Yz, y) |hzv(w) (1.3.2)
Vi(t) = (=b(h) + (d(h) — a(h))t + c(h)t?) %, (1.3.3)
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i les funcions a,b,c i d venen definides pels coeficients de 'aplicacio

a(h)t + b(h)

My(t) = P, o FoPy(t) = (W)t + d(h)

Fent us de la formula donada a 'Equacié (1.3.2), a la segiient seccié obtindrem la
simetria de Lie explicita d’alguns exemples particulars d’aplicacions birracionals. Vegeu,
per exemple, la prova de la Proposicio 1.4.2, el Corol-lari 1.5.2, o la Seccié 1.7.1. Abans
de provar, pero, el Teorema 1.3.4, presentarem el segiient resultat preliminar:

Lema 1.3.5. Una aplicacio de Mobius M : K — K donada per
at +0b

M(t) =

0
admet la simetria de Lie donada pel segiient camp vectorial Y (t) = (=b + (d — a)t + ct?) pre

La demostracié del Lema anterior és senzilla. Nosaltres, hem obtingut el camp
vectorial Y constructivament, tot buscant-ne un de polinomic, pero per provar el resul-

tat n’hi ha prou amb comprovar que satisfa la condicié de I'equacié de compatibilitat
Y(M(t)) = M'(t)Y (t).

Prova del Teorema 1.3.4. De la Proposici6 1.3.1 tenim que per cada corba C', ’aplicacié
Fi¢c, és conjugada a la transformacié de Mdbius

a(h)t + b(h)
c(h)t+d(h)

Pel Lema 1.3.5, I'aplicacié M; admet una simetria de Lie Y}, donada per (1.3.3). Alesho-
res, prenent la diferencial de cadascuna de les parametritzacions Py (t) aconseguim per
cada (z,y) € C, N G(F):

X(x,y) = DP,(t)Ys(t)

Mh(t) = P}:l e} ﬂch o Ph<t> = (134)

t =P (z,y) = DPy(P, ' (z,9))Ya( P, (2,)) | h=V(zy) -
h=V(z,y)

Observem que per construccid, X és un camp vectorial tangent a cadascuna de les corbes
Cy,, per tant V' és una integral primera de X.

Comprovem ara que X satisfa 'equacié de compatibilitat (1.3.1). En efecte, sigui
h € H i prenem (z,y) € Cy, aleshores per 'Equacié (1.3.4) tenim P '(F(z,y)) =
My (P (2, y)). Per altra banda, del fet que Y}, sigui una simetria de Lie de M), tenim
Y (Ma(P; (2,9))) = My(P; (2,9)) Y (P; (2, ), per tant

X(Fley) = DB (F(a.) Y (P (F(ay)
— DP(M(P; (5,9) Y (MA(Py (2, 1)))
= DP(M(P, (2,9)) My(P, (2.9)) Y (P; (2, 9)))
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Fixem-nos que, altre cop per 'Equacié (1.3.4), tenim
DF(x,y) = DPy(My(P, (z,9))) My(P, (z,y)) D, (. y),
aixi doncs
DF(z,y) DPy(Py ' (2,y)) = DEy(My(Py () My (Fy (2, 9)),
i, per tant
X(F(z,y)) = DF(z,y) DPy(P, (z,9)) Y (P, (2,y)) = DF(z,y) X (2,y).

Fixem-nos que el Teorema 1.3.4 és un pas més cap a una resposta positiva de la
seglient qiiestio: Donada una aplicacio integrable birracional amb integral primera raci-
onal, existeix sempre una simetria de Lie racional? [33, Problema obert, p.252].

Les simetries de Lie sén objectes interessants dins de la teoria de la integrabilitat
discreta, [53]. En particular, la seva existeéncia implica que la dinamica u-dimensional de
les aplicacions reals F' sobre una corba invariant és essencialment lineal, [27]. Per tant,
com a conseqiiencia del resultat anterior i del Teorema 1 de [27], obtenim el segiient
resultat:

Corollari 1.3.6. Sigui F' una aplicacio real birracional amb una integral primera raci-
onal V', que preserva la fibracid associada de génere O donada per {Ch}ren, i sigui X
una simetria de Lie de F' amb integral primera V. Sigui 7y, una component connexa de

ChNG(F), aleshores:

(a) Siy, de Cy, és homeomorfa a S', aleshores Fj,, és conjugada a una rotacid amb
nimero de rotacio donat per T(h)/T(h), on T'(h) és el periode de Cj, com a orbita
periodica de (1.3.2), i T(h) esta definida per l'equacio F(x,y) = o(7(h), (z,y)), on
@ denota el flur de X, i (x,y) € Ch,.

(b) Siy, és homeomorfa a R, aleshores Fj,, és conjugada a una translacio.
(c) Sty és un punt, aleshores és un punt fix de F.

Recordem que una aplicacié F definida en un conjunt obert de R?, preserva una
mesura absolutament continua respecte la de Lebesgue amb densitat no nul-la v, si
m(F~Y(B)) = m(B) per a qualsevol conjunt mesurable de Lebesgue B, on m(B) =
/ p V(7,y) drdy. L'existencia d'una simetria de Lie que preserva la integral V' garanteix
I'existéncia d’unes certes mesures, com a conseqiiéncia dels resultats exposats a [27].
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Corol'lari 1.3.7. Sigut una aplicacio real birracional F', amb primera integral racional
V', que preserva una fibracié de génere 0 donada per {V = h}ney. Aleshores hi ha certs
conjunts oberts que no es tallen U™ i U™ C U (possiblement algun d’ells buit, pero no
pas els dos) tals que:

(a) Si F preserva l'orientacid a U, aleshores sobre cada conjunt Ut i U™, preserva
una mesura invariant absolutament continua respecte la de Lebesgue.

(b) Sobre cada conjunt U' i U™, Uaplicacié F* preserva una mesura invariant abso-
lutament continua respecte la de Lebesgue.

Demostracio. Observem que F' té una simetria de Lie donada per I’'Equacié (1.3.2). Per
construccid, aquesta simetria preserva les corbes {V = h} per cada h € H, per tant
aquesta haura de ser un multiple del camp vectorial hamiltonia associat a V', és a dir

0 0
X(z,y) = p(z,y) (—Vy(x, Y)gy + Vel y)a—y) : (1.3.5)
En aquest cas, 'equacié de compatibilitat (1.3.1), és equivalent a

(
p(F(z,y)) = det(DF(z,y)) u(z, y), (1.3.6)
{

veure [27, Teorema 12 (ii)]. Sigui U* = {(x,y) € U: +p(x,y) > 0}. Fixem-nos que
algun d’ells, pero no ambdds, pot ser buit.

Suposem ara que F preserva 'orientacié a U, aleshores I'Equacié (1.3.6) implica que
ambdds conjunts Ut i U~ sén invariants per F. Prenent

1

) )y

aconseguim mesures invariants en cada conjunt U= donades per m(B) = |, g V(T y)drdy
per qualsevol conjunt mesurable Lebesgue B C U*. En efecte, prenem B € YT un con-
junt mesurable Lebesgue, aleshores usant la formula del canvi de variables i 'Equacié
(1.3.6) aconseguim:

m (F(B)) = / FOCHEE / 2 (F(@.y) det(DF (a,y)dzdy =

1

= [ ——— det(DF(z,y))dxdy = /
/ s(F(z,y))

De manera analoga, es comprova que m_ és una mesura invariant sobre U~, aixo de-

mostra apartat (a), i del fet que m(B) = [;1/p(z,y)dzdy és una mesura invariant de

F? ald~ UUT, també demostrem (b). [

dxdy = m. (B
B:U’(xvy) i +( )

A la secci6 segiient, farem servir la férmula donada a (1.3.2) per obtenir Simetries
de Lie explicites d’alguns exemples particulars d’aplicacions birracionals.
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1.3.2 Deteccié de conjugacions via les conjugacions de les
transformacions de Mobius

Com a conseqiiencia de la Proposicio 1.3.1, és possible de verificar facilment si dues
aplicacions integrables birracionals que preserven una fibracié de genere 0 sén o no sén
conjugades, tot comprovant si les seves transformacions de Mobius ho sén. Aquest fet,
el qual es veu recollit a la proposicié segiient, ens permetra de construir de manera
explicita les conjugacions. A la seccié 1.7.2 farem servir aquest resultat per detectar
les conjugacions entre les aplicacions associades a les sis recurréncies presentades per
F. Palladino a [75].

Abans d’enunciar el resultat, pero, introduim les hipotesis principals i la notacio.
D’ara endavant suposarem que F' i GG s6n aplicacions integrables birracionals a K amb
integral primera V i W respectivament, i que existeixen certs conjunts oberts diferents
del buit H C Im(V) i K C Im(W), tals que els conjunts U = {(z,y): V(z,y) =h € H}
1V ={(x,y): W(z,y) =k € K} sén diferents del buit, i cada corba Cj, = {V = h} per
ah€HiD,={W =k} perak ek ésirreductible a C i racional.

Siguin { Py }re 1 {Qk trex una familia de parametritzacions propies de la familia de
corbes {Ch, }rex 1 { D rex respectivament, i siguin My, = P, 'oFo P, i N, = Q; ' oGoQy
les respectives transformacions de Mdbius associades a Fic, i G|p,. Considerem G(M},)
el conjunt de bona definicié de M), a K.

Proposicié 1.3.8. Sota les hipotesis anteriors, F és conjugada a G via la conjugacio
F=U"10GoW, on V¥ és una correspondéncia entre les corbes C, a U i les corbes Dy,
aV, si i només si existeir una correspondencia [ entre H 1 IC, tals que per tot h € ‘H
existeir una funcio invertible my, definida a G(My,) de manera que My, = mgl o N, omy,
per k = f(h). Més encara, la conjugacid ve donada per:

U(z,y) = Qs omn o By (2.9),y 0y (1.3.7)

U (w,0) = Py om0 Q5 ww)| (1:38)
Demostracid. Suposem que existeix una bijeccié k = f(h) entre H i K, de manera que
per tot h € H existeix una aplicacié invertible m;, definida a G(M,) tal que M, =
m; ' o N omy per a k = f(h). Considerem l'aplicacié ¥ donada per 1'Equaci6 (1.3.7),
és facil de comprovar que per construccid, aplica cada corba Cj, a la corba Dy). Per
tant W (U(x,y)) = f(h) per a cada (z,y) € C).

Sigui ®(u,v) = Py o mjj_ll(k) o Q;l(u,ﬂ)‘kzw(w) . Provem ara que ® o ¥ = Id.

En efecte, prenem (z,y) € C}, i considerem k := f(h) = W (¥(xz,y)), aleshores
® o W(x,y) = Priy 0m iy 0 Q' © Qpny 0 mn 0 Py (x,y) =
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- Phomlzllezl OQk’Omhoph_l(:an) = (x7y>a
i de manera analoga ¥ o ® = Id, per tant U= = &.
Comprovem ara que ¥ és una conjugacié. En efecte,

U loGoV(r,y)=P,om, 0@, oGoQromyoPt(z,y) =
= P,om; ' o Nyomyo P, (z,y) = Py,o Mo P, ' (z,y) = F(z,y).

Reciprocament, suposem que F' és conjugada de G a U, via la conjugacié F' =
U=l oG oV de manera que per tot h € H, existeix k € K tal que ¥(Cy) = Dy i
reciprocament, per tot k € K, existeix h € H de manera que ¥~1(Dy) = C),. Aquest
fet ens permet d’introduir una correspondencia f entre H i K via bk = W o ¥, i
h=Vol,.

Prenem doncs (z,y) € Cy, i sigui k := f(h) = W(¥(z,y)). Aleshores

F(x,y) = P,oMyo P (z,y) =¥ 'oGo,
i per tant, per tot t = P, '(z,y) € G(My,):
My(t) =P ' oU oGoVoPy(t) =P oW ' oQro NyoQ, ' oWo Py(t).
Per tant, existeix una conjugacié my, = Q;(lh) oWo Py,(t) entre My, i Ny perak = f(h). o

Observem que si la dependencia en els parametres h i k, a totes els termes de 1'ex-
pressi6 (1.3.7) 1 (1.3.8) és racional, i f és una funcié birracional, aleshores la conjugaci6
W és una aplicacié birracional, i per tant és una conjugacié global. Aquesta és la situacié
que es dona quan trobem les conjugacions de la prova de la Proposicié 1.7.1. De totes
maneres cal fer notar, que no sempre la parametritzacié propia d’'una corba de la forma
{V' = h} té una dependeéncia racional en el parametre h. Aquesta és la situacié que
ens hem trobat usant els algoritmes de parametritzacié implementats en software de
computaci6 simbolica, com ara Maple, [54].

1.4 La familia d’aplicacions de Bastien i Rogalski

Considerem 'aplicacié estudiada a [11] donada per

a—y+f)

. (1.4.1)

Fo(z,y) = (y,

definida a R*>*, i amb valors del parametre a > 1/4.

Observacié 1.4.1. Aquesta aplicacié sorgeix de l'estudi de l'equacié en diferencies
Upto - Up = @+ Dupiq + u% 41 prenent b = —1. Com a condicié necessaria i suficient per
lexistencia de {u,}neny a RT per a cada valor inicial ui,uy > 0, tenim b? < 4a (en el
nostre cas 1 < 4a).
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L’aplicacié F, de Bastien i Rogalski definida a (1.4.1) té un tnic punt fix afi (xg, yo) =
(a,a). Si estudiem el seu caracter, donat que 1 — 4a < 0, veiem que té valors propis
complexes de modul 1, concretament

_2a—1i\/1—4a

A 2a

L’aplicacié (1.4.1) té com a integral primera racional, la segiient funcié definida al

quadrant positiu:
2, 2
Tty —r—y+a
V(.CE, y) = ’
Ty
la qual ens proporciona la corba de nivell associada per a cada valor del parametre h
(tot fixant el valor de a),

Cph={2*+y*—z—y+a—hxy=0}.

Més concretament, I'aplicaci6 (1.4.1) anterior preserva la fibracié donada per les corbes
algebraiques C}, de genere 0. Aquestes corbes representen graficament hiperboles (per
h > 2), paraboles (per h = 2) i, ellipses (per 2 —1/a < h < 2, on V,(a,a) =2 — 1/a),
tal i com es pot veure a la Figura 1.

6,

5_

4 2-1/a<h<?2 h=2
y

3_

2] h>?2

Figura 1. Representacié grafica de les corbes (), associades
a 'aplicaci6 de Bastien i Rogalski.

Usant el metode descrit als apartats anteriors provarem els segiients resultats:
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Proposici6 1.4.2. Sigui a > 1/4. Considerem Crh={lx:y:2, 2> +y® — hay —xz —
yz+az2 =0} i Fy([v:y:z2]) = [vy: az? —yz +y* : 2], les extensions de Cy, i F, a
RP2. Aleshores tenim.:

(a) Per h > 2, Cy, és una hiperbola, Fyc, €és conjugada a una translacio i, hi ha dos
punts fizos de F,  a Uinfinit donats per [1: (1 £ vh* —4)/2: 0], un atractor i un
repulsor.

(b) Per h = 2, Cy és una parabola, Fyc, €s conjugada a una translacio i, el punt
[1:1:0] és un atractor global de F, ¢z, .

(¢c) Per 2 —1/a < h < 2, Cy és una el-lipse, Fyc, €s conjugada a una rotacio amb
nombre de rotacio explicit,

0(h) = arg <h_z— ”24_h2) mod 27. (1.4.2)

Fent servir la funcié nombre de rotacié (1.4.2) reobtenim els resultats aconseguits
per G. Bastien i M. Rogalski a [11]:

Proposicié 1.4.3 ([11]). Sigui a > 1/4, h, = 2 — 1/a, i 0, = = arg (M V4“_1>.

27 2a

Aleshores, tenim:

(a) Per qualsevol valor fizat a > 1/4 i qualsevol nombre naturalp > E(1/(1 —46,)) + 1,
existeir hy, € (he,2) tal que Cy,, és plena d’orbites p-periodiques.

(b) Per totp € N, p > 3 existeix a > 1/4 i h, € (he,2) tal que Cy, és plena d’orbites
p-periodiques.

En general, el fet de tenir I'expressié explicita del nombre de rotacié 6(h) permet
determinar quines sén les corbes CY, plenes d’orbites p-periodiques, tot resolent 'equacid

O(h) = q per tot 1 < ¢ <p—1, coprimer amb p. (1.4.3)
p

En el nostre cas, a partir de I'expressié explicita de §(h) donada per (1.4.2) i resolent
I’equacié anterior per p < 25, obtenim:
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Proposicio 1.4.4. Les corbes CY, estan plenes plenes d’orbites p-periodiques de F, amb
periode minim p per p < 25, si i només si 2—1/a < h < 2, i es satisfa c,(h) = 0 per:

c3(h) =h+1, cy(h) =h,

cs(h) =h®>+h —1, cg(h) =h — 1,

cr(h) =h® + h* —2h — 1, cg(h) =h* — 2,

co(h) =h* —3h +1, cio(h) =h®> —h —1,
cii(h) =h° + h* — 4h® — 3h% + 3h + 1, ciz(h) =h?* — 3,

c13(h) = h® + h® — 5h* — 4h® 4+ 6h% + 3h — 1, ciu(h) =h* —h* —2h +1,
c15(h) =h* — h® — 4h? +4h + 1, ci6(h) =h* —4h? + 2,

+ 35h3 4+ 15R* — 6h — 1,
coa(h) =h* —4h? + 1,
cos(h) = h'® — 10h® + 35h° + h® — 50h* — 5h* + 25h% + 5h — 1.

Fem notar que el metode de calcul emprat per trobar les condicions de periodicitat
ck(h) = 0 del resultat anterior permet anar molt més enlla del periode p = 25. Hem
decidit enunciar el resultat fins a aquest periode per raons de brevetat.

Abans de provar aquests resultats pero, ens faran falta un parell de lemes previs.
Més concretament, el primer pas del metode que volem desenvolupar implica la para-
metritzacié d’aquestes corbes. Considerarem doncs, el metode de la parametritzacié per
rectes que hem detallat a 'apartat (1.2.4) tot obtenint el segiient lema:

Lema 1.4.5. Considerem la familia de corbes algebraiques de genere O
Ch={2"+9y*—2z—y+a—hry=0}.

Aleshores P(t) = (Pip(t), Pap(t)) €s una parametritzacio propia real, de cada corba C,

on:
20t —ah® — (14 0)h — 2+ 4a

Pualt) = 212+ ht — 1) I
_(—ah+0-1)t* 4 (da—2)t—ah—0—1
FPon(t) = 2 1 hi—1) ‘

amb 6 = \/(ha+1—2a)(ha+ 1+ 2a) € R.
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Demostracid. Sigui Cj, la nostra conica irreductible f,(x,y) = 2*> +y*> —x —y+a — hay
la qual no passa per l'origen (condicié necessaria per al nostre metode). Prenem doncs
un punt sobre la corba

(Io, Z/O) = (CL, ah—i_%s>

i, fem el canvi de variable = u + xo,y = v + yo sobre la corba, de manera que obtenim
una nova corba Cj, que passa per l'origen. Més concretament: Cy = fao(u,v) + fi(u,v)
on

filu,v) = (=ah?/2 = (14 0) h/2 — 1 4 2a) u + dv,

fo(u,v) = u? +v* — huv,

Vegem ara quina ¢és la solucio del sistema format per la nova corba i una recta de pendent
t qualsevol. A tals efectes, resolem el sistema format per

v =tu
f2(u7 'U) + fl(u7v) =0
el qual ens déna (p;(t), p2(t)) com a solucié. On

20t —ah®*— (1+0)h—2+4a

pi(t) = 2(—t2 + ht — 1) ’
t (20t — ah? — (14 0)h — 2 + 4a)
pa(t) = 2 :
20— + ht — 1)

La solucié que acabem de trobar, és una parametritzacié de la corba traslladada. Cal
arreglar-la doncs, de manera que passi pels punts originals (i no per l'origen). Conside-
rem:

20t — ah?* — (14 6)h — 2 + 4a

P = =
lh(t) p1<t>+‘r0 2(—t2+ht—1) +a7
B _(—ah+0-1)t* 4+ (da—2)t—ah -0 —1

Acabem d’aconseguir, doncs, una parametritzaciéo real de la nostra corba de nivell
Py(t) = (Pin(t), Pop(t)), tot aplicant la parametritzacié per rectes detallada a apar-
tat (1.2.4).

Observem també que 6 € R, donat que (ha+1—2a)(ha+1+2a) = (ha+1)* — (2a)?
on sabem que a > 1/4 i h > 2 — 1/a. Tenim per tant, que h > 2 — 1/a = 1+ ha >
2a = (1+ ha)? > (2a)> = § € R.
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Finalment, demostrem que la parametritzacié anterior és propia, tot aplicant la
igualtat dels graus explicitada al Teorema 1.2.11:

deg(Fy(t)) = max{deg(Pi(1)), deg(Pon())} = max{deg,(fa), deg,(fa)} = 2,

on fo(x,y) € K[x,y] és el polinomi que defineix la nostra corba aff racional Cj,. [

A continuacid, ens interessaria aplicar el resultat de la Proposicié 1.3.1, per aixo
necessitem la inversa de la parametritzacié anterior. Concretament:

Lema 1.4.6. La inversa de la parametritzacid Py (t) ve donada per l'expressid:

—20x+ (ah®+ (6 +1)h—4a+2)y—ah+2a+6—1

P, ! =
o (2,Y) (ah* 4+ (1—=06)h—4a+2)z+20y+ah—2a—5+1"

on § = /(ha+1—2a)(ha+1+ 2a) €R.

Demostracio. Buscarem la parametritzacié inversa de Py (t) aplicant els passos detallats
a l'apartat 1.2.5. Per aquest motiu, ens ajudarem d’uns polinomis associats a la para-
metritzacié i en buscarem el maxim comu divisor. Siguin doncs H; i Hs definits, tal i
com segueix:

H,(t,z) = denom(Pip(t)) -  — numer( Py, (1))
= (—2x + 2a)t* + (2ha — 26 — 2ha)t — 2z + hd + h + 2 + ah? — 2a,
Hy(t,y) = denom( Py (t)) - y — numer(Poy (1))
= (=6 +ha+1—-2)t"+ (2hy —da+ 2t —2y +ha+1+94.
Fixem-nos que ged(Hy, Hy) = 1, per tant pel Teorema 1.2.19 tenim que la seva arrel
simple ens dona la parametritzacié inversa. Busquem-lo doncs pel metode dels residus
Ry = residu(Hy, Hy) =

-t ((—ah2—|—h6+4a—h—2)x—25y—ah+5+2a—1>

a—x

+
a—x

(—2590—1—(ah2+h§—4a—|—h+2)y—ah—|—5+2a—1>,

i, resolem-lo en funcié del parametre t

Pl )_—26:(:4-(ah2—|—((5—|—1)h—4a—|—2)y—ah—|—2a—|—5—1
hoABY= (ah?+(1—=0d0)h—4a+2)x+20y+ah—2a—0+1"

Tenim doncs la inversa de la parametritzaciéo que buscavem. |
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Estem doncs en condicions de demostrar les Proposicions 1.4.2 1 1.4.3.

Demostracio de la Proposicio 1.4.2. Es senzill de comprovar que per qualsevol valor fi-
xat a > 1/4, les corbes C}, sén el-lipses per 2 — 1/a < h < 2, paraboles quan h = 2, i
una branca d’hipérbola quan 2 < h < oo ([11]), vegeu també la Figura 1.

Dels lemes anteriorment demostrats tenim que {Py(t) = (Piu(t), Pon(t)) }n>2-1/a)
és una familia de parametritzacions afins propies de {Ch}(n>2-1/q3- Un simple calcul ens
dona també T

My (t) = Ph_1 oF,oP(t) = %,
per tant Fjo, és conjugada a una transformacié de Mobius M HR-

Més encara, directament de I'expressi6 (1.3.2) donada al Teorema 1.3.4 aconseguim
que la nostra aplicacié tingui una simetria de Lie, definida a R** i, donada per

-y’ +a—x 0 +x2—y2—a—|—y8

X(z,y) = ; pe . 3y

Sabent que X = p(—V,,V,), obtenim p = wy i, per tant, F' preserva una mesura
absolutament continua respecte la de Lebesgue a R*" donada per

1
m(B) = Ty dx dy

per a qualsevol conjunt mesurable de Lebesgue B de R*™.

La dinamica afi de cadascuna d’aquestes aplicacions Fy ¢, esta donada pel Corol-lari
1.3.6, per tant és una conjugacié d’una translacié quan h > 2 i, conjugada a una rotacié
quan 2 — 1/a < h < 2.

Fixem-nos ara que, per cada h l’aplicacié de Mobius My, (t) té dos punts fixos tg i t1
donats per t; = (h+ (—1)?v/h? — 4)/2. Observem que aquests valors dels parametres no
es corresponen a punts afins de Cj,. En efecte, cada corba s’estén a RP? com éh ={[z:
y:z], 2> +y* — hay — vz — yz + az? = 0} i, aquesta es pot parametritzar propiament
per at € R mitjancant

Pu(t) = [—2at® + (2ah +26)t —ah® —hé +2a — h — 2 :
(—ah+6 —1)t*+ (da —2)t —ah —§ —1:2(—t? + ht — 1)].

Els valors dels parametres ¢; es corresponen amb els punts de I'infinit
Qin=1[2:h+(=1)Vh2—4:0]
els quals sén punts fixos de Pextensié de F' a RP? donada per
Fo[r:y:2]) =[zy:az® —yz+9°: 2]

Per descomptat, si h = 2, aleshores t1 =tp =11 Q1 = Qop=1[1:1:0].
Fent servir la notacié de la Proposicié 1.3.3 aplicada a l'aplicacié M},, obtenim A =

h?—4,&=(h+2—+vh?—4)/(h+2+ Vh? —4) i també:
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e Per h > 2 tenim A > 01 & < 1. En aquest cas ty és un atractor de M), a R \ t i
t1 és un repulsor. Per tant )y és un atractor de F oGy B Ch \ Qin, 1 Q1 és un
repulsor.

° Per h =2, tenim A = 0, per tant el punt to = h/2 és un atractor global de M, a
R, per tant Qo =[1:1:0] és un atractor global de F oGy Cs.

e Per2—1/a < h <2, tenim A < 0 i aleshores M), és conjugada a una rotacié a ]l/é,
amb nombre de rotacio

0(h) = arg (h 2o h2> (mod 27) = arg (h—z_él—fﬂ) (mod 2).

h+24+iv4 — h? 2

i per tant Fj o, ¢és conjugada a una rotacié amb el mateix nombre de rotaci6
(observem pero, que en aquest cas, les corbes C}, son el-lipses afins sense punts a
la linea de 'infinit).

Demostracidé de la Proposicié 1.4.3. (a) A la demostracié de la Proposicié 1.4.2 hem vist
que per 2 — 1/a < h < 2, cada aplicacié Fyc, és conjugada a una rotacié amb nombre
de rotaci6é donat per l'equacié (1.4.2). Es facil de comprovar que per a un valor fixat
a > 1/4 aquesta funci6 (h) creix monotonament des de 6, fins a 1 per a h € (h,,2), on
anomenem h. =2 — 1/a i

1 he —i\/4 — h? 1 20 — 1 —1v/4a —1
0, = lim 9(h)=2—arg< 12 C) :—arg( ¢ e )
T

h—ht 2 2a

Encara més, per tot 6 € (0,,1) existeix h € (h.,2) de manera que 6(h) = 0, per tant,
per a caracteritzar el conjunt de periodes de qualsevol aplicacié F, a R*T, necessitem
coneixer quines sén les fraccions irreductibles ¢/p € (6,,1).

Fixem-nos que si una fraccié irreductible ¢/p € (6,,1), aleshores 1 < ¢ <p—1 i per
tant (p —1)/p € (04, 1), donat que

_1
TP72 .

p

0, <

Aixi doncs, només necessitem caracteritzar quins sén els nombres enters p tals que
0, < (p—1)/p. Facilment s’obté p > 1/(1 — 6,), per tant

sz(lje)+1
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(b) Un breu calcul ens déna que per 1/4 < a < 1/2, h,. varia monotonament des de
—2 fins a 0, i per tant 276, és un angle al tercer quadrant que varia des de 7 fins 37 /4.
Si a > 1/2, aleshores h, > 01 276, és un angle del quart quadrant. Per tant

I= | (..1) = (%J) .

a>1/4

Fixem-nos que 1/p € I per tot p > 3, per tant arribem al resultat que voliem
demostrar. B

Demostracio de la Proposicio 1.4.4. Com que la funcié nimero de rotacié #(h) ve do-
nada per l'expressi6 (1.4.2), 'equacié (1.4.3) es satisfa, i per tant el nivell h esta ple de
punts de periode minim p, si i només si

h —iv4 — h?

2 7
és una arrel p-essima primitiva de la unitat. Aquestes condicions estan contingudes al
conjunt de solucions del sistema

£ = (1.4.4)

52_h£+1207
¢ —1=0.

Per tant, per a obtenir els valors de h pels quals es satisfa (1.4.4) només hem de mirar
quins son els factors de

&p(h) = Res(€* — hE +1,€" — 1;¢)

que no apareixen a les expressions de ¢x(h) per tot k < p divisor de p. Notem que
Res(+, -; &) denota la resultant dels dos polinomis respecte a . Recordem que aquesta
resultant només s’anulla quan els dos polinomis tenen un zero comu (real o complex).
Només detallem els calculs quan p = 25:

¢25(h) = Res(§? — h§ + 1,6 — 15¢)
= (2—=h)(h2+h —1)>(h* — 108 + 35h° + K — 50h* — 5h3
+25h2 4+ 5h — 1)°.
Podem excloure el factor 2 — h perque quan h = 2, F,c, és conjugada a una translacié
(vegeu la Proposici6 1.4.2 (b)). Els valors de h que anullen el factor h*+h—1 corresponen

a punts periodics de periode minim 5. Per tant, la condicié que caracteritza el punts
periodics de periode minim 25 és

cas(h) = h'® — 10h® + 35h° 4 h® — 50h* — 5h* + 25h% 4+ 5h — 1 = 0.
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1.5 L’aplicacié de Saito i Saitoh

A [82], S. Saito i N. Saitoh consideren l'aplicacié

F(z,y) = (xy, yl(l—l———:y:gj)) , (1.5.1)

definida al conjunt obert G(F) = C*\{{J, >, F"(z, —1/x)}, i troben un continu d’drbites
3-periodiques. Aqui descriurem la dinamica global de F, i veurem que hi ha un continu
d’orbites periodiques de periode minim p per tot p > 2, el qual té una expressio simple
donada per y(1 + x) = h,, essent h, una arrel primitiva p-¢ssima de la unitat.

Aquesta aplicaci6 té I'integral primera V(z,y) = y(1 + ), vegeu novament [82]. Per
tant, els conjunts afins v, := {y(1 +x) = h, h € C} N G(F) s6n invariants. L’extensi6
a CP? de tots aquests conjunts conté els punts afins de v, més els punts de l'infinit
[1:0:0/1[0:1:0]. Pero aquests punts de I'infinit pertanyen a un conjunt que
anomenem conjunt d’indeterminacid de extensié de F' a CP? que ve donada per F ([x:
y:2]) = [wy(ay + 22) : y22(x + 2) : (zy + 2%)z%]. Amb aixd volem dir que: F([1: 0 :
0]) = F([0:1:0]) =[0:0:0] (veure [39, 40] per aprofundir en el tema) i, aquesta
és la ra6 per la qual describim la dindmica de F' només a l'espai aff C?. Aleshores, la
dinamica global ve donada al segiient resultat.

Proposicié 1.5.1. Considerem l'aplicacié (1.5.1), aleshores:

(a) Qualsevol solucic amb condicions inicials sobre ~yy tendeix al punt (0,0), el qual
és un atractor global de Fj,,, en un temps finit.

(b) Per h # 1, sobre un conjunt invariant v, hi ha dos punts fizos de F, donats per
Qo= (0,h) i Q1 = (h—1,1). Més encara,

(i) Si |h| <1, aleshores el punt Qo €s un atractor de Fi,, a v, \ Q1, i Q1 €s un
repulsor. Reciprocament si |h| > 1, aleshores el punt Qg és el repulsor i ¢y
un atractor de Fi,, a v, \ Qo.

(i1) Si|h| =1, aleshores qualsevol condicié inicial (xq,yo) dins vy, dona lloc a una
orbita periodica amb periode minim p > 2, quan h €s una arrel primitiva p-
essima de la unitat, o dona lloc a una orbita que omple densament el conjunt

AW (2, y) = W(zo, 40)}, on W(z,y) = |z/(x = h+1)].

(¢c) Per h =1, el punt p = (0,h) és l"unic punt fiz de F' a vy, el qual és un atractor
global de Fi,, .

Demostracio. El conjunt ~yy ve Eionat per les linies + = —1 i y = 0. Fixem-nos que
(0,0) € v és un punt fix de F. Es senzill veure que F?(—1,y) = (0,0) i F(z,0) = (0,0)
per tot x,y € C, la qual cosa prova I'apartat (a).
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Per provar els apartats (b) i (¢) considerarem que h # 0. Fixem-nos que el conjunt
v, ve donat per la interseccié de la corba Cj, = {y(1+ =) = h} amb G. La corba C),
admet una parametritzacié trivial propia i afi, donada per ’expressié

Palt) = (t, Hil) per t £ 1.

Fixem-nos que el parametre t = —1 es correspon amb el punt de l'infinit que hem exclos
[0:1:0]. Observem també que P, '(z,y) = x. Amb uns calculs simples obtenim:

My(t) = P, o FoPy(t) = tilr—tl

Es comprova facilment que v, = Cp \ {U,»o F " (=1/(h+1),h + 1)} per h # —1;
que v7_; = C_1; i que per qualsevol h € C, I'aplicaci6 Fj,, és conjugada a Myg(ns,), on
G(M},) = C\{Up>oM, "(—1)} és el conjunt de bona definicié de M) a C. En particular
G(M_1) =C\ {—-1}.

Cada aplicacio M}, té dos punts fixos tg = 01t; = h—1 corresponents als parametres
dels punts Qp, Q1 € C? respectivament. El resultat doncs, segueix directament de la
Proposicié 1.3.3. En particular, per |h| =1 amb h # 1, A = (1 —h)? i £ = 1/h, hom
pot demostrar facilment que I'aplicacié M, és conjugada a una rotacié a C amb nombre
de rotacio

O(h) = arg (%) (mod 27) = arg (k) (mod 27).

Per tant 'aplicacié Fj,, té un continu d’orbites periodiques totes elles de periodes
minim p > 2, localitzats a la hiperbola y(1 + z) = h,, essent h, una arrel primitiva
p-essima de la unitat. Més encara, en aquest cas

T

W) ==

J

és una integral primera de Fj,,. Si h no és una arrel p-¢ssima de la unitat, aleshores
per cada condicio inicial sobre 7, 'orbita associada de Fj,, omple densament el conjunt

Y VAW =W (zo,y0) }- [ |

Notem que, com a conseqiiencia dels resultats detallats més amunt, les uniques
orbites periodiques que podem observar a R? sén les orbites 2-periodiques les quals
estan localitzades a la hiperbola real y(1 + z) = —1.

Finalment, com a conseqiiencia directa del Teorema 1.3.4, tenim que:

Corollari 1.5.2. L’aplicacié (1.5.1) posseeix la simetria de Lie

X(e.9) = —a (14 2) (s = 1) 5 +oyly—1) 5
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Demostracio. Pel Lema 1.3.5, 'aplicacié de Mobius My, (t) = ht/(t+ 1) té la simetria de
0

Lie Y3,(t) = ((1 — h)t + t?) % Ara obtenim la simetria de Lie de F' de I’Equacié (1.3.2),

usant la parametritzacié Py (t) = (¢,h/(t + 1)) i prenent h = y(1 + x). i

Fixem-nos que el camp vectorial anterior és un multiple del hamiltonia (1.3.5) amb
plz,y) =z(y —1).

1.6 Una equacié amb diferencies amb ’invariant de
Saito i Saitoh

Considerem I’equacié en diferencies real

Unt1(1 + uy)

1.6.1
1+ Un+1 ( )

Unp42 =

Aquesta equacié té un invariant donat per la relacié I(un, tni1) = tni1(1 4 uy).

Vam trobar aquesta equacio tot buscant una recurrencia amb el mateix invariant que
el de 'aplicacié de Saito i Saitoh. Més tard, vam veure que aquesta equacié és un cas
particular de les sis que es proposen a [75], les quals estan considerades a la Seccié 1.7.

Considerem I" C R, el conjunt de bona definicié de I'equaci6 (1.6.1), aleshores per
cada condici6 inicial ug, u; a I' C R, sigui [ := I(ug,u1) = uy (1 + up) i

14 (-1)yI+4T | 1+204iv/—1—41
tj:tj<U0,U1> = 9 1, 52— i .

Proposicié 1.6.1. Sigui {u,} una solucié de I’Equacié (1.6.1) amb condicions inicials
ug,u1 a I', aleshores:

(a) Siuy =ug iuy# —1, aleshores la solucio és constant.

(b) St ui(1+ ug) > —1/4 amb ug # t1 i uy # t1, aleshores la solucid convergeiz a
u = to.

(c) Siuy(l+wuy) < —1/4, aleshores o bé la solucié és p-periodica si & és una arrel
p-éssima de la unitat, o bé R és el conjunt d’acumulacio de punts de {uy, }nen. Més
encara, I'Equacid (1.6.1) té solucions p-periodiques per a qualsevol periode p > 3.

La demostraci6 de la proposicié anterior segueix directament de I'estudi del sistema
dinamic real al pla donat per I'aplicacié

F(z,y) = (y, y(llTerx)) , (1.6.2)
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tenint en compte que (Up, Ups1) = F™(ug, uq). Aquesta aplicaci6 esta definida a G(F') =
R*\{U, »¢ F"(z,—1)}. De la mateixa manera que al’aplicaci6 (1.5.1), aquesta aplicacié
F té com a integral primera V (z,y) = y(1 + ), per tant els conjunts 7, 1= {y(1 +z) =
h, h € R} N G(F) sén invariants. Observem que els punts fixos de F' tenen la forma
(z,z), amb = # —1. Per aquesta aplicacié tenim el segiient resultat:

Proposicié 1.6.2. Considerem ['aplicacio (1.6.2), aleshores

(a) Qualsevol solucié amb condicions inicials sobre vy convergeix al punt (0,0) en un
temps finit.

(b) Per h #0, la dinamica al conjunt invariant 7, és la segiient:

(i) Si h > —1/4, aleshores existeizen dos punts fizos de F' a v, Q;n = (z;,2;),
amb j =0,1, on x; = (—1+ (=1)7/1 4 4h)/2. Més encara, Qo és un atractor
global de Fi,,\q,, @ Q1 és un repulsor.

(i) Sih = —1/4, aleshores ezisteir un unic punt fir de F a V1, Q= (—1/2,-1/2)
el qual és un atractor global de Fj, | .

-1

(i1i) Si h < —1/4, aleshores qualsevol condicid inicial a v, o bé dona lloc a una
orbita periodica amb periode minim p > 3, o bé dona lloc a certes orbites que
omplen densament aques conjunt, depenent del fet que (—1—2h—i/—1 — 4h)/(2h)
sigut una arrel p-essima primitiva de la unitat o no.

Demostracio. Primerament observem que després d'una o dues iteracions, qualsevol
orbita obtinguda amb condicions inicials a yg = {{z = —1} U{y = 0} }NG(F') convergeix
al punt (0,0). Considerem ara h # 0, fixem-nos que qualsevol hiperbola Cj, = {y(1+x) =
h} admet una parametritzacié propia P,(t) = (t,h/(t + 1)) per t # —1. Amb unes
quantes operacions obtenim que v, = Cp, \ {U, >0 F "(—=h —1,-1)},

_ h
Mh<t> :PhloFOPh(t) = t—l——l’
i que F},, és conjugada a Myg,), on G(M}) := R\ {Up>o M, "(—1)}.
Fent servir la Proposicié 1.3.3, prenent A = 1+4h i £ = (—1—-2h—+/1+4h)/(2h),
tenim que si h > —1/4, aleshores 'aplicacié M), té dos punts fixos ¢y, (un atractor) i
t1 (un repulsor) donats per

4+ (—1)iVIF TR

t., = .

Ji:h 2
Per tant, sobre cada conjunt 7 hi ha dos punts fixos Qo = (ton, ton) 1 Qin =
(tipt1n) € R? els quals sén un atractor i un repulsor de Fj,,, respectivament. Si
h = —1/4, aleshores M_% té un unic punt fix t = —1/2 el qual és un atractor global
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a G(M_1), per tant I'aplicacié Fj

1
1 -1

té un atractor global al punt (—1/2,—1/2). Si

h < —1/4, aleshores I'aplicaci6 M}, definida a R és conjugada a una rotacié amb nombre
de rotacié donat per

0(h) = arg (— L+ 2h —i ! _4h> (mod 2r).

2h 2h

Amb uns quants calculs més, obtenim que

[— {Image(e(h>>, h< —i} _ (% 1) |

Aixi doncs, hi trobem fraccions irreductibles amb denominador p € I si i només si
p > 3, i per tant 'aplicaci6 F' admet orbites periodiques de tots els periodes p > 3,
les quals estan localitzades a la regié {y(1 + z) < —1/4}. Més encara, els conjunts
h, on estan localitzades aquestes orbites periodiques amb periode minim p, sén aquells
tals que &p—p, = (—1 — 2h, —i\/—1 — 4h,)/(2h,) és una arrel primitiva p-essima de la
unitat. Fixem-nos també, que F' no té orbites 2-periodiques i, que si £ no és una arrel
de la unitat aleshores qualsevol orbita a v, omple densament aquest conjunt. [

Fixem-nos que la demostracié de la Proposicié 1.6.1 també surt directament de
I’analisi de les aplicacions de Mobius Mj, on només cal tenir en compte la forma parti-
cular de les parametritzacions P, que ens donen u,, = M} (up).

Cal dir també que la Simetria de Lie de 'aplicacié (1.6.2) la donem a la Seccié 1.7.1.

1.7 Les recurrencies de Palladino

A [75], F. Palladino presenta I’analisi del conjunt de no definicié d’un llistat de sis
equacions en diferencies a C amb invariants racionals. Aquests invariants permeten a
I’autor de fer una reduccié en 'ordre de les equacions, de manera que la dinamica de les
mateixes podia ser explicada via una familia d’equacions de Riccati. De fet, totes les
equacions de Palladino tenen associada una aplicacié integrable birracional que preserva
una fibracié de genere 0. Per tant, la reduccié d’ordre observada per Palladino en
aquestes equacions séon una conseqiiencia del fet general observat a la Proposicio 1.3.1.

A les segiients subseccions calcularem les simetries de Lie respectives a les aplicacions
associades a les recurrencies de Palladino, estudiarem les conjugacions entre aquestes
aplicacions i, com a darrer exemple, estudiarem la dinamica d’un representant de cada
conjunt de recurrencies no conjugades.
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1.7.1 Simetries de Lie de les aplicacions associades a les
recurrencies de Palladino

En aquesta seccié considerarem les aplicacions Fj, j = 1,...,6, associades a cadas-
cuna de les recurrencies de Palladino. Per aquestes aplicacions donarem una familia
de parametritzacions propies associades a cada fibracié Cj;, = {V;; — hVj2 = 0} on
V; = V;1/V;2 és la integral primera corresponent als invariants donats a [75]. Donarem
també les transformacions de Mobius associades a les aplicacions, la parametritzacié i
la simetria de Lie associada en cada cas.

1. L’equacio up 0 =

Un+1
146 (up—un41

quals caracteritzen la seva dinamica.

jambbeC \ {0}, té associats els segiients objectes, els

Aplicacié associada:

L

Integral primera:
1+ bz + by + bz
Vl (%’, y) = yy Y

Parametritzacié de C j:

bt —1
Ppt)=1(t, 57—
Lh() <7b2t+b_h>

Aplicacié de Mobius:

—bt —1

Min(t) = 33 Tb—h

Simetria de Lie de M; p:

Yip = (14 (20— h)t+ b*?) gt

Simetria de Lie de Fy:
(x —y)(bz +1)
X =—

Xy = —b(x — y?)J(by +1)

2. Objectes associats a la recurrencia u, o =

Unp
146 (up4+1—un

)ambbG(C\{O}:

Aplicacié associada:

L (e

Integral primera:
1+by+=x
Va(,y) = ———
)

Parametritzacié de Cy p:

1)

P2,h(t) = <t’ (h

Aplicacié de Mébius:

1

My p(t) = h—1)t—b

Simetria de Lie de Ma p:

0
Yop = (—1—0bt+ (h—1)t?) 5

Simetria de Lie de F5:

x, =29

o =y

. . N . b(Unpt1—un +u%
3. Objectes associats a la recurrencia u, 1o = (ns1zun) P amb b € C:

Aplicacié associada: Integral primera: Parametritzacié de C3 j:
—bx + by + y? +b
R = (5 2 (e = Paat) = (4t — 1)
Aplicacié de Mobius: Simetria de Lie de M3 j: | Simetria de Lie de F3:
6 X1 =T —Y
Mz p,(t) = ht — b Yop =0+ (1 =n)t) 5 (z—y)b+y)
Xo=— """

€T
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bun 41 +ui+1

4. Objectes associats a la recurrencia uy, o = — s
n

amb b € C\ {0}:

Aplicacié associada: Integral primera: Parametritzacié de Cyp:
by + y? x+b t+b
F, = = Pipt)=1|t,—
1(,y) (y o> Va(z, y) 20 (t) S
Aplicacié de Mdobius: Simetria de Lie de My : Simetria de Lie de Fjy:
X1 =x—
t+b b 1 0 1 Y
Myp(t) = —— Yin=1|—+ 1—=)t) = —
1h(t) = — 4h < ot ( h> ) ot | x,-YE—Y)
rz+b
5. Objectes associats a la recurréncia u, o = % amb b € C\ {0}:
Aplicacié associada: Integral primera: Parametritzacié de Cs p:
o) = (0. 22 9) ey =yl +0) | Paalt) = (1
€T = x€x e x — -
5T, Y Y, y n b 5T, Y ) 5,h ) t+ b
Aplicacié de Mé6bius: Simetria de Lie de M5 j: | Simetria de Lie de Fj:
h 0| Xi=@—-y)(b+x)
Msp(t) = — Ysn = (—h+bt +t?) —
snl) = 715 o= (—h+ bt +8%) ot | Xo=—ylx—y)

Notem que la recurréncia (1.6.1) estudiada a la Secci6 1.6, es correspon amb la que
acabem de donar quan b = 1.

. . \ : b n_b mn n%n
6. Objectes associats a la recurrencia u, o = = uu+1+41ru ‘ot amb b € C\ {0}:

Aplicacié associada: Integral primera: Parametritzacié de Cg j:
bx — by + x —bt+ h
Foo) = (0.0 ) oty +0) | Aol = (67
Aplicacié de Mobius: Simetria de Lie de Mg p: | Simetria de Lie de Fg:
—bt+h 0| Xy=uz(x—y)
M 1 (t) = Yo, = (—h+ bt + 12
o0 o= Vot | Xo= -Gy +y

1.7.2 Conjugacions al conjunt de les aplicacions de Palladino

En aquesta seccio aplicarem els resultats de la Proposicié 1.3.8 per detectar les conju-
gacions existents entre el conjunt de les aplicacions de Palladino, tot obtenint:

Proposicié 1.7.1. (a) Les aplicacions Fy, Fy, Fy i Fg son birracionalment conjugades.
(b) Les aplicacions Fy i Fy son birracionalment conjugades.

(c) Qualsevol aplicacid del conjunt {Fy, Fy, F5, Fs} no és conjugada a cap de les aplica-
cions {F3, Fy}, mitjancant una conjugacié que sigui una correspondéncia entre les
respectives fibracions invariants {C;}.
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Demostracio. (a) Un calcul ens permet trobar que les aplicacions M j, i My, definides
en la seccié anterior son conjugades via

h

m(l) = poE =

amb la correspondencia entre els conjunts de nivell donada per

Per tant, usant 'Equacié (1.3.7) de la Proposicié 1.3.8, obtenim que Fy; = U1, ¥, on

_by+1 br +1
b 7 bbr—by+1))’

Wz, y) = U(z,y) = Poyny ©mn o P (2, 4) h=ti(ay) = (

bz 20 1 br+1

V@, y) = Prg- 0 my-1) © Py (.9 k=ta(e) = <— ;J(;rwyl;r » ;L ) :

De manera analoga, les aplicacions Ms j, i M5, sén conjugades via l'aplicacié my,(t) =
—1/(t+b), amb la correspondeéncia donada per k = f(h) := h — 1. Per tant F, =
UTEY, on W(z,y) = (—(bw + 1) /2, —(by + 1)/y) , 1 ¥ (z,y) = (—=1/(z +b), —1/(y + b))

Les aplicacions Mg, 1 My sén conjugades via l'aplicacié my(t) = —h/t amb la
correspondeéncia donada per k = f(h) = h. Altre cop, obtenim Fz = U~!F;¥ amb
U(z,y) = (—y—b,—x(y+0)/y), 1 V" (z,y) = (—y (x +b) /z,—z = b).

(b) Les aplicacions Mj j, i My, sén conjugades via l'aplicacié my,(t) = bt/((h — 1)t — b)
amb la correspondencia k = f(h) = h, per tant Fy = U1 F;¥ amb

bz —bx
U(z,y) = Payn) om0 ngfi(x7y)|h=V3(x,y) = (y o r— y)(yy+ b)) ,
P Uz, y) = (bey/((x — y)(x + b)), by/(z — y)).

(c) La demostracié segueix de la Proposicié 1.3.8, tenint en compte el fet que tot i que
algunes de les aplicacions de Mobius M; amb ¢ = 1,2, 5,6, sén conjugades a algunes de
les aplicacions M; amb j = 3,4, per cap d’elles existeix una bijecci6 entre els conjunts de
nivell de V5 i Vj, per tant no és possible de construir una conjugacié entre les aplicacions
del conjunt {Fy, F», F5, Fs} 1 les del conjunt {F3, F,}, via una conjugacié que sigui una
correspondencia entre les respectives fibracions invariants associades. |
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1.7.3 Analisi de les recurréncies de Palladino numeros 31 5

Com a conseqiiencia de la Proposicié 1.7.1, les recurrencies de Palladino ntmeros 1, 2,5
i 6 per una banda, i les nimeros 3 i 4 per l'altra, tenen la mateixa dinamica des d’'un
punt de vista qualitatiu. A continuacid, caracteritzarem la dinamica d’un representant
de cadascun dels conjunts de recurrencies, per exemple estudiant les aplicacions M3 i
Ms5. Primerament, considerarem 1’equacié en diferencies

b n - Un 2
Upyo = (o1 — )+u"+1, amb b € C. (1.7.1)

Unp

Per a cada condicié inicial ug, u; agafada dins el seu conjunt de bona definicié I' C C,
sigui I = V3(ug, u1) = (ug + b)/ug. Aleshores:

Proposicié 1.7.2. Sigui {u,} una solucié de I’Equacio (1.7.1) amb condicié inicial
ug,uy a I', aleshores:

(a) Si|lI| <1, aleshores la solucid convergeiz a uw="0b/(1 —1).
(b) Si|I| >101=11ib#0, aleshores la solucié no esta fitada.

(c) Si I és una arrel p-éssima de la unitat amb I # 1, aleshores la solucié és p-
periodica.

(d) Si|I| =1 i1 no és una arrel p-éssima de la unitat, aleshores {u,} és conjugada
a una seqiéncia generada per una rotacid irracional d’angle arg(I), i el conjunt
de punts d’acumulacié de {u,} és un cercle a C amb centre z = b/(I — 1) i radi

luo = b/ (1 = 1)].
(e) SiI=11ib=0, aleshores la solucid és constant.

Demostracio. La demostracié segueix facilment, tenint en compte la forma particular
de la familia de parametritzacions {Ps}, d’on tenim que u, = Mg, (ug) per a h =
Vs(ug, uy). Ara, si h = 1, aleshores M3, és la identitat si b = 0 i cada orbita de Ms
no esta fitada si b # 0. Si h # 1, aleshores Ms, té un tnic punt fix ¢, := b/(h — 1).
Aquest punt és un atractor global si |h| < 1, i un repulsor (i les orbites no estan fitades)
si |h] > 1. Si |h| =1 amb h # 1 aleshores Ms ), és conjugada a una rotacié donada per
z — hz, amb z € C. [

Considerem ara, I’equacié en diferencies

bun—‘rl + UnpUp41

1.7.
Y , amb b e C\ {0} (1.7.2)

Up42 =
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Per cada condici6 inicial ug, u; agafada al conjunt de bona definicié I' C C, sigui

—b+ (=1)7 /0 + 4 uy(ug + b)
2

t; =ti(ug,uq) == per j =1,2

(b+ VI T dur(ug + b)>2
4uy (ug + b)

52_

ug,uy a I', aleshores:
(a) Quan ui(ug +b) = —b*/4, la solucid convergeiz a u = —b/2.
(b) Quan ui(ug + ) # —b?/4, aleshores:

(1) Siuy =wuy=t;, per qualsevol j = 1,2, aleshores la solucid és constant.

(i1) Si €] < 1, up # t1 i uy # t1, aleshores la solucid convergeiz a u = to i, si
€] > 1, ug # to i uy # to, aleshores la solucié convergeiz a u = t;.

(i11) Si || = 1, aleshores la solucid és p-periodica si & és una arrel p-éssima
de la unitat, o bé és conjugada a una seqiencia generada per una rotacio
irracional d’angle arg(§), i el conjunt de punts d’acumulacio de {u,} és un
conjunt homeomorf a S' dins C.

Demostracio. La demostracié és una aplicacio directa de la Proposicié 1.3.3 gracies a la
particular forma de les parametritzacions Psj, que ens donen que u,, = M2, (uo). |
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Orbites periodiques de les
aplicacions integrables que
preserven fibracions el-liptiques,
mitjancant la seva estructura de

grup

2.1 Introduccio. Dinamica sobre corbes invariants
mitjancant ’estructura de grup

En aquest capitol ens centrarem en 'estudi de les aplicacions que preserven una fibraci
de corbes algebraiques {C}} de génere 1, amb el benenteés que diem que una aplicacié F
preserva una fibracié de corbes C},, si cada corba (), és invariant sota la iteracié de F.

Una corba projectiva algebraica de genere 1 també s’anomena corba el-liptica, i té
una estructura de grup associada ([56, 87, 86]). Veurem que en el cas en que la corba
{C}} estigui donada genericament per corbes el-liptiques, aleshores I'estructura de grup
de la fibracié el-liptica caracteritza la dinamica de qualsevol aplicacié que la preserva.

En primer lloc, ens cal definir I'estructura de grup associada a una corba el-liptica
C € CP?, coneguda com la llei de grup de la corda-tangent. Donats dos punts P i Q a
C es defineix la suma P + () de la segiient manera:

1. Seleccionem un punt O € C' com ’element neutre de la suma interna.

2. Considerem la recta que passa pels punts P i @ (la recta tangent quan P = Q).
Aquesta recta sempre interseca C' en un unic punt, el tercer, el qual denotem
com P x (). Aquest fet succeeix, gracies al fet que les corbes de genere 1 sense
singularitats sén isomorfes a corbes cubiques, [87, Proposici6 111.3.1].
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3. El punt P + @ es defineix aleshores com O x (P x @)) (veure la figura segiient).

Figura 1. Representaci6 grafica de la suma de dos punts P i @
pertanyents a una corba el-liptica C'.

Val a dir, que la corba dotada d’aquesta suma interna (C,+, Q) té una estructura
de grup abelia [86].

Un breu comentari sobre la notacié: tipicament les corbes algebraiques es defineixen
a K2, 0 bé a KP?, on K és el cos dels coeficients. En aquest capitol, aquest camp sera
tnicament R o C. La notacié C(K) denota una corba el-liptica C' la qual té almenys un
punt O amb coordenades a K.

La relacié entre la dinamica d’una aplicacié birracional que preserva una corba
el-liptica i la seva estructura de grup ve donada per la segiient adaptacié del resul-
tat de Jogia, Roberts i Vivaldi [55, Teorema 3|, al qual ens hi referirem com Teorema
JRV d’ara endavant. A [55], el resultat és donat per a aplicacions birracionals que dei-
xen invariant una corba el-liptica expressada en una certa forma normal de Weierstrass
(veure [56, 87] pero especialment [86, Secci6 1.3]). Aquesta adaptacié s’obté rapidament,
tot fent 1s de I'isomorfisme amb la seva forma normal.

Teorema 2.1.1 (Jogia, Roberts, Vivaldi, [55]). Sigui F' una aplicacid birracional sobre
un cos K, de caracteristica diferent de 2 i 3, la qual preserva una corba el-liptica C(K).
Aleshores existeiz un punt @ € C(K) de manera que ’aplicacid es pot expressar en
termes de la llei de grup, +, a C(K) tal com

(Z) F|C(K)IPI—>P+Q, o bé

(ii) Fiew) : P i(P)+Q, on i és un automorfisme de possible ordre (periode) 2, 4,
3 06, i laplicacio F té el mateiz ordre (periode) que i.
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Recordem que un automorfisme de C'(K) és un endomorfisme, és a dir un morfisme
que respecta l'estructura de grup (C,+, ), invertible. Els automorfismes de C(K)
estan caracteritzats a [87, Secci6 I11.10], vegeu també [55]. Més endavant donarem una
interpretacié dinamica del resultat que acabem d’enunciar, pero primerament vegem un
exemple.

Exemple 2.1.2. Considerem la familia 1-parametrica d’aplicacions birracionals reals

de Lyness
a+y
Fu(z,y) = <y . ) (2.1.1)

amb a € C (notem que bona part de la literatura referida a aquestes aplicacions con-
sideren el cas a > 0, vegeu [8, 10, 92] i també [48]). Les aplicacions F, defineixen el
sistema dinamic associat a la recurrencia x,,o = (@ + x,41)/x,. Cadascuna d’elles té
com a integral primera

Viir.y) = EF D@+ DE+y +a) (2.1.2)

1Y

per tant, preserva cada corba de la fibracié donada per
F={C,={(x+1)y+1)(z+y+a)—hwy=0}, heC}. (2.1.3)

Quan s’estudia la dinamica d’'una aplicacié integrable, un primer pas és coneixer la
topologia del conjunt format per les corbes invariants de nivell. Quan aquests conjunts
de nivell sén corbes algebraiques, la manera natural d’estudiar-les és considerar la seva
extensio, i també 'extensié de les aplicacions birracionals, a I’espai complex projectiu

CP?={[zr:y:2]#[0:0:0], z,y,2 € C}/ ~,

on [xy:yy 2] ~ [T :ys: 2] siinoméssi[xy:y;:21] = ANxe:ys: 20] pera X # 0.

En aquest apartat [x : y : 1] denota un punt afi, corresponent al punt (z,y) € C?, i
[z :y: 0] representa un punt infinit. Els punts infinits s’afegeixen a les corbes afins reals
per tal de detectar les direccions asimptotiques que prenen les possibles components no
fitades (veure per exemple la Figura 1).

Qualsevol corba real algebraica aff es pot estendre a CP? mitjancant el procés formal
d’homogenitzacio. En el nostre cas, qualsevol corba de Lyness

Crh={(+1)y+1)(z+y+a)—hxy =0}
s’estén a CP? com
Chi={(z+2)(y+2)(x+y+az) — hayz =0, z,y,z € C}.
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Fixem-nos també, que qualsevol aplicacié birracional a C? s’estén formalment a
una aplicacié polinomica a CP?. En el nostre cas, l'aplicacié de Lyness F,(z,y) =
(y, (a + y)/x) s’estén formalment a

Fyjz:y:2) =[xy :az® +yz : x2],
excepte pels punts [z : 0:0], [0:y:0]1[0: —a:1],on x,y,z € C.
Aquestes corbes de Lyness Cj, sén el-liptiques excepte per h € {0,a — 1,hZ}, on
B 2a° +10a — 1+ (da+1)vV4a+1

hE e . (2.1.4)

Vegeu comentaris addicionals a la Secci6 2.3.

Graficament, per exemple, aquesta seria la figura corresponent a una tipica corba de
Lyness real C, = {(z + 1)(y+ 1)(x +y+ a) — hay =0}, per a > 01 h > h}.

0=[1:-1:0]

D 0 =[1:0:0]

=_]

x=-1 x+y+a=h

Figura 2. Representacié d’una corba de Lyness real Cj,, per a > 01 h > h} .

Un fet interessant és que per a tots els valors de h, les corbes ETh contenen els punts
de l'infinit [1:0:0],[0:1:0], [1:—1:0] (veure 'anterior figura). Operacions senzilles
(o una interpretacié geometrica) mostren que, considerant O := [1 : —1 : 0], per a
qualsevol nivell el-liptic h I'aplicacid ﬁa([x y:2]) = vy az® + yz : x2] es pot escriure
com:

a

ﬁ@;([m‘:y:z]):[x:y:z]—i—[l:O:O].

Els nivells no el-liptics corresponen a punts aillats o bé a corbes que factoritzen en
corbes de genere 0, i sobre aquests nivells I'aplicaci6 Fa‘ ar és conjugada a una transfor-

maci6é de Mébius, veure [48, Secci6 3.1].
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Exemple 2.1.3. Considerem ara les aplicacions que resulten de la composicié de dues
aplicacions de Lyness, obtenint la familia 2-parametrica d’aplicacions birracionals

Fyo(z,y) = (

amb a,b € C tal que a-b # 0. Notem que tipicament aquestes aplicacions s’estudien
per a > 01ib > 0 (veure [9, 28, 57]), i que les anomenarem aplicacions de Lyness 2-
periodiques degut al fet que les aplicacions Fj, sén les aplicacions de composicid [28],
associades a ’equacio en diferencies 2-periodica

a+y a—}—bx—i—y)
xr Ty ’

(2.1.5)

o (075 + Un+1
un+2 — 5
Up,
on
apern=20+1,
a, =

b per n = 20.
Quan ab # 0, cadascuna de les aplicacions Fy, té com a integral primera

(bx + a) (ay + b) (ab + ax + by)

Vil 1) = - , (2.16)
i per tant, preserva cada corba de la fibracié donada per
F ={C} :={(bx + a)(ay + b)(ax + by + ab) — hay =0}, h € C}. (2.1.7)

Considerem també 'extensio d’aquestes corbes algebraiques i les de les aplicacions
birracionals, a I’espai complex projectiu mitjancant el procés formal d’homogenitzacid.
En el nostre cas, les corbes Cj, en coordenades homogenies [z : y : 2] € CP? s’escriuen
com -

Ch = {(bx + az)(ay + bz)(azx + by + abz) — hxyz =0, x,y,z € C},

i aplicacié Fj,, a R? s’estén formalment a una aplicacié polinomica a CP? com
Foallzy:2) = [ayz + 2 a2® + baz + yz : 2y, (2.1.8)

excepte pels punts [z :0:0], [-a:0:0]1[0: —a: 1], on z,y,z € C.
Les corbes C}, sén el-liptiques quan ab # 0, i per tots els valors de h excepte quan
h =0 o bé quan h és la solucié de la quartica

R* + ps(a, b)h® + py(a, b)h? + p1(a, b)h + po(a,b) =0, (2.1.9)
on els coeficients p3(a,b) , pa(a,b) , p1(a,b) i po(a,b) venen donats per:
p3(a,b) = —4a?b? — 4a® — 403 + ab,
pa(a,b) = 6a’b* +4a°0* +4a%° +6a° — 21a30> + 60° — 3a’b — 3 ab?,
pi(a,b) = —4a° +4a"b* +4a*d" + 4a%0* — 25a°0° + 4a*® — 4a°

+18a%h® + 18a3b® — 4b° +34a"b — 21 a*b* + 3 ab”,
po(a,b) = (—=b2+a) (a® — b) (—a2b® + a3 + b)*
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vegeu comentaris addicionals a la Secccid 2.3. .

Fixem-nos que per a tots els valors de h, les corbes C}, contenen els punts de I'infinit
[1:0:0[,[0:1:0],[b: —a:0] (els quals no sén punts d’inflexié). Novament, uns
calculs senzills mostren que, considerant O := [0 : 1 : 0], per a qualsevol nivell el-liptic
h Vaplicacié (2.1.8) es pot escriure com:

Foaggl:y:2)=[z:y:2]+[1:0:0]

Acabem de veure que pels dos exemples anteriors, les aplicacions F' son tals que
sobre cada corba el-liptica C}, es té

Fe,: P~ P+Q. (2.1.10)

Es a dir, que la dinamica sobre cada nivell el-liptic ve descrita pel cas (i) del Teorema
JRV (Teorema 2.1.1), i on el punt () és el mateix per totes les corbes Cj. Aquesta és
una situaci6 habitual (vegeu [9, 10, 13, 41, 55, 92]). Quan la dinamica sobre una corba
invariant ve donada per I'expressié (2.1.10), el Teorema JRV té la segiient interpretacié
dinamica:

Corollari 2.1.4. Sigui F' una aplicacio birracional que preserva una corba el-liptica real
Oy, C R2, tal que existeiz un punt Q € Cy de manera que Fio, : P~ P+ Q. Aleshores,
0 bé Fig, és conjugada a una rotacid, o bé ho és F|20h

El resultat anterior es pot demostrar fent servir el segiient resultat que afirma que
tota corba el-liptica real (afegint si cal punts de l'infinit del projectiu real) es pot veure
com a una o dues corbes tancades simples, i que la seva operacié de grup es pot repre-
sentar com 'operacié usual dels grups de Lie S! o S' x Z/(2), vegeu el Corol-lari 2.3.1
de [85, Capitol V.2, pagina 420].

Proposicio 2.1.5. Existeiz un isomorfisme continu entre cada corba el-liptica no-singular
(C(R),+,0) 4, 0 bé el grup de Lie S* x Z/(2) = {e" : t € [0,27)} x {1,—1} quan

A(C) > 0, amb loperacié (u,v) - (z,w) = (uz,vw) ; o bé St = {e* : t € [0,2m)}

quan A(C) < 0, amb l'operacié donada per u -z = uz, i on A(C) és el discriminant de

lequacio de Weierstrass associada a C(R)*.

Demostracio de la Corol-lari 2.1.4. Suposem que existeix un isomorfisme continu de
grups ¢ entre Cj i S' x Z/(2) (quan C) = S' es procedeix analogament). Sigui
F=@poFg oot :S' xZ/(2) — S' x Z/(2), i denotem P = ¢(P) = (e,v) i
Q = ¢(Q) = (¢, w), on v,w € {—1,1}. Aleshores, donat que ¢ és un homomorfisme
de grups

F(P) = o Fg, 09 (P) = po Fe,(P) = o(P+ Q) = p(P) - ¢(Q)
= (eze’v) (e w) = (ez(9+a)’vw)'

*Vegeu la Seccié 2.3 per més informacid sobre el discriminant.
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Si sign(vw) = sign(v), aleshores Fi¢, és conjugada a la rotacié = — €'“z. En cas contrari,
tenim F2(P) = (/2% yw?) = ('0+22) v), i per tant F|20;L és conjugada a la rotacid
PN 6‘22&2. l

Fixem-nos que si F' és una aplicacié birracional preservant una corba el-liptica
(C,+,0) amb dinamica corresponent al cas (ii) del Teorema 2.1.1, aleshores tots els
punts sobre C' donen lloc a orbites periodiques. Si la dinamica es correspon amb el cas
(i), aleshores F"é(P) = P+n (@), illavors s’observa que P déna lloc a orbites p-periodiques
si i només si

p@ = 0. (2.1.11)
En altres paraules, en el cas (i) del Teorema 2.1.1 la corba és plena d’orbites periodiques
de F siinomés si @ és un punt d’ordre finit del grup (C,+, O), també anomenat punt
de torsio.

2.2 Exemple de calcul del lloc geometric de les
orbites periodiques.

En aquest apartat, com a aplicacio senzilla de la caracteritzacio de les orbites periodiques
donada per 'Equacié (2.1.11), trobarem el lloc geometric de les corbes que tenen orbites
periodiques amb un periode establert. Considerarem les aplicacions donades als Exem-
ples 2.1.2 1 2.1.3. Aquest enfocament es va fer servir a [10, 48] i [92] per estudiar les
aplicacions de Lyness i, per descomptat es pot fer servir per d’altres aplicacions inte-
grables que preserven fibracions el-liptiques.

2.2.1 Aplicacié de Lyness.

Tal i com hem comentat abans, les corbes de Lyness C), = {(z+1)(y+1)(z+y+a)—hxy =
0} sén corbes el-liptiques per a h ¢ {0,a — 1, hF}, on h* ve donat per (2.1.4). En el cas
real, aquestes corbes, quan afegim els punts de Uinfinit [1:0:0], [0:1:0], [1:—1:0]
s6n isomorfes a S* o bé S! x Z/(2). Considerant O := [1 : —1 : 0], sobre cada corba
el-liptica (Y, la dinamica de I'aplicacié de Lyness (2.1.1) és

Fyc,([t iy 1)) ={z:y:1]+[1:0:0].

L’equaci6 (2.1.11) ens déna un metode simple per a trobar el lloc geometric de les
orbites periodiques d’un determinat periode a les corbes el-liptiques. Recordem que, pels
nivells el-liptics, si es verifica 'Equacié (2.1.11) aleshores la corba esta plena de punts
p-periodics. Per tant, caracteritzar els continus d’orbites periodiques és equivalent a
trobar quines son les relacions entre a i h per les quals es verifica que p @ = O, és a dir:

p-[1:0:0]=[1:-1:0] (2.2.1)
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El treball amb aquesta equacid, ens condueix al seglient resultat que sintetitza altres
resultats que es poden trobar a [8, 10, 48] i [92].

Proposicio 2.2.1. Es verifiquen els segiients resultats:

(i) Les aplicacions Fy i Fy son globalment periodiques amb periode 6 i 5 respectiva-
ment.

(ii) Si a(a — 1) # 0 aleshores no hi ha corbes el-liptiques Cy, amb orbites periodiques
corresponents a les aplicacions de Lyness F, amb periode p € {1,...,6}.

(11i) Sia(a—1) # 0 les corbes el-liptiques Cy, plenes de punts periodics de les aplicacions

de Lyness F, amb periodes p € {7,...,12}, venen donades per aquells valors de a
i hy, tals que h, ¢ {0,a — 1, hE}, on:

hy =(a—1)/a,

h8 = _(a - ]-)2/CL,

hg = (a—1)(a*—a+1)/a,
hio = (a—1)/(a(a+1)),

hin =(a—1)(2a—1+V4a3 —4a®>+1) /(24?), en el cas real,

nomes existeir per a > s,
his =(a—1)(—a+3+v-3a®>+2a+1)/(2a) en el cas real,
només existeir per a € [—1/3,1],

on a, ~ —0.41964 és l"unica arrel real de 4a® — 4a® + 1.

Nota. Quan considerem a € R i laplicacié definida a R2, els calculs dels valors de
h, a lenunciat (iii) de I'anterior resultat son formals. Per tant, pot passar que per a
determinats valors de a, les corbes Cj,, siguin buides a R?.

Demostracié de la Proposicié 2.2.1. Considerem els punts @ = [1:0: 010 = [1:
—1 : 0] que pertanyen a totes les corbes el-liptiques (Cy,+,O). Observem que donat
qualsevol punt P € (Y, el punt P + () s’obté com

P+Q=(PxQ)x*0.
Observem ara que:

1. Per calcular [z : y : 1] = [zg : yo : 1] * @ només cal substituir y = yo a 'expressié
de C}, i trobar el valor de x que verifica I'equacié. Tenint en compte aixo, els
calculs que apareixen als diferents apartats de la demostracié s’obtenen simplement
resolent aquesta equaciéo amb 'ajuda de software de computacié simbolica, quan
sigui necessari.

Observem també que donat que () és tangent a ’asimptota de C},, y = —1, el punt
Q@ * @ s’obté tot substituint y = —1 a 'expressié de C}, i resolent la corresponent
equacio.
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2. Com que C}, és simetrica respecte de la recta y = z, tenim que [z :y: 2]« O =
[y:x: 2.

(i) Si @ = 0, aleshores amb calculs senzills obtenim:

Q+xQ=[0:-1:1]=2Q:=[0:-1:1]«xO0=[-1:0:1];
20xQ=[0:0:1]=3Q:=[0:0:1]xO=1[0:0:1];
3QxQ=[-1:0:1]=2Q =4Q :=2Q+«0 =[0:—-1:1];
1Q+Q=0Q=5Q:=Q+«0O=10:1:0] 1 finalment ,
5QxQ=0=6Q:=0x0=0.

Per tant, acabem comprovant que ’aplicacié de Lyness Fy és globalment 6-periodica.

Si a = 1 aleshores, procedint de forma analoga tenim:

Q+xQ=[0:-1:1]=2Q:=[0:-1:1]«xO0=[-1:0:1];
20%Q =2Q =3Q :=2Q0+«0=[0:—-1:1];
3QxQ=0Q=4Q :=Q+«0O=10:1:0] i finalment ,
4Q+Q =0 =50 =0x0 =0,

per tant, I’aplicacié Fj és globalment 5-periodica.

(i) i (ili) Assumim ara que a(a — 1) # 0 i apliquem les regles formals explicades al
preambul de la demostracio per calcular la suma interna d’elements de la forma ) +n@),
tot obtenint els seglients resultats:

Q=[1:0:0],
20 =[-1:0:1],
3Q=1[0:—a:1],
40) = —a:—ah_alezl},
i a—1
[ah—a+1 —a*—ah+2a—1
o | a-—1 ala —1) ]’
[—a? — 20 —1 a®—2a® — 2a — 1
60 — a® —ah + 2a .a a® —ah + 2a 1
ala —1) a(ah —a+ 1)
7@__a3—2a2—ah+2a—1._ (a —1)* (a*h + ah —a +1) .
B a(ah —a+1) - (@®>+ah—2a+1)(ah—a+1) |

Notem que cal interpretar aquestes expressions formals dels punts n() com a punts afins
en el cas que els denominadors de les diferents coordenades siguin no nuls, i com a punts
de la recta de 'infinit altrament.

61



Capitol 2. Orbites periodiques en fibracions el-liptiques

Per tant, a partir de I'Equacié (2.2.1) és facil de veure que no hi ha orbites periodiques
sobre els nivells el-liptics per a p = 1,2,3,4 i, assumint que a(a — 1) # 0, tampoc n’hi
ha per a p =51 6, perque aquests punts p() sén afins.

Fixem-nos que 7Q pot ser un punt de I'infinit només si a®? + ah —2a +1 = 0 o bé
ah —a+ 1= 0. El primer cas, ens dona facilment que 7Q) # O, i el segon cas ens déna
directament que 7Q = [a(a — 1) : —a(a — 1)3 : 0] = O, aix{ doncs
a—1

h7 =

a

Per obtenir els altres periodes, podem imposar les relacions 4¢Q) = —4Q (periode 8);
4Q) = —5@Q (periode 9); 5Q) = —5@Q) (periode 10); 6Q = —5Q (periode 11); 1 7Q = —5Q)
(perfode 12). Els punts —n() s’obtenen a partir dels punts n(), només cal tenir present
que per qualsevol punt P sobre una corba de Lyness C},, el punt —P és justament el
punt de C}, simetric de P respecte de l'eix y = x, aix0 es segueix del fet que en general
—P = Px(0x0), vegeu [86, pagina 18], tenint en compte que en el nostre cas OxO = O,
i també la simetria de la corba respecte de l'eix y = x.
Per tant, dels calculs anteriors obtenim facilment:

—Q=10:1:0],
—2Q =1[0:-1:1],
—-3Q =[-a:0:1],
4 = {M:_M],i
a—1
—a?—ah+2a—1 ah—a+1
_5Q:{ ala —1) a1 :1}'

Vegem, per exemple com s’obtenen les corbes el-liptiques contenint orbites 9-periodiques.
Si imposem que 4Q) = —5Q, obtenim que —a = (—a®*—ah+2a—1)/(a(a—1)). Aquesta
igualtat ens proporciona
(a—1)(a* —a+1)

hg = .
a
Per tenir nivells el-liptics amb orbites de periode 12, imposem que 7¢) = —5Q i
obtenim

a*—2a> —ah+2a—1  a®*+ah—2a+1

(ah—a+1)a B a(a—1) ’
(a—1)°(a*h+ah—a+1)  ah—a+1
(a2+ah—2a+1)(ah—a+1)  a—-1

A partir d’aquestes equacions, veiem que hio ha de venir donat per les arrels del polinomi
P(a,h) = a*h*+a(a—1) (a —3) h+ (a®> — 2a + 2) (a — 1), el qual ens déna el resultat.

Els altres casos s’obtenen de manera similar. |
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Finalment, cal remarcar que hi ha valors de a per als quals, els nivells no el-liptics (els
quals corresponen a corbes de geénere 0) estan plens d’orbites periodiques amb periodes
1, 213, [48, Lema 5]. Altrament, també cal dir que no hi ha aplicacions de Lyness amb
orbites 4-periodiques, encara que hi ha alguns autors que consideren que aquest periode
apareix en el cas a = 400, [92].

2.2.2 Aplicacié de Lyness 2-periodica.

Les corbes corresponents a ’aplicacié de Lyness 2-periodica Cj, = {(bx +a)(ay+0b)(ax +
by + ab) — hxy = 0} amb ab # 0, sén corbes el-liptiques per a h # 0 i per h diferent de
la solucié donada per 'Equacié (2.1.9). En el cas real, aquestes corbes, quan afegim els
punts de linfinit [1 : 0: 0], [0: 1: 0], [b: —a : 0] s6n isomorfes a S! o bé S* x Z/(2).
Considerant O := [0 : 1 : 0], sobre cada corba el-liptica C, la dinamica de 1’aplicaci6 de
Lyness (2.1.5) és

Frao,(w:y:1])=[z:y:1]+[1:0:0].

Com a l'exemple anterior, 'equacié (2.1.11) ens déna un metode simple per a tro-
bar el lloc geometric de les orbites periodiques d'un determinat periode a les corbes
el-liptiques. Per tant, per caracteritzar els continus d’orbites periodiques trobarem les
relacions entre a, b i h per a les quals es verifica que p Q) = O, en aquest cas:

p-[1:0:0 =[0:1:0]. (2.2.2)
Proposicio 2.2.2. Es verifiquen els segiients resultats:
(1) L’aplicacio Fy; és globalment periodica amb periode 5.

(i1)) No hi ha corbes el-liptiques Cy, plenes de punts periodics de les aplicacions de
Lyness 2-periodiques Fy,, amb periodes p = 2, 3.

(111) Les corbes el-liptiques C), plenes de punts periodics de les aplicacions de Lyness 2-

periodiques Fy, amb periodes p € {4,...,14}, venen donades per aquells valors de
a,b i h, # 0 tals que no son solucié de I’Equacio (2.1.9); i es verifica c,(a,b, h,) =
0, on:

cq(a,b,h) =h— AB,

)
cs(a,b,h) = (ab—1)h+ AB,
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cola,b,h) = B2+ (2% — 203 — 20° + 3ab) h
+BA (—a*V? + a® + b* — 2ab),

cr(a,byh) = —h*+ (a®6® — 4a*b* + 3a® + 3b* — 3ab) h?
—BA(—4a*h* 4+ 3a®+ 3b® — 3ab) h + B>A3,

cg(a,b,h) ==h3+ (=2a®>— 2> +5ab—1)h?
+BA (—a?b* + a® + b® — 4ab+ 2) h — B*A?,

co(a,b,h) = —h%+ (—4a** +5a®>+ 5% — 6ab) h*
+ (a®° — 10 a®d* + 17 a°b* + 17a%h° — 10 a® — 38 a3b3
—106° + 24 a*b + 24 ab* — 15a?b?) h® + BA (10 a*b* — 17 a®V?
—17a%h° +10a® + 37 a3 + 108° — 26 a*b — 26 ab? + 19 a*b?) h?
— (4a** —9a°0* — 9a*h® +5a° +20a3® + 505 — 14 a*b
—14 ab* + 12a*b*) B2A%h + (a*b* — 2a°0* — 2a?b° + a°
+5a3b® + 1% — 3a'b — 3ab* + 3a%h?) B3 A3,

cio(a,b,h) = (—ab—1)h5 + (—=a®® + 4a*b + 4 ab* — 12a%0* + 5a3 + 5 b
—5ab) h* 4+ (—a’b® + 6 a%0® + 6 a®b® — 6a’b — 35 a*b* — 6 ad”
+41a°b* 4+ 41 a*b° — 10 a® — 56 a®b® — 100° + 20 a’b + 20 ab?
—10a*v?) h® + BA (a®0® — 5a5% — 5a3® + 4a"b + 30 a*b* + 4 ab”
—37a%0? — 37a*h° + 10a% + 55 a®b® + 1065 — 20 a*b — 20 ab*
+10a?v?) h? — (a®0® — 2a5b® — 2a3° + a"b + 12 a*b? + ab”
—15a°0* — 15a*b° + 5a°® + 25 a6 + 50° — 10 a*b — 10 ab®
+5a20) B2A%h + BSAY,
cii(a,b,h) = h®+ (40%a® — 7a®> — 76> + 10ba) A" + (10 a*d* — 27 a®V?

—27a*V® 4+ 21 a® + 78 a®b3 + 21 b° — 60 ba* — 60 b*a
+45b%a* — ba) h® + (—a"b" + 20 a®b® — 57a"b* — 57 a’b” + 75 a®b?
+213a°b° + 75 a*b® — 35a” — 309 a®b* — 309 a*0° — 3567 + 150 a"b
+460 a*b* + 150 ab” — 225 a®b* — 225 a*V° + 104 a*b* + 6 ba’
+6b%a — 6b%a*) h® + BA (—20a%0° + 57 a"b* + 57 a*b” — 75 a®b?
—207 a®b® — 75 a?b® + 35a° + 321 a%b3 + 321 a®b® + 35b° — 16547
—534a*b* — 165 ab” + 285 a°b? 4 285 a’0° — 140 ab® — 15 ba*
—15b%a + 15b%a®) h* — (=10 a55 + 37 a"b* + 37 a*b™ — 48 aBb?
—139a°0° — 48 a®b® + 21 a° + 213 a3 + 213 a3b5 + 21 4% — 108a"b
—381a*b* — 108 ab” + 213 a®b* + 213 a®b® — 106 ab® — 20 ba*
—200b%a + 20b%a?) B2A%h3 + (—4.a5° + 15a"b* + 15a'b” — 18 a®b?
—60a’b® — 18a?b® + 7a® + 84 ab® + 84 a3 + 71° — 394a"b
—154 a*b* — 39 ab” + 87 a®b* + 87 a®b® — 40 a3b> — 15 ba*
—15b%a + 15b%a?) B3A3h? — (a*b? — 2a°b? — 2a*b° + ab + 7 a®b?
+b% — 5ba* — 5b*a + 10b*a* — 6 ba) B> A°h — baBS A",
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cr2(a, b, h) -

Clg(a, b, h)

=—h"+ (a®b* = 8a*b* + Ta® + 7V* — Tab) h° + (—3a"b* — 3a*"
+12a°b° — 36 a*b* + 47 a’b? + 47 a®*b® — 21 a® — 84 a3 — 21 b5
+42a*b + 42 ab* — 22 a*v*) b5 + BA (3a"b* + 3a*0" — 21 a°V°
+75a*b* — 80 a’b? — 80 a?b® + 35 a8 + 130 a3b® + 350° — 70 a*b

—70 ab* + 40 a®b?) h* — (—aSb% + a"b* + ab" — 10 a5° + 75 a’d?
—80a’b? — 80 a?b® + 35a® + 120 a®b® + 35b% — 70 a*b — 70 ab*

+45 a?b?) B2A?h? + (36 a’b? — 47 a%0? — 47 a*V° + 21 a® + 69 ah?
+218° — 42 a*b — 42 ab* + 31 a®v?) B3A3h? — (8 a*b* — 15 a°b?
—15a%° + 7ab + 24 a30® + 705 — 14 a*b — 14 ab* + 12 a*b*) B*A*h

+ (a*d* — 2a°b* — 2a%b° + a® + 4a363 + b° — 2a'b — 2ab?

12a20%) B A5,

= abh™ + (4a36® — 9a*b — 9ab® + 15a%0* — 1) 1% + (10 a®0°
—37a%0® — 37a3b% 4 36 a"b 4 133 a*b* 4 36 ab” — 120 a®b? — 120 a?b®
410563 — 160202 + 10a® + 10b° — 10ab) h® + (20 a7h7 — 87 b
—87a’b® + 147 a°b® + 420 aSb® + 147 a®b° — 84 a'°b — 738 a"b*
—738ab" — 84 ab'® + 420 a®b? + 1305 a®b° + 420 a*b® — 735 aSb3
—735a3b% + 319 a*b* + 138 a®b? + 138 a?b® — 45a% — 231 a3b® — 451°
+90 a*b + 90 ab* — 45 a?b*) h® + (—a'%b'® + 35 a0’ — 147 a'°0”
—147a"b'% + 321 a1 + 810 a®b® + 321 a®b! — 329 a'?b® — 1977 a”b°
—1977 a5 — 329 a3b'? + 126 a'3b + 2139 a'°b* + 5051 a”b”

+2139 a*b' + 126 ab'® — 840 a''b? — 5580 a®b® — 5580 a°b® — 840 a>b'!
+2205 a®b3 + 5939 a%85 + 2205 a3b? — 1776 a"b* — 1776 a*b™ — 528 a®b?
—786 a’h® — 528 a?b® + 120 a® + 1437 a®b® + 1437 a®b° 4 120 b°
—360a’ — 1270 a*b* — 360 ab” + 360 a®b? + 360 a?b° — 120 a3b3) A7
—BA(35a°° — 147 a'b" — 147 a"b'% + 321 ab° + 789 a®b® + 321 a®b™
—329 a2 — 2019 a”b% — 2019 a%b° — 329 a3b'? + 126 a'3b 4 2271 a'b*
+5586a’b” + 2271 a*b'® 4 126 ab'® — 924 a'b? — 6579 a®b> — 6579 a°b®
—924 a?b" + 2751 a®b3 + 7460 a®b5 + 2751 a®b? — 2127 a"b* — 2127 a*b”
—966 a®b® — 1791 a®b® — 966 a?b® + 210 a® + 2625 a®b3 + 2625 a3b5
+2100° — 630 a”b — 2295 a*b* — 630 ab” + 630 a®b? + 630 a?b°
—210a*b) h® + (20 a°F° — 107 a'°b” — 107 a"b'° + 234 a'b° + 596 a®b®
+234 ab™ — 231 a'2b3 — 1509 a”b% — 1509 a®b° — 231 a3b'? + 84 a'3D
+1677a'°b* 4+ 4353 a"b” + 1677 a*b'° + 84 ab'® — 672 a''b? — 5265 a®D°
—5265 a’b® — 672 b + 2247 a°b® + 6131 a%° + 2247 a3b? — 1478 a"b*
—1478 a*b™ — 1176 a®b? — 2578 a®b® — 1176 a?b® + 252 a° + 3213 a50?
+3213 a3b% 4+ 25257 — 756 ab — 2808 a*b* — 756 ab” + 756 a°b?

1756 207 — 252 aPb%) B2A?RS — (10a%H° — 57 a7 — 57 a7b

+120 a''v® + 336 a®b® + 120 a®b* — 109 a2 — 798 b — 798 aS0°
—109 a*b'? + 36 a'3b + 831 a'%b* + 2297 a"b” + 831 a*b* + 36 ab'?
—312ab? — 2760 a®b> — 2760 a®b® — 312 a?b' + 1161 a®b> + 3157 a®b8
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c14(a, b, h)

+1161 a®b? — 423 a"b* — 423 a*b” — 966 a®b? — 2439 a°b® — 966 a2b®
+210a® + 2667 a%b® + 2667 a3b® 4+ 210b6° — 630a"b — 2351 a*b*

—630ab” + 630 a®b* + 630 a?b® — 210 ab3) B3A3h* + (4a°0° — 21 a'°D”
—21a"b'"% + 39 a"1® 4+ 123 a®b® + 39 a®b't — 31 a'?b® — 267 a”b® — 267 a50°
—31a3b" +9a"3b + 249 a'0b* + 741 a"b" + 249 a*b' + 9 b — 84 a'1h?
—858 a®b® — 858 a®b® — 84 a?b' + 345 a®b> + 889 b8 + 345 a®b? + 144 a7b*
+144 a*b™ — 528 a®b? — 1503 a®b® — 528 a®b® + 120 a” + 1479 a®b3

+1479 ab% 4+ 120 % — 360 a”b — 1326 a*b* — 360 ab” + 360 a’b? + 360 ab®
—120a3%) BYAYh3 — (b — 400" — 4a"b*° + 6 a1b° + 22 aBb® + 6 a®b!!
—4a"2b3 —42a°05 — 42450 — 4030 + a'3b 4+ 34 a0 + 1114707
+34a*b'0 + ab®® — 10 atb? — 120 a®b® — 120 a®b® — 10 a®b*! + 45 a”b?
+74a50% 4+ 45 a3b? + 154 a7b* + 154 a*b” — 183 a®b? — 571 a®b> — 183 a?b®
+45a” + 522 a8 + 522 a30% 4+ 450 — 135a"b — 480 a*b* — 135 ab”
+135a°0? 4+ 135 a?b° — 45 a®b®) BP APh? + (—16 a%0° + 42 a"b* + 42 a*b7
—36a®h? — 117a°° — 36 a?b® + 10a® 4+ 105a®b + 105 a36° + 100°
—30a’ — 100 a*b* — 30 ab” + 30 a®b* + 30 a®b° — 10 a®b®) BSASh — B A0,
= —h1% + (—a®b® — 5a*h* +9a3 4+ 90® — 12ab) h? + (—a’V® + 6 a®V?
+6a3b% — 30 a*b* + 44 %% + 44 a?V® — 36 a8 — 123 a3 — 36 b°

+96 a*b + 96 ab* — 66 a?b?) h® + (—a"b" + 10 a®® + 10 a®b® — 15a°)?
—95a50% — 15a30° + 194 a7b* + 194 a*b” — 168 a®b* — 537 a®b®

—168 a?b® + 84 a® + 654 abb® + 654 a31® + 8417 — 336a"b — 918 a*b*

—336 ab” + 462 a®b? + 462 a®b® — 220 a®b® + a?b*) b7 + (—a'b°

+12a'%" + 12470 — 30 a''h® — 148 a®b® — 30 a®b' + 20 a'?D?

+449 a®b5 4 449 a®° + 20 a®b'2 — 556 a'°b* — 1534 a"b" — 556 a*b*°

+364 a''b? + 2298 a®b® + 2298 ab® + 364 a?b'! — 126 a'? — 1845 a®b3
—4094 a®b° — 1845 a®b® — 126 b'2 + 672 a'%b + 3708 a”b* + 3708 a*b”

+672 ab'® — 1386 a®b? — 3542 a®b® — 1386 a?b® + 1320 aSb® + 1320 a31°
—474a*b* — Tab? — 7a*0° + 7a®b®) h® — BA (—ab® + 11 a7

+11a"b'% — 25a!b® — 137 a®b® — 25 a0 + 15 a'2b3 + 424 a°1°

+424 a50° 4+ 15 a3b'? — 541 a'%b* — 1526 a"b" — 541 a*b'° 4 364 a''b?
+2319a8b® + 2319 a®b® 4 364 a?b't — 126 a'? — 1886 b — 4161 aSb8
—1886 a®b? — 126 b'2 + 714 a'°b + 3934 a"b* + 3934 a*b” + 714 ab'®

—1596 a®b?® — 4096 a®b> — 1596 ab® + 1704 a5b® + 1704 a3b® — 680 a*b*
—21a°* — 21 a®b° + 21 a*6%) h® + (—a’b” + 8a'b" + 8a"b'" — 13 10"
—89a®® — 13 a’b' + 6a'?b? + 263 a”b% + 263 a%b° + 6 a3b'? — 350 a'0*
—995a"b" — 350 a*b'® + 252 a'h? + 1592 aBb® + 1592 a®V® + 252 ab!!
—84a'? — 1341 a”b® — 2946 a®b% — 1341 a3b° — 84 b'? + 504 a'°b 4 2886 a”b*
+2886 a*b” + 504 ab'® — 1218 a®b? — 3227 a®b® — 1218 ab® + 1460 aSb?
+1460 a3b® — 637 atbt — 35 a®b* — 35 a%V® + 35a3V®) B2A%Rh!

— (—ab® +3a"0" + 340" — 3aMb° — 33a%0® — 34D + a'?D?
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+101 a”0® 4+ 101 a%° + a®b'? — 151 a'°b* — 4194707 — 151 a*b'°

+116 a''v? + 735a®b® + 735a°0® + 116 a®b! — 36 a'? — 642 b3
—1435a80% — 642 a1® — 36 b2 + 228 a0 + 1434 a7b* + 1434 a*b”

+228 ab'® — 594 a®h? — 1686 a®b®> — 594 a?b® + 798 abb? + 798 a3b°
—371a*b* — 35a°b* — 35 a?b° + 35a3b3) B3A3h® — (5a%0® — 24 a%b°

—24 a5 + 42 a0p* + 115470 + 42 a*b'° — 32 a'1? — 218 a®H® — 218 a®b®
—32a?b" +9a'? + 187a”b% + 448 aS1° + 187 a3b° + 9b'? — 60 a'
—440a"b* — 440 a*b™ — 60 ab'® + 168 a®b? + 532 a’b® + 168 a?b® — 252 a5b>
—252a30% + 119 a’d* + 21 a®V? + 21 a?b® — 21 a®b3) BYA*h? + (aBb® — 4 a”b°
—4a50° +6a'°v* +19a7b" + 6a*b'° — 4 a'b? — 33a%h° — 33’08 — 4a%bM!
+a'? +25a%% + 69 a%° + 25 a3 + b2 — 7a'%b — 63 a"b* — 63 a*d”
—7ab'% + 21 a®b? + 77 a®b° + 21 a®b® — 35a50® — 35a30° + 14 a*b*

+7a°b® + 7a?b® — 7a3b3) B>A%h — a’b*BT A,

on prenem A =a?>—0b i B =a— b* com a notacid, per alleugerir les expressions.

Nota. Respecte de I'enunciat (ii) de I'anterior resultat, convé destacar que calculs molt
senzills demostren que, de fet, mai no hi ha orbites periodiques de periode p = 2 per les
aplicacions F;, 4, ni tampoc de periode p = 3 quan ab # 0, ja sigui en nivells el-liptics o
no, vegeu [9, Proposicié 20].

Nota. Novament, observem que els calculs amb els que es deriven les expressions de
¢p(a,b,h) a lenunciat (iii) de 'anterior resultat sén formals. Per tant, cal afegir la
hipotesi que els valors de a, b i h, que verifiquen 'equacié ¢,(a, b, h,) = 0 corresponen a
nivells el-liptics. Per exemple, quan AB = 0, de la condici6 ¢4(a, b, h) = 0 s’obté hy = 0,
que no correspon a un nivell el-liptic.

També pot passar que per a determinats valors de a,b € R, les corbes C},, siguin
buides a R2.

Per a demostrar els enunciats (ii) i (iii) de ’anterior proposicid, ens cal calcular efectiva-
ment la suma interna d’elements de la forma Q+n(). Recordem breument el procediment
de calcul:

Considerem els punts Q@ = [1:0:0]1 O =[0:1: 0] que pertanyen a totes les corbes
el-liptiques (Cj,, +, O). Com abans, observem que donat qualsevol punt P € C},, el punt
P+ Q) s’obté com

P+Q=(PxQ)x0.

Donat un punt P = [z : yo : 1], per calcular [z : y; : 1] = [20 : o : 1] + @,
primerament calcularem [zg : yo : 1] * @ considerant la recta horitzontal y = yo que
passa per [To : Yo : 1] 1 @, 1 que talla Cj, en un segon punt [z7 : yo : 1] = [z : yo : 1] * Q.
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A continuacié, per calcular [z : yo : 1] * O, prenem la recta vertical x = x;, que passa
per [z1 : yo : 1], i que talla C), al nou punt [zq :yp : 1] = [xg 1 yo : 1] + Q.

Observem que degut al fet que @ és tangent a 'asimptota y = —b/a de C}, el punt
Q * ), que és necessari per efectuar el calcul de 2Q = (@ * Q) * O, s’obté calculant
I'intersecci6 de la recta y = —b/a amb Cj,. D’aquesta manera obtenim el punt aff
Q*Q = [r;: —b/a: 1]. El calcul final de 2Q) s’obté calculant la interseccié de la recta
xr = x1, que passa per [z1 : —b/a : 1], amb Cj,.

Tenint en compte aixo, els calculs que apareixen als diferents apartats de la demos-
tracié s’obtenen amb I’ajuda de software de computacié simbolica, quan sigui necessari.

Demostracié de la Proposicié 2.2.2. (i) Si a = b = 1, es demostra que l'aplicacié de
Lyness 2-periodica F}; és globalment 5-periodica (com a conseqiiencia del fet que I'a-
plicacié de Lyness F} ho és).

(i) Apliquem les regles formals explicades al preambul de la demostracié per calcular
la suma interna d’elements de la forma @) + n@), tot obtenint els seglients resultats:

Q =[1:0:0],
2QQ =1[0:—a:1],

h—aA —h+ BA
3@ = bA ~ abA -

Observem que 2Q) # O sempre. Considerem ara el cas ab # 0 (altrament les corbes no
serien el-liptiques). Observem que 3Q = [a(h — aA) : —h + BA : abA], per tant, una
condicié necessaria per tal que 3Q) = O és A = 0, pero en aquest cas 3Q) = [ah : —h :

0] # O.

(iii) Prosseguint els calculs del punts n@), obtenim:

h—A@® =0 +a) b((ab— 1) Ah+ BA?)
4 - - 1] 1 1
“ a(—h—I—aA) h2 — (—1)2—1—2(1) Ah + aBA? 1 en general ,
n@Q = Dul Pn2 ,

Qn,l qn72

on les expressions dels numeradors i denominadors de n@, per n € {5,6,7} venen
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donades per:

psa = —a(ah? — A(2a®> —b)h + BA%),
@1 =(—h+A(a®b—b*+a))(—h+ BA),
ps2 = (—h+aA)(h*+ (a** —2a®> — 20 +3ab) h
+BA (—a*V? 4+ a® + b* — 2ab)),
g2 =b(—h+A(a’s —b*+a)) ((ab—1)h+ BA),
pe1 = — (—h+ BA)(—h*+ (—=20* + 3a) Ah?
+ (a6 — b* + 3ab? — 3a®) A%h + a®>BA3)
g1 = ab((ab—1)h+ BA) (ah* — A(2a* — b) h+ BA?),
pe2 =—(—h—+ A(a* —V*+a)) (=h*+ (a®® — 4a*b* + 3a® + 30* — 3ab) h?
—BA(—4a*V* 4+ 3a® + 3b% — 3ab) h + B34%)
g2 =a(h®*+ (a®? —2a®> -2 +3ab)h
+BA(—a?V? + a® + b> — 2ab)) (ah®> — A(2a* — b) h + BA?),
pra =—-b((ab—1)h+BA)(—(a—1)(a*+a+1)h*+3A(a* — a®b+ b* — a) h?
—(=2a'* +3a° +5a%b* — 6a®b — 3b* + 6ab® — 3a?) A%h
+B (—a*t® + a® + 2a%b® — 3a®b — b* + 2ab? — a?) A?),
g1 = (=h*+ (=2b% + 3a) AR + (a®b® — b* + 3ab? — 3a?) A%h + a®> BA3)
X (h? + (a0 — 2a® — 2b° 4+ 3ab) h + BA (—a*b* + a® + b* — 2ab)) ,
pra =ab(—h+ BA) (ah®* — A(2a®> —b) h+ BA3) (b3 + (=24 — 2 + 5ab — 1) h?
+BA (—a*h?* +a® +1® —4ab+2)h — B2A?),
qra = (=h*+ (=20% + 3a) AR? + (a®b® — b* + 3ab? — 3a?) A’h + a®* BA?)
X (—h® + (a®b® — 4a%V? + 3a® + 30> — 3ab) h?
—BA(—4a*h* 4+ 3a® + 3b® — 3ab) h + B>A?).

Com abans, observem que cal interpretar aquestes expressions formals dels punts n()
com a punts afins en el cas que els denominadors de les diferents coordenades siguin no
nuls, i com a punts de la recta de I'infinit altrament.

Les condicions de periodicitat s’obtenen tot imposant que

1
E(]%)Q _ —E(%)Q, p=4,5,....10,

on E(x) denota la part entera de x.

Per trobar els punts —n(@), considerarem altra vegada la relaci6 —P = P x (O % O).
Notem que, com que O no és un punt d’inflexié, aleshores O x O # O. Un calcul mostra
que en el nostre cas OO = R := [—a/b: 0: 1]. Per tant, obtenim —P = Px[—a/b: 0 :
1], la qual ens indica que per a buscar —P caldra trobar la recta que passa pels punts
Pi[—a/b:0: 1], aillar la coordenada y i substituir-la a I'expressié de la corba Cj, tot
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trobant-ne la solucié en z. Aixi doncs, —Q = [—b:0: 1],

(h—BA  h+bB
—20 = abB ~  aB )
_3@_-_GB((ab—l)h-FBA)_—h+B(—ab2+a2—b)‘1
N (h+bB) (—h + BA) ° b(h+bB) Tl
40 = -—(h-l—bB)(hQ—i—(asz—2a3—2b3—|—3ab)h+BA(—a2b2+a3—I—b3—2ab)).
B a(—h+ B(—ab? +a® = b)) ((ab— 1) h + (—b% + a) A)

b(bh? — B(—2b*+a)h+ AB?)
(=h+ BA) (—h + B (—ab®+ a® — b))

Q= {pl_m_l}
din  d2n

01

i en general

on

prs=— (—h+ B (—ab® +a® - b)) (=h* + (¢®b® — 4a°0* + 3a® + 30> — 3ab) h?
—BA (—4a2b2+3a3+363—3ab)h+B3A3),
g5 = (h* + (a®0® —2a® = 2b° + 3ab) h + BA (—a®V? + a® + b* — 2ab))
x (bh* — B (—2b*+a) h+ AB®) b,
pos = (—h+ BA) (h* — B (2a* — 3b) h* + (—a®b® + a* — 3a’b + 3b*) B*h — b>AB?)
G5 = ab((ab — 1) h + BA) (bh* — B (—2b* 4+ a) h + AB%),
pre = —ab(—h+ BA) (bh* — B(—=2b* + a) h+ AB®) (h* + (—2d® — 2}
+5ab — 1) h* + BA (=a’b® + a® + b° — 4ab+ 2) h — B*A?),
g6 = (b’ — B(2a® = 3b) K* + (—a®b® + a* — 3a’b + 3V*) B*h — b>AB?)
x (—h* + (a’® — 4a** + 30’ + 3b° — 3ab) h?
—BA (—4a2b2+3a3+363—3ab)h+B3A3),
pog=—((ab—1)h+BA)a((b—1) (b>+b+1)h*+3B (b* — ab* + a® — b) h?
— (2a®* = 5a°0° — 30° + 3a* + 6ab® — 6a’b + 3b°) B*h
+A (a2b4—2a3b2—b5+a4+3ab3—2a2b+62) B?’)7
@26 = (B> + (a®0* — 20° — 20% + 3ab) h+ BA (—a®0” 4 o® + b* — 2ab))
x (h* — B (2a® — 3b) h* + (—a®»* + a* — 3a°b + 3b°) B*h — b®AB?)
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prr=—(h* =B (2a® = 3b) h* + (—a’b* + a* — 3a°b + 3b*) B*h — b>AB®)
X (—h5 + (—4 a’b? +5a> + 5% — 6ab) ht + (a5b5 —10a** + 17a°0* + 17 a*°
—10a® — 38a°6® — 100° + 24 a'b + 24 ab* — 15a%V?) h* + BA (10 a*b* — 17 a°V?
—17a*’ 4+ 10a° + 37a°6° + 100° — 26 a*b — 26 ab* + 19 a®b?) h?
— (4 a’t? —9a°b* — 9a*h® +5a° +20a30® +50° — 14 a'b — 14 ab® + 12 asz) B2A?h
+ (a4b4 —2a°0* —2a*0° +a + 5a%® + 0% — 3a'h — 3ab* + 3a2b2) B3A3) ,
¢17=a’b(—h+ BA) ((b—1) (0*+b+1) h*+ 3B (b* — ab® + a* — b) h*
— (2@2174 —5a*b* —30° + 3a* + 6ab® — 6azb+3b2) B?h
+A (a2b4 —2a®V? — b +a* + 3ab® — 2a%b + b2) BS) (h3 + (—2 a®—2b°
+5ab— 1) h* + BA (—a®V* + a®* +b° — 4ab+2) h — B*A?)
o7 = —b (h2 + (a2b2 —2a® =20 + 3ab) h+ BA (—a2b2 +ad+ b — 2ab))
X (h5 + (2a2b2 —3a®—50b° +6ab) '+ B (—3a4b2 +3a° 4+ 9a*® — 124D
—10b* + 14 ab® — az) - (a5b4 —2a%% +a" + 64 — 6a°b — 15a?b* + 21 a®V?
+106° — 3a* — 16 ab® —|—3a26) B*h? — A (6a2b4 —9a®? —50° +3a* +9ab?
—3a’h) B°h+ A°B°)
@ = a(—h*+ (a®0® — 4a°V° + 3a® + 3b° — 3ab) b
—BA (—4a’* 4+ 3a® +3b° — 3ab) h+ B*A®) ((b—1) (V" + b+ 1) h?
+3 B (b4 —ab® 4 a® — b) h* — (2a2b4 —5a®* —3b° +3a* +6ab’
—6azb+3b2) B*h+ A (a2b4 —2a’b* —b° +a* + 3ab® - 2a26+b2) Bg) )

Per exemple, quan p = 4, la condici6 2Q) = —2() es tradueix com
0:—a:1]=[h—AB:—(h+bB)b: abB,

la qual es compleix si i només si h — AB = 0, donant lloc a la condici6 ¢4(a, b, h) = 0.
Similarment, per caracteritzar les corbes el-liptiques contenint orbites 5-periodiques,
obtenim que 3Q) = —2(@) és equivalent a

h—aA_h—AB

bA abB '
—h+AB B h+bB
abA aB

A partir d’aquestes equacions veiem que hs ha de venir donat per les arrels del
polinomi ¢s(a, b, h) = (ab — 1) h + AB, és a dir, el resultat ve donat per
AB

hs i = — .
> ab—1
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De la mateixa manera, per obtenir nivells el-liptics amb orbites de periode 6, imposem
que 3Q) = —3(Q) arribant a

h—aA  aB((ab—1)h+ AB)

bA  (h+0bB)(-h+ AB)’
—h+AB  —h+ B(—ab®+a* )
abA b(h + bB)

Com al cas anterior, a partir d’aquestes equacions obtenim que que hg ha de venir donat
per les arrels del segiient polinomi

cg(a,b,h) = h* + (a262 -2d® —2b3+3ab) h+ AB (—a2b2+a3+b3 —2ab),

el qual ens dona el resultat desitjat. Els altres casos es dedueixen de manera similar.

2.3 Consideracions sobre I’'is de programes de
computacié simbolica.

Donat que les corbes considerades en aquest capitol sén cibiques, per trobar els nivells
d’energia pels quals les corbes invariants no son el-liptiques, podem resoldre el sistema
d’equacions que caracteritza quan les corbes sén singulars amb 1’ajut d’un programari de
manipulacié algebraica sense fer servir cap llibreria en concret, o bé podem fer servir les
instruccions especifiques per a corbes el-liptiques com ara les que proporciona el paquet
algcurves de Maple o bé els programes Magma o Sage.

Per a il-lustrar el tipus d’is que es pot fer d’aquestes eines i les seves limitacions, a
continuaciéo donem un codi en Magma que permet calcular els nivells d’energia corres-
ponents a corbes invariants per les aplicacions considerades en aquest capitol que no sén
el-liptiques, i comentem algunes precaucions que cal prendre quan es treballa a nivell
formal amb aquest programa.

Recordem que tota corba el-liptica amb coeficients a un cos de caracteristica diferent
de 2 i 3 es isomorfa a una corba de Weierstrass

v = 2® + pr + g, (2.3.1)
[86, 87]. Aquesta corba de Weierstrass té associades dues quantitats

4 3
A=—-16(4p° +27¢°) i j=-1728 %

anomenades discriminant’ i invariant j respectivament. L’equacié (2.3.1) correspon a
una corba el-liptica si i només si A # 0, vegeu per exemple [87, Capitol II1.1 i Proposicié

fNo confondre amb el discriminant d’un polinomi.
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1.4]. Aix{ doncs, podem calcular els nivells d’energia corresponents a corbes invariants
per 'aplicacié de Lyness F,, C), que no son el-liptiques, tot demanant els factors del
denominador de I'invariant j d’aquestes corbes, amb un software com ara Magma:

K<a,h>:=FunctionField(Rationals(),2);
A<x,y>:=AffineSpace(X,2);

C:=Curve (A, (x+1) *(y+1) * (x+y+a) ~h*x*y) ;
CP:=ProjectiveClosure(C) ;

P:=CP![1,-1,0];

E:=EllipticCurve(CP,P);
Factorization(Denominator(jInvariant(E)));

Tot processant el programa a la pagina web de Magma!, usant la versié V2.21-4,
hem obtingut els factors del denominador de I'invariant j en 0.26 segons amb un total
de memoria usada de 39.02MB.

<h, 3>,

<a - h -1, 2>,

<a”3 - 2*%xa"2xh - 6*%a”2 + axh™2 - 10%axh + 12%a +h-8,1>

Aixi doncs, les corbes de Lyness E’Vh sén el-liptiques excepte per h € {0,a — 1, hF},
on

Bt 202 +10a— 1+ (4a+1)vV4da+1
. 2a ’
son les arrels del polinomi ah? —2a(a+5)h +a(a® —6a+12).

Es interessant, pero, comentar per que no hem fet servir la instruccié Discriminant (E).
Observem que en el cas de les corbes de Lyness C}, quan demanem la instruccié

Factorization(Numerator (Discriminant(E)));

Obtenim:
<a - h, 36>,
<a”™3 - 2%¥a”2xh - 6*¥a”"2 + a*h”2 - 10*xaxh + 12xa + h - 8,1>

la qual cosa déna, en efecte, equacié que satisfan els valors no-el-liptics hZ, perd omet
els valors no-el-liptics h =01 h = a — 1 i afegeix de forma esptria el valor h = a.

El que esta succeint en aquest cas és que quan treballem formalment deixant els
parametres a i h lliures, el model de Weierstrass amb el qual Magma calcula el discri-
minant és:

(a _ h)12
h*(a —h—1)

(CL _ h)lS
h%(a —h —1)

v = 2% +

pla,h)x +

sq(a, h) (2.3.2)

'http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/

73



Capitol 2. Orbites periodiques en fibracions el-liptiques

—27(h' — (da+8)h*+2a(Ba+4)h* —4 (a—2) (a®>+2)h+ (a — 2)*),
qla,h) = 54 (W + (—6a—12)h* + (15a* +36a+24) h* —4 (a — 1) (5a® + 11a + 14) h?
+ (150" —24a® + 120>+ 48a + 24) h? — 6 (a> 4+ 2) (a — 2)° h + (a — 2)°).

=

8

=
I

Aquesta equacid, només esta definida si h # 01 h # a — 1, té discriminant

(ah2+ (—2a2 _ 1Oa—|—1)h_|_(a_2)3) (a—h)36

A = 2176782336 - :
h?(a—h—1)

1 té invariant j:

(W4 (~4a—8) ¥ +2a(3a+4)h* — 4 (a—2) (@ +2)h + (a - 2)")’
h3(ah2+(—2a2_10a—|—1)h_|_(a_2)3)(a_h_1)2 .

j= (2.3.3)

Observem que les arrels del denominador de l'invariant j déna, en efecte, els nivells
critics.

Notem que a diferencia del discriminant, I'invariant j és manté per canvis birracionals
que preserven la forma de Weierstrass (vegeu [22, Capitol 20, Lema 1]. Per altra banda,
els tnics canvis d’aquests tipus son:

u= oz, v=0a’y,

vegeu [22, p.93] i [87, p.45]. Aquests canvis transformen 'equacié (2.3.1) en l'equacié

v? = u® + atpu+ a’q, (2.3.4)

amb nou discriminant

A = a'? A.

La no-invariancia del discriminant per canvis birracionals és la rad per la qual es poden
perdre solucions o bé que n’apareguin d’espiries quan es treballa a nivell formal. En
efecte, quan es pren formalment el canvi birracional mencionat anteriorment amb

h(a —h —1
o hla—h-1)

(@ —h)?
I'equacié (2.3.2) es transforma en l'equacid
y* = 2° +pla,h)x + q(a, h),
que té discriminant

A = 2176782336 1 (ah® + (—2a® —10a+ 1) h + (a — 2)*) (a — h — 1)°,

74



Capitol 2. Orbites periodiques en fibracions el-liptiques

i, obviament, el mateix invariant j donat en (2.3.3).

En definitiva, el fet que l'invariant j es preserva per transformacions birracionals
que preserven la forma de Weierstrass, aconsella treballar amb aquest darrer quan es
treballa a nivell simbolic formal.

Respecte de la solucié espiria que donava la instruccié Discriminant (E) ; Observem
que quan fixem h = a, la instruccié WeierstrassModel(E); ens ddéna que 'equacid
associada a la corba de Lyness C, és:

9 5 (—6912a% +6912a — 6912) z 221184 a® + 414720 a* — 331776 a + 221184
y =2+ - + a6 .

Aquesta corba esta ben definida i és una ctibica no-singular (i per tant el-liptica) si a # 0.

Pel que fa als nivells no-el-liptics per les corbes de nivell (2.1.7) associades a I'integral
primera de les aplicacions Fj , associades a les equacions de Lyness 2-periodiques, fent
servir el codi

K<a,b,h>:=FunctionField(Rationals(),3);
A<x,y>:=AffineSpace(X,2);

C:=Curve (A, (bxx+a)* (axy+b) * (a*x+b*y+axb) —h*x*y;
CP:=ProjectiveClosure(C) ;

P:=CP![0,1,0];

E:=EllipticCurve(CP,P);
Factorization(Denominator(jInvariant(E)));

obtenim en 0.29 segons amb un total de memoria usada de 39.02MB:

<h, 3>,
<b, 8>,
<a, 8>,

<a”12 - 4xa”11%b"2 + 6*%a"10*b"4 - a~10*%b - 4*xa"9*b"6 +
T*a"9%b"3 - 4*%a”9%h + a"8%b”"8 - 15%xa"8%b”5 + 4*a”"8xb"2xh +
13*%a”7*b~7 + 4xa”T7*b~4xh - 3*%a”7*b"4 + 3xa"7*bxh -
4%a”"6*b"9 - 4*xa"6xb"6*h + 12*%a”6*b”"6 + 18*a~6xb~3xh +
6*a”"6*h”2 - 15%a"bxb"8 - 25xa”bxb"5*h + 4*a”5*b"2xh"2 +
6*%a~4xb"10 + 4*a”4xb"7xh - 3*a"4xb"7 + 6xa"4*xb"4xh"2 -
21*%a~4xb"4xh - 3*a"4*bxh”2 + 7*xa"3*b~9 + 18*%a~3*b~6*xh -
21*%a”3*%b"3*%h"2 - 4%a"3*%h"3 - 4*xa"2*%b~11 + 4*%a"2%b"8*xh +
4%a”2%b"5xh"2 - 4%a”2%b"2*¥h"3 - a*b~10 + 3*axb~7*h -
3*axb~4*xh”2 + axbxh”3 + b~"12 - 4*b"9%h + 6%xb~6xh"2 -
4xb~3*h"3 + h™4, 1>
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Aixi doncs, les corbes son el-liptiques si ab # 0 1 h és diferent de zero o una arrel del

polinomi

on
p3(a7 b) =
pQ(av b)
b1 ((I, b) =
pﬂ(aa b) =

h* 4 p3(a, b)h® + pa(a, b)h? + pi(a, b)h + pola, b),

—4a?0?® —4a® —4b° + ab,

6 a*b* +4a°b® + 4a%0° +6a® — 21 a3b3 + 665 — 3a*b — 3 ab?,
—4a50% +4a"b* + 40" 4+ 4a80* — 25a°V° + 4a%b® — 4a°
+18a%® + 18a®b — 41° +3a"b — 21 a*b* + 3 ab’,

(=b% — a) (a2 — b) (—a2b* + a3 + b3 .

76



Capitol 3

Determinacio explicita de continus
de punts periodics per a aplicacions
integrables racionals

3.1 Introduccio

En aquest capitol, com en els dos anteriors, considerarem només aquelles aplicacions
racionals integrables que tenen una integral primera V' racional. Recordem també, que
diem que una aplicacié F' preserva una fibracié de corbes (Y, si cada corba (Y, és invariant
sota la iteracié de F', i que anomenem nivell d’energia al parametre h.

Moltes aplicacions birracionals integrables del pla exhibeixen continus d’orbites pe-
riodiques i, als exemples dels capitols precedents, hem vist que els continus es corres-
ponen amb determinats nivells d’energia. De fet, a part dels pocs casos d’aplicacions
birracionals integrables globalment periodiques, en un retrat de fase tipic podriem tro-
bar conjunts oberts de 'espai de fases densament coberts per corbes invariants plenes
d’orbites periodiques, totes elles del mateix periode. En aquests casos el conjunt de
periodes de I'aplicacié és infinit i conté almenys tots els periodes a partir d’un, vegeu
els exemples dels capitols precedents. Per a les aplicacions integrables que preserven
fibracions de geénere 0 o 1 (entenent-ho com a aplicacions que preserven cada fibra),
una manera de localitzar la corba C}, a on hi ha els continus de punts periodics per un
periode donat seria:

Génere g = 0. En el cas que les corbes (), tinguin genericament genere 0, cada
aplicaci6 Fjc, és conjugada a una transformacié de Mobius. Com hem vist al Capitol
1, sota certes condicions les aplicacions Fjqy|=jny sn conjugades a rotacions. Per tant,
si existeix un obert H C Im(V') C K tal que per tot h € H les corbes Cj, tenen genere
0 i les aplicacions F{jy -y sén conjugades a rotacions, aleshores és possible donar una
expressi6 explicita de la funcié nombre de rotacié #(h). Per tant, és possible trobar els
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continus de punts p-periodics usant 'expressié 0(h) = q/p per tot 1 < ¢ < p — 1, tal
que (¢,p) = 1, 1 tal que ¢/p € H, vegeu els exemples del Capitol 1 (especialment la
Proposicié 1.4.4), o bé [47, 61].

Genere g = 1. En aquest cas, quan les aplicacions sobre les corbes invariants C}, son
conjugades a rotacions, no disposem d’una descripcié explicita en termes de funcions
elementals de la funcié @(h). Tot i aixi, tal i com hem vist al Capitol 2, la descripcié
de 'aplicacié en termes de 'operacié de grup ens dona la possibilitat de localitzar els
nivells d’energia caracteritzant les condicions que fan que cert punt distingit de la corba
sigui de torsid, vegeu 'equaci6 (2.1.10) del Capitol 2.

Pel cas que les corbes C}, siguin genericament de genere g = 2, és conegut que les
aplicacions birracionals integrables que preserven les corbes d’una fibracié de corbes de
genere 2 no singulars sén globalment periodiques, amb un periode p < 84(g — 1), vegeu
(32, 55].

En aquest capitol proposem una tecnica que aprofita la racionalitat de les aplicacions
i la racionalitat de les integrals primeres per tal de caracteritzar sobre quines corbes C',
hi ha els continus de punts periodics. Tot i que sovint farem servir la birracionalitat
de les aplicacions i que tots els exemples que examinarem sén birracionals, el metode
funciona per aplicacions racionals. Un exemple trivial d’aplicacié racional, pero no bir-
racional, amb integral primera racional V(z,y) = y és F(z,y) = (2%, y). El metode
és purament computacional, i només es basa en la hipotesi que els continus de punts
periodics estan situats sobre corbes de nivell de la integral primera. Fins a on coneixem,
el metode és nou i en alguns exemples ens permet millorar resultats coneguts a la li-
teratura, com ara alguns dels que apareixen a [82], obtinguts amb eines més algebraiques.

Un altre avantatge del nostre enfocament és aquest que es pot estendre a apli-
cacions racionals integrables en dimensions superiors. Creiem que utilitzant el nostre
punt de vista també es podrien reproduir els resultats de [82] per les aplicacions de
Lotka-Volterra a R?, o també obtenir condicions de periodicitat per altres aplicacions
com la de Lyness a R? estudiada a [26].

Observem pero que, en general, per aplicacions integrables del pla, no és cert que
els continus de punts periodics coincideixin amb corbes de nivell de I'integral primera
V. Només cal considerar per exemple, una aplicacié F, definida en un obert de R?, que
preservi una fibracié {V = h}geny on H C R és un obert tal que per tot h € H, la
corba {V = h} és homeomorfa a S'. Podem pensar, doncs, que {F}, := Fjy—} és una
familia d’aplicacions uniparametrica del cercle. Si cada aplicacio F}, preserva orientacio,
aleshores genericament (és a dir, en un conjunt obert i dens, per una certa topologia, de
I'espai de difeomorfismes orientables, [38]) la funcié nombre de rotaci6 6(h) és una funcié
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de Cantor ([7, Teorema A] i [68] (vegeu també [5])), amb la qual cosa, fixat un nivell ¢/p
tal que 6(h) = q/p existeix un obert I, € H de manera que per tot h € I/, existeix
algun punt periodic a {V = h}. Aixo no vol dir que tot nivell {V' = h} estigui ple
d’orbites periodiques, ja que tipicament aquests nivells contenen orbites p-periodiques
hiperboliques. Aix{ doncs, suposem que per un determinat valor h € I;/, tenim una
orbita p-periodica hiperbolica de ’aplicacié del cercle Fj, aleshores per continuitat de
les solucions del sistema determinat per

FP(x,y) = 1d,

els punts periodics de cada nivell formen un continu, pero aquest continu, no coincideix
amb cap nivell {V = h}, tal i com si passava als casos de ¢ = 01 g = 1 mencionats
anteriorment.

En resum, en aquest capitol descriurem un metode de calcul efectiu per a trobar con-
dicions que han de satisfer els continus de punts periodics situats sobre corbes de nivell
de les integrals primeres associades a aplicacions racionals amb integrals primeres racio-
nals. Primer descriurem el metode, per aplicar-lo a continuacié a I'estudi dels continus
de punts periodics de I'aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira. Per completar el capitol,
descriurem d’altres exemples com 'aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira 2-periodica i
d’altres que s’han tractat des de diferents punts de vista als capitols anteriors, com pot
ser I'aplicacié de Lyness; les aplicacions de Lyness k-periodiques amb &k € {2,3,6}; la de
Bastien i Rogalski. De totes elles, trobarem les condicions necessaries per a l’existencia
dels continus de punts periodics.

Totes les aplicacions que apareixen als exemples, excepte el cas de la Saito i Saitoh
(vegeu la Seccié 3.11), s’han considerat definides als oberts de R? i amb les restriccions
dels parametres que tipicament apareixen a la literatura. Les condicions necessaries
per l'existencia de punts periodics que es presenten en aquest capitol s’han obtingut
mitjancant un metode que no té en compte aquestes restriccions. Cal considerar-les
doncs, com a condicions formals que tindrien sempre solucié quan les aplicacions es
consideren definides a un obert de C? i amb parametres complexos.

3.2 Descripcioé dels procediments efectius de calcul

3.2.1 Condicions per a ’existencia de continus d’orbites
periodiques

Sigui G4 : U C R? — R? una familia d’aplicacions integrables birracionals amb compo-
nents G(z,y) = (G1(z,y), Go(x,y)), parametres A € R”, on U és un obert de R? i amb
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una integral primera racional V,. Per tal de buscar continus d’orbites periodiques de
I'aplicacié G 4, cal trobar aquells punts (z,y) € U tals que

GAk(a:,y) = (z,y), (3.2.1)

per exemple, tot resolent el sistema d’equacions.

Si assumim que, per cada /A fixat, els continus de punts periodics estan situats sobre
les corbes de nivell de la integral primera V), aleshores per caracteritzar un continu de
punts k-periodics només caldria determinar el nivell d’energia h; a on estan continguts.
Una manera d’abordar el problema seria resoldre el segiient sistema d’equacions (que
en principi només és una condicié necessaria):

(Ga)(2,y) =z,
{ Va(z,y) = h, (3.2.2)

on el subindex 1 (respectivament 2) indica la primera (respectivament la segona) com-
ponent del punt.

La primera equacio del sistema anterior caracteritzaria els punts periodics de la apli-
caci6é (tot i que ho reduim a la primera component, d’aqui que, en principi, parlem
només de condicié necessaria). La segona equacié caracteritzaria I'energia h correspo-
nent als punts periodics trobats. En definitiva, estem buscant ’energia h de manera que
els punts de la corba de nivell siguin k-periodics i, reduim el nostre estudi a la primera
coordenada (es podria fer de manera identica, usant la segona).

Notem que per caracteritzar els nivells d’energia que contenen els punts periodics cal
que el sistema (3.2.2) tingui solucions que no depenguin de les coordenades z i y. Per
aquesta rad, i també per tenir un major control sobre els calculs quan treballem amb
software de computacié simbolica, en aquest capitol en comptes de resoldre directament
I'equaci6 (3.2.2), buscarem les condicions de periodicitat, tot analitzant quins factors de
la resultant dels polinomis

o(y,h) := Res (numer <(GA)]f($, y) — :)3> ,numer (Vy(z,y) — h) ;x) (3.2.3)

només contenen termes en h, sense dependre de les coordenades x i y. Denotarem
Dy (A, h), al producte d’aquests factors.

Al producte de factors de Dy (A, h) que queden després de treure aquells termes que
apareixen en alguns dels D;(A,h) on j és o bé 1, o bé un divisor de k, els denotarem
dr(A, h) 1 a aquestes expressions, d-condicions de periodicitat associades a la integral pri-
mera V4, amb el benentes que si existeixen continus de punts periodics sobre els nivells
d’energia, aleshores aquests nivells d’energia compleixen les condicions de periodicitat
pero que, a priori, no podem garantir que totes les solucions d’aquestes equacions real-
ment corresponguin amb continus de punts periodics perque els factors que apareixen a
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les resultants, poden afegir solucions espuries.

Notem, pero, que usant procediments alternatius com els exposats als capitols 11 2
es pot demostrar que les expressions di(/A, h) calculades per a tots els exemples que es
mostren en aquest capitol, realment caracteritzen els continus d’orbites periodiques.

Observem que, en principi, es podria donar el cas que per raons de longitud a les
expressions, fos aconsellable considerar

¢(z,h) :== Res (numer <(GA)’f(x,y) - x) ,numer (Vy(z,y) — h) ;y) .

En repetides ocasions hem observat que calculant de forma directa ’expressié de
o(y, h) usant 'expressié (3.2.3), sovint arribem a una obstruccié computacional (vegeu
el comentari a la Seccié 3.4.1) que es pot evitar introduint una petita variaci6 en el calcul.
Concretament, observem que buscar els punts (z,y) € U tals que (G4)¥(z,y) = z, és
equivalent a buscar els punts tals que

(G ™, y) = (Ga) (2, ),

perm = 0,...,k—1. Per aquesta rad, quan sigui necessari buscarem els factors di (A, h)
com el producte dels factors que no depenen de la variable y a I'expressié de:

Gmi(y, h) := Res (numer ((GA)]f_m(x,y) — ((GA) ™)1 (x, y)) ,numer (Vy(z,y) — h) ;33) .
(3.2.4)
ambm=0,... k— 1.

Nota. Totes les condicions de periodicitat en aquest capitol, i per tots els exemples
excepte el cas de I'aplicacié de Saito i Saitoh analitzada a la Seccié 3.11, s’han obtingut
analitzant els factors de les diferents resultants donades per l'expressié (3.2.4) amb m
proper a k/2, calculades amb I’ajut del programari Maple v.17 amb un processador Intel
Core 2Duo P8700 i amb 4Gb de memoria RAM, esgotant els limits del que ens permet
aquesta tecnologia.

3.2.2 La regi6 factible

En la seccié anterior hem introduit les condicions de periodicitat di(A, h) = 0. Aquestes
condicions depenen d’un parametre h (’energia corresponent a la corba de nivell) i de
A (parametre o parametres de I’aplicaci6). Si consideréssim les aplicacions definides a
C?%, amb parametres i energia també complexos, quan els factors dy(A,h) existeixen,
aleshores sempre hi hauria corbes invariants plenes de punts periodics amb periode k.
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Ara bé, donat que treballem amb aplicacions reals, amb parametres i valors de I’energia
reals, hem de considerar les condicions de periodicitat com a condicions formals.

En aquest cas els continus d’orbites k-periodiques poden apareixer quan existeix un
parell (A, h) € R" x R que anul-la la condicié di(A, h) trobada, sempre i quan

{(z,y) € R*, Vi(x,y) = h} # 0. (3.2.5)

Anomenarem regid factible, al subconjunt R = {(A,h) € R" x R, tal que es verifica

(3.2.5)}.

En algunes ocasions, com és el cas de les aplicacions uniparametriques de la McMillan-
Gumovski-Mira (en les que A = a > 0), per un valor del parametre a donat, la condici6
(3.2.5) es compleix a partir d'un cert valor h.(a) que coincideix amb un minim global
de la funcié V, a l'espai de fases, diguem-li (z¢(a),yo(a)), que a la vegada coincideix
amb un punt fix de 'aplicaciéo G,, i que per tant, també és un punt k-periodic. Quan
aixo succeeix, podem determinar els valors del parametre a pels quals es produeixen les
interseccions de les corbes dj(a, h) = 0 amb la regié factible, examinant les solucions del

sistema
{ Va(zo(a),yo(a)) = h
dk(a, h) = 0.

Per estudiar el sistema anterior, considerarem els factors de la resultant
Res (numer (V,(z¢(a),yo(a)) — h),dx(a, h); h). (3.2.6)

Els valors del parametre a que anullen aquesta resultant, ens permeten determinar les
interseccions de les corbes di(a, h) = 0 amb la regi6 factible, i per tant els intervals del
parametre a pels quals poden existir, o variar el niimero de corbes de nivell de {V, = h}
no buides a R?, tals que (a, h) satisfan les d-condicions de periodicitat.

A TExemple 3.4.6, al final de la Seccié 3.4.2, s’explica amb detall com es fa servir
aquesta tecnica. Els resultats obtinguts, s’utilitzen a la Seccié 3.4.4 per estudiar 1’e-
xistencia i nombre de nivells d’energia que verifiquen les d-condicions de periodicitat pel
cas k = 5, per una familia uniparametrica d’aplicacions de McMillan-Gumovski-Mira.

3.3 Resultats preliminars

Insistim novament, en que el metode només donara resultat si els continus de punts
periodics coincideixen amb els nivells d’energia. Observem que en el cas d’aplicacions a
R2, podem garantir aquest fet si per cada A fixat, existeix una Simetria de Lie X, de
l'aplicacié G4 amb integral primera V. Aleshores a partir dels Teoremes 11 2 de [27]
que garanteixen que la dinamica sobre les corbes de nivell és conjugada a una transfor-
macié lineal, podem inferir que tot nivell d’energia que no contingui punts singulars de
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X 4 1que contingui un punt periodic, esta format per un continu de punts periodics de G 4.

Recordem que un camp vectorial X és una simetria de Lie d’una l'aplicaciéo G si
satisfa X (G(z)) = DG(z) - X(z), on DG és és la matriu diferencial de G, [27, 53]. El
camp vectorial X es relaciona amb la dinamica de G en el sentit que G envia orbites de
X en orbites de X. En el cas integrable, quan X i GG deixen invariants les components
connexes de les corbes de nivell d’una integral primera V' comuna, l’existencia d'una
simetria de Lie caracteritza completament la dinamica de I'aplicacié, ja que sobre cada
corba invariant, la dinamica ve descrita per aquest resultat:

Teorema 3.3.1. [27, Teorema 1] Sigui X una simetria de Lie C' d’'un difeomorfisme
G :U — U. Sigui v una orbita de X invariant per G. Aleshores, G|7 és laplicacio a
temps T del flur X, és a dir G(z) = p(1,2), © € v. A més,

(a) Si~y = {p} aleshores p és un punt fix de G.

(b) Siy = S, aleshores G|, és conjugada a una rotacié amb nombre de rotacio
0 =1/T, onT és el periode de ~.

(c) Siy =R, aleshores G|, és conjugada a una translaci de la recta.

Es pot observar que si una aplicacié F té una integral primera V € C™"(U) on
U C R?, preservant una mesura absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue
amb densitat no nul-la v € C™ a U, es compleix que el camp vectorial X = v~ (=V,, V,)
és sempre una simetria de Lie de F' a U. Observem que quan l'aplicacié preserva
la mesura de Lebesgue, és a dir que det(DG) = 1, el camp X és simplement el camp
Hamiltonia associat a V. Com a conseqiiencia d’aquest fet, tenim el segiient resultat que
caracteritza l'existencia d’un continu de punts periodics sobre algunes corbes de nivell
de la integral primera i prova algunes propietats de regularitat de la funcié nombre de
rotacié. Aquest resultat és una combinacié dels resultats exposats a [12, 27] i [31].

Teorema 3.3.2. Sigui F' una aplicacié C*(U) que preserva l'orientacid, amb una mesura
invariant amb densitat no nul-la v € C*(U) i amb integral primera V € C*(U). Si V té
una component connexa 7y, de la corba de nivell {V (x) = h} sense punts fizos, invariant
per F' i difeomorfa a S', aleshores F)| . €s conjugada a una rotacid. Més encara, si F|%
té nombre de rotacic (h) = q/p € Q, amb gced(p,q) = 1, aleshores tots els punts de
v, C U son punts p-periodics de F.

Suposem que existeix un continu de corbes tancades invariants per F', {~vn; h € H},
on H és un conjunt obert no buit de R, sense punts fixos i acabant en un punt fix el-liptic
no degenerat de F', z amb valors propis e*®, a € R\ {0}. Aleshores la funcié nombre de
rotacié O(h), que assigna a cada corba vy, el seu nombre de rotacid, és C'(H) i tendeix
a af(2m), quan vy, aproxima z.

Quan F reverteix ['orientacio, tots els resultats exposats més amunt es verifiquen per
2
a F~.
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Demostracid. Afirmem que F' té una simetria de Lie donada per X = v~(-V,,V,). En
efecte, per [27, Teorema 2| existeix una simetria de Lie que preserva les corbes de nivell de
V' (per tant de la forma X = pu(—V,, V})) si existeix una funcié p satisfent la condicio de
compatibilitat p(F(z,y)) = det(DF(z,y)) p(x,y). Provem doncs, 'afirmacié anterior.

Sigui B C U un conjunt mesurable Lebesgue. Considerant la formula del canvi de
variable i el fet que F' preserva 'orientacid, tenim:

m(F~YB)) = fF_l(B)I/(SL’, y)dzdy = fBV(F(ac, y)) det(DF(x,y))dzdy.
Per altra banda, m(B) = [ zv(x,y)dzdy. Per tant, com m(F~'(B)) = m(B), aleshores
v(z,y) = v(F(z,y)) det(DF(z,y)), q.p.t. en U, (3.3.1)

la qual cosa, de fet, implica que (3.3.1) es manté en el conjunt U degut a la regularitat
de v i F en aquest conjunt. Prenent p = 1/v, 'afirmacié anterior queda demostrada.

Sigui 73, & S! una component connexa de la corba de nivell {V (z) = h}, la qual és
invariant per F', amb F' sense punts fixos. Com que X és una simetria de Lie, per [27,
Teorema 1] aleshores Fj,, és conjugada a una rotacié amb nombre de rotacié donat per
O(h) = 7(h)/T(h), on T'(h) és el periode de 7y, com a orbita periodica de X, i 7(h) ve
definida per 'equacié F(z,y) = p(7(h), (z,y)) on ¢ denota el fluxe de X, i (x,y) € Y.
Conseglientment d’aquest fet, si (h) = q/p € Q, amb ged(p, q) = 1, aleshores F' té un
continu de punts p-periodics a vy,.

Observem que la regularitat de 6(h) = 7(h)/T(h) sobre H és conseqiiencia de la
regularitat del fluxe de X, que garanteix la diferenciabilitat d’ambdues, la funcié periode
T(h), i la funcié 7(h), via el teorema de la funcié implicita. Finalment, establim que
V(z) = h.. Com a conseqiiencia de [12, Proposici6 8] (veure també els resultats de
[26] i [31]), hlLIE O(h) = 6%, on 0" = a/(2m) és el nombre de rotacié de 'aplicacié lineal

L(w) = DF(z) w, demostrant aixi el que voliem. [

En resum, si existeixen corbes de nivell de la integral primera V' tancades, podrem
garantir 'existencia de continus de punts periodics sobre aquests conjunts de nivell o
bé si trobem una simetria de Lie amb la mateixa integral primera sense altres punts
singulars que els punts fixos de ’aplicacié sobre la corba, o bé si provem que la nostra
aplicacio preserva una mesura absolutament continua respecte de la mesura de Lebesgue.

3.4 Aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira

En aquesta seccié considerem el sistema dinamic discret generat per una familia unipa-
rametrica de recurréncies considerades per I. Gumovski i C. Mira a [52], les quals sén
també una subfamilia especial de les aplicacions QRT, considerades per E. M. McMillan
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a [62]. Determinarem els possibles valors del parametre per als quals pot existir un con-
tinu de punts periodics. Recordem que si hi ha continus i coincideixen amb els nivells
d’energia, aquests han de verificar les d-condicions de periodicitat. Sigui doncs

Tnt1

Tpyoa = —Tp+ ——75— amb a>0,
a+xn+1

o de manera equivalent, ’aplicacioé associada

Galz,y) = (y7 —z + ) (3.4.1)

a+ 1y?

anomenada aplicacio de McMillan-Gumouvski-Mira, la qual és continua i diferenciable,
amb inversa )
_ x —ya —yx

G o) = (F 0 ) "

() = (T2 (342)

també continua i diferenciable (tenim doncs un difeomorfisme). Considerem també la

funcio
Va(z,y) == a(x® + y*) + 2%y* — 2y (3.4.3)

que és integral primera de G,.

Un calcul immediat demostra que det(DG,(z,y)) = 1, i per tant aplicacié G, és
integrable i preserva la mesura de Lebesgue. Per tant, pel Teorema 3.3.2, sobre aquelles
corbes de nivell C), := {(z,y) € U : V,(z,y) = h} tals que C, = S', laplicacié G,
és conjugada a una rotacio i aquells nivells d’energia que corresponen a un nombre de
rotacio racional formen continus de punts periodics. De forma alternativa, notem que
aixo també es dedueix del fet que 'aplicacié G, té la simetria de Lie

Xo(2,y) = (v — 2ay — 2%y, 2ax — y + 2xy?), (3.4.4)

vegeu [27, Exemple 2] o bé [53]. L’existencia de corbes de nivell de V, tancades esta
garantida, per exemple, pel Lemma 3.4.3, a la Secci6 3.4.2.

3.4.1 Expressio explicita de les d-condicions de periodicitat

A continuacio, aplicarem amb detall el metode descrit a la Seccié 3.2.1, per tal de trobar
les d-condicions de periodicitat de ’aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira.

Comencem per exemple, buscant els punts 3-periodics de 'aplicaci6 G,. Prenem
doncs la primera component de G,*(x, %)

Lyl + (PPy+ 2y + )’ +y (2y°0° +y' = Da+ayt (ay — 1)

Gail))(xay): 3 2 2\ 42 2 3 2 2
a3+ (22 +2y?) a® +y 222y +y* — 2x) a+y? (vy — 1)

9

85



Capitol 3. Determinaci6 explicita de continus de punts periodics

i extraiem el numerador de l'expressié G,*(z,y) — = per aquesta primera component

numer (G, (z,y) — z) = (—z —y) a® + (—2° — 2’y — 22y” — 29" — 2) @

—y 2y + 2y +ay’ +yt =207 — V) a—zy’ (ay+y* — 1) (ay — 1).
Prenem ara I'expressié que surt de considerar la corba de nivell
Va(z,y) —h=a(2* + y°) + y*2° — zy — h,
i calculem la resultant d’ambdues expressions

Res(numer(G,3(z,y) — x), Va(z,y) — h, 1)
= (y2—|—a)4 (a2+a+h)2 (v*+2v%a—y*—h).

D’aqui obtenim la condicié de periodicitat corresponent als punts 3-periodics, ja que
I'tinic factor que no depeén de la variable y a I’anterior resultant és a?+a -+ h. Denotarem
doncs, aquesta expressié com a dz(a, h) := h + a(a + 1).

Observacié 3.4.1. Fent el mateix per al cas 2-periodic obtenim:
(i) numer(Gyi(z,y) —2) = —wa —y (vy — 1).
(ii) Va(z,y) — h=a(2* +y*) + 2*y* — a2y — h.

(iii) Res(numer(Goi(z,y) — z), Va(x,y) — h,z) = (a + y?) (4day* + 4 a*y?
—4hy? —4ah —y?).

En aquest cas, no obtenim cap factor que no depengui de la variable ¥, i per tant no
hem trobat cap condicié de periodicitat associada a 'existencia de punts 2-periodics. Es
per aquest fet, que hem iniciat el nostre exemple amb els punts 3-periodics.

Conforme anem augmentant el periode pel qual busquem continus, si continuem
aplicant el metode calculant 'expressié de ¢ (y, h) donada per (3.2.3), ens trobem amb
obstruccions computacionals severes degut a la gran quantitat i longitud dels factors
que apareixen a les expressions les resultants. Per exemple treballant amb el programari
Maple v.17 amb un processador Intel Core 2Duo P8700, de seguida ens trobem amb un
error que prové de la incapacitat del programa per a assignar un bloc gran de memoria, i
el calcul s’interromp donant lloc a un error de Maple de la tipologia “Memory Allocation
Errors”. Tal i com hem comentat a la Seccié 3.2.1, per a buscar periodes més elevats,
considerarem les aplicacions G, i G, ', donades a (3.4.1) i (3.4.2), i analitzarem les
expressions de les resultants ¢, x(y, h) per a valors convenients de m.
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Per exemple, pel calcul de les d-condicions de periodicitat corresponents als punts
5-periodics, usarem

G (2,y) = (2,y) & G (2,y) = (G )2 (2,y),
d’on obtenim

Yy +a)’ 2+ (—y*+a) (P +a)r+ay (P +a+1) (¥ +a—1)
(y? +a)* 2> = 2y (42 + a) v + ay* + 2a2y? + a® + y?

Ga?((L’, y) = -

I

(W +a)x® —2'y+2a(y® +a)zd +alay?* +a* — 1)z + a’y

G, i(z,y) = — :
( Ji(@,9) (Y2+a)zt =223y + (2ay? +2a? + 1) 22 — 2azy + a? (y? + a)

Com abans, considerem 1’expressié

mumer(God(r, ) — (Ga 2w, 9)) = (—y+ 1) 6 + (—y +2) (32> + 34 — 1) 0°
+(—y+z) (Ba* +92%y" +3y* —22° =32y —2¢y* — 1) a* + (—y + )
X (1176 +92ty? + 922yt + 9% — 2t — 623y — 422 — 6y — o —x2+2my—y2) a’
+(—y+ ) (3 y?a® + 9ty +32%° — 3%y — 2% — 122%° — 2% — 3a9°
+22%y +22%y? + 2y — 2?4+ ay — y2) a® 4+ zy (—y + ) (zy — 1) (3z4y2 + 32%y*
=32y — 2%y —3ayt +ay — 1) a+ 2%’ (—y+ ) (2y — 1)°,

i la relacié que surt de considerar la corba de nivell V,(z,y) = h. Finalment, igual que
abans, calculem la resultant d’ambdues expressions

Res(numer(Gai’(a:, y) — (Ga_l)%(az, Y), Va(z,y) — h,x) = (y2 + a)6 (aG —a°
+3a*h —a* —2a®h + 3a’h* — a*h — ah® + b3 —ah)2 (y4+2ay2 — = h) ,

de la qual obtenim la condicié per a 'existencia de punts 5-periodics. En aquest cas, la
resultant conté el factor que no depen de la variable y, donat per
ds(a,h) =h*+a(Ba—-1)h*+a(3a®>-2a*>—a—1)h+a* (" —a—1).
Aixi doncs, a partir de 'analisi dels factors de les expressions
Om iy, h) =Res (mumer (G} (@) = (Ga) "1(@p))
numer (Vo (z,y) — h);z) ,

calculades amb I'ajut del programari Maple v.17 obtenim el seglient resultat:
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Teorema 3.4.2. Les d-condicions de periodicitat associades a la integral primera (3.4.3),
corresponents als continus de punts k-periodics de les aplicacions de McMillan-Gumouvski-
Mira, per k < 10, vénen donades per dy(a,h) =0, on:

ds(a,h) =h+a(a+1),

dy(a, h) =h + a?,

ds(a,h) =h* +a(3a—1)h*+a(3a®* —2a* —a—1)h+a* (> —a—1),
dg(a,h) = (h*+ (2a®* + 1) h+a*) (h+a(a+1)),

dr(a,h) =h° +2a(3a+ 1)k’ +a(15a® +10a* —a+3) h* + a (20a” + 204"

—4a*+8a’+a+1)h*+a* (15a* +20a® — 64> + 6a +2) h?
+a* (6a°+10a° —4a* +a®—a—1)h+ad’ (a®+2a>—a—1),
ds(a,h) =(2h° + (4a* + 1) h+a* (2a® — 1)) (h* + 4h’a® + 6 h*a*
+a*(2a® —2a+1) (2¢° +2a+1) h + a®),
do(a,h) =h” +3a(3a—1)h* +a(36a® —24a®> —7T) h" + a (84a® — 84a" — 41a?
+6a—5)h°+a(126a” —168a° —99a* +30a® — 19a° + 4a — 1) A°
+a2(126@8—21Oa7—125a5+60a4—26a3+8a2—3a—|—1)h4
a® (84a” —168a® —85a° + 60a° — 14a* — 3a®> — 1) B®
(36a —84a®—27a*+30a® —a®* —8a— 1) A’
( 24a7—a5+6a4+a3—4a2+1)h+a15(a3—3a2+1),
dio(a, h) =h® + (6a* +3) B° + (15a* + 12a®> + 1) h* + 24" (10a° + 9) 1®
+3a* (5@2—1) (a2+1)h2+a4(a2+1) (6@4—3a2+1)h+a12.

3.4.2 Estudi de la integral primera i la regi6 factible per
I’aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira

A la secci6 anterior hem trobat d-condicions de periodicitat, en aquesta seccié determi-
nem per quins valors dels parametres (a,h) € RT x R les solucions de les d’aquestes
condicions es corresponen amb corbes reals

{(Vi(z,y) = R} NR? = {a(2* + y*) + 2%y* — 2y = A} NR? £ (.
Observem que els punts fixos de l'aplicaci6 de McMillan-Gumovski-Mira G, son
el (0,0) per qualsevol valor a > 0; i (f£xo(a),£xo(a)), on xo(a) = /1/2 —a, quan
0 < a < 1/2. Aquests punts fixos sén punts critics de la integral primera (3.4.3), i

també els unics punts singulars de la Simetria de Lie (3.4.4). Una analisi senzilla ens
déna:
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Lema 3.4.3. Els punts fizos de Uaplicacié (3.4.1) son punts critics de la integral primera
(3.4.3). Més encara

(1) 510 < a <1/2, lorigen és una sella de V,(x,y) i els punts (£zo(a), £xo(a)) son
minims absoluts.

(i1) Sia > 1/2 Uorigen és un minim absolut de V,(z,y).

El valor de la integral primera V, als minims absoluts ve donat per

—a? —1/4 s 1/2
hc(a)::{ a+a—1/4 si 0<a<1/2 (3.45)

0 st a>1/2.

(iii) Quan 0 < a < 1/2 i —a®>+a—1/4 < h < 0 les corbes de nivell de V,(z,y) = h
estan formades per dues corbes tancades disjuntes, cadascuna d’elles difeomorfa
a St

(iv) Quan h > 0 les corbes de nivell de V,(x,y) = h sdn corbes tancades difeomorfes
aS'.

(v) Quan 0 < a < 1/2 la corba de nivell de V,(x,y) = 0 esta formada pel punt (0,0) i
dos llagos, comencgant i acabant en aquest punt. Quan a > 1/2 la corba de nivell
és el punt (0,0).

Demostracio. Imposant la condicid

WVa(z,y)  OVy(z,y)
or Oy

=0,

obtenim les solucions (0,0) per qualsevol valor a > 0; i (£x¢(a),xzo(a)), on xo(a) =
V1/2 —a, quan 0 < a < 1/2. Veiem doncs que els tres primers punts coincideixen amb
els punts fixos de l'aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira (3.4.1).

(i) i (i) Considerem la matriu hessiana de la funcié V(x,y) en els punts obtinguts
i estudiem el signe dels valors propis (o el signe dels determinants de les submatrius
menors principals, veure [76]). La matriu, té la segiient expressié

(29 +2a day-—1
HV“(I’y)_< 4oy — 1 2x2+2a)'

Sil’avaluem al punt (0, 0) obtenim els seglients valors propis Ay = 2a+11 Ay = 2a—1.
Aleshores:

e si0<a<1/2tenim Ay > 01 Ay <0, per tant l'origen és una sella,
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e sia>1/2, A\ > 01 Ay >0, per tant l'origen és un minim. Observem també, que
1

1
Va(z,y) = a (2% + y*)+2°y’—zy = 3 (2* + y*)+a’y*—ay = 5 @= y) +a?y? > 0,

i per tant 'origen és un minim absolut.

Si en canvi avaluem Hy, (z,y) als punts (£xz¢(a), £zo(a)), on zo(a) = \/1/2 — a, els
valors propis que s’obtenen séom A\ = —4a + 2 i Ay = 4a. Aixi doncs:

e si0<a<1/2tenim Ay > 01 Ay >0, per tant (zo(a), x¢(a)) sén minims de la
funcié V(z,y) que, de fet, sén minims absoluts.

Pel cas a = 1/2, és facil observar que

(z —y)* +2%y* >0,

N | —

1
Vip(ey) = 5 (¢° +9°) + 2%y —ay =

i per tant 'origen és un minim absolut.
El valor de h.(a) s’obté avaluant la funcié en els punts minims obtinguts.

Per demostrar els enunciats (iii), (iv) i (v), observem que la forma i el nimero de
Components connexes de les corbes V. (x y) = h es pot obtenir a partir de I'estudi de les
funcions yi(z) = (z £ \/F (z? + a), on F(x) := —4dax* + (1 — 4a® + 4h)z?* + 4ah.
Aquestes fun(nons y+(x) s obtenen alllant la component y a partir de 'expressié a(z? +
v?) + 2%y* — xy = h.

Concretament, la demostracié es fa a partir de ’analisi del niimero i posicio relativa
dels intervals a on la funcié F'(x) > 0. L’analisi immediat de la funcié F(z) mostra que:

(a) Si0<a<1/21ih.(a) <h <0, aleshores existeixen tinicament dos intervals disjunts
(1, 22), (x3,24) amb x1, 29 < 01 3,24 > 0 tals que F(z) > 0, la qual cosa implica
(ii).

(b) Per tot valor de a > 0, si h > 0, existeix un tnic interval (z1,z5) que conté x = 0
tal que F'(x) > 0, la qual cosa demostra (iv).

(¢) Si0<a<1/21ih=0, aleshores existeixen només dos intervals (x,0) i (0, x2) amb
r1 < 0ixzy>0tals que F(z) >0. Amésamés, sia>1/21ih=0, F(0)=0i
F(x) < 0 per tot z < 0, la qual cosa implica (v).

Tot i que ometem la demostracié complerta de les afirmacions anteriors per no allar-
gar innecessariament la demostracid, com a exemple detallem el cas (a). En efecte, un
calcul demostra que F’(x) s’anul-la a

PO i xi:i\/—Qa(4a2—4h—1)
4a ’
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on els punts z. existeixen si i només si h > a? — 1/4.

En el cas que 0 < a < 1/2, és facil veure que a? — 1/4 < h.(a), per tant si prenem
he(a) < h < 0 els punts x. anteriors,existeixen.

Una comprovacié immediata indica que
F"(0) =2(1 —4a* +4h) >0 i F'(vy) = —4(1 —4a®+4h) <0,

per tant x = 0 és un minim relatiu i x4+ sén maxims relatius. Un petit calcul, ens indica
que F(0) =4ah < 0ique F(zy) = 8(1—4a*+4h) > 0. Com que lim,_, 1., F'(z) = —o0,
existeixen dos intervals de la forma descrita anteriorment.

Els altres dos casos, es fan de manera analoga. |

Com a conseqiiéncia dels apartats (i) i (ii) del resultat anterior, obtenim que les
solucions de les d-condicions de periodicitat di(a,h) = 0 corresponen a corbes de nivell
{(z,y) € R?, V,(x,y) = h} no buides, per a tot h > h.(a). Per tant, la regié

R={(a,h),a>01ih>h(a)} CR" xR,

és la regid factible per Iaplicacié G, (vegeu la Figura 1), i en conseqiiencia obtenim el
segiient resultat que caracteritza quan les d-condicions formals de periodicitat caracte-
ritzen corbes de nivell no buides:

Corollari 3.4.4. Si existeizen corbes de la forma {V,(x,y) = h} C R? plenes de punts
k-periodics, aquestes corbes es corresponen a valors (a,h) € {dx(a,h) =0} NR.

Més encara, com a conseqiiencia de 'existencia de la Simetria de Lie (3.4.4), que té
els mateixos punts singulars que els punts critics de G, obtenim:

Corollari 3.4.5. Si (a,h) € {di(a,h) = 0} N'R, i existeiz un punt k-periodic de G,
sobre la corba {V,(z,y) = h}, aleshores tota la corba esta plena de punts k-periodics.
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0.4
0.2
SQ5 0 05 1
a
—aA2)+a-1/4
_02 4
_04 4

Figura 1. Regié factible per 'aplicacié de
McMillan-Gumovski-Mira G,, ombrejada en blau.

Per acabar la seccid, i a nivell il'lustratiu, donarem un exemple d’aplicacié del metode
exposat a la Secci6 3.2.2. En concret, trobarem els valors del parametre a pels quals una
corba di(a,h) = 0 (en concret el cas k = 5) interseca la frontera de la regié factible R,
tot recordant que la frontera IR, ve donada per la corba h = h.(a) descrita a I’expressié

(3.4.5).

Exemple 3.4.6. Ens interessa estudiar aquells parells de (a, h) pels quals {ds(a, h) = 0}
interseca amb OR (vegeu la Figura 2), on

ds(a,h) =h*+a(Ba—-1)"+a(3a®>—2a°>—a—1)h+a" (a®*—a—1) =0.

A partir del Lema 3.4.3, sabem que quan a < 1/2 hi ha dos punts critics (£xzq(a), £zo(a))
de la funcié V,, que es corresponen amb dos punts fixos de G, i que sén minims absoluts
de V,, pels quals h = h.(a) = —a* +a — 1/4.

Per trobar a podem aplicar I'Equacié (3.2.6), obtenint el segiient polinomi en a:

Res (Vo (zo(a), yo(a)) — h,ds(a, h); h) = Res (—a* + a — 1/4 — h,ds(a, h); h)

=a*—-a+ 1
B 8 64
del qual trobem els valors segiients que 1’anul-len
3 1 3 1
=—=—— ~ 0.04 =—4 — ~ (.3273.
ar =1 16\/5 00477, az:= 1 16\/5 0.3273
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Quan a > 1/2 aleshores existeix un tinic punt critic de V,, que és un minim absolut,
localitzat a l'origen, i h.(a) = 0, per tant:

Res (V,(0,0) — h,ds(a, h); h) = Res (—h,ds(a, h); h) = —a* (a* —a — 1) .

Aquesta resultant s’anul-la a la regié a > 0 pel valor
1 1
as == 5\/5+ 5 = 1.6180.

En resum, la corba ds(a,h) = 0 interseca OR als punts p; = (a;, he(a;)), amb i =
1,2,3 on
(al, hc(al)) = (al, —a? +a; — 1/4)
3 1 15 5
= (E — 1—6\/5, T8 128 \/3) ~ (0.0477,—0.2045),
(az, he(as)) = (ag, —a3 + ag — 1/4)

3 1 15 5
— (E +6V5 108 T g \/5> ~ (0.3273, —0.0298),

i (a3, he(as)) = (a3,0) = <%\/5+ %o) ~ (1.6180,0).

-0.5

-0.2

-0.4

Figura 2. Intersecci6 de la corba ds(a,h) =0
amb la regio6 factible i la seva frontera.
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3.4.3 Estudi de la funcié nimero de rotacio

Els enunciats (iii) i (iv) del Lemma 3.4.3 descriuen les condicions per les quals les corbes
de nivell {V,(x,y) = h} sén corbes tancades. L’existéncia de la simetria de Lie (3.4.4)
garanteix que sobre aquestes corbes tancades ’aplicacié és conjugada a una rotaci6. El
segiient resultat descriu el comportament de la funcié nimero de rotacié §(h) associada
a aquestes corbes, als extrems dels intervals de definicié de la funcié.

Lema 3.4.7. Es verifiquen els segiients enunciats:

(i) Per tot valor de a > 0 la funcié 6(h) és continua per tot h € [h.(a),00). A més, si
a < 1/2 la funcié és analitica per h € (h.(a),0) U (0,00), i si a > 1/2 és analitica
per h € (he(a),0).

(i1) Sigui 0y := limy,_, + ) 0(h)

1
o arccos(4a —1) si a<1/2,

s
0, =
1 1
_ _ ) > .
5 arccos (2@) si a>1/2

(#i) Sia < 1/2 aleshores limy,_,o6(h) = 0.
(iv) Per tot valor de a > 0 s’0bté limy,_, 0(h) = 1/4.

Demostracio. (i) L'existencia de la simetria de Lie ens assegura que sobre cada cor-
ba tancada -, del conjunt de nivell {V = h}, la funcié nombre de rotacié ve donada
per O(h) = 7(h)/T(h), on T'(h) és el periode de l'orbita periodica 7, com a solucié
del sistema d’equacions diferencials associat a la simetria de Lie i, 7(h) és tal que
F(z,y) = o(t(h);x,y) on ¢ és el flux d’aquesta equacid, [27, Teorema 2|. Per tant,
0(h) és analitica per tot valor de h on Fj,, sigui una rotacid, és a dir, per tot valor i # 0
o bé h # h.(a). L’extensié continua de ,(h) a h."(a) és una conseqiiencia directa de la
Proposicié 8 de [12] (també es pot consultar el Lema 15 de [9], o les eines desenvolupa-
des per provar la Proposicié 19 de [26], o 'adaptacié que proposem al Teorema 3.3.2).
L’extensié continua a h = 0 pel cas a < 1/2 es segueix de la demostracié de lapartat (iii).

Els resultats referits anteriorment garanteixen I'existencia del limit 6, := limy, 5 ) 0(h)
i donen el seu valor:

0= lim O(h) 2i arccos(Re(\), (3.4.6)

h—het(a) ™

on A és qualsevol dels dos valors propis complexos de DG, (£zo(a), £xo(a)) quana < 1/2

on zo(a) = +/1/2 —a, o bé de G,(0,0) quan a > 1/2.
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(ii) Estudiem doncs el limy,_,;, +@,) 0(h) quan 0 < a < 1/2. En aquest cas, I'aplicaci6
té per punts fixos (£x¢(a), £zo(a)). La linealitzacié de l'aplicacié G, en aquests punts
ens dona

DGa(£x0(a), £20(a)) = ( _01 8a1— 9 )

i el conjunt dels seus valors propis son:

SpecDG,(£xo(a), £xo(a)) = {4a — 1 £+ 2i4/2a(1 — 2a)}.

Aplicant 1'equacié (3.4.6) tenim que
1
6, = —arccos(4a — 1) € (0,1/2).
27

Estudiem ara limy,_,o #(h) quan a > 1/2. En aquest cas, I'aplicacié té el (0,0) per punt
fix (de fet, sempre existeix, sigui quin sigui el valor del parametre a) i, la linealitzacié
de l'aplicacio G, en aquest punt ens dona

0 1
DG,(0,0) = ( 1 e )
1+ivda® — 1

} . Aplicant altra
2a

amb el conjunt de valors propis SpecDG,(0,0) = {

vegada l'equaci6 (3.4.6), tenim que

0, =limO(h) = %arccos(i)

h—0 T 2a

(iii) Quan a < 1/2, la corba de nivell {V,, = 0} esta composta pels punts (0,0) i dos

corbes (llagos) comencgant i acabant en aquest punt (vegeu el Lema 3.4.3 (v)). Sobre
aquesta corba l'aplicacié no és conjugada a rotacié i per tant lim, o 6(h) = 0.
(iv) Finalment, per demostrar que limj, .o, 0(h) = 1/4 considerarem el canvi de

variable donat per (z,w) = (1/x,1/y) el qual conjuga el comportament a I'infinit de G,
amb el comportament a 1’origen de la nova aplicacio:

~ B z (aw?® + 1)
Galz,w) = (w, Caw? —wz + 1>'

Fixem-nos que @;(z, w) = (w, —z + O2(z,w)) i, la linealitzaci6é de I'aplicacié a 'origen
ens déna
- 0 1
DGa(Ovo) - ( -1 0 )
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amb el conjunt de valors propis SpeCDCTa(O, 0) = {%i}. Amb el mateix argument que als

apartats anteriors, tenim que el comportament del nimero de rotacié de G, a 'origen,
verifica /
1 /2 1
0, = —arccos(0) = — = —.
Y (0) 27 4

3.4.4 Analisi dels continus de punts 5-periodics

En aquesta seccié veurem com determinar els valors del parametre a pel qual les d-
condicions de periodicitat es corresponen amb corbes de nivell de V,, no buides a R?, i
determinarem el nombre d’aquestes corbes de nivell. Aquesta és una tasca feixuga que
cal repetir per cada valor k del periode que es vulgui estudiar, per aquesta raé mos-
trarem tots els detalls només pel cas k£ = 5. La combinacié d’aquesta analisi amb els
resultats sobre el comportament als extrems dels intervals de definicié del ntimero de
rotacio, desenvolupat a la Seccid 3.4.3, ens permetra caracteritzar els continus d’orbites
5-periodiques.

Aix{ doncs ens interessa, estudiar aquells parells de (a,h) pels quals {ds(a,h) =
0} N'R # 0 (vegeu la Figura 3), on

ds(a,h) =h*+a(Ba—1)"+a(3a®>—2a°*—a—1)h+a" (a®*—a—1) =0.
El resultat principal d’aquesta seccid és:

Teorema 3.4.8. Considerem l'aplicacié de McMillan-Gumouski-Mira donada per (3.4.1)
amb a > 0, i definim

_3-5
16

1 )
~ (0.328 < az = +2\/_ ~ 1.618.

_3+45
16

ai ~ 0.048 < aq

Aleshores el conjunt de punts reals 5-periodics ve donat per les corbes de nivell {V, = h}
no buides, per a valors de la h satisfent ds(a,h) = 0. Aquests conjunts estan formats
per:

(1) Cinc corbes tancades disjuntes difeomorfes a S' quan a € (0,a,). Aquestes corres-
ponen a dos valors negatius i un de positiu de h.

(ii) Tres corbes tancades disjuntes difeomorfes a S' quan a € [ay, as). Aquestes corres-
ponen a un valor positiv © un de negatiu per a la h.

(iii) Una corba tancada difeomorfa a S' quan a € [ag,a3), corresponent a un valor
positiu de la h.
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(iv) El conjunt buit quan a > as.

Meés encara, el nombre de rotacio sobre les corbes de nivell corresponents al valor més
petit de h donats a (i) és 2/5 i sobre els altres nivells és 1/5. La situacid general
sl-lustra a les Figures 3, 5, 6 1 7.

Els valors aq, as i ag de ’anterior teorema, son els valors corresponents a la interseccio
de la corba ds(a,h) = 0 amb OR ja trobats a 'Exemple 3.4.6. Recordem que aquells
valors determinen els intervals de valors del parametre a pels quals poden existir o variar
el nimero de corbes de nivell de {V, = h} no buides a R?, tals que els parells (a,h)
satisfan la d-condicié de 5-periodicitat.

Figura 3. Corbes de nivell tipiques pels casos (i), (ii) i (iii) del Teorema 3.4.8.

Per demostrar el Teorema 3.4.8 utilitzarem el segiient resultat, obtingut a partir
d’una combinacié dels resultats obtinguts a [44] i [45], que per completesa hem enunciat a
I’Apendix 6.A. Denotem A, (P) al discriminant del polinomi P(z) = a,z"+- - -+a;x+ay,
és a dir,

n(n— 1
AL(P) = (~1)"F" ~Res(P(x), P'(2); ),

Qn
on Res(P(z), P'(x);x) és la resultant de P i de P'.

Lema 3.4.9. Sigui
Ca(h) = gn(a)h"™ + gn_1(a)h" " 4+ + gi(a)h + go(a),

una familia de polinomis reals depenent a la seva vegada polinomicament d’un parametre
real a. Sigui J, = (¢(a),+00) on ¢(a) és una aplicacid continua. Suposem que ezisteir
un interval obert I C R tal que:

(i) Ezisteix un ag € I, de manera que Cy, té exactament r zeros simples a Jg,.
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(ii) Pertota € I, Cy(¢(a))- g.(a) # 0.
(i1i) Per tota € I, An(C,) # 0.
Aleshores per tot a € I, Cy(h) té exactament r zeros a J, i tots ells son simples.

Demostracio. Observem que les arrels (reals o complexos) de C,(h) depenen continua-
ment del parametre a, donat que g,(a) # 0. Aquesta condicié és conseqiiéncia de la
condici6 (ii), la mateixa que ens assegura que no hi hauran arrels que traspassin la
frontera de J, al variar el parametre a. Aleshores, la variacié del nombre d’arrels reals
podria ser deguda a l’aparicié d’alguna arrel multiple, ja sigui per la col-lisié de dos
arrels reals o bé per la collisi6 d'un parell d’arrels complexes conjugades. En qualsevol
cas, aquesta circumstancia implicaria que Ap,(C,) s’hauria d’anul-lar. Com que per (iii)
tenim que A (C,) # 0, no ens apareixen arrels reals dobles i per tant, per tot a € I el
nombre d’arrels reals de C,(h) és el mateix. [

Lema 3.4.10. Es verifiquen els segiients enunciats:

(i) Pertota € (0,a1), existeizen com a minim dos nivells d’energia hy, hy € (h.(a),0)
tals que O(hy) = 2/5 i 0(he) = 1/5. També ezisteiz com a minim un nivell hy > 0
tal que O(h3) = 1/5.

(i1) Per tot a € a1, az) existeix almenys un valor hy € (h.(a),0) tal que O(hy) = 1/5,
i almenys un nivell hy > 0 tal que 0(hs) = 1/5.

(i1i) Per tot a € [aq,a3) existeix almenys un nivell d’energia hs > 0 tal que 0(hs) = 1/5.

Tots els nivells d’energia descrits anteriorment corresponen a continus d’orbites pe-
riodiques de periode 5.

Demostracio. Quan 0 < a < 1/2, el Lema 3.4.7 garanteix que el nimero de rotaci6 6(h)
és una funci6 continua definida a (h.(a),0)U (0, +00). També sabem que als extrems de
I'interval (h.(a),0) la funcié tendeix a 6, = (1/2m)arccos(4a — 1) i a 0, respectivament.
Per altra banda, la funcié del parametre a, 6,, varia monotonament de 1/2 a 0 quan
0 <a < 1/2 (vegeu la Figura 4). Aleshores, un petit calcul mostra que

1 4 3—+bH
e siigualem 2/5 = 6,, obtenim a = a; = Z(COS (%) + 1> = 16\/_ ~ (0.0477,

i que

1 2 3 5
e siigualem 1/5 = 6,, obtenim a = ay = Z(COS (%) + 1> = —;6\/_ ~ (.3273.
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Per tant, per tot a € (0,a;), i per la continuitat de #(h), existeixen com a minim dos
nivells d’energia hq, hy € (h.(a),0) tals que 0(hy) = 2/51 0(hy) = 1/5 corresponents a
continus d’orbites periodiques de periode 5. Per a € [a1,ay) existeix almenys un valor
hy € (he(a),0) tal que @(hy) = 1/5 corresponent a continus de periode 5.

0.57

2/5

0.4

0.34 (2}

1/5

02

0.14

0

0 01 02 03 04 05
a

Figura 4. Valors de 6, en funci6 del parametre a, quan a < 1/2.

També quan 0 < a < 1/2, la funcié #(h) també esta definida quan h € (0, +00).
els seus valors limit als extrems d’aquest interval sén 0 i 1/4, per tant sempre existeix
almenys hg > 0 tal que 6(h3) = 1/5. Queden, doncs demostrats els enunciats (i), (ii) i
part del (iii).

Quan a > 1/2, la funcié nombre de rotacié 6(h) esta definida a (0, +o0c). En aquest
cas limy, o+ 0(h) = 0, = (1/2m)arccos(1/2a). La funcié del parametre a, 6, varia
monotonament entre 0 i 1/4 quan a € (1/2,00), per tant mai no pot prendre el va-

5+1
lor 2/5. Tgualant 1/5 = 6,, obtenim a = a3 = V5 ~ 1.618. Per tant, per tot

a € (1/2,a3) existeix almenys un nivell d’energia hy > 0 tal que 0(h3) = 1/5, amb el
que queda demostrat 'enunciat (iii). |

Prova del Teorema 3.4.8. Per tal d’aplicar el Lema 3.4.9, reescrivim 'expressié de ds(a, h)
com la familia uniparametrica de polinomis en h:

Ca(h) := ds(a, h) = gs(a)h® + ga(a)h* + g1(a)h + go(a),

g3(a) = 1,

g2(a) = a(—1+ 3a),

gi(a) = a(—1 —a — 2a® + 3a®),
goa) = a*(—1 —a+ a?).
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Observem que per tot a > 0
Ap(Cu(h)) = a*(4 + 13a + 324°) > 0,
i per tant sempre es verifica la hipotesi (iii) del Lema 3.4.9.
Primerament considerem el cas a € (0, %) Recordem que (a,h) € R si i només
si h € [h.(a),+00). Fixem, doncs, ¢(a) := h.(a) = —a* +a — 1/4, i per tant J, =
(—a® +a—1/4,+00).

Com que g3(a) # 0, pel Lema 3.4.9, el nombre de zeros de C,(h) es mantindra
constant en cada interval I en el que C,(¢(a)) no s’anulli. En el nostre cas

s’anulla per als valors

“TTe T e
Aquests valors ens marquen els extrems de tres intervals Iy = (0,a1), Io = (ai,a2)
i I3 = (az,1/2), a on el polinomi C,(h) té un nombre constant de arrels en h. A

continuacié determinarem el nombre d’arrels de C,(h) en cadascun d’aquests intervals.
Prenem ag; € (0,a,), per exemple ag; = 1/50 i 'avaluem

47 127597 2549
o (P) 2500 6250000 15625000000

Aquest polinomi cubic, té tres arrels localitzades a [I—g’, %1], [I_é’ }, [%, %}, que ens

donen dos valors per la h negatius i un de positiu. Fixem-nos que

~ —0.2304 < _3 ~ —(0.1875,

1)_ 144
625 16

¢(a01) = ¢( 50
i per tant totes les arrels estan per sobre de la corba h = ¢(a), i els corresponents
parells (agi, h) estan a la regié factible. Finalment, el Lema 3.4.9 ens assegura que per
tot a € (0,a;) tenim tres zeros reals simples per a C,(h). Com que go(a) # 0 per
tot a € I, dos dels zeros sén negatius i un de positiu, els quals s’ajusten a parells
(a,h) € {ds(a,h) = 0} N'R per a € (0,ay). Pels apartats (iii) i (iv) del Lema 3.4.3,
aquests valors donen lloc a cinc corbes tancades disjuntes, difeomorfes a S'. El Lema
3.4.10 garanteix que aquestes corbes estan plenes de punts 5-periodics, son les uniques,
i tenen el nimero de rotaci6 descrit a ’enunciat, amb el que queda demostrat el cas (i).
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Considerem ara agy € (a1, az), agafant per exemple age = 1/5. Aleshores,

2 157 29
Coy(h)=h3— —p2— 2lp ==
oz () 25 625 15625

216 16 2716
donen dos valors per la h negatius i un de positiu. Per altra banda, tenim també

és un polinomi cibic amb tres arrels localitzades a [_1 _—7}, [_1 O], [1 9 ], que ens

1 9 7
P(an2) = ¢(5> =700 —0.09 > T —0.4375,

per la qual cosa, només hi hauran dos valors del parametre h (un de positiu i un de

negatiu) per sobre de la corba ¢(a), i per tant corresponent a dos parells (agp, h) a la
regié factible.

Un calcul similar a 'anterior demostra que per a = ay, el polinomi C,(h) té dos arrels
per sobre de la corba h = ¢(a). Aquests resultats, juntament amb el fet que go(a) # 0,
ens asseguren que per tot a € [aj, az) tenim dos zeros reals simples (un de negatiu i
un de positiu), que corresponen a parells (a,h) € {ds(a,h) = 0} N R per a € [ay,as).
Raonant de manera similar al cas anterior, quan a € [a1,a2) hi ha almenys un valor
positiu i un de negatiu per a h corresponents els dos a un nombre de rotacié 1/5. Queda
demostrat doncs, I'enunciat (ii).

Continuem efectuant el mateix procés per a ap3 € (ag, 1/2), tot considerant ag3 = 2/5.

Aleshores 5 289 196
(W) =h+ = h?— —
Cags (1) + 25 625 15625’

. . N . —817 —51 —27 —53 787 197
és un polinomi ctbic amb tres arrels localitzades a [1024, ) }, [512, 1024}, [1024, 256].

Com abans, obtenim dos valors per la h negatius i un de positiu, pero ara en canvi tenim

2

¢(a03) = ¢ (‘)

-1
5 —0.01 > ERLLENY —0.05176

T 100 1024 —

i aixo implica que només hi ha un dels valors trobats que esta per sobre de la corba es-
tudiada. Novament, un calcul demostra que per a = ay, el polinomi C,,(h) té una arrel
per sobre de la corba h = ¢(a). Com en els casos anteriors, el Lema 3.4.9 i el fet que
go(a) # 0, ens assegura que per tot a € [agz, 1/2) tenim un zero real simple positiu, que
correspon a un unic parell (a,h) € {ds(a,h) =0} NR per a € (ay, 1/2). De la mateixa
manera que als casos anteriors, quan a € [ag,1/2) hi ha almenys un valor positiu de h
que es correspon amb un nombre de rotacié igual a 1/5. Queda demostrat doncs, el cas

(ii).
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En resum, quan a € (0,1/2), hem provat que les corbes de nivell reals trobades per la
relacié ds(a, h) = 0 estan plenes de punts 5-periodics i tenen com a nombres de rotacié
els definits a I’enunciat del teorema.

Ara continuem el nostre estudi per als valors del parametre a tals que a > %, pero
fixem-nos que la frontera de la nostra regié factible canvia a h = h.(a) = 0. Considerem
¢(a) == he(a) = 0, i per tant h € (¢(a),+o0) = (0,400) i J, = (0,400), per a €
(%,—l—oo). Avaluant C,(h) sobre aquest segon tram de corba, per tot a € (%,+oo),
tenim:

Co(0) = a*(a® —a —1)

el qual s’anul-la per als valors del parametre a

1—+/5 1
2\/_2—0.618, 0, i ag3= +2

S

~ 1.618.

Al considerar a € (%, +00) només tindrem en compte el valor ag, que ens determina
dos nous intervals a estudiar on C,(h) té un nombre constant d’arrels: (1/2,as3) 1 (as, 00).
Per tant, podem reduir el problema a estudiar els valors a = 1/2, a = a3 i dos nombres
(racionals), un a cadascun dels intervals (1/2,a3) i (a3, 00). La resta de 'estudi segueix
com als casos anteriors, per la qual cosa, ometem els detalls. |

A continuacié donem algunes orbites 5-periodiques concretes amb els nimeros de
rotacio descrits pels resultats anteriors.

Exemple 3.4.11. Vegem ara una orbita periodica concreta. Considerem el primer cas,
on el parametre a = 1/50. El valor de Ienergia h de la corba de nivell que satisfa la
condicié ds(a, h) = 0 ve donat per

hi ~ —0.1338, hy~—7.99-107%  hy ~ 0.1526.

Tenim doncs tres solucions reals, tal i com hem demostrat al Teorema 3.4.8.
Prenem un punt de la corba de nivell V,(x,y) = h. Per exemple per al primer dels
valors trobats, és a dir, el cas (a, hy) amb U; = (z,y) ~ (0.5,1.5119) obtenim:

= G, (Uy) ~ (1.5119,0.1557),
= G2%(U,) ~ (0.1557,2.0074),
= G3(Uy) ~ (2.0074,0.34),

= G,(Uh) ~ (0.34,0.5),

= G2(Uy) ~ (0.5,1.5119).

Obtenim, doncs, un punt 5-periodic. La corba de nivell V,(x,y) = h; correspon a un
continu de punts 5-periodics i ’aplicacio restringida a aquesta corba és conjugada a una
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rotaci6 amb nombre de rotacié 2/5 (Figura 5).

Figura 5. Continu de punts 5-periodics corresponents
a la corba de nivell V,(z,y) = hy.

Si considerem (a, hy) amb Cy = (z,y) ~ (0.5, 1.8418) obtenim:

Cy = Go(Cy) ~ (1.8418,0.0398),
Cs = G2(C}) ~ (0.0398,0.001),
Cy = G3(Cy) ~ (0.001,0.0101),
Cs = G4(Cy) ~ (0.0101,0.5),

C, = G5(C) ~ (0.5,1.8418),

un punt 5-periodic. La corba de nivell V,(x,y) = hy correspon a un continu de punts
5-periodics i 'aplicacié restringida a aquesta corba és conjugada a una rotacié amb
nombre de rotacié 1/5 (Figura 6).
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Figura 6. Continu de punts 5-periodics corresponents
a la corba de nivell V,(z,y) = ha.

Finalment, per (a, h3) considerem P, = (z,y) ~ (0.5,2.1108) i veiem com evoluciona
sota l'efecte de I'aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira

Py = Gu(Py) ~ (2.1108, —0.0284),
Py = G2(P)) ~ (—0.0284, —3.4744),
Py = G3(P)) ~ (—3.4744, —0.259),
Py = G4(P) ~ (—0.259,0.5),

P, =G3(P) ~(0.5,2.1108),

obtenim un punt 5-periodic. Aixi doncs, la corba de nivell V,(x,y) = h;y correspon a un
continu de punts 5-periodics i ’aplicacio restringida a aquesta corba és conjugada a una
rotacié amb nombre de rotacié 1/5. Vegeu la Figura 7.
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Figura 7. Continu de punts 5-periodics corresponents
a la corba de nivell V,(z,y) = hs.

3.5 Aplicacié de McMillan-Gumovski-Mira
2-periodica

En aquesta seccié considerarem el sistema dinamic discret generat per una recurrencia
del tipus Gumovski—Mira amb coeficients 2-periodics. Aquestes recurréncies han estat
estudiades a [29] i [35]. Com a la seccié anterior, determinarem per a quins valors
dels parametres és possible que existeixi un continu de punts periodics. Sigui doncs la

recurrencia
xn+1

Tpyo = —Tn+ o5 —
Bn + x2n+1 ’

amb

b>0 sin=2k+1 keN,

o de manera equivalent, l’aplicacié de composicié associada Gy, = Gy o G, (amb G, i

G definides per (3.4.1))

a>0 sin=2k,
Bn:{

y (a+y*)(y —=z(at+y?)
Gy, :<—x+—,— n ) 3.5.1
bl ) oty T bat PP+ (v — ala+ y?)? (351
anomenada aplicacio de McMillan-Gumouvski-Mira 2-peridica, la qual és continua i dife-
renciable, amb inversa

Gilb,a(fﬁa y) = <

Azt —2ys3 + (2by? + 2ab + 1) 22 — 2byx + b2A’ _y+x2—|—b

(3.5.2)

Ax® —yat + 2bAx® + b (by?* +ab— 1)z + by x )
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també continua i diferenciable (on A = y* + a, per alleugerir la notacié). Considerem
també la funcio
Via(r,y) = az® + by® + 2°y* — 2y, (3.5.3)

que ¢és integral primera de Gy ,. Com al cas anterior, un calcul immediat demostra que
det(DGypo(x,y)) = 1, 1 per tant 'aplicacié G, és integrable i preserva la mesura de
Lebesgue. Per tant, pel Teorema 3.3.2, sobre aquelles corbes de nivell Cj, := {(z,y) €
U : Vyo(x,y) = h} tals que O, = S*, Taplicacié Gy, és conjugada a una rotacié i aquells
nivells d’energia que corresponen a un nombre de rotacié racional formen continus de
punts periodics. De forma alternativa, notem que aixo també es dedueix del fet que
l'aplicaci6é Gy, té la simetria de Lie

Xpa(z,y) = (v — 2by — 22%y, 2ax — y + 27y?), (3.5.4)

vegeu [29].
L’existencia de corbes de nivell de V; , tancades esta garantida, per exemple, pel fet
que alguns punts fixos de G}, s6n minims absoluts de V;, (vegeu [29]).

3.5.1 Expressié explicita de les d-condicions de periodicitat.

A continuacid, apliquem amb detall el metode descrit a la Seccié 3.2.1, per tal de trobar
les d-condicions de periodicitat de 'aplicaciéo de McMillan-Gumovski-Mira 2-periodica.
Com abans, analitzem els factors de les expressions (3.2.3) calculades amb Iajut del
programari Maple v.17, i obtenim el segiient resultat:

Teorema 3.5.1. Les d-condicions de periodicitat associades a la integral primera (3.5.3),
corresponents als continus de punts k-periodics de les aplicacions de McMillan- Gumouvski-
Mira 2-periodiques, per k < 6, vénen donades per di(a,b,h) =0, on:

dy(a,b,h) :=ba—+ h,
ds(a,b,h) = (h?+ (2ab+ 1) h + a®b?)(h* + 2 abh + ab (ab — 1)),

dy(a,b,h) = (h* + 4 abh® + 6 a®b*h? + ab (4a®b? + 1) h + a*b?)
X(2h*+ (4ab+1)h+ab(2ab— 1)),
ds(a,b,h) = (h®+ (6ab+ 3) h® + (15a%h* + 12ab + 1) h* + 2a*b* (10 ab + 9) b3

+3a?b? (ab+ 1) (5ab — 1) h* + a®b? (ab + 1) (6 a*b* — 3ab + 1) h + a®0°)
X (h® +6ah’b+ 3ab(5ab— 1) h* +2ab (10 a*b* — 6ab — 1) h®
+ab (15 a®b® — 18 a®v* — 3ab — 1) h% + 6 a*b* (ab — 2) h + a*b*
X (a?b® — 3ab+ 1)),

de(a,b,h) = (3h* + (12ab+ 1) k3 +ab(18ab+ 1) k> + ab(12a*?> —ab+ 1) h
+a®b® (3ab — 1))(h® + 8 h7ab + 28 a®>b?h® + 2 ab (28 a®V? + 3) h®
+2ab(35a3b® + 12ab + 2) h* + ab (56 a*b* + 36 a*b* + 4ab + 1) h?
+a?b? (28 a*b* + 24 a*b* — 4ab — 1) h? + a®b® (8 a*b* + 6 a*b> — 4ab+ 1) h
+a®b®).
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3.6 Aplicacié de Lyness

Considerem el sistema dinamic discret generat per la recurrencia @2 = (a + Zpi1)/Zn,
amb a > 0 parametre real, o de manera equivalent, ’aplicacié associada

a+y>
x b

F(z,y) = (y, (3.6.1)

anomenada aplicacid de Lyness i, definida al conjunt obert Q1 = {(z,y) | x > 0,y > 0}.
L’estudi detallat d’aquesta aplicacié es pot trobar a [8, 10, 48] i [92], aix{ com a les
Seccions 2.1 1 2.2.1 del Capitol 2.

Aquesta aplicacié és continua, diferenciable amb aplicacié inversa

F,Y(a,y) = (a Jyr xx) (3.6.2)

també continua i diferenciable. Tenim doncs un difeomorfisme en el primer quadrant
del pla.
Considerem també la funcié

(z+1D)(y+1(z+y+a)
Ty

Valz,y) = (3.6.3)

que és integral primera de Fj,.

De manera analoga a les seccions anteriors, volem determinar per a quins valors del
parametre és possible que existeixi un continu de punts periodics. Observem que tenim
una integral primera V,, que preserva una mesura absolutament continua respecte de la
mesura de Lebesgue amb densitat v = 1/(zy) diferenciable a Q1 i, amb una simetria
de Lie donada per:

(z+1)(z+a—y?) —<y+1)(y+a—l’2>> (3.6.4)

Xo(z,y) = ( ,

Yy x

(vegeu [27]). Per tant, si existeixen corbes de nivell de la integral primera V, tancades,
podrem garantir 'existencia de continus de punts periodics sobre aquests conjunts de
nivell. L’existencia d’aquestes corbes de nivell tancades esta garantida, per exemple, pel
fet que el punt fix de F,, a Q és un minim absolut de V, (vegeu [10] i [14]).

Per tant, pel Teorema 3.3.2, sobre aquelles corbes de nivell C), = {(z,y) € QT :
Va(x,y) = h} tals que C}, = S, 'aplicacié F, és conjugada a una rotacié i, aquells nivells
que corresponen a un nombre de rotacié racional formen continus de punts periodics.

107



Capitol 3. Determinaci6 explicita de continus de punts periodics

3.6.1 Expressio explicita de les d-condicions de periodicitat.

A continuacid, apliquem amb detall el metode descrit a la Seccid 3.2.1, per tal de trobar
les d-condicions de periodicitat de I'aplicacié de Lyness. Com en els casos anteriors,
analitzem els factors de I'expressio (3.2.3), calculats amb ’ajut del programari esmentat
i, fins alla on ens ha permes aquesta tecnologia. A partir d’aixo, obtenim el segiient
resultat:

Teorema 3.6.1. Les d-condicions de periodicitat associades a la integral primera (3.6.3),
corresponents als continus de punts k-periodics de les aplicacions de Lyness, per k < 24,
vénen donades per dg(a,h) =0, on:

QL
3

= ha—a+1,
= ah + (a —1)?,
=—ha+ (a—1)(a®>—a+1),
= (a+1)ah —a+1,
—a*h* +a(2a — 1)(a — Dh + (a — 1)*,
= a’h* +a(a—1)(a —3)h + (a®* — 2a + 2)(a — 1)?,
= —h*a® — a*(a — 1)(2a — 3)h2 +a(a® 4+ 3)(a — 1)*h — (a — 1)*,
= —h%*a® 4+ a(a —1)(a® + a® — 3a + 2)h + (a— 1),
a*(a® 4+ a+ 1)h* + 3a*(a — 1)(a® + 1)h* + a(2a® — 6a* + 3a — 3)
x (a—1)*h + (a* — 3a® + 4a? —2a+ (a—1)3
dig(a, h) == h’a® — a*(a — 1)(4a* — a — 1)h* + a(a* — 2a® + 4a* — 2)(a — 1)*h
"
di7(a,h) := — a®h® — 2a°(a — 1)(a — 3)h* — a*(3a® — 9a® + 13a — 1)(a — 1)?h*
+a*(a® — a* + 6a® — 15a* + 16a — 3)(a — 1)*h* — a(6a® — 14a* + 12a
=3)(a—1)*h—(a—1)°,
dig(a, h) :== — a*h* — a*(a — 1)(a® + 3a — 5)h* + 10a*(a — 1)*h? + a(4a — 9)(a — 1)*h
+ (a® = 3a + 3)(a — 1),
dig(a, h) := a®h® — a’(a — 1)(a* 4 a® + a® — 5a + 6)h° + a*(4a* — 2a* + 13a* — 24a
+15)(a — 1)*h* + a*(3a® — 15a* + 22a® — 39a” + 45a — 20)(a — 1)*h®
a?(2a® — 13a® + 30a* — 38a® + 46a* — 41a + 15)(a — 1)*h? + a(a* — 24°
+4a* +6)(a — 1)%h — (a — 1),

e

QL
o

e

QL
©

e

S
=
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e
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=
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dao(a, h) == (a — 1)((a® + 1)a’h’® + a*(a — 1)(a® — Ta® + 5a — 5)h* + a*(a* — 10a°
+ 26a® — 20a + 10)(a — 1)?h* + a*(a” — 9a* + 29a® — 454 + 30a — 10)
x (a —1)*h* + a(a® — 4a® + 14a* — 30a® + 354 — 20a + 5)(a — 1)*h
+(a—1)"7),

doi(a, h) := — a’h® — a®(a — 1)(2a* — 8a® + a* + a + 1)h° — a*(3a® — 16a*
+25a® — 5a* + a — 5)(a — 1)*h* — a®(4a® — 15a° + 41a* — 52a® 4 254
— 14a + 10)(a — 1)*h* + a*(a® + a® + Ta* — 18a® + 33a® — 6a + 10)
x (a —1)%h? + a(a® + a® — 14a* 4 27a® — 27a* + 9a — 5)(a — 1)"h
+ (a® = 5a° + 11a* — 13a® + 9a* — 3a + 1)(a — 1)%,

dos(a, h) := —a"h® — a®(a — 1)(4a® — 8a — 1)h® — 5a*(2a* — 5a* + 4a + 1)
x (a —1)*h* + a*(a® + 3a° — 14a* + 40a® — 50a® + 20a + 10)
x (a —1)*h* + a®(2a° — 15a° + 33a* — 50a” + 40a® — 5a — 10)
x (a—1)*h* +a(a” — 5a° + 13a° — 19a* + 20a* — 10a* — 4a + 5)
x (a—1)°h — (a—1)8,

dos(a, h) := a’h® + 2a°(a — 1)(3a — 5)h® — a®(a® + 2a* + 3a® — 17a”® 4 50a — 45)
x (a—1)*h" + a®(5a° + 41a* — 120a® + 186a* — 117a + 1)(a — 1)A°
+a”(4a” — 24a® + 51a® — 185a* + 360a® — 3964 + 197a — 6)(a — 1)*h°
+a*(3a” — 24a° + 61a° — 114a* + 276a* — 3194 + 216a — 15)(a — 1)°h*
+a*(2a® — 16a" + 48a° — 83a® + 151a* — 294a® + 311a® — 175a + 20)
x (a —1)"h* + a*(a® — 5a® 4 16a” — 2845 + 44a® — 106a* + 2024
—200a* + 100a — 15)(a — 1)®h* — a(12a° — 51a* + 90a* — 80a* + 36a
—6)(a—1)’h—(a—1)",

dos(a,h) == — a®h® + a°(a — 1)(a® + a* + @® + a® — 6a + 6)h° — a*(a® + 6a° — 6a°
+17a® — 28a + 16)(a — 1)*h* + a*(a” — a® + 9a® + 9a* — 37a* + 55a*
— 56a + 24)(a — 1)°h* — a*(29a* — 68a® + 79a* — 60a + 21)(a — 1)*h?
— a(7a* — 26a® + 32a* — 24a + 10)(a — 1)°h — (a* — 4a® + 6a* — 4a + 2)
x (a —1)%

Observem que amb la tecnica desenvolupada al present capitol hem obtingut condi-
cions de periodicitat per a periodes més alts que els que apareixen al Capitol 2 o a la
literatura [10, 48] o [92].
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3.7 Aplicaci6é de Lyness 2-periodica

Considerem les aplicacions que resulten de la composicié de dues aplicacions de Lyness,
considerades a la Seccié 3.6. Sigui doncs, Fy,, = F, o Fj, on

b
a+y)a+ :1:—|—y>7 (3.7.1)

x Y

Fyo(z,y) = (

amb a > 01b > 0, les qual anomenem aplicacions de Lyness 2-periodiques (vegeu el
Capitol 2). Considerarem aquestes aplicacions definides a Q1 := {(z,y) : > 0,y >
0} € R?. Cadascuna d’elles té com a integral primera

Vio(ay) = (bx + a) (ay +2)y(ab +azx + by)7 (37.2)

la qual preserva una mesura absolutament continua respecte de la mesura de Legesgue
amb densitat v = 1/(zy).

L’existencia de corbes de nivell de V}, , tancades esta garantida (veure [28]), per tant,
pel Teorema 3.3.2, sobre aquelles corbes de nivell C}, := {(x,y) € O : Vi (x,y) = h}
tals que Cj, = S!, Paplicaci6 F}, és conjugada a una rotacié. Com a les seccions anteriors,
analitzem els factors de les expressions (3.2.3) calculades amb ’ajut del programari
esmentat fins on ens permet aquesta tecnologia, tot obtenint el segiient resultat:

Teorema 3.7.1. Les d-condicions de periodicitat associades a la integral primera (3.7.2)
i corresponents als continus de punts k-periodics de les aplicacions de Lyness 2-periodiques,
per k < 11, vénen donades per di(a,b,h) =0, on:

ds(a,b,h) =h— BA,
ds(a,b,h) = (ab—1)h+ BA,
dg(a,b,h) = h*+ (a®V* —2a®> — 20>+ 3ab) h
+BA (—a*V? +a® + > —2ab),
d7(a,b,h) = —h3+ (a®b® — 4a*h* + 3a> + 30® — 3ab) h?
—BA(—4a** +3a® +30° — 3ab) h + B3 A?,
ds(a,b,h) :=h*>+(—2a®>—20>+5ab—1)h?
+BA (—a?b® + a® + b® — 4ab+ 2) h — B*A?,
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d9 (CL, ba h)

le (CL, bu h)

d11 (&, b, h)

= —h®+ (—4a®0* +5a* + 50> — 6ab) h*

+ (a®® — 10 a*d* + 17 a°V* + 17a?h° — 10 a® — 38 a3b3

—108° + 24 a*b + 24 ab* — 15ab?) h® + BA (10 a*b* — 17 a®b?
—17a%0® + 10 a8 + 37a®b® + 10b° — 26 a*b — 26 ab* + 19 a?b?) h?

— (4a*b* —9a°h* —9a%® +5a° 4+ 20a%0® +50° — 14 a%b

—14 ab* + 12 a?b?) B2A%h + (a*b* — 2a°V* — 2aD° + a®

5B+ B — 3a*h — 3abt + 3a2?) B3AY,

= (—ab— 1)1 + (=a®b® + 4a*b + 4ab* — 12a%b* + 503 +51°
—5ab) h* + (—a’b® + 6 a®b® + 6 a®b5 — 6.a"b — 35 a*b* — 6 ab”
+41a°b* + 41 a*h® — 10 a® — 56 a®b* — 100° 4 20 a*b + 20 ad?
—10a%*) h3 + BA (a®0® — 5a5% — 5a®® + 4a"b + 30 a*b* + 4 ab”
—37a°b* — 37a*b° + 10a® + 55 a®b® 4+ 100° — 20 a*b — 20 ab®

+10 a?b?) h? — (a®V® — 2a%b® — 26305 + a”b + 12 a*b* + ab”

—15a°* — 15a2b° + 5a°® + 25a3b + 5b° — 10 a’h — 10 ab®

+5a%b?) B2A?h + B° A5,

=h8+ (40%a® — Ta® — 70> 4+ 10ba) h" + (10 a’b* — 27 a®b* — 27 a®b°
+21 a5 + 78 a3b3 + 2105 — 60 ba* — 60 b*a + 45 b%a? — ba) hS

+ (—a"d" 4 20a°°® — 57a"b* — 57 a*b” + 75 a®b* + 213 a®V® + 75 a*b®
—35a® — 309 a%h3 — 309 a®b® — 350° + 150 a”b + 460 a*b* + 150 ab”
—225a°b* — 225 a*b° + 104 a®b® + 6 ba* + 6 b'a — 6 b%a?) h®

+BA (—20a%° + 57 a"b* + 57 a*d” — 75 a®b? — 207 a®b® — 75 a*V®
+35a® + 321 a%3 + 321 a®0® + 358 — 165a7b — 534 a*b* — 165 ab”
+285 a’b? + 285 a?b® — 140 a®b® — 15ba* — 15 b*a + 15b%a?) h?
—(=10a%% + 37a"b* + 37 a*b” — 48 a®b? — 139 a®b® — 48 a?b® + 21 a°
+213 a%0® + 213 a3b5 + 2110° — 108 a”b — 381 a*b* — 108 ab” + 213 a®b?
+213 a*b° — 106 a®b® — 20 ba* — 20 b*a + 20 b*a®) B2 A?h® + (—4 a5°
+15a"b* + 15 a*b” — 18 a®b? — 60 a®b® — 18 a*b® + 7a® + 84 a5b3
+84a3® + 70° — 39a"b — 154 a*b* — 39 ab” + 87 a°b? + 87 a*V°
—40a®® — 15ba* — 15ba + 150%a®) B3 A3h? — (a'b* — 2 a®b?
—2a*b° 4+ ab + 7a*b® + 6% — 5ba* — 5b*a + 10b%*a* — 6 ba) B> A°h
—baB® A°®.

on prenem A =a?>—0b i B =a— b* com a notacid, per alleugerir les expressions.

Observem que les condicions de periodicitat calculades coincideixen amb les condi-

cions trobades al Capitol 2 i que, per tant, realment caracteritzen els continus d’orbites
periodiques.

Observem també que amb el metode emprat en aquest capitol i treballant fins a
esgotar els nostres recursos tecnologics, només hem pogut arribar a calcular I'expressio
de dy1(a,b). Al Capitol 2, usant una tecnica especifica per aplicacions que preserven

fibracions de genere 1, vam poder caracteritzar els continus de punts periodics fins al
periode 14, sense exhaurir els nostres recursos computacionals.
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3.8 Aplicacié de Lyness 3-periodica

Considerem ara les aplicacions que resulten de la composicié de tres aplicacions de
Lyness, introduides a la Seccié 3.6. Considerem doncs, Fi.p, = F. 0 [} o I, on

a+br+y a+bx+y+c;cy> (35.1)

Fc,b,a($7y) = ( 5

zy y(a+y)

amb a > 0, b > 01ic > 0, les qual anomenarem aplicacions de Lyness 3-periodiques
(veure [28]) . Considerarem aquestes aplicacions F.p, definides a QT := {(z,y) : © >
0,y > 0} € R?. Les aplicacions tenen com a integral primera la funcié

cx?y + axy® + ba® 4+ by® + (a + be)x + (¢ + ab)y + ac
Ty ’

(3.8.2)

‘/c,b,a (ZE, y) -

i preserven una mesura absolutament continua respecte de la mesura de Legesgue amb
densitat v = 1/(xy).

L’existencia de corbes de nivell de V., tancades esta garantida (veure [28]), per tant,
pel Teorema 3.3.2, sobre aquelles corbes de nivell Cy, := {(z,y) € QT : Vopu(x,y) = h}
tals que C}, = S!, I'aplicacié F,p o és conjugada a una rotacié. Com a les seccions anteri-
ors, analitzem els factors de les expressions (3.2.3) calculades amb I’ajut del programari
esmentat fins on ens permet aquesta tecnologia, tot obtenint el segiient resultat:

Teorema 3.8.1. Les d-condicions de periodicitat associades a la integral primera (3.8.2)
1 corresponents als continus de punts k-periodics de les aplicacions de Lyness 3-periodiques,
per k < 6, vénen donades per dg(a,b,c,h) =0, on:

ds(a,b,c,h) = h+a®+b*+c* —abe + 1,

dy(a,b,c,h) =h*+ (a> + 0* + ¢ + 3) h + a®b* + a*c® + b*c* — 2 abe
+2a? + 202+ 22+ 2,

ds(a,b,c,h) = (—abc + 1) h* + (—a®bc — ab’c — abc® — a?b* — a*c* — b*c* — 6 abe
+3a* + 30+ 3%+ 3) h? + (—a’b3c — a®bc® — ab3c® — a*V? — a'c? — a?b?
+2a’b?c? — a’ct — bic® — b2t — 8adbe — 8ab’c — 8abc® + 3 a* + 3 a?b?
+3a%c® 4+ 3b* + 30*°c2 + 3¢ —8abc + 6a® + 66> + 62 + 3) h — 4a’b3c
+3a’b*c?* — 3abc — 6 a’be — 4a3bc® — 4ab3c® + b5 4+ a® +3a* + 30 + 3¢
+3a? 4+ 32+ 32+ 8 —6ab’c — 6abc® — a'ct — bct — atbt — 3abc®
+a'h?c® — a®b3c + a?bct — 3a’be + a?btc? — 3ab’c + 4 ab?
+4a%c + 4% + a*b? + atc® + a®bt + a®ct + b + bt 41,
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de(a,b,c,h) = —h*+ (—abc — 2a* — 2b* — 2¢* — 5) h3 + (—a3be — abc — abc® — a*
—5a?b® —5a%c®* — bt — 5022 — ¢t —2abc — Ta® — TH? — 7% — 10) h?
+ (—a®b®c — a3bc® — ab®c® — 3a'h? — 3a'c? — 3%t — 4a?b*? — 3a’c!
—3b*c® — 3b%c* —4abe — 4abPc — 4abc® — a* — 11a%b? — 11 a% — b*
—110%c® — c* +4abc —10a* — 106> —10c* — 9) h + ¥ + 0% + a® — 8?2
—8a%c® —3b*c® — 3b%c* — 3a’c* — 3a*c® — 8a%h? — 2b*c¢* — 342Vt — 24a’D?
—3a*? —2a*c* + 5abc + 2abdc — 3abc® + 2 abc® — 13 a?b?c® — 3ab’c
—a?b?ct — 3a°be + 2 aPbe — aPbPc — atb*c? — a?b*c® —5a® —at — bt —5b°
—5c% —c* - 3.

3.9 Aplicacié de Lyness 6-periodica

Com a les seccions anteriors, considerem les aplicacions que resulten de la composicid
de sis aplicacions de Lyness, estudiades a la Seccié 3.6, amb a > 0, b > 0, ¢ > 0,
d>0,e>01f>0les qual anomenarem aplicacions de Lyness 6-periodiques. Aquesta
aplicacié Fegepa = FroFeoFyoF.0F,0F, (veure [30]) esta definida a QT := {(z,y) :
x>0,y >0} € R*1i té com a integral primera
af + (bf +a)x + (ae + f)y + ba?* + ey? + cx?y + dzy?
Vf,e,d,c,b,a<x7 y) = ( ) ( ) ) (391)
Ty

la qual preserva una mesura absolutament continua respecte de la mesura de Legesgue
amb densitat v = 1/(zy), per tant, pel Teorema 3.3.2, sobre aquelles corbes de nivell

77777

conjugada a una rotacio.

Com a les seccions anteriors, analitzem els factors de les expressions (3.2.3) calculades
amb 'ajut del programari Maple. Observem pero que només hem pogut obtenir la
d-condici6 associada a la integral primera (3.9.1) corresponent als continus de punts
2-periodics. Aquesta condicié ve donada per

do(a,b,c,d,e, f,h) :=h*+ (ad + be + cf + 3) h + abde + acdf + becef — cae
—bdf +2ad+2be+2cf + 2.

En aquest cas, el calcul efectiu es redueix a una sola condicié degut a la incapacitat del
programa per a assignar un bloc gran de memoria en el nostre equip.

3.10 Aplicacié de Bastien-Rogalski

Considerem la familia uniparametrica d’aplicacions introduida per G. Bastien i M. Ro-
galski a [11], i estudiada amb detall al Capitol 1:

a—y+y2)

" (3.10.1)

Fo(z,y) = <y,
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definida a R*" i amb valors del parametre a > 1/4. Cadascuna de les aplicacions F, té
com a integral primera
4+ —r—y+a
a '
Recordem que per 2 — 1/a < h < 2, les corbes de nivell {V,(z,y) = h} sén el-lipses,
1 que cada aplicaci6 Fyc, és conjugada a una rotacié amb nombre de rotaci6 explicit,

VA2
O(h) = arg (%) mod 27.

Teorema 3.10.1. Les d-condicions de periodicitat associades a la integral primera
(3.10.2) i corresponents als continus de punts k-periodics de les aplicacions de Bastien
i Rogalski, per k < 15 vénen donades per dy(a,h) =0, on:

Va(z,y) =

(3.10.2)

(3.10.3)

ds(a,h) :=h+1,

ds(a, h) :=h,

ds(a,h) :==h*+h —1,

dg(a,h) :=h —1,

d7(a,h) :=h> + h* —2h — 1,

ds(a, h) :==h* — 2h,

do(a,h) :==h*® —3h +1,

dio(a,h) :==h> —h — 1,

dyi(a,h) :==h® + h* —4h3 — 3h® + 3h + 1,
dio(a, h) :==h* -3,

dig(a,h) :=h" + h® — 5h* — 4h® + 6h*> + 3h — 1,
dis(a, h) :=h3 — h? — 2h + 1,

dis(a,h) :=h* — h® — 4h? + 4h + 1.

Observacié 3.10.2. Fixem-nos que a la Proposicié 1.4.3 del Capitol 1 hem obtingut
els mateixos resultats, tot fent s de la funcié nombre de rotacié (3.10.3).

3.11 Aplicacié de Saito i Saitoh

Considerem I'aplicacié introduida per S. Saito i N. Saitoh a [82]

F(z,y) = (wy yfi—iz)) , (3.11.1)
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definida a un conjunt obert de C? i estudiada al Capitol 1. Aquesta aplicacié té com a
integral primera
V(z,y) =y(1+ z), (3.11.2)

vegeu novament [82].
Com a les seccions anteriors, analitzem els factors de les expressions (3.2.3) calculades
amb l'ajut del programari esmentat, tot obtenint el segiient resultat:

Teorema 3.11.1. Les d-condicions de periodicitat associades a la integral primera
(8.11.2) i corresponents als continus de punts k-periodics de les aplicacions de Saito
i Saitoh, per k < 15, vénen donades per di(h) =0, on:

dy(h) :==h+1,

d3(h) :==h* + h+1,

dy(h) :=h*+1,

ds(h) :h4+h3+h2+h+1

dg(h) :=h*> —h + 1,

d7(R) :=h® + h® + h* + h* 4+ B2 + h + 1,

ds(h) :=h* + 1,

dy(h) : :h6+h3+1

dyo(h) :=h* —h* + h* —h +1,

diy(h) = 10+h9+h8+h7+h6+h5+h4+h3+h2+h+1,
dia(h) :=h* — h* 4+ 1,

diz(h) :=h 12+h“+h1°+h9+h8+h7+h6+h5+h4+h3+h2+h+1,
d14(h): —h+ht =B+ R —h+1,

dis(h) :=h® —h" 4+ B> —h* +h* —h + 1.

Observacié 3.11.2. En aquest cas, el programari calcula molt rapidament les con-
dicions di(h) per a periodes molt més alts (per exemple, hem obtingut en segons les
condicions per k < 50), tot i que per exemplificar el teorema només se n’han detallat
aquestes quinze.

Recordem també, que a la Proposici6 1.5.1, apartat (b) (ii) del Capitol 1 demostravem
que els continus de punts amb periode minim k estan sobre els nivells d’energia Ay, on
hi és una arrel primitiva k-essima de la unitat. Observem que les expressions de les
condicions dg(h) sén polinomis ciclotomics, és a dir, aquells polinomis irreductibles tals
que les seves arrels sén arrels de la unitat.
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Capitol 4

Sistemes dinamics associliats a
transformacions de Landen

4.1 Introduccid

Des del segle XVII, en que Leibniz i Newton van introduir el calcul diferencial i integral,
aquesta eina ha estat una de las bases de la ciencia i la tecnologia. Ara bé, aixi com
el calcul de derivades és una “feina”rutinaria, el calcul d’integrals, ja siguin definides
o indefinides és un “art”. Tots recordem els enginyosos canvis de variable per a calcu-
lar certes primitives, o el plaer de que el metode d’integracié per parts quadri després
d’aplicar-lo un cert nimero de vegades. A part d’aquestes tecniques ben establertes,
i que serveixen tant per a calcular primitives com per a calcular integrals definides,
n’hi ha d’altres que serveixen només per a calcular integrals definides. Un d’aquests
metodes consisteix en l'aplicacié de les anomenades transformacions de Landen. Com
veurem, aquestes transformacions associen a una certa familia d’integrals que depenen
de parametres un sistema dinamic discret, de manera que les integrals buscades sén inte-
grals primeres del sistema dinamic discret. Usant aquesta propietat, sovint les integrals
es poden calcular o aproximar estudiant els comportaments limit del sistema dinamic
discret.

En lloc de donar totes les definicions en general, donem l’exemple paradigmatic del
metode, que com veurem és el que li ha donat nom.

Considerem, per a > 0, b > 0, la integral el.liptica

w/2 de
I(a,b) = / | (41.1)
0o Va2cos?0+ b2sin’6
Com veurem a la Seccio 4.2, es compleix que
w/2 do w/2 do
/ - / . (4.1.2)
0 Va?cos? + b?sin®f 0 \/(C‘TJFI’)Q cos2 0 + absin® 0

117



Capitol 4. Sistemes dinamics associats a transformacions de Landen

En altres paraules, si considerem la funcié

Fla,b) = (“‘2”),\/%), (4.13)

aleshores tenim que I(a,b) = I(F(a,b)). Es a dir que I és una integral primera del
sistema dinamic discret generat per I'aplicacié* F. Aixo ens diu que tots els punt d’una
orbita de F', Oqqpy) := {F"(ao,bo) : n € NU{0}} estan dins de la mateixa corba de
nivell 1, I(a,b) = I(ag, by) i també hi sén els seus punts d’acumulacié. Aquests darrers
punts formen el que s’anomena conjunt w-limit de 'orbita. Aqui F™ = (F}", F') denota
la composicié de F' = (Fy, Fy) amb si mateixa n cops, on F? = Id.

Gauss va provar any 1799 la igualtat (4.1.2), pero un resultat més general que aquest
ja havia estat demostrat per Landen, 'any 1775, veure [3, 36, 50, 60]. John Landen
(1719-1790) va ser un matematic angles aficionat que va treballar com a topograf i com
a agent immobiliari, vegeu més detalls de la seva obra a [3, 81]. De fet, les relacions
entre funcions el-liptiques trobades per ell sén conegudes com a transformacions de
Landen. Sense entrar en cap formalisme i parlant més en general, avui en dia una
transformacié de Landen és una relacié entre dues integrals definides de funcions del
“mateix tipus” depenents de parametres. En les integrals, tant els parametres, com
els limits d’integracié no tenen per que ser els mateixos, pero aquests valors satisfan
relacions funcionals entre ells (vegeu de nou [3, 81] per a més detalls).

Hom podria pensar pero, de que ens serveix fer un canvi en la integral, si ens la
deixa exactament igual i, aparentment no ens ajuda per tal de trobar el seu valor?
Doncs bé, el canvi si que és interessant, donat que si esta ben escollit, després d’aplicar-
lo reiteradament ens permetra de calcular la integral de manera aproximada, fent només
un pas al limit sota el signe de la integral. Concretament, a la Seccié 4.2 veurem que:

I(a b)—/ﬂ/2 do T
7 o Va2cos?+b?sin?0 2 MAG(a,b)’

on M AG(a,b) denota la mitjana aritmetico-geometrica dels nombres a i b. Els detalls
d’aquest resultat estan desenvolupats al Teorema 4.2.1.

A la Secci6 4.2, també aplicarem la invariancia de la integral I(a, b) per I'aplicacié F
i la relaci6 (4.1.4), per a calcular la longitud de la lemniscata (Seccié 4.2.3) i presentar
I'algorisme de Brent-Salamin per al calcul del nombre 7 (Seccié 4.2.4).

Seguint el mateix esperit que als apartats precedents, a la Seccié 4.3 obtindrem altres
transformacions de Landen donades per algunes mitjanes generalitzades.

Canviant una mica el tipus de funcions que volem integrar, a la Secci6 4.4, seguint
[16, 17, 23, 64, 70|, estudiarem diverses transformacions de Landen que ens permetran
calcular certes integrals definides impropies donades per quocients de polinomis. Com

(4.1.4)

*Si l’aplicacié F' no és invertible, haurfem de parlar més propiament de semi-sistemes dinamics
discrets, pero com es fa sovint, ometrem el prefixe “semi”.
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a exemple senzill, i que també pot ser calculat sense massa dificultat usant els metodes
tradicionals, en aquesta introduccié donem el resultat que ens permet calcular per aquest
procediment la integral

bl +c
I(a,b,c) = ——d > —2.
(a,b, ) /0 t 4+ ax? +1 o

Considerem

b+c b—l—c>
"Va+2 Va+2/

A la Seccié 4.4.1 (Teorema 4.4.1), provem que
I(a,b,c) = I(F(a,b,c)).

F(a,b,c) = (2

Per tant,
b+ec [~ 2241 d
= —— — X
Va+2 )y 2t +2224+1
_b+c [ dz  (b+o)rm
Va+2 /)y 2241 2/a+2
Observem que en aquest cas no ha calgut fer el pas al limit per a fer el calcul, ates que
tot els punts (a, b, ¢) son pre-fixos (la seva imatge és un punt fix) pel sistema dinamic
discret generat per F. Un altre exemple racional senzill s’estudia a [63].
Quan considerem la integral més complicada

I(a,b,c,d,e):/
0

també es pot construir una transformacié de Landen associada, vegeu la Secci6 4.4. Si
prenem l'aplicacié amb estructura triangular, F'(a,b,c,d,e) = (G(a, b), H(a,b,c,d, e)),
on

I(a,b,c) = I(F(a,b,c))

cxt +dr + e
20 +axt +bx? +1

z,

Gla,b) = S5a +5b+ab+9 a+b+6 (4.15)
’ Ya+o+2)7 " la+b+2)?) -

c+td+e (b+3)c+(a+3)e+2d c+e (4.1.6)
Y(a+b+2)2 a+b+2 "Vatrb+2)’ o

aleshores I(a,b,c,d,e) = I(F(a,b,c,d,e)) (vegeu el Teorema 4.4.2). Aquest fet és cone-
gut i es pot trobar a [16] i [17].
Finalment, al Teorema 4.4.3 obtenim la transformacié de Landen per a la integral

*  da® 4 2
I(G/’b’ C; d7 e,f,g) ::/ € +€x +ffL’ —|—g
0

H(a,b,c,d,e):(

25+ az® +bat teat 41
que també es déna a [16] i [17].
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4.2 La transformacié de (Gauss-Landen, la mitjana
aritmetico-geometrica i I’algorisme de Brent-Sa-
lamin

En aquesta Seccié demostrarem el segiient resultat:
Teorema 4.2.1. Pera >0, b> 0 definim:

w/2 do
I(a,b) ::/ — —
0 Va2 cos? 0 + b2sin® 6

Si considerem aplicacio

Fla,b) = (“;b,M),

aleshores I és una integral primera del sistema dinamic discret generat per F, és a dir

I(F(a,b)) = I(a,b). A més,

Ia.b) /“/2 dé T 1
a,b) = - -
o Va2cos?h+ b?sin20d 2 MAG(a,b)

Demostrarem aquest resultat a la Seccié 4.2.2. Previament farem algunes considera-
cions sobre la mitjana aritmetico-geometrica i, com a aplicacié, usarem la férmula (4.2.1)
per al calcul de la longitud de la Lemniscata (Secci6 4.2.3). Finalment, a la Secci6 4.2.4,
veurem com el sistema dinamic definit per I'aplicacié (4.1.3) apareix a l’algorisme de
Brent-Salamin per al calcul del nombre 7.

(4.2.1)

4.2.1 La mitjana aritmetico-geometrica

En aquest apartat enunciarem algunes generalitats sobre la mitjana aritmetico-geometrica,
els quals estan extrets de [18]. La mitjana aritmetico-geometrica de dos nombres posi-
tius a i b es defineix com el limit comu de les successions {a,}. -, i {b,} -, determinat
per 'algorisme segiient:

ap = a, b():b,

an + by,
Ap+1 = ;_ , bpi1 = v anb,, pertotn > 0.

Notem que a; i b; son respectivament les mitjanes aritmetico i geometrica de a i b,
as i by les corresponents a aq i by, i aixi successivament. D’aqui li ve el nom al limit
comu de les dues successions, al qual anomenarem

MAG(a,b) = lim a, = lim b,.

n—oo n—oo
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qui

Aquest procés va apareixer primer en un document de Lagrange, pero va ser Gauss
hi va aprofundir. Lamentablement pero, aquest 1ltim en va publicar molt poca cosa.
A continuacid, veurem un seguit de resultats preliminars sobre la M AG(a,b). No és

restrictiu suposar que a > b, ja que M AG(a,b) = MAG(b,a), i aixi ho farem quan ens
calgui.

con

La desigualtat entre la mitjana aritmetica i la mitjana geometrica, de tots prou

que:

eguda
a+b
5 2 Vab,
implica immediatament que a, > b, per tot n > 0 i, d’aquesta darrera també obtenim
a, + by,
ap, 2 = Qp+1 Z bn+1 =V anbn 2 bn

2
Disposem doncs, d’una successié {a,}, ., decreixent i afitada inferiorment per b i,

d’una successié {b, } -, creixent i afitada superiorment per a,

Per

a=ag>a;> - >a,>b, > > b >by=b.

tant, ambdues tenen limit, anomenem-los
A= lim a,, B = lim b,,
n—oo n—oo

ara bé, al prendre limits a ambdds costats de la definicié de la mitjana aritmetica

an, + b,
2 )

Qp+1 =

tenim que

per

A:A—i-B

= 2A=A+B= A=DB:= MAG(a,b),

tant, queda demostrada doncs, la igualtat dels limits de les successions.

Exemple 4.2.2. Com a il-lustracié, vegem per exemple que

En

MAG(V2,1) ~ 1.198140234735592207441.

efecte, usant 'expressié de les successions a,, i b, obtenim:
anp bn
1.414213562373095048802 | 1

1.207106781186547524401

1.189207115002721066718

1.198156948094634295560

1.198123521493120122607

1.198140234793877209084

1.198140234677307205799

1.198140234735592207442

1.198140234735592207440

x| w| ool s

1.198140234735592207441

1.198140234735592207441
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Observacid 4.2.3. Notem també algunes de les igualtats que verifica la MAG i que sén
molt facils de demostrar:

o MAG(a,b) = MAG(ay,b1) = MAG(ag,bs) = -+ = MAG(ay,b,) = -+

o MAG(ca,cb) = cMAG(a,b), per tot ¢ > 0.

o MAG(a,a) = a.

Vegem ara que la convergencia de les successions a,, i b, és quadratica. Per fer-ho,
usarem la igualtat resultant de les manipulacions segiients:

a, + by, a, + b, — 2v/a,b,

—\ayb, =
2 2

0 < Apt1 — bn+1 =

(van = Vb)?* _ (Van = V) (/n + v/n))?

_1 (an—bn)2
S S N TRy T

i la successié auxiliar ¢, 11 = (a, — b,)/2, la qual verifica (usant el resultat anterior) que:

, R RO N S S -
Cn+2 = Apy1 — Opy1 = = =3
T T O (Van — Vbn)? 2(an + by + 23/anby)
_ 4C?L+1 _ 0121+1 < 6121+1

1
2 (20541 + 2by1)  Gupr +bupr T 20

Per tant: )

Cn+1
Cpao < ——= =
nt 4b

2
Cn—i—l‘

1
4b

Cn—i-Q‘ S 7

tal 1 com voliem veure.

4.2.2 La demostracio de Gauss

Demostracio del Teorema 4.2.1 (Prova de Gauss). L’any 1816, Gauss va donar la pri-
mera demostracié del teorema que ens ocupa, tot usant tinicament el canvi de variables
segiient [77):
2a sin @
a+b+ (a—0b)sin?p’
on 0 € (0,7/2), per tant 0 < sinf < 11, també ¢ € (0,7/2).
Notem que aquest canvi de variables ve induit pel fet que la funcié:

sinf =

2ax

Jx) = (a+0b)+ (a—b)a?
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és creixent a [0, 1], amb f(0) =01 f(1) = 1.
Usant doncs el canvi anteriorment esmentat, obtenim:
df  2a(a+b— (a—b)sin®p)cosp

6_ —
cos de (a+b+ (a—b)sin? )2

Per altra banda:
a? cos? 0 + b*sin® 0 = a*(1 — sin® ) + b*sin® 0 = a® + (b* — a?) sin? 0

4a?sin®

2t (B — 2
@+ OL)(a—i-b—l—(a—b)sinzgp)2

a*(a+b— (a — b)sin? p)?
(a+b+ (a— b)sin? )2

Per tant:

I(a b)—/ﬂﬂ a+b+(a—0b)sinp 2acosgp(a+b—(a—b)sin2go)d
o ala+b—(a—0b)sin’®p) (a4 b+ (a—b)sin® )2 cosh

_2/”/2 cos de
" Jo (a+b+(a—Db)sin’p)cosh

Un petit calcul mostra que:

4a?sin® o _ (a+b+(a—0b)sin® p)* — 4a®sin® p
(a+b+ (a—0b)sin® )2 (a+ b+ (a— b)sin® p)?

cos?f =1—sin?0=1—

)

i per tant:

/ cos pdp
o (a+b+ (a—b)sin® )2 —4a®sin® ¢

I(a,b) =2

Novament, un altre calcul mostra que:
(a4 b+ (a — b)sin? p)? — 4a®sin® p = cos® p((b — a)? cos® p + 4ab).

Aix{ doncs, donat que cosp > 0 a (0,7/2), arribem a:

cos pdp
I(a,b) =2
\/ cos2 ((b — a)? cos? ¢ + 4ab) \/ C082 © + dab
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Fent servir, ara, que

(b—a)® = (a+b)* —4ab = (b— a)®cos® p + 4ab = ((a + b)* — 4ab) cos® ¢ + 4ab

= (a + b)*cos® p + 4ab(1 — cos® ¢) = (a + b)? cos® ¢ + 4absin® ¢

CL+b 2 2 2.2 a+b 2 2 2-2
=4 5 cos <,0—|—4(\/%> sin” p =4 5 cos <p+<\/%> sin“ ¢ |,

obtenim finalment:

/2 dgp a+b
I(a,b) = =17 Vab),
/0 \/((“TH’)Q cos? p + (v/ab)? sin® go) ( . )

amb el que queda demostrada la invariancia de la integral.

Comprovem ara la igualtat (4.2.1) fent ds de la primera part d’aquest teorema i de
la convergencia de la mitjana aritmetico-geometrica de dos nombres demostrada a la
Seccid 4.2.1.

/2 w/2
I(a, b) = / d9 — = / 49 = I(an7bn)7
o Va?cos20 4+ b2sin’0 0 Vap2cos?f + b, sin’0

per a tot n > 0. Prenent limits a ambdds costats, quan n — oo obtenim:

dé

/2
Hab) = [ -
0o /MAG(a,b)?cos?0 + MAG(a,b)?sin’ 0

B 1 /”/2 o B 1«
MAG(a,b) Jo  Vecos?20+sin>0 MAG(a,b) 2
|

Notem que la igualtat I(a,b)MAG(a,b) = 7/2 ens permet de calcular la integral
el-liptica a partir de la mitjana aritmetico-geometrica, o a 'inrevés.

Per completar la seccid, afegim una nova prova de la igualtat (4.2.1), deguda a

Newman, la més curta que coneixem, que ens mostra que 1'is dels canvis de variable és
tot un art.

124



Capitol 4. Sistemes dinamics associats a transformacions de Landen

Prova de Newman ([73]). Usant el canvi de variables v = tan(f) obtenim

oo du
I(a,b) = /o V@t 1 ad)

u

A continuacid, apliquem el segon canvi de variables, v = § — % Es facil comprovar que

és bijectiu i que transforma la integral anterior en

> dv
I(a,b) = :
/0 V((#52)2 4+ 02) (ab + 0?)

Finalment usem el tercer canvi v = v ab tan ), amb el qual arribem de nou a

[(a,b)/oﬂ/z\/(aib) 40 :I(a;b,\@).

20826 4 absin® 0

4.2.3 La longitud de la lemniscata

Seguint [18, 36] i com a aplicacié del Teorema 4.2.1, es pot relacionar la longitud £ de la
lemniscata que en coordenades polars s’escriu com r? = cos(26), amb la integral definida

/ bodz
w=2 | —,
i amb una mitjana aritmetico-geometrica. De fet, aquesta integral ja apareix 'any 1691
en documents de Jacob Bernoulli i era forca coneguda al segle XVIII. Va ser Gauss
qui la va denotar per w. Com veurem tot seguit, fent dos canvis de variable diferents
per al calcul de £ arribem a que £ = 2w = 41(v/2,1). Com que ja hem vist que
21(v/2,1) = 7/ MAG(+/2, 1), obtenim que,
MAG(vVZ,1) = =
w

Gauss va conjecturar aquesta relacié abans de provar-la, basant-se en calculs numerics,
tal i com va afirmar en la nota 98 (30 de maig de 1799) en el seu diari [49], on hi
va escriure: “He demostrat fins a l'onzena xifra decimal, que el limit de la mitjana
aritmético-geométrica entre els nombres /2 i 1 és igual a 7/w; aquesta demostracid
obrira sequrament una area totalment nova en l’analisi”. Com no podia ser d’altra
manera, Gauss la va encertar. Es referia a la Teoria de les funcions el-liptiques.

Aixi doncs, demostrarem:
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Proposicié 4.2.4. Sigui L la longitud de la lemniscata amb equacid polar r* = cos(20)
i cartesiana (z* + y?)? + y* — 2 = 0. Aleshores, es compleix que

2

L=2w=41(v/2,1) = MAGVAD)

(4.2.2)

Demostracid. Es ben conegut que la longitud d’una corba p = R(0), 6; < 0 < 05, en
coordenades polars ve donada per

\/R2 R'(6))2 d6.

En el nostre cas, usant la doble simetria de la lemniscata, tenim

L= 4/7r/4 cos(20) + sin’ /
0 cos(2 \/M

Usant el canvi de variable cos(20) = cos? ¢, I'anterior integral es transforma en

g—4/ﬂ SO gy [T odo 74
o sin(26) \/1— cos* ¢ o +/1+cos?¢

do 21
=4 =4I(v2,1) = ———.
/o V/2cos? ¢ + sin? ¢ (v2.1) MAG(v/2,1)

Observem que en el darrer pas s’ha usat la igualtat (4.2.1).
Per a provar la primera igualtat de (4.2.2) apliquem el canvi de variable z = cos ¢ a
la penultima expressié integral de L,

/2 d 1 d 1 d
524/ —¢:4/ : :4/—Z:2w,
0 +/14cos?¢ 0o V14 221 — 22 0o V1—24
i demostrem aixi la proposicio. |

4.2.4 L’algorisme de Brent-Salamin

Com a aplicacié distingida d’aquesta transformacié de Gauss-Landen, deduirem [’al-
gorisme de Brent-Salamin (veure [6, 18, 42]), que serveix per a calcular 7 amb gran
velocitat i que va ser introduit el 1973 de manera independent per Eugene Salamin i
Richard Brent. Aquest algorisme es basa en la construccié d'una successié {z,}, que
convergeix quadraticament cap a 7, definida com

(an + bn)2

=370 2 (af — b3)’
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on a; i b; venen definits per la transformaci6 (4.1.3), es a dir (aj41,bj41) = F(a;,b;) =
((aj +b;)/2, 4 /ajbj), amb ag = 11 by = 1/4/2. Vegem els primers iterats de I’algorisme,

n | ap by,

01 0.707106781186547524400...

1 | 0.85355339059327376220... | 0.84089641525371454303...

2 1 0.84722490292349415261... | 0.84720126674689146040...

3 | 0.84721308483519280650... | 0.84721308475276536670...

4 | 0.84721308479397908660... | 0.84721308479397908660...

i també,

n | zn |2n — 7|
1 | 3.1405792505221682483113312689758233117734402375122... | 2 x 1073
2 | 3.1415926462135422821493444319826957743144372233448... | 8 x 107
3 | 3.1415926535897932382795127748018639743812255048349... | 2 x 10~ 17
4 | 3.1415926535897932384626433832795028841971146782804... | 6 x 104

En aquesta darrera taula es pot apreciar clarament la convergencia quadratica del
metode. La demostracié de la convergencia esta basada en la teoria de les integrals
el-liptiques. Per a entendre d’on surt aquest metode necessitarem doncs uns quants
resultats previs sobre aquest tema.

Algunes propietats de les funcions el-liptiques

Comencarem fent una breu introduccié a la teoria de les funcions el-liptiques, recordant
les notacions i propietats que necessitem per deduir 1’algorisme de Brent-Salamin. El
lector pot trobar aquesta informacié a [2, 18, 19, 65].

En general, s’anomena integral el.liptica a una integral de la forma [ R(z,/P(z))dx
on R(z,y) és una funcié racional en x i en y i, P(x) és un polinomi de grau 3 o 4 sense
arrels multiples. En el cas particular que hi hagi limits d’integracio, aleshores parlarem
d’una integral el.liptica completa.

Tot i que primerament varen ser considerades per Fragnano, Fuler, Lagrange i Lan-
den, aquestes van ser tractades sistematicament per Legendre, el qual va demostrar que
qualsevol integral el.liptica pot relacionar-se amb tres integrals fonamentals. Aquestes
tres integrals s’anomenem integrals el-liptiques canoniques de Legendre de primera, se-
gona i tercera especie. Les formes normals de Legendre no sén les tniques possibles,
pero s’han mostrat molt tils i sén les més comunament utilitzades.

Nosaltres usarem només les integrals el-liptiques completes de primera i segona
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especie K (k) i E(k), respectivament. Aquestes son,

/2 49 1 dt
K(k)—/o m_/o \/(1—t2)(1—k2t2)a

/2 LT — k22 dt
E(k)z/ \/1—k251n29d9:/ Voo rre
0 0 V1—t?

on 0 < k < 1. Per exemple, la segona integral apareix en el calcul de la longitud £
d’una el.lipse amb semieixos a i b. De fet,

/2 2
/3_4/ \/a%os20+b2sin29d9:4a]3< 1_§>’
0 \

i d’aqui el nom d’aquestes integrals. També apareixen en l'expressié del periode d'un
pendol en funcié de l'energia (vegeu aquest exemple i d’altres a [65]).

Les integrals complementariest E' i K’ sén les integrals E i K avaluades en la variable
complementaria k' = /1 — k2. De fet, k s’anomena modul i k' modul complementari.
Es a dir,

K'(k)=KW1-k)=K() i E'(k)=FEWN1-k%)=EW). (4.2.3)
Cal dir també, que es compleix la relacié de Legendre, veure per exemple [18, pag.24]:
E(k)K'(k) + E'(k)K (k) — K(k)K'(k) = 7/2. (4.2.4)

De fet, com veurem, I'aparicié de 7 en la igualtat de Legendre és el fet clau que permetra
construir ’algorisme.

Les funcions E i K estan també molt lligades amb la integral que apareix a (4.1.2)
i amb una variacié d’aquesta que tindra també un paper important en el que segueix.
No és dificil veure que per a > b > 0,

/2 dg 1 B2\ 1 ,0b
I(a,b) = =-K({/1-=)=~-K'(- 4.2.5
(@) /o Va2cos?0 + b2sin’f  a ( a2> a <a>’ ( )
"2 iz b
N 2 2 2 «in2 — _ ) = r
J(a,b) : /0 Va2 cos? 0 + b2 sin® 6 d6 aE( 1 a2> al (a>' (4.2.6)

Abans de continuar provarem dos lemes tecnics. El primer d’ells estén la igualtat
(4.1.2) ala funcié J(a,b). Recordem que (a1, bn11) = F(an, b,) sén les successions que

defineixen la MAG(a, b).

fNo confondre amb les derivades respecte a k d'E i K.
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Lema 4.2.5. ([18, pag.13]) Les integrals I(a,b) i J(a,b) compleizen
(Z) I(anu bn) - ](an-i-lv bn+1):
(1) 2J(ans1,bnr1) — J(an, by) = apbyl(an, by).

Demostracio. (i) La primera part és equivalent a (4.1.2).
(ii) Considerem k,, := ¢, /b, on ¢? = a? — b2. Aleshores k!, = /1 — k2 = b, /a,. Per
tant, fent s de les relacions obtingudes en (4.2.3),(4.2.5) i (4.2.6), obtenim

b? -
2J(any1,bny1) = 2an+1E< 1- Z“) = 20n+1E<c +1) = 20415 (kpy1),

Ant1 Qn41
ﬂ%ﬁwzaJ% 1—%):mﬁw%):m£@@, (4.2.7)
%mﬁ%m@:am( 1—%)=@£(%>=%K%@. (4.2.8)

n

Per tant la igualtat que volem demostrar és equivalent a
2&n+1E(l€n+1) — CLnE(k’n) = ann (429)
Usant la igualtat (vegeu [18, Teorema 1.2(d)]):

1—K
Ek,) =F )1+ k) — K K(k,
(k) = B (1) (14 40 = B )

i, tenint en compte que

Ay, + by \ 2 : 2
Cntl a’72z+1_bgt+1 o ( 2 > _< n n> an_bn 1-]?;1

b =2 an + by, a, + by, T antb, 14K
2 2
obtenim
Bk = E(ky) + k, K(k,)  anE(kn) + 0, K (k)  anE(ky) + 0, K (ky)
T 1+ k. B an + by - Qi1 ’
que és precisament (4.2.9). [
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Lema 4.2.6. ([18, pag.15]) Considerem ag = 1, by = k" € (0,1], {(an, bn) }n la successio
generada per calcular la MAG(1, k') i ¢, = \/CLQ —b2. Aleshores

™

(i) KV = SNaca ey

(i) B = (1= 3255, 2 1e, K (k).
Demostracio. (i) Usant (4.2.1) i (4.2.5) tenim

1 b2 1 T
5K< b= ?) Ia.b) = N3G 2

Prenent b = k' = /1 — k? i a = 1 obtenim el resultat desitjat.
(#) Si introduim la notacié J, 11 = J(ans1,bn41), In = I(an,byn), sabem pel Lema
4.2.5 que
2Jpi1 — Jp = apbp I, = a,byly.

Com que 4a2 | — 2a2 — 2a,b, = b2 — a2 = —c2, Uexpressié anterior és pot escriure com

Adpir — 2J, = 2a,b, 1y = (4a2, | — 242 + c2)Ip.

Si multipliquem I’expressié obtinguda per 2", obtenim 2"1.J, 1 —2"J,, = 2"*1a2  I—
2"a2 Iy + 2" 12 I, o equivalentment,

2" (1 — a2 Lo) — 2"(J, — a2 ly) = 2" Iy,

Considerant ara la successié auxiliar w,, = 2"(J, — a2ly), 'expressié obtinguda es pot
escriure com Wy 11 — W, = 2”_10210, i sumant a ambdds costats,

22" L21 = Z(wn+1 —w,) = —wo + lim w,. (4.2.10)

n—-+00
n=0

En aquest punt, afirmem que lim,,_, ., w, = 0. Veiem que suposant certa aquesta afir-
macid, ja hem acabat la prova. Efectivament, ja que aleshores Y 2 2" 12 [y = —wg =
—Jo+ ajly = —Jo + Ip i per tant

Jo = (1 — Zz”%i) Iy,
n=0

d’on obtenim la igualtat que voliem provar, ja que usant (4.2.7), (4.2.8) i que ap = 1, i
ko = k, sabem que Jy = E(k) i [y = K(k).
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Anem doncs a provar I'afirmacié anterior. Tenim que

w, = 2"(J, — a:ly) = 2"(J, — a1,)
/2 d6
:2"</ \/a2cos2e+b2sm 0df — a? / >
Va2 cos? 0 + b2 sin* 0

—c? sin? 0
do
/ Va2 cos? 0 + b2 sin* 6

Aix{ doncs

7 in® 0
lw,| = 2"/ i sin” do = 2”0%/ o de
Va2 cos? 0 + b2 sin® 6 0 +/a2cos?0 + b2 sin’ 0

D’on tenim

de
0 < |w,| < 2”0%/
0 +/a2cos20 + b2 sin 0

Ara bé com

=2"c21, = 2" 1. (4.2.11)

n— bn— n— _bn—
4ancn:4(a 1; 1)(@ 12 1) =a? |~ =c

veiem finalment que per n prou gran

2
¢ = Crh—1 _ Cn—1Cn—1 < Cn—1 ) (4212)
4CLn 2 20% 2

Per aixo és suficient demostrar que per n prou gran, ¢,_1/(2a,) < 1, o equivalentment,
usant de nou que ¢,—1 = (ap—1 — bp_1)/2, que a,—1 — b1 < 4a,. Ara bé, aquesta
desigualtat és clarament certa, ja que lim,,_, a, = lim, o b, = MAG(ag, by) # 0. Per
tant, usant (4.2.11) i (4.2.12) arribem a

C(%IO
A

i aix{ lim,, o w, = 0, tal i com voliem demostrar. Observem que (4.2.12) déna una nova
prova de la convergencia quadratica del calcul de la mitjana aritmetico-geometrica. |

0 < Jw,| <21y <

Algorisme de Brent-Salamin

Teorema 4.2.7. (Algorisme de Brent-Salamin [18, pag.48]|) Considerem la successio
{(ay,b,)}, definida per la transformacid (4.1.3) per a calcular MAG(ag, by) amb ag = 1
i by = 1/\/5 Aleshores

4 MAG(1, 1/\/’ )

1=, 2 (a2 — 12)
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A més, si definim la successio
(an + bn)2
1— Z?zl QJ'H(a? — b?)’

Zn =

es compleix que lim,, o 2, = .

Demostracié. Observem que quan k = 1/v/2, k' = k. Aleshores K'(1/v/2) = K(1//2),
E'(1/v/2) = E(1/y/2) i la igualtat de Legendre (4.2.4) ens diu que

2E(1/V2)K(1/V2) — K*(1/v/2) = f (4.2.13)

2

Altrament, per I'apartat (ii) del Lema 4.2.6, i recordant que ¢; = a — b2, tenim

E(1/V2) = (1 - -Zzﬂ a2 — 1?) ) (1/v2).
Per tant, substituint aquest resultat a 'expressié (4.2.13):
K2(1/1/2) (2 - i?(a? — %) — 1) - K2(1/\/§)<1 - i?(aj’. - b?)) - g (4.2.14)

Usant I'apartat (i ) del Lema 4.2.6, tenim

<2MAG(1,1/\/§)> <1—;2j(a§—b§-)> =3

1 per tant,

11— 5" 2902 — p? i —
( ; (a; J)) 2MAG*(1,1/v/2)
Operant, i usant que a2 — b2 = 1/2, arribem a a l'expressié de 7 desitjada.
~2MAG*(1,1/v2) 4AMAG*(1, 1/[)
1— Z;’io 2j(a§ — bjz) 1— Z 21“( b2)

Per tal d’acabar la prova, observem en primer lloc que com MAG(1,1/v/2) = lim,_,e0 @y, =
lim,, ., by, la segiient successio

2
4az

=y 2 b)
té com a limit 7. Ara bé, com que al pas n-essim ja coneixem a,, i b,, 1 a,;1 és més a
prop del limit que a,,, és ben natural considerar la successié

Up =

4a? 4 (an +b,)?
Z’I’L - =
1— § 23“( 172) 1— § 29“( b2)
que també convergeix a 7 i és la donada per I'algorisme. |
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4.3 Altres transformacions de Landen donades per
mitjanes generalitzades

En aquesta seccié recollirem altres transformacions de Landen que ens serviran per
calcular diferents funcions transcendents. En particular estudiarem com calcular la mit-
jana harmonica-geometrica i els resultats de Carlson ([21]) que estudien unificadament
diversos casos.

4.3.1 La mitjana harmonico-geometrica

Es facil veure que si I és una integral primera del sistema dinamic discret donat per F,
és a dir si [ o F' = I, aleshores donada qualsevol aplicacié bijectiva ¢ (una conjugacid)
es compleix que L = [ o és una integral primera del sistema dinamic discret donat per
G = ¢t o Fo . En efecte,

LoG=Iogpop toFop=IloFop=Iop=L.

En llenguatge de sistemes dinamics diriem que si F' déna lloc a un sistema dinamic
discret integrable, també ho és qualsevol sistema dinamic discret conjugat a F.
Siprenem [ i F' com a (4.1.1) 1 (4.1.2), i p(a,b) = (1/a,1/b), obtenim que

L) /“/ 2 abdf
a,b) =
o Vb2cos26 + a?sin’ 6

és una integral primera de

= abl(b,a) = abl(a,b), (4.3.1)

G(a,b) = (azib \/%)

Observem que la primera component de G és precisament la mitjana harmonica d’a i
b. El limit (¢,¢) de la iteracié (ani1,bn11) = G"(an,b,) és el que s’anomena mitjana
harmonico-geometrica dels dos nimeros, £ = MHG(a,b). Argumentant com a la prova
de I'equacié (4.2.1) obtenim que L(a,b) = MHG(a,b)7. Per tant, usant (4.2.1) i (4.3.1)
obtenim

MAG(a,b) - MHG(a, b) = ab.

4.3.2 Els resultats de Carlson

En el treball [21], Carlson estén la igualtat (4.1.2) a altres tipus de mitjanes. Donats a i
b positius, considerem per cada parell (z,7) on ¢,5 € {1,2,3,4}, les segiients successions:

ap:=a, by:=0b,

Ap41 = fi(am bn)v bn+1 = fj(am bn)a n Z 07
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on

a+b
fl(CL?b) = 9 9

f3(a,b)1=\/aa;b, fa(a,b) == a;bb_

De manera analoga al que hem vist quan estudiavem la mitjana aritmetico-geometrica,
es pot veure que, un cop fixats i i j, les successions {a,}, i {b,}, definides anteriorment,
convergeixen i ho fan al mateix limit, el qual denotarem com segueix

nh_{](f)lo ay, = nh_g)lo by, := ¥, j(ag, by).

Recordem també que la funcié Beta es defineix com
B(m,n) = / tm=H (1 4 )~ () g,
0

per m i n positius. Incloem a continuacio el resultat de Carlson i la seva prova.
Teorema 4.3.1. ([21]) Considerem la funcio

1 > r— —s —s’
R(r;s,s';a* b%) = B, 7”')/0 "t 4 a®) T (E + b2) 7 dt, (4.3.2)

onr' ' =s+s —r. Si prenem els respectius parametres (r,s,s’) d’acord amb la taula:

IR CL R N ENY

; 5 Va 3303

1) (St | (3)

(1,4) (“;b,\/‘”;bb) (541)

9| () | (1)

(24)|  (Vab, \/ 0y (1)
b b

NG EINED

s’obté que R(r; s, s'; a*,b*) és una integral primera de la funcid F; ;(a,b) := (fi(a,b), f;(a,b)),
j >1i. Es a dir, pels (r,s,s") corresponents als i < j considerats,

R(r;s,s’;a2,b2) = R(r;s,s’;ff(a,b),ff(a, b)) (4.3.3)
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A més, es compleix que

1

2r

lij(a,b) = <R(7";8,8';a2752)>_ (4.3.4)
Demostracié. Fixats a i b, considerem el canvi de variable t = (s(s + f2))/(s + f?), on
per simplicitat, denotem fi(a,b) per fi. Aleshores,

dt _ (s + f)(s+ fi) s+ /50, e 5+

e oty a2=T .
ds (s + f2)? s+ f? s+ f?

Substituint les tres igualtats a l'expressié (4.3.2) tenim

1
B(r.v)

Rlris, 502 ) = o |67 s 2 s 3 2o )12 s 4 )2,
0

(4.3.5)

Donada que la nostra intencié és provar que (4.3.2) és integral primera de Fj ;, s’haura de
complir que coincideixin els integrands de (4.3.2) i (4.3.5). Per exemple, considerem el
cast = 117 = 2, que correspon al cas de la mitjana aritmetico-geometrica anteriorment
estudiat. Aleshores les expressions que contenen f3 1 fy no haurien d’apareixer en (4.3.5),
1 per tant:

1-2s=0, 1-2§=0, r—1=-s, —1=-%.

Aixi doncs, obtenim que s = s/ = r = ' = 1/2, que sén precisament el valors que
apareixen a la taula. De la mateixa manera, provariem el reste de casos.

Per a calcular ¢; ;(a, b), denotem per Rg(a?, b?) la funcié corresponent R(r; s, s'; a?, b%)
obtinguda, un cop fixats el valors de (r;s,s"). Com que acabem de veure que indepen-
dentment del valor de n € N es compleix que:

Rs(a?,0%) = Rs((f(a,b))%, (f'(a,b))?),
prenent limits a ambdds costats obtenim

1

Rg(a®,b*) = Rs (£} ;(a,b), 6 (a,b)) = —/ TN 2T (4 02 )7 de
5J 5J B('I’, 7“’) 0 sJ sJ

1 2r' —25—2s’ > r—1 s _s

- B(r,r") gl}j (a,b) /O u" w4+ 1) (u+ 1) du
B(r',r)
B(r,r")

—2r —2r
= Ei,j (a,b) = gzgj (a,b),

on, en el darrer pas, hem usat que B(r,r") = B(r/,r), veure per exemple [2]. Per tant
es compleix (4.3.4). ]
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Quan (i,7) = (1,2), la integral primera

111, .\ 1 > dt 1 dt
<§’575&’b>_B(1/271/2)/o VEE+ a?)(t + b?) 7T/0 Vit +a?)(t + %)

coincideix, modul una constant, amb la donada per la igualtat (4.1.2) ja que es pot veure
que si a® > b> > 0,

1 [ 2 2 2
—/ dt — 2k (1= 2) = 21w,
T Jo Jtt+a?)(t+0b2) am a m

Altres exemples similars als del Teorema 4.3.1 estan desenvolupats a [18].

4.4 Transformades en integrals racionals

En aquesta seccié buscarem transformades de Landen de certes integrals definides de
tipus racional (concretament, d’aquelles que estan formades per quocients de polinomis
parells de manera que el grau del denominador superi en dues unitats al del numerador,
per a assegurar la convergencia de la integral). Recollirem alguns dels resultats de [16]
i [17] (vegeu també [63, 64, 70]). De fet, el metode proposat en aquestes referéncies no
és tant simple com el que hem tractat a la Secci6 4.2.2, per tant comencarem amb un
cas senzill, per passar tot seguit al cas general i les seves aplicacions.

Aixi doncs, per il-lustrar el metode, comencen primer amb la integral racional amb
denominador de grau 4 on usarem les tecniques desenvolupades pel cas analeg de grau
6 a [70].

Teorema 4.4.1. Per a > —2 definim

< bl +c
I(a, b c)= —d 4.4.1
@b = [ e (14.1)
1 també - -
c c
F(aybgc) = <2, (a+2)1/27 (a+2)1/2)

Aleshores es verifica que I(F(a,b,c)) = I(a,b,c), és a dir, I(a,b,c) és una integral
primera del sistema dinamic discret generat per F.

Fixem-nos que el polinomi del denominador és monic pero que aixo no és restrictiu.
Aixi mateix, el terme independent és 1. Aquest fet tampoc no és restrictiu ja que en
cas contrari sempre el podriem aconseguir via un canvi de variable.

Val a dir, que la integral racional del resultat anterior es podria calcular mitjangant
els metodes habituals, és a dir, descomposant el denominador en funcié de les seves arrels
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i calculant les integrals de les fraccions simples resultants. Veurem que la proposicié déna
una manera alternativa per a calcular el valor de la integral.

Demostrarem ’anterior resultat a la Secci6 4.4.1, i també novament a la Seccid 4.4.3
usant un resultat auxiliar que introduirem a la Secci6 4.4.2 (el Teorema 4.4.5).

A la Secci6 4.4.4 demostrarem el segiient resultat:

Teorema 4.4.2 ([16] i [17]). Per a, b tals que z° + az* + bx® + 1 > 0, considerem la

integral
00 4 d 2
I(a,b,c,d,e) ::/ cr tdrte
0

z,

20 +art + b2 +1

i la funcié F(a,b,c,d,e) = (a1,b1,¢1,dy,€1), on:

~ b5a+5b+ab+9

N Tt b 2B
a+b+6
d+e+c

(b+3)c+ (a+3)e+2d

a+b+2
c+e

(a+b+2)1/3

1=

C1 =

dy =

)

€1 =

Aleshores es compleix que I(a,b,c,d,e) = I(F(a,b,c,d,e)).

Tal i com es demostra a [23, 69] (vegeu també [71, Cap. 15]), si escrivim F(a, b, ¢, d, e) =
(G(a,b),H(a, b, c,d, e)), on

Gla.b) = 5a +5b+ab+9 a+b+6
’ Sla+b+2%  Yla+b+2)?)

c+d+e (b+3)c+(a+3)e+2d c—i—e)

Yla+br272 a+b+2 Wt b+2

els valors (a,b) € R? tals que I(a, b, ¢, d, e) és finita, sén aquells tals que lim,, ., G"(a,b) =
(3,3), la qual cosa permet el calcul efectiu de la integral. Al proper capitol mostrarem
la complexitat de la transformaciéo G quan se la considera definida a tot el pla real.

A la Secci6 4.4.5, demostrarem el segiient resultat:

H(a,b,c,d,e):(

Teorema 4.4.3 ([16] i [17]). Pera, b ic tals que 23+ az®+ba*+cx?+1 > 0, considerem
la integral
dz® +ex* + fa? 4 ¢
x
8 + axb + bxt + cx? + 1

Ia,b,e,d,e, f,g) = /
0
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i la fU'fLCZd F((l,b, C, da e)fag) = (alvblacladlvelvfbgl)? on:

(a+¢)(10 + b) + 4(ac+ 2b + 4)
(a+b+c+2)3/7?

ay = )

c(a+6)+ 2(b+ 3a + 10)
a+b+c+2

by =

Y

8+a+c
(a+b+c+2)1/2

C1 =

d+g+e+f
(a+b+c+2)3/4

1=

_de+4f +6d+6g+cle+3d)+g(3a+0b)+db+ fa
B (a+b+c+2)5/4

€1 )

_gla+5)+d(ct+5)+e+f

h (a+b+c+2)3/4

Y

d+g
a+b+c+2)V/4

Aleshores es verifica que I(a,b,c,d, e, f,g) = I(F(a,b,c,d,e, f,q)).

91:(

Finalment, a la Secci6 4.5 aplicarem els Teoremes 4.4.2 i 4.4.3 al calcul aproximat
d’integrals.

4.4.1 Demostracio del Teorema 4.4.1

Intuitivament podriem dir que el procés de construccié de transformacions de Landen
consisteix en fer una serie de canvis trigonometrics que a continuacié es desfan, pero el
procés complert no és tautologic degut a que en un punt intermedi alguns sumands de
la integral desapareixen degut a certes simetries. Per aquesta raé comencgarem aquesta
seccio amb la seglient observacié que ens mostra algunes integrals que valen zero.

Lema 4.4.4. Donat k € N imparell © P un polinomi parell que no s’anul-la a [’interval

[_171]7
™ k
/ COsTE g
o Pl(cost)
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Demostracio. Aplicant el canvi de variables t = m — s, tenim

/7r cos” t dt:/ﬂ cos®(m — ) ds:/ﬂ (— cos s)k d3:—/7r cost s ds,
o Plcost) o Pl(cos(m —s)) o P(—coss) o Plcoss)
i per tant la integral s’anul-la, tal i com voliem demostrar. |

Demostracié del Teorema 4.4.1. Considerem el denominador de la integral Qu(z) = z*+
ax? + 1 i, multipliquem el numerador i el denominador de la fraccié que volem integrar
pel terme! 2 - Q4(2). Fent aixo, obtenim:

> ba® + (ab+ c)x* + (ac+ b)z? + ¢
I(a,b,c) = x
o x84 2az8+ (a®+2)zt + 2a2% + 1

Considerem ara el canvi de variable trigonometric x = tan @ i simplifiquem:

]_/”/2 bsin® 0 + (ab + c) sin® 6 cos? 6 + (ac + b) sin? § cos* 6 + ¢ cos® 0 4o
Jo (sin® 0 + cos8 ) + 2a(sin® § cos? O + sin? 0 cosb 0) + (a2 + 2)sin Hcosth

Apliquem ara la relacié trigonometrica fonamental (d’ara en endavant RTF) i considerem
les relacions amb I’angle doble segiients:

1 — cos (20) cos? 0 — 1 + cos (29).

4.4.2
—, . (442)

sin®f =
Prenent u = cos(26), per tal d’alleugerir la notacié, arribem a:

ae,

[_2/”/2Au3+Bu2+Ou+D
) Eu*+ Fu?+ H

on els parametres A, B, C, D, E, F i E, venen descrits per les segiients relacions:
A =ab— ac+ 2c — 20,
B =2b+ 2c—ab— ac,

C =2c—2b+ ac — ab,
D =2b+ 2c+ ab+ ac,

E = (a—2)
F =8—2d?
H = (a+2)°

fFem aix0 per fer simetric el denominador. En aquest cas no caldria fer-ho ja que el denominador
ja és simetric. Tot i aixi, ho fem per il-lustrar el métode.
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Considerem ara el canvi de variable ¢t = 260 i anomenem v = cost, arribant a la
integral:

dt.

[_/”Av3+Bv2+Cv+D
A Evt+ Fv?+ H

En aquest punt, apliquem el Lema 4.4.4, per la qual cosa la integral resultant equi-

valent sera:
/ T Bv?+ D
I —
0

Evt+Fv2+ H
Tornem a expressar ara la nostra funcié en base a I’angle doble, on v
H%S(Qt). Prenent s = 2t i cos(2t) = cos s = w, ens quedara:

/27r AQ’LU + BQ
I = 5 ds,
0 CQU) + DQU} + EQ

2 = cos’t =

on, novament, per alleugerir la notacio, definim els parametres:

Ay =2b+ 2¢ — ab — ac,
By = 6b + 6¢ 4 ab + ac,

CQ = (CL — 2)2,
Dy = —2a* — 8a + 24,
E2 = (a + 6)2

La integral anterior, per simetria i periodicitat de la funci6 cosinus, es pot rescriure

coml: - A B
I = 2/ 2w+ 52 ds,
0 ngz + Dgw + E2

isi en aquesta tltima li apliquem el primer canvi trigonometric que hem fet, pero invertit,
és a dir, r = tan(s/2), acabem obtenint una integral similar a (4.4.1), concretament:

I /oo 143’/"2 + Bg
= ‘s
0 037”4 + D3T2 + E3 ’

amb els parametres definits tal i com segueixen:

Az =2(2b+ 2¢+ ab + ac),

B3 =8(b+c¢),
Cs = (a +2)?,
D3 = 8(a+ 2),
E5 = 16.
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Linic que ens queda per fer, per tal d’aconseguir que siguin igual llevat de constants,
és normalitzar els coeficients del denominador.

Per tant, primer dividirem tot el denominador per FEj3 i, després aplicarem el canvi
de variable z = r(C3/F3)Y*, per tal d’arribar al resultat:

[e’¢) b 2
[—/ T 27 127 T4 dZ,
o Zrtaz?+1

on els parametres aq, by i ¢; venen donats per:

b+c b+c

e A R I

Fixem-nos que gracies a aquest resultat podem calcular el valor de la integral,
donat que:

I:/OO bx? 4 ¢ d:z::/oo bix? 4 ¢ dx:b/oo 22+ 1 Qe
o rr+ar+1 o xt+22241 Yo x4 222+ 1

* z2+1 * dx 7w  w(b+c)
1/0 @2+ 12 1/0 211 2T o0/aro

4.4.2 Integrals racionals amb denominador de grau miltiple de
4 i simetric. Teorema de reduccio

En aquesta seccid demostrem i ampliem un resultat proposat a [17, pag. 652], el qual

s’aplica a funcions racionals tals que el seu numerador esta format per un monomi de

grau parell. Usant la linealitat de la integral podem aplicar aquest resultat per les
funcions que apareixen als Teoremes 4.4.1, 4.4.2 1 4.4.3.

Teorema 4.4.5. Considerem una funcio racional composada per un monomsi parell al
numerador 1 un polinomi simetric parell que no s’anul-la i de grau multiple de 4 al
denominador.

Sigui n,p € N, escrivim el polinomi del denominador com:

p
Dp(d,dy, -+ - s dp; z) = Z A1 k(2% + 24P72F),

k=0

on els d; € RT. Aleshores, podem veure que per 0 < n < p— 1, es verifica:

oo NPl oA 2(p—j-1)
20 A2

oo Z2n
Ny, = dz = '
" /0 Dp(dla d?a Tt 7dp; Z) - /0 ZZp + Z?:l Bi22(p71)
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on els parametres A; i B; venen donats per:
2(p—j)—1

A p—n— 1 +] 22j+172p 22p71d1+ 2p
J 2] d1+p Zp+1 ’
2(p—1)

22i0) (P i —1 (420 —2 27 d,,,\ 7
B; = = Y. —— 7T i )
14p — 1 7 Z 1 d;

7=1

A més, perp—1<n<2p—1, es compleix la simetria Ny, , = Nop_1_pp.

Fixem-nos que aquest no és un resultat d’invariancia del tipus de funcié a integrar
(que és el tema que ens ocupa), sind que és un teorema de reduccié del grau del deno-
minador de la integral. Ara bé, fixem-nos que quan considerem integrals de funcions
racionals tals que el denominador no és simetric, multipliquem la funcié per un factor
que el simetritza pero que a la seva vegada en duplica el grau (vegeu la demostracié del
Teorema 4.4.1, per exemple). Aquest resultat ens garanteix doncs, la invariancia de la
funcid. Vegeu, per exemple el pas de 'expressié (4.4.7) a 'expressié (4.4.8), a la Secci6
4.4.3.

Demostracio del Teorema 4.4.5. Per veure el resultat proposat, enel cas 0 <n <p—1,
apliquem els mateixos passos que hem vist a 'apartat anterior, excepte la simetritzaci
del denominador. Per tant comencem amb el canvi de variable trigonometric z = tan 6
que ens dona:

/2 : 2n 4p—2n—2
N, = / (sin @)™ (cos ) "
0 > o dpr1—k ((sin 0)%(cos 0)=2k 4 (sin §)*P—2*(cos 0)2"5>

/”/2 (sin? )" (cos? §)%—n~1
0 > o dpt1—k ((sin2 0)*(cos? 0)2r—F + (sin? 0)2r—*(cos? 9)’“)

dé.

Apliquem ara la RTF i el canvi a 'angle doble descrit anteriorment en (4.4.2) i, a
més a més, notem 20 = 1 i cos(20) = D per tal d’alleugerir la notacié, arribant a:

(1 — D)" (1 4 D)2~

N _ /7r on 22p—n—1 %
— D)k (1 + D)2~k u—Dwku+Dﬁ)2

1
p (
Zk:() dp+1—'f ( ok 92p—Fk + 22p—k ok

_ /’f (1-D)"(1+ D)t
0 Sy k(1= DYH(1+ D)=k (1 = D)=H(1 + D)

)
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/“ (1-D)"(1+ D)>»"!
0 k=0 dprik(1 = D)*(1 + D)’“<<1 + D)%+ (1 - D)Qp’2k>

.

Fixem-nos que en aquest darrer pas i, a diferencia del cas anteriorment estudiat, hem
multiplicat la nostra funcié racional per factors del tipus (14 D)* per tal d’aconseguir els
mateixos exponents en una part del denominador. Aixo ho fem, perque al desenvolupar
aquestes binomis, hi haura termes que se’ns anul-laran, tot afavorint I’expressi6 final. Si
continuem, 'anterior expressié es pot escriure de la manera segiient:

N B /7r (1 o D)n(l + D)Qp—n—l
P 0 > dpri—k(1— Dz)k((l + D)2k 4 (1 — D)2p72k>

dy

D)n(l_'_D)Qp—n—l
—k _ .
Zk 0 p+1 k(l _D2> Z§:02(2p2j2k)D2J

dyp

D2) (1_'_D)2p 2n—1
2 p—k o (2p—2k Z‘dd)'
Zk 0 p+1 k(l_D> Zj:OQ( 2j )D]
Aplicant el Lema 4.4.4, obtenim:

. D2 ;;J) g 1 (2p 22]11 1)D2j

Zk 0 p—l—l k(l —D2) ZP k (2p Qk)DQJ

.

pq

Tornem a expressar ara la nostra funcié en base a ’angle doble (veure (4.4.2), d’on
en podem extreure D? = cos?t¢ = (1 + E)/2, prenent E = cosp i p = 2¢), aleshores
ens quedara:

:l/gﬂ ( ) ZPTLI(Qp 2n— 1)(@)]&(’0 |
L 0 QZkzo p+1—k(12E) Z (2p 2k)<%)]

1 or 9N (1 N ) <Zp n—1 <2p Qn 1)(1 —|—E)] 2p—n—1—j> 21+n—p 2—1

= - d
2D S gy k(1 BYF 27k 250 Y0k (R (14 By v kg
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e =B (X () By 2t) N

T2l Syl — B S () (L By 2

B - ( ) (zp n— 1<2p 2n 1)<1+E)] op—n— 1—])
o S g dpik(1— B)F 0 () (L4 E)i 20k

on a la dltima igualtat hem usat la periodicitat i la simetria de la funcié cosinus. Si en
aquesta ultima apliquem l'invers del primer canvi trigonometric que hem fet, és a dir,

x = tan(y/2), arribem a:

dy,

p;nfl <2p722]n71>(1 + xQ)fj

N _/oo $2n =0
Py (T4 )t Yoo dpr1- kaﬁ; > (2p Qk)(1+$)

oo r2n ZP n—1 (219 271 1)(1+£L’) n—j—1

- 0 D heodpri-k T 3TEC (2p Zk)(1+$2)

00 xzn p—n—l 2p— QTL 1 1 +x p—n—j—l

= -dx
0 Yoo dprik Z (2p Qk)(l“‘ﬁ)p_k_]

Ara ens caldria arreglar 'anterior expressié, per tal de poder normalitzar després els
coeficients. Per tant, considerem el numerador i li apliquem el Lema D de I’Apéndix,
prenent N =p —n — 1. Amb aixo arribem a:

p—n—1 N
20 Z (2p—2ﬁ—1)(1+x i1 Z(N+j)4] 2(N+n—j)

= 2j —

p—n—1 n-1 + .
> (p . J )4jx2<p—1—J>. (4.4.5)
j=0 J

Ara fem el mateix pel denominador, aplicant el Lema F de I’Apendix,

2p — 2 A
Zd-i-l kka(p k) 1+$2)p_k_]

(S Spoanen(STLU( 2a) s
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Per tant, si apliquem els resultats (4.4.5) i (4.4.6) a (4.4.4), obtenim:

Zp n— 1(p n— 1+])4J 2(p—1—j3)
N 2j

— dx.
pa /0 (ZP-H )x2p+zp 92i—14:2(p—i <Zp+1 i1 (5420 )de) o

7 7j—1

En aquest punt només ens cal normalitzar els coeficients. Per tant, ens cal dividir
els dos termes de la funcié racional pel terme independent del denominador. Aquest
terme correspon a ¢ = p en el sumatori inferior i és 22°~1 - d;,,, on val a dir que el terme
dy4p = 1 perque el polinomi que considerem és monic. Per tant:

o0 Spone 1 (p n— 1+J) 22011720 ) 2(p—1-5)
7=0 27 d1+p
Ny, = P dz.
0 >

2aj=1% dj 2P 22(i—p) 22(p—1) p+1—i j4+i—1 (j4+2i—-2\ 7
2219 1 d1+p +Zz 1 d1+p Z i ( j—1 )d]+l

Finalment, apliquem un ultim canvi de variable per tal que el coeficient de grau
maxim del denominador sigui 1, és a dir, per tal d’aconseguir que el denominador sigui
monic. Concretament, apliquem el canvi

1
T =z (22p iy v
Zerl d
al resultat anterior i demostrem aixi la primera part del teorema:

. 2(p—g)—1
p—n—1 (p—n—1+j> 22j+1-2p (22" Ydiyp ) o 2(p-1-))

© 7=0 27 ditp ZPH d;
Npq = 2(p—1) dz.
0 2(i—p) +1—% j4+i—1 (j+2i—2 22p—1.d4 2p ;
2 2°0—P) D Jj+t Jj+2 o 2 aiqp 2(p—i
z4P + Zz 1 d1+p <Zj:1 i ( -1 )dJ+Z) ( Zp+1 ) VA (P )

Demostrem ara la regla de simetria N, , = Nop_1_p, perp—1<n <2p—1:

Z2n

,dy) = dz = dz.
p) /0 Dp(d17 d27 ) dp7 Z) A Zi:o dp-i—l—k (241072]9 + sz)
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Considerem el canvi de variable z = 1/x, per la qual cosa:

1
O -
2n—+2
N, (dl,dQ,---,d)z—/ L d
' : 00 Zizo dp-‘rl—k(aﬂp%% + I%)
1
%) 0o 4p
p2n+2 / T
/0 LS dpi1-i, (22 + 2¥p-2F) o a2 dpry g (22 4 22

l’4p k=0

) i d (dy,dy, - ,d
— xr = N —n— s R .
/0 Zi:o dpr1—k (I% + x4p_2k) 2p—n—1pit: B2 )

4.4.3 Funcions amb denominador de grau 4 via el Teorema
de reduccié

Considerarem ara dues maneres diferents d’estudiar la integral:

* bt +c
o Tt+art+1
Primerament, pel que hem vist al Teorema 4.4.5, tenim:

o dx o r?dx o al+2
4 2 - 4 2 - 5 7T
0 T*+ars+1 0 T*+ar®+1 o r¢+1
Per tant, en general tenim que:

oy o 2 b ©° b
]:/ x——i—cdm:(b_kc)/ Vat? g +c x 7(b+c)
0 0

xd+ax?+1 22+1 7 Va+2 /o x2+1:2\/a+2'

A diferéncia del cas (4.4.1), aqui no veiem una invariancia de la integral, donat que
al tenir el denominador simetric, ja hem aplicat directament el resultat del Teorema
4.4.5, 1 per tant hem reduit la integral a una d’immediata.

Suposem ara, que no haguéssim vist que el denominador era simetric i que 1’ha-
guéssim multiplicat pel factor que el fa simetric (en aquest cas z* - Q4(1/z)). Aleshores:

00 2 o) 6 4 2
]:/ 4bx +c dg;:/ ba® + (ab+ ¢)z* + (ac + b)x e (4.47)
o rt+ar?+1 o x84 2az8 + (a® + 2)z* + 2a2? + 1
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Per tant, podem aplicar el resultat obtingut en el Teorema 4.4.5 tenint en compte que
d3 =1, dy =2aid; = (a® + 2)/2, obtenint aixi:

> dz
/0 28 4 2a25 + (a? + 2)z* 4 2222 + 1

1132
e s,
o x84 2axb + (a® + 2)z* + 2ax% + 1 0 xt+ 22241
i
/°° r?dz
o 2¥+2ax8 + (a? + 2)zt + 2a22 + 1
00 44 a?
:/ . v - / S GRS 1 (4.4.9)
o 84 2ax8 + (a® + 2)z* + 2ax% + 1 0o rr+22241

Tenint en compte (4.4.8) i (4.4.9), i substituint a (4.4.7), veiem que:

2

x? 1 T
00 —+ 00 —_—
(a+2)3/2 (a+2)1/2 (a+2)3/2
I=(b d b b —_—
( +c)/0 S z + (ab+c+ac+ )/0 o 1

2

%) + 1 o) PR

(@+2°7 " (at2)17 (a+2)°?

= (b d 1)(b _
( +C)/0 x4+ 222 41 T+ (at )(+c)/0 221

00 (a+2) (b+c)z? + b+c (b4-c)x2 + b+c

[ gl e,
0 xt 4+ 222 4+ 1 0 x4+ 222 4+ 1

b+c /°° 22+ 1 d
= .
(a+2)V2 ), z*+222+1

Aquest és el resultat del Teorema 4.4.1, donat que si continuem amb el calcul de la
integral, arribem de nou a:.

b+c [ 22+1 b+c [ dx w(b+c)

I: Tr = = .
va+2 /)y (172+1)2 va+2 /)y x?2 +1 2va+ 2
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4.4.4 Demostracio del Teorema 4.4.2

Com a nova aplicacié del Teorema de reduccié demostrarem el Teorema 4.4.2.

Demostracio del Teorema 4.4.2. Considerem la integral racional amb denominador de

grau 6, no simetric
7 / *  caxt4di*+e
= x
o x4 azt+bx?+1

el qual el simetritzem, multiplicant la fraccié pel terme x° - Qg(1/z), obtenint aixi:

[:/ numgo(e) o (4.4.10)
o denpa(x)

on:

numyg(z) = cx'’ + (d + cb)z® + (e + db + ca)z® + (eb + da + c)z* + (ea + d)z”* + e,

denyp(x) = ("% + 1) + (@ + b) (2" + 2%) + (b + ba + a)(2® + 2*) + (V* + a* + 2)2°

Estem doncs en condicions d’aplicar el Teorema 4.4.5, prenent com a parametres
dy = (0*+a*>+2)/2,dy =b+ba+a,ds =a+b, dy = 1,1 tenint en compte que
N33 = Na3, Nyg = Ni13 1 Ns3 = Nys per la simetria de la integral. Per tant, anem a
calcular primer els coeficients B;, els quals veiem que no depenen de n.

2(3—1)
22(1 3) 3 22.3_1 d 2-3
Z]( ) dy + dy + ds + dy

1
(dy + dy + d3 + dg)?/3

= 272/3(dy + 4d3 + 9d,)

d2+4d3+9d4 5a+5b+ab~|—9

T (2(dy +ds+ds +da)2B " (a® + b2 + 2ab + da + 4b + 4)2/3

_%a+5b+ab+9 Sa+5b+ab+9
C ((a+b+2)2)23  (a+b+2)43
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2(3—2)
23

222-3) (2 41 (42 2
B, = SRR d;
T4 (22 2 (j—l)f“ dy + dy + ds + dy

3 1
—925/32 (1. 1. da+2-4-d
( 313 2 (dy + dy + ds + dy)1/3

1

__o—1/3
=92 (a+b+6> (d1+d2+d3+d4)1/3

a+b+6 a+b+6

T (2(di +dp +ds +da)) B (at+ b+ 2)2/3

2(3-3)

22(3 3 i . (]+4>d 25 23
— TN\ dy + dy+ ds + dy
3(5

Calculem ara els coeficients A;j, els quals depenen de n. Per n = 0 tenim que
) =0,1,2. Per tant:

2\ 2°° 2231 d, Ea 5 25 o0
A= () = = 9"
’ <O> dy \ dy +dy +ds + dy dy + dy + ds + dy

1 1

— 9—5+25/6 —
(dy +dy +dz +dg)5/6 — (2(dy + dy + dy + dy))>/S

1 1

((a+b+2)2)56  (a+b+2)5/3
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2(3—1)—1

A = (3) 2 2 B =3.273 2 "
e 2 di +do+ds+dy N dy +dy + ds + dy

_ 3.973+5/2 1 _3.9-1/2 1

(dy + do + d3 + dy)/? (di + dy + ds + dy)/?

3 3 3

(2(dy +da+ds+dy)) 2 ((a+b+2)2)Y2  a+b+2

2(3—2)—1 1/6
o 4 271 25 3.3 _1 271 25 /
27 \4 di 4+ do+ ds + dy - di 4+ do+ ds + dy
— 2—1+5/6 1 — 2—1/6 1
(di + dy + d3 + dy)'/6 (di + dy + d3 + dy)'/6
1 1 1

(2(dy +dy+dz+dy)YS ((a+b+2))Y6 (a4 b+ 2)L3

Per n = 1 tenim que j = 0,1. Fixem-nos que només hem de recalcular els nombres
combinatoris del principi del coeficient, donat que la part posterior és exactament la
mateixa.

4 (1 1 B 1
7N/ (a+b+253 " (a+b+2)5/3

(2 1
"V \2) atb+2 at+b+2

Finalment, per n = 2 tenim que j = 0, per tant:

4 (3-2-1-0 1 B 1
0 2.0 (a+b+2)53 " (a+b+2)53

Com podem veure, els coeficients Ay sén iguals per n = 0,1,2 (per tant, també ho
seran per n = 3,4,5 per simetria) i, 'A; de n = 0 i de n = 1 només difereix en la
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constant 3, per tant, d’ara en endavant, reanomenem A; pensant que hi ha un 1 al
numerador. Aix{ doncs, substituint aquests coeficients en (4.4.10) obtenim:

> dz & x?
1= c—l—e/ —+ d+cb—|—ea+d/ —dz
( ) o denpa(x) ( ) o denjs(z)
e} ZL‘4
db b+d _—
+ (e +db+ca+eb+ a—l—c)/o den12<$>dx

AQ$4 + A11'2
T
26 + Bzt + Box? + 1

_(c+€)/oo A0$4+3A1$2+A2
N o x84 Bix*+ Boax?+1

dx+(cb+ea+2d)/
0

Apztdz
28+ Bzt + Box? + 1
[ Ag(cH+e4cb+ea+2d+e+db+ ca+ eb+ da+ c)ztdr
_/0 28+ Bzt + Box? + 1

—i—(e—irdb—l—ca—ireb—l—da—l—c)x/
0

n /oo A; (3¢ + 3e + cb + ea + 2d)x*dx /°° As(c+e)dx
0 28 + Bzt + B2 + 1 o o84 Bix*+ Box?+1

/°° art +diz? + e
= T.
o 8+ azt+ba?+1

On els parametres a1, by, c1,d; i €1, venen donats per:
5a + 5b+ab+9

:B =
Y PP EYE
b~ B — a+b+6
1 — 2_(a+b+2>2/37

cg=Ao(c+e+cb+ea+2d+e+db+ ca+eb+ da—+ c)

1
:m (C+e—|—cb+ea+2d—|—e+db+ca+eb+da+c)

(d+e+c)a+b+2) d+e+c

(a+b+2)%3 (a+b+2)23
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di = A1(3c+3e+cb+ea+2d) = (3¢ + 3e + ¢b + ea + 2d)

a+b+2

(b+3)c+ (a+3)e+2d
a+b+2

?

c+e

€1 — AQ(C+€) = m

4.4.5 Demostracio del Teorema 4.4.3

Demostracio del Teorema 4.4.3. Considerem la integral racional amb denominador de
grau 8, no simetric

I_/Oo dzl +ext 4+ f22 + ¢
Jo a4 axb+brtFea+1

el qual fem simetric multiplicant la fraccié pel terme z° - Qg(1/z), obtenint aixi:

[—/ numg(e) (4.4.11)
o denyg(x)

On:

numyy(z) = dz' + (e + de)z'? + (ec + f + db)z™ + (da + fc + eb+ g)a®
+(d+ fo+ea + gc)z® + (gb+ e+ fa)z* + (ga + f)z* + g,

denjs(z) = (' + 1) + (c + a) (2" + 2°) + (ca + 2b)(z"* + 2*) + (a + cb + ba + ¢)
x (21 + 2% + (2+ b* + ¢ + a®)a®.

Com en els casos anteriors, estem en condicions d’aplicar el Teorema 4.4.5, prenent
com a parametres d; = (2 + a? + b* + ) /2, dy = a+cb+ba+c, d3 = ca+2b, dy = c+a
ids; =11, tenint en compte que Nygq = N34, N5 g = Noy, Noa = N14 1 N74 = Ny per
la simetria demostrada en la integral. Per tant calculem primer els coeficients B; del
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teorema, els quals no depenen de n:

2(4-1)
92(1—4) 4 ' : 92:4-1 g 24
Bl = d Z] ( . J 1) dj+1 d 5
5 =1 J— 1+d2+d3+d4+d5

1
(dy +do + d3 + dy + d5)5/8

=208 (41 2.2.ds +3-3-dy+4-4-ds)

1

_ 2—6/8 (d2 + 4ds + 9d4 + 16d5) (dl +dy+ds+dy+ d5>6/8

a-+cb+ba+c+4ca+ 86+ 9¢ + 9a + 16
(2(dy + dy + d3 + dy + ds5))8/8

10a + 10¢ + ¢b + ba + 4ca + 8b + 16
((a+b+c+2)%)/8

10(a+c¢) +bla+c) +4(4 + 2b + ac)
((a+b+c+2)%)3/4

(a4 ¢)(10 +b) +4(ac+2b+4)

(a+b+c+2)32 ’
22(274) 3 | i+ 2 27 2%;2)
By = Zj— (J >d'+2
ds ~ 2 \j-1 ! dy +dy + d3 + dy + ds
:228/8‘4(1-1-d3+§-4-d4+2-10-d5) !
2 (di +dy + ds + dy + d5)*/8

1
(di + dy + d3 + dy + d5)¥/8

=278 (ca + 2b + 6¢ + 6a + 20)

cla+6)+2(b+3a+10)  c(a+6)+2(b+ 3a+ 10)
(2(d1+d2+d3+d4+d5))4/8_ a+b+c+2 ’
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2(4—3)
24

2234 (2L j+2 (j+4 27
By - S ()
d5 = 3 j—l d1+d2+d3+d4+d5

4 1

—oM/82 1. 1.d,+-.6-d
( tT3 Q(@+@+@+@+%WS

1
(dy + dy + d3 + dy + d5)?/8

=278 (c+a+8)

84+a+c 84+a+c

(2(dy + dy + d3 + dy + d5))?/® C(a+b+c+ 22

2(4—4)

22(4_4) 1 . . 27 24
B, = Z‘ﬂ (‘7.+6> djta
d5 = 4 j—l d1+d2+d3+d4+d5

4 (7
A

Calculem ara els coeficients A;. Per n = 0 tenim que j = 0, 1,2, 3, per tant:

2(4—0)—1

3 -7 92:4-1 d5 24
Ay — £
0 Q)d5 dy + do + ds + dy + ds

. 7/8
— 197 2 _ o-T+49/8 1
di 4 dy + ds + dy + ds (dy 4 dy + ds + dy + d5)7/%

1 1

(2(di +dy+ds +ds+d5))7®  ((a+b+c+2)2)7/8

1
(a4+b+c+2)7/4
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2(4—1)—1

5/8
A= (4> 27 z B —6.27° 27 /
7 \2 dy + dy + ds + dy + ds - dy + dy + ds + dy + ds

=6 - 2—5+35/8 1 —6. 2—5/8 1
(dy + dy + d3 + dg + d5)>/8 (dy + dy + d3 + dy + d5)>/8

6 6 6

(2(di +do+ds +ds+d5))  ((a+b+c+2)2)58  (a+0b+c+2)5/4

2(4—2)—1

; 3/8
Ay = (5> 2 > B =5.27° el
4 dy+dy+ds+dy+ ds dy +dy+ds+dy+ ds
_ 9—3+21/8 5 _ 9-3/8 5
(di + dy + ds + dy + d5)3/® (di + dy + ds + dy + d5)3/8
5 5 5

(2(dy +dy +ds +dy+d5))>®  ((a+b+c+2)2)5 (a+b+c+2)3/

1/8
A _ (6) 271 27 2.4 _271 27 /
>~ \6 dy +do + ds + dy + ds - dy +do + ds + dy + ds

= 2_1+7/8 1 —_ 2—1/8 1
(di +dy + d3 + dy + d5)1/8 (di +dy +d3 + dy + d5)/8

1 1 1

(2(dy + dy + ds +dy+d5))®  ((a+b+c+2)2)5 (a+btec+ 2V

Per n =1 tenim que j = 0, 1,2, on com abans només recalculem els nombres combina-
toris:

(2 1 B 1
"7N0) (atbtet2)tT (a+btet )TV

A (3 1 B 3
FT\2) (bt e+21 T (a+b+c+ 25
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e 1 B 1
2T \4) (a+b+c+234 (at+b+c+2)34

Per n = 2 tenim que j =0, 1:

(1 1 B 1
°7N0) (a+b+c+2)A (a+b+c+2)7/*

a2 1 B 1
P\ (atbtcet2t T (at+btet 2/

Finalment, per n = 3 tenim que 5 = 0, per tant:

L (4-3-1-0 1 - 1
o 2.0 (a+b+c+2)74 " (a+b+c+2)7*

Com podem veure, els coeficients Ay soén iguals per n = 0,1,2,3 (per tant, també
ho seran per n = 4,5,6,7 per simetria) i, I’A; de n = 2 i de n = 1 només difereix en
la constant 3 i, I’A; de n = 2 i de n = 0 només difereix en la constant 6, per tant,
d’ara en endavant, reanomenem A; amb un 1 al numerador. El mateix farem amb el
coeficient Ay, donat que el de n = 1 i de n = 0 només difereix en la constant 5. Aixi
doncs, substituint-ho a (4.4.11) obtenim:

2

o0 d o0
I:(d+g)/ —x—i-(e—i—dc—i—ga—i—f)/ dz + (ec+ f+ db
0 0

denjo () denjo(x)

4 6

d:z:—l—(da+fc+eb+g—|—d+fb+ea—l—gc)/ S I
o denjs(x)

-I—gb-|—6+fa)/
0

denya(x)

—C /oo AoﬂfG -+ 61415(34 + 5A2$2 + Ag da i C /oo A0Q36 -+ 3141274 + A2132 "
0 0 1'8 + BliL'G + 821'4 + Bg$2 + 1 ! 0 338 + BliL'G —+ BQ$4 + Bg$2 + 1

+02/ ot AT dx+03/ ot da
o o84 Biab + Box* + Bzx? + 1 o o84 Biab + Box* + Bix? + 1

/°° (Co+ C1 + Cy + C3)Agz® + (6Cy + 3C, + Co) A1zt + (5Cy + C1) Agz® + A3Cy
dz
0 a8 + BISUG + BQ£E4 + Bg{L’Q +1

9

- /oo dll'ﬁ + 61[E4 + fle + 51
Jo w8+ aab + bt 4 a2+ 1
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on hem usat la notacié:

Co=d+g,

Ci=e+dc+ga+ f,

Cy=ec+ f+db+gb+e+ fa,
Cs=da+ fc+eb+g+d+ fb+ea+ gc.

Per tant, els parametres aq, by, ¢1,dy, e1, f1 1 g1, venen donats per:

(a+¢)(10+b) +4(ac+ 2b+4)

:B pu—
=" (a+ b+ c+ 2)32 ’
b — B _ c(a+6) +2(b+ 3a+10)
A a+b+c+2 ’
¢ = By = 8+a+c

(a+b+c+2)1/%’

1

d1 :A0<Co+01 +02+C3) ==

(a+b+c+2)7/4
d+g+e+f
2 =
X(a+b+c+2)(d+g+e+f) (@a+0b+c+2)3

€1 — Al (600 + 301 + CQ)

_de+44f +6d+6g+cle+3d) +g(3a+0b) +db+ fa
B (a+b+c+2)5/4 ’

gla+b)+d(c+5)+e+ f
(@+b+c+2)34

f1 - AQ(SCO + Cl) —

)

d+g
(a+b+c+2)/4

g1 = A3Cy =
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4.5 Una aplicacié: calcul aproximat d’integrals

Veurem en aquesta seccié com es poden calcular de manera aproximada certes integrals
racionals. En particular, aplicarem iterativament els sistemes dinamics obtinguts als
casos de funcions racionals amb denominadors de grau 6 i 8 per arribar a una integral
que, tot i ser similar a la donada i per tant de la mateixa dificultat, es pot calcular de
manera efectiva.

4.5.1 Funcions racionals amb denominador de grau 6

Exemple 4.5.1. Considerem per exemple, la integral
/ 3t -2+ 24

x

o 0410z + 822 +1

Usant el Teorema 4.4.2 iterativament, obtenim els segiients resultats amb deu xifres
significatives:

Qn

by

Cn

dy,

En

10

8

3

-1

24

3.297208191

3.257301140

3.528742902

17.15000000

9.946885046

3.001485673

3.001486131

7.321863016

13.91289768

6.588966663

3.000000046

3.000000045

6.954209737

13.90876371

6.954553797

2.999999999

3.000000000

6.954381760

13.90876349

6.954381739

3.000000000

3.000000000

6.954381748

13.90876350

6.954381750

3.000000000

3.000000000

6.954381750

13.90876350

6.954381750

~N|o|a|nw|o—|lol s

3.000000000

3.000000000

6.954381750

13.90876350

6.954381750

Fixem-nos que per n > 7 la successié d’iterats es repeteix i arribem ja a un limit
prou significatiu. A més a més, observem la segiient relacié entre els coeficients: ag =~ bg,
ce ~ eg1dg >~ 2cg, amb el qual ja en tenim prou per fer un calcul aproximat de la integral,
donat que:

dx

= 6.954381750 /

/OO 3zt — 2% + 24 Qo ~ /OO 6.954381750z* + 13.90876350x2 + 6.954381750
o 20+ 10xt 482241 J,

0

= 6.954381750 /
0

©xt 422+ 1
@11

20 + 324+ 322+ 1

dz = 6.954381750 /
0

158
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4.5.2 Funcions racionals amb denominador de grau 8

Exemple 4.5.2. Considerem la integral

Podem aplicar ara, el Teorema 4.4.3, obtenint els segiients resultats amb quinze xifres
significatives:

728 — 5t + 322 — 1

x.
/0 8 + 225 + 4zt 4 622 + 1

G

bn

Cn

2

4

6

3.970738451270305

6.285714285714286

4.276179870598790

3.994377620652548

5.990124663748497

3.995765471631257

4.000003036247671

6.000006102667838

4.000003066399218

3.999999999997672

9.999999999995345

3.999999999997672

4.000000000000000

6.000000000000000

4.000000000000000

4.000000000000000

6.000000000000000

4.000000000000000

S ool wliv~lols

4.000000000000000

6.000000000000000

4.000000000000000

dy,

€n

Jn

In

7

-5

3

-1

0.552667548647906

5.465144770404375

9.395348327014394

3.101838923743023

2.258224917562334

6.270984654235129

5.831614109192580

1.812354838835979

2.023519255639489

6.082998082754376

6.095396838790391

2.035917875397362

2.029727845316540

6.089173869042307

6.089164202160723

2.029718178434955

2.029723011870201

6.089169035616446

6.089169035622287

2.029723011876043

2.029723011873122

6.089169035619366

6.089169035619366

2.029723011873122

~Nlo|a|kx|wlvl~lols

2.029723011873122

6.089169035619366

6.089169035619366

2.029723011873122

Fixem-nos que per n > 7 la successié d’iterats es repeteix. A més, podem observar
que ag =~ cg, dg >~ g, €6 =~ fe 1 que eg =~ 3dg, amb el qual ja en tenim prou per fer un
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calcul aproximat de la integral, donat que:

/OO 728 — 5t +32% -1
‘ T
o x®+226 442t 4 62241

0 6 4 2 1
~ 2.029723011873122 / -~ ri sl
o o8 +425 4624 4422 + 1

(1,2 + 1)3

——d
(22 +1)* v

= 2.029723011873122 /
0

= 2.029723011873122 / ’ 1= 2.029723011873122 g
0

x2 +

~ 3.188281451461374.
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Capitol 5

Dinamica de ’aplicacié de Boros i
Moll

5.1 Introduccio

L’objectiu d’aquest capitol és estudiar la dinamica associada a 'aplicaci

56 +5b+ab+9 a+b+6 ) (5.1.1)

Gla,b) = ( (a+b4+2)43 " (a+b+2)2/3

Com hem vist al Capitol anterior, aquesta aplicacié apareix com a subsistema del siste-
ma dinamic associat a la transformacié de Landen que s’aplica a una integral racional
formada per polinomis amb termes parells, amb numerador de grau 4 i denominador de
grau 6. En efecte, recordem que el Teorema 4.4.2 del capitol anterior garanteix que el
sistema dinamic discret definit per

( 5a,, + bb,, + a,b, +9
(7% - )
i (an + by, + 2)4/3
I G, + b, +6
" (@ + by + 2)2/3
d, + e, +c,
= 5.1.2
T (ot by + 2)2 (5.1.2)
P (bp + 3)cn + (an, + 3)e, + 2d,
n+1 — an + bn + 9 )
Cn + €n
€n = )
L i (ay, + b, +2)1/3

161



Capitol 5. Dinamica de I'aplicacié de Boros i Moll

deixa invariant la integral

cxt +da? +e
T.
26+ axt +bx?2 4+ 1

I(a,b,c,d,e) = / (5.1.3)
0

El sistema (5.1.2) va ser obtingut com a transformacié de Landen associada a la
integral (5.1.3) per G. Boros i V. Moll a [16] (vegeu també [17]). Observem que el sistema
conté dos subsistemes desacoblats. Tal i com demostren M. Chamberland i V. Moll a
[23] (vegeu també [16]) la convergencia de la integral (5.1.3) esta relacionada amb la
dinamica del subsistema definit per 'aplicacié G definida a (5.1.1). A les referéncies
[16, 23] trobem un primer estudi de la dinamica global de I'aplicacié G, i el retrat de
fase d’'una orbita de G apareix a la portada del nimero 49 del Notices of the AMS
que conté l'article [69], vegeu també la Figura 2. El nostre objectiu és aprofundir en
I’estudi de la dinamica global d’aquesta aplicacié. Observem que, a diferencia de la resta
d’aplicacions al pla estudiades en aquesta tesi, no disposem d’una integral primera per
a 'aplicacio G.

Primerament, a la Seccié 5.2, donarem una breu descripcio de la dinamica de 1’apli-
cacié G i de les diferents regions invariants que presenta. També veurem la relacié entre
la dinamica de I'aplicacié i la convergencia de la integral (5.1.3).

A les segiients seccions estudiarem alguns aspectes de la dinamica de I'aplicacié com
ara l'existencia de punts fixos i periddics de perfode 2 1 3 (Seccié 5.3). El nostre objectiu
és provar l'existencia de punts periodics, pero també ho és desenvolupar una metodologia
que pugui ser aplicable a ’estudi dels punts periodics d’altres sistemes dinamics discrets.
Aquesta metodologia consisteix en: convertir la caracteritzacié dels punts periodics en
un problema algebraic; la combinacié d’un algorisme basat en el metode de Sturm per
isolar totes les arrels reals d’'un polinomi d’una variable i d’un procediment de descart de
possibles solucions per a sistemes d’equacions polinomiques; i en I'aplicacié del Teorema
de Poincaré-Miranda [67, 78]. Com veurem més endavant, l'existencia de punts periodics
contradiu una conjectura sobre la dinamica de G publicada a [71].

A la Secci6 5.4 farem un estudi numeric-analitic que mostrara evidéncies de l’exis-
tencia de comportaments homoclinics associats a un dels punts fixos de I'aplicacié G,
i de punts a la interseccié de la varietat inestable d’aquest punt fix i el conjunt de
no-definicié del semi-sistema dinamic definit per G.

5.2 Dinamica de l’aplicacié G, convergencia de la
integral i Conjectura de Moll

A continuacié resumim alguns resultats coneguts sobre la dinamica de 'aplicacié G i la
seva relacié amb la convergencia de la integral (5.1.3), aixi com algunes de les qiiestions
obertes al voltant de la dinamica global de 1’aplicacio.
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Com veurem a la Seccié 5.3.1, l'aplicacié G té tres punts fixos. En particular el
punt P = (3,3), que és un super-atractor (els valors propis de la matriu jacobiana sén
nuls). A la referencia [23] trobem el segiient resultat que relaciona la convergencia de
la integral (5.1.3) amb la conca d’atraccié d’aquest punt P; (vegeu també [16] per un
resultat previ més feble).

Teorema 5.2.1 ([23]). La conca d’atraccio del punt fix Py = (3,3) del semi-sistema
dinamic discret generat per G, és la regio del pla (a,b) on la integral (5.1.3) convergeiz.

Observem que els valors a = 31 b = 3, sén els valors als quals acabaven convergint
els parametres a, i b, a les integrals de I'Exemple 4.5.1 del capitol anterior.

Fixem-nos que la integral (5.1.3) estara ben definida i sera convergent sempre i quan
el seu denominador, el polinomi P(z) = 23+ ax®+ bz + 1, no tingui arrels reals positives.
Per estudiar la condicié que han de complir a i b per tal que P tingui arrels multiples,
considerem

R(a,b) := Res(P, P';x) = —a*V* +4a® +4b* — 18ab + 27. (5.2.1)

Observem que la corba R(a,b) = 0 ens indica el lloc geometric del pla (a, b) on varia
el tipus d’arrels de P. Aquesta corba és coneguda a la literatura com a corba resolvent,
i és invariant per 'aplicacié G, ja que satisfa la relacié:

(a —b)*

R(a,b). (5.2.2)

Aix{ mateix, la corba esta formada per dues components connexes L; i Ly (vegeu la
Figura 1). Notem que el punt fix P, = (3,3) referenciat al Teorema 5.2.1, és una
cuspide de la component L.

1017

C2

Figura 1. Components connexes Lj i Ly de la corba R(a,b) =0,
i regions (', Cy i C3 del pla.
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La corba resolvent defineix tres regions al pla que es mostren a la Figura 1. Si
estudiem amb detall aquestes regions podem veure que:

(a) Sobre L;UCyUCs, el polinomi del denominador té les seves arrels complexes, per
tant, la integral (5.1.1) és convergent.

(b) Sobre Cy U Ls en canvi, hi trobem com a minim, una arrel positiva. Per tant, en
aquesta regid, la integral sera divergent.

Per tant, usant el Teorema 5.2.1, obtenim que la conca d’atraccié del punt fix P, =
(3, 3) és L1 U CQ U Cg.

Sobre la component Ly de la corba R(a,b) = 0, la dinamica és senzilla. Aquesta
component és positivament invariant. Només és positivament invariant perque, com
veurem tot seguit, hi ha punts de Ly que sén imatges de punts de C; (per exemple, els
que pertanyen al conjunt definit per (5.2.3)). Aixi mateix, tota orbita amb condicions
inicials sobre la corba Ly \ {(—1, —1)} convergeix al punt fix P, descrit a la Proposicié
5.3.2, situat sobre Lo (aquest resultat es demostra a la Secci6 5.4).

En resum, la dinamica de G sobre els conjunts invariants A := L; UCy U C3 1 Lo
és coneguda. L’objectiu és, doncs, aprofundir en 'estudi de la dinamica de G sobre el
conjunt

B:=C)\ F,

on
F = {(a,b) € R? pels quals existeix n > 0 tal que G"(a,b) € '},

amb I' ;== {a+b+2 = 0}, és 'anomenat conjunt de no-definicié de G. L’any 2012, V. Moll
va establir la segiient conjectura sobre la dinamica de G: “L’orbita de tot punt per sota de
la corba resolvent és densa en una regié oberta sota d’aquesta corba” (|71, Conjectura
15.6.3, pagina 442]). Excloent un tercer punt fix P3 que es troba per sota la corba
resolvent (punt, de fet, conegut per 'autor, vegeu [23]) i els punts del conjunt de no-
definicié F, provarem l'existencia de punts 3-periodics que demostren que la conjectura
no és certa (vegeu el Teorema 5.3.1 i la Proposicié 5.3.7). Observem també que I'Equacié
(5.2.2) implica que qualsevol condicid inicial sobre a recta Ry := {a —b = 0} es projecta
per G sobre la corba resolvent, és a dir, G(a,a) € {R(a,b) = 0} per tot a # —1. En
particular, veurem que el conjunt de condicions inicials a

{(a,b) € R? pels quals existeix n > 0 tal que G"(a,b) € Ri} N {C;\ F}  (5.2.3)

no verifiquen la conjectura, ja que el seu w-limit és el punt P, mencionat anteriorment
(vegeu la Proposici6 5.4.1) .
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Figura 2. 10000 iterats d’una orbita situada per sota de la corba resolvent.

A la Secci6 5.4 farem un estudi numeric-analitic que mostrara evidencies de 1’exis-
tencia de comportaments homoclinics associats al punt P, és a dir, de punts sobre la
varietat inestable de P, que també pertanyen a la varietat estable. L’existencia d’aquests
punts també contradiria I’esmentada conjectura. Finalment, també donarem evidencies
numeriques de punts que es troben a la interseccié de la varietat inestable de P i el
conjunt de no-definicio.

5.3 Punts fixos i periodics
En aquesta seccié es demostra el segiient resultat:
Teorema 5.3.1. Per l'aplicacié G es satisfa:

(a) Existeizen tres punts fizos. Un super-atractor a AN Ly, una sella oscil-lant a Loy
i un focus repulsor a C.

(b) No ezisteizen punts periodics de periode minim 2.

(¢) Ezisteizen dotze punts periodics de periode minim 3, que corresponen a quatre
orbites periodiques de periode minim 3.

La demostracié de I'anterior resultat es segueix de les Proposicions 5.3.2, 5.3.6 i
5.3.7, que es troben a les segiients seccions i que contenen 'expressié dels punts fixos i
la localitzacié dels punts 3-periodics.
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5.3.1 Estudi dels punts fixos

Proposicio 5.3.2. L’aplicacio G té unicament els segiients tres punts fixos:
Pl - (37 3)a

_ —4343VIT7 A2/3 1 A1/3 8 13—VIT7T A2/3 | T+VIT7T A1/3 | 4
Py = | AT AR — G AP — 8 Bl AP 4 TRATD AY +§)

l

~ (—4.205569430401, 3.957741209285),

_ —214+/249 P2/3 | 15—v249 11/3 17—v/249 12/3 | —13+v249 p1/3 4
Py = TB/"‘TB/ _27TB/+TB/ _§>

~ (—5.309144450217,0.831177207208).

(5.3.1)

on A =172+ 12177 i B := 188 4+ 12/249. Els punts, son respectivament un super-
atractor, una sella oscil-lant 1 un focus repulsor.

Demostracio. Considerem 'aplicacié G, donada a (5.1.1), i busquem els punts (a,b) €
R? tals que G(a,b) = (a,b), és a dir

5a + 5b+ab+9 . a+b+6
=a 1 —_— =
(a+Db+2)4/3 (a+0b+2)%3

Per tal de facilitar les operacions introduim una variable auxiliar m, la qual haura de
complir la relacié m® = a + b+ 2. Amb aquesta nova variable, les noves equacions sén:

di(a,b,m) :=m® —a—b—2=0,
day(a,b,m) := —am* + ab + 5a + 5b +9 = 0,
ds3(a,b,m) == —bm* +a+b+6 = 0.

Resolem primer el sistema format per la primera i tercera equacié, en funcié d’a i b:

mdP —m3 —2m? —4
a = 5 ,
m (5.3.2)

m2
Substituim el resultat obtingut a la condicié ds(a, b, m), tot obtenint una nova relaci6
dy(m) = —m'" +m? +3m® + 5m” + 3m° + 2m® —m* — 8m® — 8m* — 16
=—(m-2)(m*=m+1) (m*+m+2) (m’+m?>—m-—2)
x (m*>+m®+m+2)=0.
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Com veiem, d4 factoritza en cinc termes, alguns dels quals es poden resoldre algebrai-
cament. Buscant les arrels reals d’aquests factors i buscant el nombre d’arrels reals dels
altres amb la instruccié realroot del programari Maple v.17 (es pot fer també mit-
jangant un algorisme basat en el metode de Sturm, vegeu [59, §40 i §41] i també [88]),
obtenim que les iniques solucions reals de I’equacié anterior sén:

m1:2

3 1
= - —— — = ~ 1.205569430401,
\/_ 3 \/_ 3
3 ].
= —= — — ~ —1.353209964199
\/_ 3 \/_ 3 ’
on A := 1724121771 B := 188412 +/249. Substituint aquests valors a les expressions
d’aiba (5.3.2) obtenim els punts descrits a ’'Equacié (5.3.1).
A continuacio estudiem el caracter dels punts fixos. Per aixo, considerem la matriu
diferencial de l'aplicacié G(a,b)

—ab+ 3 +b—5a—6 3a’—ab+a—5b—6

3a+b+2)7/3 3(a+b+2)7/3
DG(a,b) = (aat 6+—|— g <aa+— 6+—|— g
3(a+ b+ 2)5/3 3(a+b+2)5/3

Els polinomis caracteristics i els valors propis associats en cada cas, vénen donats pels
resultats seglients:

e Pel punt Py, el polinomi caracteristic és p; () = A%, amb valors propis A\; = Ay = 0.

Per tant, P; és un super-atractor.

e Pel punt P, el polinomi caracteristic és

1
P2V = L1353 (<\/177 _ 25) A2 4 (8 VITT — 136> A3 41280 + 1152 A)

x ((7 VITT — 111) A% 4 (8 VITT — 264) AM3 768 + 384 )\) ,

amb valors propis

T ((7\/7 . 111) A3y (8\/1_77 - 264) A3 _ 768)

~ 7.070105942718,
_ —1 2/3 1/3

Ao = 105 (<\/177 25) A3 4 <8 V177 136> A3 4 1280)
~ —0.447010972694.

Es a dir, un valor propi positiu amb modul més gran que 1 i un altre de negatiu
amb modul més petit que 1. Per tant, P, és una sella oscil-lant.
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e Finalment, pel punt Pj, el polinomi caracteristic és

10 17 — /249 13 — /249
— 2 - - v/ 1/3 R S 2/3
pa(\) >\+<9+ o B =B >/\
L1025 VI by 10T TVRAD
9 72 288 ’
amb valors propis
CVE9-13 . V21T . 5
L=V T O gy VAT A pis 0
288 72 9
1
t o [(—418 496 \/249) BY3 4 (18048 1152 \/249) B2/3

1/2
+ <128 V249 + 7040) B3 4+ 76800]
~ —0.174010918997 + 1.1743953459261,

Es a dir, complexos conjugats amb modul més gran que 1. Per tant, P; és un focus
repulsor.

5.3.2 Una metodologia general per a la determinacio de
punts periodics

Per estudiar la no-existencia de punts de periode minim 2 i 'existencia de punts de
periode minim 3, hem desenvolupat una metodologia general per abordar 'estudi de
I'existencia de punts periodics en un sistema dinamic discret donat per una aplicacié
F .U CR"— R" el qual exposem en aquesta seccio.

El conjunt de punts p-periodics d'una aplicacié F' ve donat pel sistema d’equacions
que determina la identitat FP = Id. Suposem que podem transformar aquesta condicid
en un sistema de k equacions polinomiques a coeficients racionals donat per:

fi(x) =0,
i 2<X): B (5.3.3)
fk(Xj =0,

on x = (z1,...,x,) 1 k > n. Suposem també que mitjangant un seguit de transformaci-

ons elementals, arribem a un sistema polinomic desacoblat que conté aquestes solucions,
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de la forma:

ql(xl) =0,
2(r2) =0, (5.3.4)
qn(x,) = 0.

Aquesta és una situacié que pot apareixer, per exemple, quan apliquem la tecnica de les
resultants. En aquest cas la metodologia seguiria els passos segiients:

Pas 1: Observem que les solucions d’aquest sistema es poden obtenir resolent sepa-
radament cadascuna de les equacions que el composen. Quan aixo no és efectivament
possible (per l'elevat grau dels polinomis g;, o per d’altres raons), mitjangant un algo-
risme basat en el metode de Sturm ([59, 88]) per cada polinomi g;, sempre és possible
trobar intervals de longitud maxima prefizada i extrems racionals tals que cadascun dels
intervals conté una tnica arrel real del polinomi ¢;*

Procedint d’aquesta manera obtenim que el conjunt de solucions del sistema (5.3.3)
esta contingut en el conjunt de caixes (ortoedres n-dimensionals) amb vertexs de coor-
denades racionals de la forma

I=1 xIyx---x1I,:=[1;1,Ts1] X [Ti2,Ts2] X -+ X [Tjn,Tsn] CR", (5.3.5)

on cada interval /; conté una unica arrel del polinomi g;.

Pas 2: Per descartar aquelles caixes que no contenen cap solucié del sistema (5.3.3) apli-
carem un procediment de descart a cada caixa de la forma (5.3.5). Aquest procediment
s’inspira en una tecnica usada a [45] i que es basa en les segiients observacions.

Suposem que volem descartar que un cert polinomi f(x) no té cap zero a una certa
caixa de la forma (5.3.5). Aleshores:

e Si creiem que f(x) > 0 per tot x € Z, aleshores buscarem un nombre L tal
que 0 < L < f(x). En el nostre cas, com que la funcié f(x) és un polinomi
f(x) = 32, My(x) on My(x) = agzi'al? -2l si volem minorar f(x), ho farem
per cadascun dels monomis que formen f(x), és a dir, per cada monomi M,(x)
trobarem un nombre M;, tal que M;, < M,;(x) per tot x € Z. Per tant, si es

compleix

0<L:=) M, <) M(x) =f(x), (5.3.6)
l ¢

podem descartar la caixa Z.

*Aquests intervals també es poden obtenir amb la instruccié realroot del programari Maple v.17.
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e Si creiem que f(x) < 0 per tot x € Z, aleshores buscarem un nombre U tal que
f(x) < U < 0. A tal efecte, per cada monomi M,(x) de f(x), trobarem un nombre
M;, tal que M,(x) < M, per tot x € Z. Aixi doncs, si es compleix

) => M(x) <> M, =1U<0, (5.3.7)

podem descartar la caixa Z.

Farem el calcul dels monomis minorants o majorants, M;, i M;,, emprant el seglient
resultat, la demostracio del qual és evident, i que es pot automatitzar implementant-ho
en un programari de calcul simbolic.

Lema 5.3.3. Considerem un cert monomi M(x) = ax'z% -2 i la caiza

T =[Ti1,Ts1] X [Tig, Tsa] X -+ X [, Tsn) COT CRY,

on OF = {(z1,...,2,), tal que x; > 0 per tot i = 1,...,n}. Aleshores, per tot x € T
s’obté M; < M(x) < My, on

(0) M, = aslialy -l

7 ,Mm

i My =axxl - -xb sia > 0.

s,n

_ (ARG bn — b0 Lo o
(b) M =axlwly g, i M, =axiz%- a7, sia<0.

s,nm i, i,n

Observacié 5.3.4. Observem que en el cas que la caixa Z no estigui continguda a la
regié O C R™ sempre podem considerar un valor £ > 0, £ € Q tal que la nova caixa

1= [$i,1 +§7$5,1 +€] X [:Ei,2 +£>$s72 +§] X X [xi7n +€>$s,n +€] C O+>

i aplicar, aleshores, el procediment de descart sobre el polinomi
f(xl_€7x2_§7"->$n_€)'

Aixi doncs, el procediment de descart que seguirem és el segiient: considerem totes
les caixes de la forma (5.3.5) (si és necessari, previament haurem aplicat la transformaci6
indicada a I’observacié anterior per un valor £ adequat a totes les caixes). Per cada caixa
calcularem el signe de la funcié f; al punt mig de la caixa i segons aquest signe minorem
o majorem cada monomi de f; usant les férmules del Lema 5.3.3. Si es compleix alguna
de les condicions (5.3.6) o (5.3.7), descartem la caixa. En cas contrari afegim la caixa a
la llista de caixes no descartades.

Si considerem que la llista de caixes no descartades no esta prou optimitzada, aplica-
rem el procediment de descart al polinomi f5 sobre el conjunt de caixes no descartades
i aixi successivament, si fos necessari, fins a fer servir el polinomi f,,.
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En acabar aquest procés, i si encara considerem que la llista de caixes no descartades
no esta prou optimitzada, podem tornar a efectuar els passos anteriors, calculant una
llista d’intervals que continguin una tnica arrel de cada polinomi ¢; de longitud menor.

Pas 3: Un cop assolit un llistat prou optimitzat de caixes no descartades, identificarem
aquelles que corresponen a punts fixos o orbites de periode un divisor de p, i també les
descartarem.

Pas 4: Un cop assolit un llistat prou optimitzat de caixes, intentarem demostrar que
realment cada caixa conté una solucio tot aplicant el Teorema de Poincaré-Miranda.
La unicitat de la soluci6 a cada caixa ve donada pel fet que els intervals /; contindran
nomeés una unica solucié de cada polinomi g;.

Teorema 5.3.5 (Poincaré-Miranda). Sigui Q2 = {x = (z1,...,7,) € R" tal que |z;| < L,
per 1 <i < n} isuposem que l'aplicacio F = (f1, fo,..., fn) : @ = R™ és continua a la
clausura de Q, Q. Suposem que F(x) # 0 per tot x € 092 i que

(1) fi(zy, ... 21, —L iz, ... xn) <0 perl <i<mn.

(Z'L) fi(xla s 7xi—17L7xi+17 s ,l’n) Z 0 per 1 S i S n.
Aleshores ezisteiz x € € tal que F(x) =0

Aquest resultat va ser enunciat per H. Poincaré el 1883 1 el 1884 ([78, 79]) i demostrat
posteriorment per ell mateix el 1886 ([80]). El 1940, C. Miranda ([67]) el va re-obtenir
com a formulacié equivalent del Teorema del punt fix de Brouwer. Demostracions recents
del teorema es presenten a [58] i [90]. Vegeu també I’Apendix 6.C. A la demostracié de
la Proposici6 5.3.7 farem servir una versié del Teorema 5.3.5 convenientment adaptada
a ortoedres n-dimensionals generals. Es obvi que donada una funcié continua a R”",
si trobem un ortoedre n-dimensional tal que per cada component de la funcié hi ha
un parell de cares oposades (diferents per cada component), en les que el signe de la
component sigui diferent, mitjancant un canvi afi i, si convé, un canvi de signe a les
components de la funcid, sempre ens podem reduir a les hipotesis del Teorema 5.3.5.

5.3.3 Estudi dels punts 2-periodics

Proposicié 5.3.6. L’aplicacio G no té punts periodics de periode minim 2.

Demostracié. Considerem D'aplicacié donada a (5.1.1) i busquem els punts (a,b) € R?
tals que G(G(a,b)) = (a,b). Ho farem en dos passos, és a dir, considerem c i d tals que
G(a,b) = (¢,d) i G(c¢,d) = (a,b), de manera que ens quedaran les igualtats seglients:

da + b+ ab+ 9 . a+b+6
=c 1 ——x
(a+b+2)43 (a+b+2)3
oc+dd 4+ cd+9 ) c+d+6
(ctd+2 “ 1 (crd+2)?B

=d,

=b.
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Per tal de facilitar les operacions introduim dues variables auxiliars, m i n, les quals
hauran de complir les relacions m3 = a + b+ 2 in3 = ¢+ d + 2. Fent servir aquesta
notacio, les noves equacions a resoldre son:

( =m’—a—b—-2=0,

( =n’—c—d—-2=0,
ds(a,b,c,d,m,n) := —em* + ab + 5a + 5b + 9 = 0,

(

(

(

di(a,b,c,d,m,n) :
) :
)
dy(a,b,c,d,m,n) := —dm* +a+b+6=0,
) :
) :

ds(a,b,c,d,m,n

= —an* +cd+5c+5d+9=0,
= —bn’+c+d+6=0.

ds(a,b,c,d,m,n

de¢(a,b,c,d,m,n

El nostre objectiu és trobar els valors d’a, b, ¢, d, m i n que verifiquen les sis con-
dicions. Resolem primer el sistema format per les equacions dy(a,b,c,d,m,n) = 0,
do(a,b,c,d,m,n) =0, dy(a,b,c,d,m,n) =01 dg(a,b,c,d,m,n) =0 en funcié d’a, b, c i
d, obtenint:

m3n? —n®—2n? —4

a = > ,
344
p =112
n
(5.3.8)
m2n®—m3 —2m?2—14
c = )
m2
344
¢ =12
m

Substituint el resultat obtingut a les condicions ds(a,b,c,d,m,n) i ds(a,b,c,d, m,n)
obtenim unes noves equacions:

d7(m,n) = —mn" +m’nt 4+ 2mint + m3n® + 5m3nt + 4m2nt — nb
+4m3n? —2n° —n* —8n2 —8n? - 16 =0, (5.3.9)
ds(m,n) =-—m"n*+m*n® +m°n® + 2m*n* + 5m*n® — m° o

HAm* n?2 —2mP +4m?*nP —m* —8m? —8m? —16 = 0.

Com a conseqiiencia del fet que dg(m,n) = d;(n,m), obtenim que si n = ny és una
arrel de dg(n) = Res(d7(m,n),ds(m,n);m), aleshores també ho és m = ny del polino-
mi dyjo(m) = Res(dz(m,n),ds(m,n);n) i reciprocament (de fet, un calcul mostra que
do(n) = —dip(n)). Aixi doncs tota solucié real del sistema (5.3.9) esta continguda (de
forma isolada) en algun rectangle de la forma

Z;=ILxI,CR? (5.3.10)
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oni,je{l,...,4} i 1,5, I3 1 I, sén quatre intervals disjunts que contenen les quatre
uniques arrels reals diferents i no nul-les (n = 0 no correspon a cap punt 2-periodic de
G) del polinomi
dyo(n) = Res(dz(m,n), ds(m,n);m)
—n*(n=2)(n"+n+2) (n*+2n+4) (N +n°+n+2) (n* +n’+5n*+8n+4)
X (n12 +nM 300 480 +14n% —6n" +37n8 — 1105 + 470t —50n°
+56n* — 24n + 16)
x (n'%+9n" 4+ 340" + 900" +204n' + 333n'" + 435n'0 + 545n° + 537n°
+411n" 4+ 419n° 4 254n° 4 380n* — 32n® + 2721 — 32n + 64)
x (' +2n" +9n'" 4+ 340" 450" + 840" +173n'° — 801" + 497 n®
—404n" 4+ 829n° — 670n° + 588 n* — 496 n® + 304 n* — 96 + 64)
x (n®+n? —n—2) (n+1)° (n2—n+1)2.
Utilitzem ara el procediment explicat a la Secci6 5.3.2.

Pas 1: Aplicant la instruccio realroot de Maple v.17 al polinomi dy obtenim que hi ha 5
arrels reals d’aquest polinomi donades per: les solucions exactes n = 0 (que descartem),

n = —1, n = 2 i per dues altres solucions contingudes als intervals de longitud acotada
per 1072
7 [ 399397086201257638833  1597588344805030555331 ]
b | 295147905179352825856°  1180591620717411303424 |’
[ [177910645965499912685 1423285167723999301481 ]
2T | 147573952589676412928 " 1180591620717411303424 |’
als que afegim els intervals degenerats I3 = [—1,—1] 1 I = [2,2].

Pas 2: A continuaci6 apliquem el procediment de descart explicat a la Secci6 5.3.2 a la
col-lecci6 de 16 rectangles (4 x4) I, ; de la forma (5.3.10) on els intervals sén els calculats
anteriorment (farem un abus de llenguatge i anomenarem també rectangles als casos
degenerats formats a partir dels intervals I3 i I). De fet, hem aplicat el procediment
de descart a les caixes obtingudes en aplicar la translacié indicada a 1’Observacio 5.3.4,
amb & = 2, sobre el polinomi f(m,n) = d;(m —&,n —¢). Com a resultat, obtenim que
qualsevol solucié del sistema (5.3.9) ha d’estar continguda a alguna de les segiients 3
caixes no descartades: Z; 1, Zo o i 14,4T.

TA la secci6 5.3.5 donem els codis del procediment de descart que hem aplicat a la demostracié de
la Proposicié 5.3.7, per estudiar I'existencia de punts 3-periodics. Com que treballem amb una variable
menys, en aquest punt hem fet servir una adaptacié d’aquests codis.
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Pas 3: Finalment, observem que les caixes 7 1, Ty i Zy 4, corresponen als punts fixos
de G (descrits a (5.3.1)), i per tant també les descartarem.

En efecte, el punt fix P, es correspon amb (m,n) = (2,2) per tant amb la solucié
del sistema (5.3.9) que pertany a Iy 4.

Pel punt fix P, , I'inica solucié real que verifica ’equacié m® = a + b+ 2 ve donada
per l'expressio

1 43 1 1
= APBTT+ AP L A — =~ 1.20556943 5.3.11
=779 taat TG 3 ’ ( )

on A = 172 4+ 12+/177. Tenint en compte que en aquest cas, (a,b) = (¢, d), obtenim
m = n. Per tant, podem comprovar que P es correspon amb una solucié (m,n) del
sistema (5.3.9) que pertany a la caixa Iy 5.

Analogament, veiem que pel punt P, I'tinica solucié real que verifica 'equacié m? =
a + b+ 2 ve donada per 'expressié

1 4 1 1
m= g B?/3/249 — % B3 — S VB — 5 = —1.35320996, (5.3.12)

on B = 188 4+ 12y/249. Com abans, sabem que m = n i conseglientment podem
comprovar que P3 es correspon amb una soluci6 del sistema (5.3.9) continguda a la
caixa ;. Descartem, doncs, aquesta caixa també.

En conseqiiencia, no hi ha punts de periode minim 2 |

En una primera aproximacio, previa al desenvolupament de la metodologia explicada
a la Secci6 5.3.2 1 a la demostracié anterior, vam fer servir una metodologia més conven-
cional basada en 1'is de bases de Gréobner (veure Apendix 6.D) per a estudiar el sistema
d’equacions (5.3.9). Hem decidit incloure, també, la segiient demostracié alternativa de
la Proposicié 5.3.6 per posar de manifest les diverses tecniques que hem desenvolupat
durant el periode d’obtencié dels resultats aqui exposats.

Demostracio alternativa de la Proposicio 5.3.6. Per estudiar les solucions del sistema
(5.3.9) usarem el metode de les bases de Grébner. Aquest metode ens permet obtenir
un conjunt de polinomis, que generen la mateixa varietat que d;(m,n) i dg(m,n), pero
tals que és més facil obtenir els seus zeros comuns, els quals coincideixen amb els del
sistema (5.3.9).

Considerem l'ideal F' = (d7(m,n), ds(m,n)). Busquem una base de Grébner a par-
tir d’aquests polinomis, tot usant la instruccié Groebner [Basis] del programari Ma-
ple v.17 amb un ordre lexicografic pur considerant m > n, i obtenim tres polinomis
g1(n),g2(m,n) i gs(m,n), dels quals el primer no depén de la variable m. La seva
expressio ve donada pel producte segiient:

g1(n) = g1.1(n) ‘91,2(”) '91,3(”) -9174(71) '91,5(”) '91,6(71) '91,7(”) : gl,s(n)
X 91,9(”) : ng(n) '91,11(71)7
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on els factors ¢y ;(n) per i € {1,...,11} vénen donats per:

—6n"4+37n° —11n° + 47n* — 5013 + 56 n% — 24 n + 16,
gro(n) =n'® + 90 + 340 +90n" + 204 n'? + 333 n'" + 4350
+ 5451 + 53718 + 411 n" + 41915 4+ 254 n° + 380 n* — 3213
+272n% — 32n + 64,
grao(n) =n’ +n® —n -2,
giai(n) =n' +2n'® + 90" + 340" + 50! + 840 + 17301 — 80 n?
+ 497 n® — 404 n" 4+ 82915 — 67015 + 588 n* — 496 n® + 304 n?
— 961 + 64.

Aquest polinomi té grau 62 respecte la variable n i la seva factoritzacié ens permetra
trobar els zeros reals resolent aquells factors que ho permetin i, fent servir la instruccié
realroot determinarem el nombre d’arrels reals dels altres factors. No explicitem les
expressions dels polinomis ga(m,n) i gz(m,n) per la seva longitud i perque la seva
factoritzacié no és tant senzilla com la de g1 (n). Val a dir pero, que el grauy, (g2(m,n)) =
1, el grau,(go2(m,n)) = 61, el grauy,(gs(m,n)) = 2, i el grau,(gs(m,n)) = 61.

Busquem, doncs, els zeros reals del polinomi g;(n) i trobem només les segiients
solucions reals per la variable n (on recordem que A := 172 + 12 V1771 B := 188 +

12+/249):

ny = 2,
Ng = —]_,

1
= (BY? —8B/% +2) ~ —1.353209964199,

(A3 4164713 — 2) ~ 1.205569430401.

nygy =

|

Aquests valors surten de resoldre exactament els factors ¢i1(n), g12(n),g16(n) 1
g1.10(n) respectivament.

175



Capitol 5. Dinamica de I'aplicacié de Boros i Moll

Substituint cadascun dels valors n; al polinomi gs(m,n) trobem les corresponents
solucions per a la variable m, que anomenem m;. En el nostre cas només hi ha tres
solucions reals m; = 2, mg = n3 i my = ny; recordem que el polinomi g, és lineal
respecte de la variable m i que per tant el calcul dels valors m; a partir dels valors n; és
directe.

Notem també, que no obtenim cap solucié real ms, per ny. En efecte, quan substituim
el valor de ny a ga(m,n), obtenim go(m,ny) = 0 1 per tant qualsevol valor de m seria
solucid, pero substituint n = ny a gs(m,n) veiem que les iniques solucions que obtenim
sén complexes.

Es pot comprovar que els tres parells de solucions obtingudes (m;, n;) amb i = 1,3, 4,
sén solucié dels tres polinomis de la base de Grébner i per tant del sistema (5.3.9).

Finalment, prenent els valors obtinguts (mq,ny), (ms,n3) i (my, ny), i avaluant-los a
les expressions de a,b, ¢ i d donades a (5.3.8), obtenim els segiients resultats:

(abbl) = (Cl,dl) = Py,
(a3, b3) = (c3,d3) = P,
)

Es dir, les solucions obtingudes es corresponen amb els punts fixos de G. Consegiient-
ment, I’aplicacié no té punts 2-periodics. ]

5.3.4 Estudi dels punts 3-periodics

En aquesta seccié demostrem el seglient resultat:

Proposicio 5.3.7. L’aplicacio G té dotze punts 3-periodics, que corresponen a quatre
orbites periodiques de periode minim 3.

Considerem D'aplicacié donada a (5.1.1) i busquem els punts (a,b) € R? tals que
G(G(G(a,b))) = (a,b). Seguint la mateixa idea que als apartats anteriors, considerarem
G(a,b) = (¢,d), G(c,d) = (e, f) 1 G(e, f) = (a,b), tot obtenint les segiients igualtats:

5a—i—5b—|—ab+9_Ci a+b+6
(a+b+2)43 (a+b+2)23 7
dc+5d+cd+9 , c+d+6
Ccrdrom ¢ Gxarops
S5e +5f+ef+9 e+ f+6

et fr2m —“ 0 (exfroB

Per tal de facilitar les operacions introduim tres variables auxiliars, m,n i r, les quals
hauran de complir les relacions m® =a+b+2, n* =c+d+2ir3 =e+ f+2. Si tenim
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en compte aquesta notacid, les noves equacions a resoldre sén les segiients:

di(a,b,c,d e, fym,n,r):=m>—a—b—2=0,
=n®—c—d—2=0,
=l —e—f—-2=0,
dyla,b,c,d e, fym,n,r) = —cm*+ab~+ 5a+5b+9 = 0,

dy(a,b,c,d, e, f,m,n,r)
)
)
ds(a,b,c,d,e, fym,n,r) = —dm?+a+b+6=0,
)
)
)
)

(
dg((l, b7 c, d7 €, f7 m,n,r
(

ds(a,b,c,d,e, fym,n,r) = —en* +cd + 5c+5d +9 = 0,
=—fn*+c+d+6=0,
=—ar' +ef +5e+5f+9=0,

—br*+e+ f+6=0.

d7<a7 ba C, da €, fa m,n,r
dS(a7 ba ¢, da €, fa m,n,r
dg(CL, ba ¢, d; €, f; m,n,r
Resolem primer el sistema format per les equacions {d; = 0,dy = 0,d3 = 0,d5 = 0,d7 =

0,dy = 0} (on obviem les variables per alleugerir notacié), i obtenim:

m3r? —r3 —2r2 —4

a = = ,
44
b = R
m2n3 —m3 —2m? —4
c = — ,
(5.3.13)
B m3 + 4
d = o
n’rd —nd—2n%—14
e = pr ,
F o= n® +4
=
Substituint aquest resultat a dy4, dg, i dg, obtenim unes noves equacions:
[ dio(m,n,7) = —minPrt + mPrt £ 2mirt - m3rS £ 5mirt 4 Am2rt — r0 4 4Am3y?
—275 — 7t — 893 — 812 —16 =0,
diy(m,n,r) = —m'nir® +min® + m®n3 + 2mnt + 5min® — m® + 4m*n? —2m
+4m2n? —m* —8m? —8m? — 16 =0,
dia(m,n,r) = —m3nirt + nir® + n5r3 + 2ntrt 4 503 — nb 4 4ntr? — 205
\ +4n*? —n* —8n3 —8n% — 16 = 0.
(5.3.14)
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Per tant, si (m,n,r) és solucié real del sistema (5.3.14), existeix o bé una orbita
periodica amb periode minim 3 o bé un punt fix, donat per (5.3.13). Observem també
que si m - n - r = 0 aleshores (m, n,r) no pot ser solucié de I’anterior sistema.

Considerem les segiients observacions:

Lema 5.3.8. Si (mg,ng,70) €s una solucic del sistema (5.3.14), aleshores també ho sin
(no, 10, m0) @ (10, M0, N0)-
Demostracio. Sigui ¢(m,n,r) = dio(m,n,r), observem que es verifica la segiient sime-
tria:
¢<m7 n, T) = d10<m7 n, T'),
o(n,r,m) = dyy(m,n,r) = dyg(n,r,m), (5.3.15)
o(r,m,n) = dia(m,n,r) = dyg(r,m,n).
Sigui (mg,ng,79) una solucié del sistema (5.3.14), aleshores a partir de la simetria
(5.3.15), obtenim:

dio(no, m0, mo) = d11(mg, ng, 70) = 0,

dn(no, T07m0) = dlo(roﬂno, no) = du(mo, Ny, 7“0) =0, (5'3'16>

d12(n0, 70, Mo) = d1o(mo, 10, 70) = 0,
per tant (ng, 7o, mg) també és solucié. Analogament,
dio(r0, Mo, n0) = di2(mo, no, 70) = 0,
dy1(ro, Mo, no) = dio(mo, no,70) = 0, (5.3.17)
di2(r0, Mo, n0) = dio(0, 70, Mo) = d11(mo, 10, 70) = 0,
i per tant (rg, mg,ng) també és solucio. |
A partir de I'anterior resultat obtenim també:

Observacié 5.3.9. Si tenim una orbita de periode minim 3 de I'aplicacié G donada pels
punts {(a,b); (c,d); (e, f)} amb parametres associats m,n i r respectivament, aleshores
aquesta Orbita es correspon amb les solucions (m,n,r), (n,r,m) i (r,m,n) del sistema
(5.3.14).

El Lema 5.3.10 que enunciem a continuacié serveix per fer una primera caracterit-
zaci6 del lloc geometric on estan localitzades les solucions del sistema (5.3.14). Abans
d’enunciar el resultat, necessitem introduir els segiients polinomis auxiliars:

di3(n, ) = Res(dio(m,n,r),di1(m,n,r);m)de grau 25 en n i de grau 47 en r,
di4(n,r) = Res(dio(m, n,r),dia(m,n,r);m) de grau 37 en n i de grau 37 en r,

dy5(n,r) = Res(dy1(m,n,r),dia(m,n,r);m)de grau 47 en n i de grau 37 en r.
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Seguidament, apliquem de nou la resultant per aconseguir polinomis que només depen-
guin d’una variable:

di6(n) = Res(dya(n,r),dis(n,r);r),

5.3.18
di7(r) = Res(di4(n,r), di5(n,r);n), ( )
on grauy,(dig(n)) = 2521 i grau,(di7(r)) = 1985.
Introduim ara el polinomi
dlg(n) = ng (le(n), d17(n)) /TZ716. (5319)

Aquest polinomi té grau 371. Aplicant un algorisme basat en el metode de Sturm o fent
servir la instrucciéo realroot en Maple v.17, es pot veure que existeixen 16 solucions
reals del polinomi dg (vegeu la demostracié de la prova de la Proposicié 5.3.7, donada
més endavant, per més detalls).

Lema 5.3.10. Siguin I, amb i = 1,...,16 certs intervals disjunts que contenen, de
forma isolada, totes les solucions reals diferents del polinomi dig. Aleshores, tota solucio
real (m,n,r) del sistema (5.3.14) esta continguda, de forma isolada, a alguna de les
caizes (ortoedres):

]i X [j X ]k, (5320)
oni,j,ke{l,... 16},

Demostracio. Observem que si (m, n, ) és una solucié real del sistema (5.3.14), aleshores
n és un zero real del polinomi dyjg. Fent servir la simetria (5.3.15), o més concretament,
a partir de les equacions (5.3.17), obtenim que (m,n) ha de ser un zero de di4(m,n) i
di5(m,n), i en conseqiiéncia n ha de ser un zero real de dy;. Per tant n ha de ser un
zero real de ged (dig(n), di7(n)), un polinomi de grau 1087. Com que ens interessen els
valors no nuls, podem extreure el factor n”'% de I’anterior polinomi, obtenint el polinomi
dig(n). Analogament, es pot veure que m i r han de ser solucions del polinomi djs.
SiI; ambi=1,...,16 sén certs intervals que contenen aquestes solucions de forma
isolada, qualsevol solucié (m,n,r) del sistema (5.3.14) ha d’estar continguda dins d’al-
guna caixa de la forma (5.3.20), i cada caixa d’aquest tipus com a molt té una solucid.

Demostracio de la Proposicio 5.3.7. Seguirem el passos descrits a la Seccid 5.3.2:

Pas 1: Usant la instruccié realroot de Maple v.17 aplicada al polinomi d;g obtenim
que hi ha 16 arrels reals diferents d’aquest polinomi donades per les solucions exactes
n = —1, n = 2 i per 14 altres solucions contingudes als intervals de longitud acotada
per 1072 i extrems racionals:
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I

Iy

Iy =
I =
Iy =
Is =
I; =
Iy =
Iy = :_ 205147905179352825856"  1180591620717411303424 |

I — | _ .
10 | 4722366482869645213696°  590295810358705651712 |’

4308988841618670568853

 147573952580676412928 © 1180591620717411303424

34411805733101949308435

I

34471910732949364550823}

| 1180591620717411303424 ~

9138398550509024508051

Y

17205902866550974654217
590295810358705651712

4569199275254512254025 |

:_1180591620717411303424’__590295810358705651712_

4416518740855918762195

8833037481711837524389 |

;_ 590295810358705651712 7__118()591620717411303424_;

994661336537171251825

3978645346148685007299 |

:_295147905179352825856’__1180591620717411303424_;

3977374161031280580629

994343540257820145157 |

:_1180591620717411303424’__295147905179352825856_;

197879469664271669175

3166071514628346706799 |

;_ 73786976294838206464 ’__1180591620717411303424_;

3144313156826151948503

1572156578413075974251 |

399397086201257638833

___1180591620717411303424’__590295810358705651712 ’

1597588344805030555331 |

1053526769518098399097

131690846189762299887 |

1064910654630154190265

_____9444732965739290427392’__1180591620717411303424

I

133113831828769273783}

[1065572958580542810237 532786479290271405119

___9444732965739290427392’4722366482869645213696};
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I [128535594827653577343 1028284758621228618745 ]
B 1 590295810358705651712" 4722366482869645213696 |
I [177910645965499912685 1423285167723999301481 ]
M | 147573952589676412928 " 1180591620717411303424 | -
Fent un abus de llenguatge, considerarem també els intervals degenerats I15 = [—1, 1]
i L1 = [2,2] que contenen les solucions exactes n = —1 in = 2. Pel Lema 5.3.10,
totes les solucions reals del sistema (5.3.14) estan contingudes a alguna de les caixes
Tijw = I; x I; x I, amb 4,5,k € {1,...,16} (anomenarem caixes degenerades als

conjunts Z; ; , tals que algun index 4,5 o k és 15 o 16).

Indiquem aqui que la instruccié realroot déna intervals que contenen una unica
solucio real del polinomi dig, per tant si una caixa I; j, conté una solucié del sistema
(5.3.14), aquesta és unica.

Pas 2: A continuacié apliquem el procediment de descart a la col-leccié de 256 caixes
(16 x 16) I, j 1 de la forma per (5.3.20) on els intervals son els calculats anteriorment.
Els codis dels procediment de descart es donen a la seccié 5.3.5.

Primerament, observem que si prenem § = 30 i apliquem a totes les caixes la trans-
lacié indicada a 1’Observacié 5.3.4, obtenim una nova col-leccié de caixes Z; ; contin-
gudes a l'octant OT. Aplicant el procediment de descart sobre el polinomi f(m,n,r) =
dio(m — &,n — & r — &), obtenim que qualsevol solucié del sistema (5.3.14) ha d’estar

continguda a alguna de les segiients 16 caixes no descartades:

Lisn | Losaz | Lszas | Lagio
Isii | Loz | Zrjiss | Lgio4 (5.3.21)
Looo | Zioas |Zi1ns | L1226

Il?) 3,7 1.14,14,14 Il6 16,15 1.16,16,16

La caixa degenerada Zjg 1615 correspon a (m,n,r) = (2,2,—1) que és una soluci6
exacta de dig(m,n,r) = 0. A partir de ’Observacié 5.3.9, podem concloure que el fet
que les caixes Ty 1516 1 Z15,16,16 hagin estat descartades implica que (m, n,r) = (2,2, —1)
no és solucié del sistema (5.3.14)%. En efecte, de fet dy;(2,2, —1) = 2304. Es interessant
assenyalar que si apliquem l'algorisme de descart pel conjunt de caixes (5.3.21) i pel
polinomi dy; la caixa Zy6 1615 queda descartada.

fA partir de ’Observacié 5.3.9, sempre que es descarti una caixa Z; 1 automaticament podem
descartar les caixes Zj 5 ; 1 Ly i ;
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Pas 3: Observem que les caixes Zg g9, Z14,14,14 1 Z16,16,16 corresponen als punts fixos de G
descrits a (5.3.1), i per tant les descartarem. En efecte, el punt fix P; es correspon amb
(m,n,r) = (2,2,2) per tant amb la solucié del sistema (5.3.14) que pertany a Zg 16,16-

Pel punt fix P, I'tinica solucié real que verifica I'equacié m® = a + b + 2 ve donada
per lexpressié (5.3.11). Tenint en compte que en aquest cas, (a,b) = (¢,d) = (e, f),
obtenim m = n = r. Per tant, podem comprovar que P, es correspon amb una solucié
(m,n,r) del sistema (5.3.14) que pertany a la caixa Zi41414.

Analogament, veiem que pel punt Ps, I'tinica solucié real que verifica I'equacié m? =

a + b+ 2 ve donada per l'expressié (5.3.12). Com abans, sabem que m = n = r i
consegiientment podem comprovar que P3 es correspon amb una solucié del sistema
(5.3.14) continguda a la caixa Zgg 9. Descartarem, doncs també, aquesta caixa.

Pas 4: En resum, disposem de 12 caixes no descartades que si corresponguessin a
punts de periode minim 3, per 1'Observaci6 5.3.9, contindrien els parametres (m,n,r)
corresponents als punts de cada orbita segons les segiients agrupacions:

’ Lis1 ‘ Is111 ‘ ATRE: ‘

’ Lo 12 ‘ T6 12,2 ‘ L2256 ‘

(5.3.22)

’ Z3713 \ Z7133 \ Ti337 ‘

’ Zyg14 \ 13144 \ Lisag ‘

A continuacié comprovarem que les 12 caixes donades anteriorment contenen una
solucié del sistema (5.3.14), que sera tnica tal i com hem argumentat anteriorment. Ho
farem aplicant el Teorema de Poincaré-Miranda (Teorema 5.3.5). Novament, a partir
de I'Observaci6 5.3.9 només cal demostrar que hi ha una solucié del sistema (5.3.14) a
les caixes: 7:1,5,11, I2,6,12, I3,7,13, 1 I4,8,14-

Donarem amb tot detall la demostracié de l'existencia d’una solucié de l’equacid
(5.3.14) a la caixa Z;51;. L’existencia de solucid a les altres caixes s’obté de forma
analoga.

Considerem la funcié polinomica
f(mv n, T) - (dl() (m7 n, T)u dll(ma n, T)? d12(m7 n, T)) )

i introduim la seglient notacié per denotar els extrems dels intervals Iy, I5 i I}, respec-
tivament:

[mi7ms] = -[17 [ni7ns] = I57 [Thrs] = Ill‘

182



Capitol 5. Dinamica de 'aplicacié de Boros i Moll

Considerem també el punt mig de la caixa Z; 5 11,

L m; +ms n;+ng 1; + 75
p:(m7n7r>: 2 b 2 ) 2 .

Notem, en primer lloc, que no és possible verificar les hipotesis del Teorema de
Poincaré-Miranda a la caixa Z; 5 ;; directament. En efecte, una comprovacié mostra que
als punts (m;,n,7) i (ms,n,7) cap de les funcions djg, d1; i di5 canvia de signe.

Considerem doncs, la funcié

g(m,n,r) = (gl(m7n7r)7g2(m7an)ug?»(m?n7r)) = Dfil(p> ’ f(munur>‘

En particular, comprovem que la matriu diferencial de f al punt p és invertible. Ometem
aqui Pexpressié analitica de la matriu D f~!(p) i de la funcié g ja que involucra nombres
racionals amb numeradors i denominadors amb centenars de digits.

Observem que donat que Rang (D f~!(p)) = 3 (i per tant Ker (D f~!(p)) = {(0,0,0)}),
el punt (mg, ng, 79) és un zero de la funcié g si i només si ho és per la funcié f. A con-
tinuacié, veurem que es verifiquen les condicions del Teorema de Poincaré-Miranda per
la funcié g a la caixa 7, 51; provant, en conseqiiencia, l’existencia d’algun zero de f en
aquesta caixa.’

§De forma intuitiva I’eleccié de la funcié g respon a la segiient idea: donat que la mida de la caixa
7 5,11 és molt petita, si existeix algun zero pg = (mo, ng, 7o) de la funcié g, aleshores p ~ pg i per tant
g(p) ~ 0. En conseqiiéncia, usant el seu desenvolupament de Taylor tenim:

g(m,n,r) = g(p) + Dg(p) - (m — p1,n — pa,7 — p3)* + O(2)
g(p) + Df~Y(p)Df(p) - (m —p1,n—pa,r —p3)' + O(2)
(m —p1,n —pa2,7 — p3)’,

1

(vegeu la Figura 3). En conseqiiéncia, la funcié g és una bona candidata per verificar les hipotesis del
Teorema de Poincaré-Miranda.
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n m

Figura 3. Grafiques de les superficies g;(m,n,r) =0, go(m,n,r) =01 gs(m,n,r) =0
en blau, verd i vermell respectivament, a la caixa
m—10" m+ 107 x [n — 1071 n+ 10719 x [r — 10719 7 + 10~19].

(a) Analisi de la funcio g a les cares m = m; i m = my de la caiza T 51, : Considerem
la funcio

G1m(n, 1) = g1(my, n,r) - g1(mg,n, 7).
Volem demostrar que gi m(n,7) < 0 per tot (n,r) € Iy x I;;. A tal efecte aplicarem
el Lema B (enunciat a ’Apendix 6.A i extret de [45], una variaci6 del qual ja hem fet
servir al Capitol 3).

(i) Usant la instruccié realroot obtenim que la funcié ¢y ,(7,7) té 6 arrels reals
localitzades als intervals:

[ 29765834943780904704135045 7441458735945226176033761}

1180591620717411303424 295147905179352825856

~29765834943780904704132505  3720729367972613088016563
1180591620717411303424 147573952589676412928 ’

 532455327316335487077 _1064910654632670974153_
| 4722366482869645213696°  9444732965739290427392 |’

~ 133113831828454675797 _1064910654627637406375_
| 1180591620717411303424°  9444732965739290427392 |
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[184686059834154566122507 46171514958538641530627 |
| 1180591620717411303424 ~ 295147905179352825856 |’

[184686059834154566122525 92343029917077283061263 |
| 1180591620717411303424 * 590295810358705651712 |’

que aproximadament sén:

[—25212.64289992, —25212.64289992] , [—25212.64289992, —25212.64289992] ,
[—0.1127518012945, —0.1127518012945] , [—0.1127518012940, —0.1127518012940] ,

[156.4351775781, 156.4351775781] , [156.4351775781, 156.4351775781] .

Podem comprovar per tant, que gi (7, 7) no té cap arrel per r € I;;. En efecte,
observem que

I; ~ [-0.1127518012942357299243, —0.1127518012942357299242] ,

aixi doncs, no hi ha cap de les sis arrels trobades, al seu interior.

De forma similar a l'apartat anterior s’obté que la funcié gy m(n, ;) - g1m(n,7s) té
4 arrels reals, pero cap d’elles per n € I.

Comprovem també que el discriminant A, (g (7, 7)) és un polinomi de grau 192
en n amb 37 arrels reals. Calculant de forma exacta intervals de mida adequada
que continguin aquestes arrels de forma aillada, podem comprovar que aquest
discriminant no s’anul-la per n € I5.

Aleshores, pel Lema B, podem garantir que g;(n,r) no s’anul-la per (n,r) € Is x Ij;.
Tenint en compte que g1 (72, 7) < 0, obtenim que g1 ,,(n,7) < 0 per tot (n,r) € I5 X I1;.

(b) Analisi de la funcio g a les cares n =n; i n = n, de la caiza Iy 511: Considerem la
funcié gon(m,r) = ga(m, ng, r) - g2(m, ng, 7).

(i)

(i)
(iii)

Treballant de forma analoga a I'apartat (a) obtenim que la funcié go,(m,r) té sis
arrels reals localitzades en certs intervals que contenen aquestes arrels de forma
aillada. Una comprovaci6 indica que la funcié no té cap arrel per r € I3;.

La funcid ga,,(m,7;) - g2.n(m,rs) té 4 arrels reals, cap d’elles per m € I.

El discriminant A, (ga,(m,7)) és un polinomi de grau 192 en m amb 27 arrels
reals, que no s’anul-la per m € I.
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Una comprovacié indica que go,(m,7) < 0, 1 per tant obtenim que ¢, (m,r) < 0 per
tot (m,r) € Il X Ill-

(¢) Analisi de la funcid g a les cares r =r; i r =1y de la caiza I, 51,: Considerem la
funcié gz, (m,n) = gs(m,n,r;) - gs(m,n,rs).

(i) La funci6 gs,(m,n) té 2 arrels reals. Calculant els intervals que les contenen,
podem comprovar que no té cap arrel per n € Is.

(i) La funcié gs,(m,n;) - gs,-(m,ns) té 4 arrels reals, cap d’elles per m € 1.

(iii) El discriminant A, (gs,(m,n)) és un polinomi de grau 192 en m amb 25 arrels
reals, que no s’anul-la per m € I;.

Com que g3,(m,n) < 0, obtenim que g3, (m,n) < 0 per tot (m,n) € I x I5.

A partir de les comprovacions dels apartats (a), (b) i (c¢), la funcié g(m,n, r) verifica
les hipotesis del Teorema de Poincaré-Miranda i per tant, tant g com la funcié f, tenen
un zero a 7 511, que per construccid és unic. |

Per tal de localitzar els punts periodics farem servir la informacié continguda a les
12 caixes (5.3.22) que apareixen a la demostracié anterior, i també les acotacions que es
presenten al segiient resultat:

Lema 5.3.11. Donats m € [m;, mg| i r € [r;,rs] i les funcions a(m,r) i b(r) donades a
les equacions (5.3.13), tenim que:

(i) S0 <r; <rs aleshores

ag:=mj —r,—2——5<a<mi—r—2—— =a,
L rs
(5.3.23)
4 4
b; :Tz+_2§b§7ns+—2: by
rs Ty
(i1) Sir; <rs <0 aleshores
3 4 3 4
ai=m; —rs—2— S <as<mg—1r,—2— 5 =a
rs Ty
(5.3.24)
4 4
b; :ri+—2§b§rs+—2::b5
Ty rs
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Demostracio. Observem que a partir de les equacions (5.3.13) tenim:

4 4
a:mg—r—Q—ﬁib:r—kﬁ. (5.3.25)

Per altra banda, observem que amb independencia del signe de m; i mg tenim

Aixi dones:

(i)

(i)

mi < m® < m?. (5.3.26)
Si0<r; <r<r,aleshores
—ry < —r < —r; <0. (5.3.27)
Per altra banda
1 1 1
0<— S - S )
re T T
per tant
4 4 4
0< r_g < 2 < o (5.3.28)
1 finalment
4 4 4
- < —3 < -3 < 0. (5.3.29)

Fent servir les inequacions (5.3.26)—(5.3.29), obtenim les inequacions (5.3.23).
Sir; <r<rg, <0 aleshores
0< -1y < —r < —7,. (5.3.30)

D’altra banda,
0< T? <r’< rf,

per la qual cosa

4 4 4
1 per tant
4 4 4
_E < 3 < -3 < 0. (5.3.32)

A partir de les inequacions (5.3.26) i (5.3.30)—(5.3.32), obtenim les inequacions
(5.3.24).
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Aplicant ara, per exemple, el Lemma 5.3.11 (ii) (inequacions (5.3.24)) obtenim que
el punt 3 periodic (a,b) de laplicacié G corresponent als valors (m,n,r) de la caixa
T 511, satisfa a € [a;,as] 1 b € [b;,bs] on

1435686715756812113129131753291751212473714621389705932746390847605145815709035232062993533718832495489341
56947609584619278435915236206283183709714097978506070511694763452312581699417401160811385506316156928

a; = — )

47044582301919219323098597682011430719430330620984084471100755414697990442772197382375529104298060913286874119
1866059270868804515791575090678155019012542140400238364480469557193740712623709418953041434224970065510400

as = — )

~_ 3368785687756582636246263551756811406295236320753178521304454421527
" 10710654937528498667637446691242283113536911386660380934878003200

)

_ 6579659546399575461418490144259606329620802274396204966350496409
® T 20919247924860348960190099800217926294342327605140376818548736

Fent servir 'aproximacié decimal obtenim:
a € [a;, as] ~ [—25210.65811592151931268164, —25210.65811592151931267888], i

b € [b;, bs] ~ [314.5265819322469464743350, 314.5265819322469464749260],
on observem que max(|a, — a;|, |bs — b;]) = 2.76 - 10718,

Aix{ doncs, aplicant el Lema 5.3.11 a les 12 caixes (5.3.22) que corresponen a punts de
periode minim 3, obtenim les corresponents acotacions racionals de les coordenades dels
punts periodics, que resumim en les segiients taules. Donem una aproximacié decimal
de les acotacions, i en tots els casos fem servir la notacié

e = max(|as — a;l, |bs — bi).

Orbita 1:

Caixa a; as

Z1,5,11 | -25210.658115921519313 | -25210.658115921519313
I5,11,1 -11.080089229288244821 | -11.080089229288244821
Z11,1,5 1.0164106270635353803 1.0164106270635353803
Caixa b; bs e
Z1,5,11 314.52658193224694647 314.52658193224694647 | 2.76 - 10~ 18
I5,11,1 -29.194152462502174029 | -29.194152462502174029 | 2.97 - 10— 20
Ti1,1,5 | -3.0178440371837045505 | -3.0178440371837045505 | 1.03 - 102!

188



Capitol 5. Dinamica de 'aplicacié de Boros i Moll

Orbita 2:
Caixa a; as
Z2.6,12 | -25080.503857555317449 | -25080.503857555317449
Ze,12,2 | -11.094342178650567807 | -11.094342178650567807
Z12,2,6 1.0179782228602330827 1.0179782228602330827
Caixa b; bs €
I26,12 | 314.36115078061939834 314.36115078061939834 | 2.75-10—18
Te,12,2 | -29.143225143670723223 | -29.143225143670723223 | 2.97 - 10—20
Ti2,2,6 | -3.0165421366176918413 | -3.0165421366176918413 | 1.03- 102!
Orbita 3:
Caixa a; as
13,7,13 -550.35997876621370288 -550.35997876621370288
17.13,3 -13.613164340185764400 -13.61316434018576439
713,3,7 | 0.13590789992610542444 | 0.13590789992610542444
Caixa b; bs €
73,7,13 84.580855473468510676 84.580855473468510676 | 3.17 - 10— 1°
T713,3 | -7.6737642167841728949 | -7.6737642167841728949 | 1.91-10~20
113,3,7 -2.1255835876361107899 -2.1255835876361107899 1.23-10—2T
Orbita 4:
Caixa a; as
74,810 -500.96942815695686889 -500.96942815695686889
78,10,4 -13.481597649423988848 -13.4815976494239883848
Z10,4,8 | 0.088325991394389446424 | 0.088325991394389446426
Caixa b; bs e
748,10 80.145842594816842809 80.145842594816842810 2.95.10~19
78,10,4 -7.4104176831057891201 -7.4104176831057891201 1.89-10=20
T10,4,8 -2.0994294342645985249 -2.0994294342645985249 1.24-10—2T

5.3.5 Codis del procediment de descart

A continuacié donem el codi amb el procediment de descart que hem fet servir a la de-
mostracio de la Proposicié 5.3.7, i que hem implementat en el programari de computacié
simbolica Maple v.17.

La variable 11ista conté els intervals I; amb els zeros reals del polinomi d;g. El
conjunt de caixes no descartades es desa a la variable 11ista2. Cal tenir en compte que
sign(0) retorna el valor 1.

x1:=30;
f :=expand (subs (m=m-xi,n=n-xi,r=r-xi,d10));
contador:=0;
for i to nops(llista) do
for j to nops(llista) do

for k to nops(llista) do
mi:= op(i,llista)[1];
mi:= op(i,llista)[2];
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ni:=op(j,llista) [1];
ns:=op(j,llista) [2];
ri:=op(k,llista) [1];
rs:=op(k,1lista) [2];
p:=[(mi+ms) /2, (ni+ns) /2, (ri+rs)/2];
if sign(subs(m=p[1],n=p[2],r=p[3],f))=1 then
S:=0;
for k to nops(f) do
Mii:=maxmin(mi,ms,ni,ns,ri,rs,op(k,f))[1];
S:=S+Mii
end do;
if S<=0 then print(’NO Descartat’);
contador:=contador+1;
llista2[contador] :=[mi,ms,ni,ns,ri,rs];
print (contador,llista2[contador],’caixa’,i,j,k)
end if
end if;
if sign(subs(m=p[1],n=p[2],r=p[3],f))=-1 then
S:=0;
for k to nops(f) do
Mss:=maxmin(mi,ms,ni,ns,ri,rs,op(k,f)) [2];
S:=S+Mss
end do;
if S>=0 then print(’NO descartat’);
contador:=contador+1;
llista2[contador] :=[mi,ms,ni,ns,ri,rs];
print(contador,llista2[contador],’caixa’,i,j,k)
end if;
end if;
end do;
end do;
end do;

L’anterior codi crida la subrutina maxmin amb l’algorisme de majoracié/minoracié
segons les formules del Lemma 5.3.3 adaptat a R3, i que ve donada per:

maxmin:=proc(mi,ms,ni,ns,ri,rs,M) local a,j,k,1,Mi,Ms;

j:=degree(M,m) ;

1l:=degree(M,n);

k:=degree(M,r);

a:=coeffs(M, [m,n,r]);

if a>0 then
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Mi:=a*mi”~j*ri k*ni"1:
Ms:=a*ms” j*rs"k*ns”1:
else

Mi:=a*ms” j*rs"k*ns”1:
Ms:=a*mi” j*ri~k*ni~1:
end if;

[Mi,Ms];

end proc:

5.4 Estudi de la dinamica associada al punt de
sella P,

L’objectiu d’aquesta seccié és aprofundir en l'estudi de certs fenomens associats a la
dinamica dels conjunts invariants associats a la sella P,. En primer lloc demostrarem
que tota orbita amb condicié inicial sobre la corba L, convergeix al punt P, i que per
tant, Lo estd continguda al conjunt estable de la sella¥.

També donarem evidencies numeriques de 'existencia d’orbites homocliniques, és a
dir, de I'existencia de punts sobre la varietat inestable local, ’orbita dels quals convergeix
a P5. Observem que en el context de la dinamica de difeomorfismes, aquest resultat seria
una evidencia numerica a favor de 'existencia d’un conjunt hiperbolic invariant sobre
el qual la dinamica de I'aplicacié seria conjugada a un “subshift” finit (el que es coneix
com a Ferradura d’Smale), tal i com prediu el Teorema homoclinic de Smale-Birkhoff
[51, Teorema 5.3.5].

Finalment, donarem evidencies numeriques de punts sobre la varietat inestable local,
I’orbita dels quals convergeix al conjunt de no-definicié.

5.4.1 Dinamica de P’aplicacié G sobre la corba L,

Tot i que M. Chamberland i V. Moll a [23, Teoremes 3 i 4] donen una parametritzacié
de la corba de la corba R(a,b) = 0 (la mateixa que hem trobat nosaltres buscant una
parametritzacié propia), no coneixem cap resultat sobre la dinamica de I'aplicacié G
sobre la component connexa Ls. En aquesta seccié provem aquest resultat:

Proposicié 5.4.1. Donada qualsevol condicio inicial sobre la corba Ls, la seva orbita
per G convergeir al punt P.

YFem servir el terme conjunt estable i no varietat estable, perqué globalment el conjunt de condicions
inicials que convergeixen a P, no és una varietat diferenciable, ja que G no és un difeomorfisme. Per
exemple, els punts que pertanyen al conjunt definit a (5.2.3) també formen part del conjunt estable.
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Demostracio. La corba R(a,b) = 0 té geénere 0, i per tant admet una parametritzacid
propia racional (vegeu el Capitol 1). Es doncs, facil veure que admet la parametritzacié
donada per

3 3
P(t) = <t +47t +16>.
t2 4t
La component Ly s’obté pels valors del parametre t € (—o0,0) i la component L; pels
valors del parametre ¢ € (0, 00).
Usant aquesta parametritzacié d’una manera similar a la que es va fer servir al
Capitol 1, podem estudiar la dinamica de G|r,. En efecte, tenint en compte que

4 (a* —30)

1
P~ (a,b) = a?b —4b2+3a

(vegeu el Teorema 1.2.18 del Capitol 1) obtenim

(2 +4)(t+2)2\ >
t2 ) ’

o et
git)y="P oGoP(t)—\/Z_l(t+2>2 (

vegeu també [23, Teorema 4. Per a estudiar la dinamica de G sobre la component
connexa Ls ens interessa, doncs, estudiar 'aplicacié g(t) per t € Z := (—o00,0) \ {—2}.
Observem que t = —2 correspon al punt (a,b) = (—=1,-1) € {R(a,b) = 0} N T, on
I':={a+ b+ 2 =0} és la recta de no-definicié de G.
L’aplicacié ¢(t) té un tnic punt fix a Z
14C + v2C? +82%/3

= ~ —4.4111
p 3 C Y

on C' = /86 +6+/177. El nostre objectiu és demostrar que aquest punt fix és un
atractor global de ¢(t) a Z.

Primerament resumim algunes de les caracteristiques de 'aplicacié ¢(t) a Z que
necessitarem durant la demostracié (vegeu la Figura 4):

(i) Existeixen 2 maxims relatius a Z situats at = —4F2v/3 (t ~ —7.46411t ~ —0.5359
respectivament), on g(—4 F 2v/3) = —4. Denotem per m = —4 — 2+/3.

(ii) A les asimptotes verticals t = =21 ¢ = 0~ es verifica:

lim g¢(t) = lim g(t) = —o0.

t——2% t—0—
(iii) També es verifica tlim g(t) = —c0.
——00
(iv) Per tot ¢t € (—oo,p) es compleix g(t) > t.
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(v) No hi ha punts 2-periodics, és a dir, que verifiquin g o g(t) = t, excepte el punt fix
p (com a conseqiiéncia, en particular, del Teorema 5.3.1 (ii)).

t m /
-15 -10 : -5 :
l —> ]

I I -5
I I
I |

_lO.

_15-

Figura 4. Grafica de la funcié ¢(t) al conjunt Z.

Farem la demostracio de la Proposicié 5.4.1 en tres etapes:

(A) Usant la informacié dels apartats (i) i (ii), podem concloure que g ((—2,0)) =
(—o0, —4].

(B) Observem que a partir de la informaci6 dels dels apartats (i) i (ii) també podem
concloure que g ((—00, —2)) = (—o0, —4] C (—o00, —2) i per tant, que l'interval (—oo, —2)
és invariant per g. Estudiarem, doncs, la dinamica de I'aplicacié a aquest interval.

Sigui ¢ € (p,—2) I"inic valor en aquest interval pel qual g(¢) = m (de fet ¢ ~

—2.6675). Observem que per la monotonia de g, I'interval [m, ¢] és invariant. En efecte,

g([m, 1) = [g(€), g(m)] = [m, —4] C [m, {],

(vegeu la Figura 4). Afirmem ara el segiient:
Afirmacié: Per tott € (—oo, m)U({, —2) existeiz algunn > 0 tal que t, = g"(t) € [m, ().

En efecte, primerament observem que per la monotonia de g a (¢,—2) tenim que
g((¢,—=2)) = (—o0,m). Degut a que per tot t € (—oo,m), g(t) < —4 < £, tenim g(t) ¢
(¢,—2), i en conseqiiencia g(t) € (—oo,f). Per tant, només cal demostrar I'afirmacié p
er t € (—oo,m).

193



Capitol 5. Dinamica de I'aplicacié de Boros i Moll

Procedim doncs per contradiccié. Considerem ¢, € (—oo,m) i suposem que cap
iterat t, € [m,{], i que per tant per tot n > 0 tenim ¢,, € (—oo, m). Per la propietat (iv)
la successio {t,} és creixent, com que estem assumint que esta acotada superiorment per
m, obtenim que la successio ha de tenir un limit, que per continuitat ha de ser un punt
fix. Com que no hi ha cap punt fix a (—oo, m] obtenim una contradicci, amb el que
queda demostrada I'afirmacié anterior. Aixi doncs, només caldra estudiar la dinamica a
I'interval [m, ¢].

(C) Estudiem ara la dinamica a l'interval [m, ¢]. Denotem mg := m i/, := ¢, i considerem
les successions ¢ = g% ~1(mg) i my = ¢**(mg) per k > 1. Obviament, donat que per
definicié m = g(¥), s’obté

Oy = g(mi—1) = g*(lk—1) 1

mi = g(6) = ¢*(mi), (54.1)

i per tant, fent servir que g és estrictament decreixent a [m, ¢], per k > 1 obtenim
(g1, O] = g ([m, ) i [, 6] == g™ ([m, 4]).

Provarem ara que my és una successié creixent que convergeix al punt fix p i que £,
és una successié decreixent que convergeix al punt fix p, amb el que quedara demostrat
el resultat.

En efecte, uns petits calculs ens mostren que ¢; = g(m) = —4 < £ = {y, i que
mo =m < my = g({1) = g(—4). Procedim ara per inducci6 tot assumint que my_; < my
il < lr_q. Aleshores, fent servir les expressions obtingudes a (5.4.1) i sabent que g és
decreixent i my_1 < my, tenim

b, = g(mi—1) > g(my) = lrpa.
Aixi mateix, com que fp;1 < £ s’obté

Mit1 = §(ley1) > g(lk) = My,

Per tant, la successié {m;} és monotona creixent i la successié {{;} és monotona
decreixent. Com que ambdues sén acotades, fent servir les expressions (5.4.1), ambdues
convergeixen a un punt fix de g2. Pero a [m, ] no hi ha cap punt 2-periddic excepte el
punt fix p, per tant deduim que

lim my = lim £, = p.
k—o00 k—00
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5.4.2 Estudi numeric-analitic de la varietat inestable

En aquesta seccié donem una expressié aproximada de la varietat local inestable del
punt de sella P», indicada com W} (P2); trobem de forma numeérica, un punt

P ~ (—5.67750144031789435343, 4.10574868714920935493)

amb un comportament homoclinic, és a dir, que connecta la varietat local inestable
Wt (Py) amb el seu conjunt estable; i també obtenim dos altres punts

Q ~ (—6.15163017029193114271, 4.15163017029193114271)

(Q)—1 ~ (—4.43931733951927306714, 3.98185284365899589972),

tals que Q@ € W (P)NI'i G(Q-1) = Q,on ' = {a+b+2 = 0} és la recta de no-definici6
de l'aplicacié G. Aquests punts pertanyen, doncs, al conjunt de no-definicié

F = {(a,b) € R? pels quals existeix n > 0 tal que G"(a,b) € T'}.

Fem notar que a les anteriors expressions només hem donat els primers decimals
obtinguts, vegeu les expressions (5.4.8), (5.4.10) i (5.4.11) on es presenten amb més
decimals.

Notem també que una demostracié analitica de 'existencia de tals punts implicaria
que arbitrariament a prop de P, hi hauria punts homoclinics i punts que pertanyen al
conjunt prohibit de G.

Expressié aproximada de W}! ()

El resultat enunciat a continuacio ens permet calcular explicitament els primers termes
de la varietat local inestable al voltant d’un punt de sella hiperbolic, i ens sera d’utilitat
per trobar els primers termes del desenvolupament en serie de W (P,), que donem a
I'expressié (5.4.7), vegeu també I'expressié general de la varietat local inestable donada
a (5.4.5) 1 (5.4.6).

Lema 5.4.2. Considerem el sistema dinamic generat per l'aplicacié de classe CO(U) en
un entorn U de l'origen:

5 5
F(r,y) = (/\fc+ > Ly + O )1°) my + > gisa'y +O(H($,y)|l6))
i+j=2 it+j=2

(5.4.2)
on |Al > 1 > |ul|, de tal manera que Uorigen és un punt de sella hiperbolic. Sigui
y =w(x) = 30_, wpr® +O0(z0) Vexpressid local de la varietat local inestable de l'origen.
Aleshores:

w2:)\2—/,L’
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Ngs0— 2\ f2092.0 — 1 g30 + 91,1920
(A2 = 1) (A = ) ’

W3 =

on

Wi = gaoA + (=3 fo0930 — 2 [3,0920) A° + (5 f22,092,0 — 2ga0t + 92,0921) X’
+ ((6 f2,0930 + 2 f3,092,0 — Ga0) 1 — 2 legg,O — 3 f2,091,192,0 + 91,193,0) A
+ (94,0#2 + (—5 f22,092,0 +2 f30920 — 92,092,1) =2 f2091,192,0 + 90,293,0) A?
+ (=3 f20930 + 2 g10) 1* + (f22,092,0 + 3 f2,091,1920 — 2 91,1930 — G2,092,1) It
+gi192,0) A+ (—2 f3.092,01° + (2 fl,lgg,o +2 f2,091,192,0) M) A
- g4,o,u3 + (—fiogz,o + 91,1930 + 92,092,1) ,u2 + (—90,29370 - 9%7192,0) o

ws = Zzlio Di N
(A2 = )" (A = 1) M = ) (N — )
on
po= —1°gs0 + (—2f20 30920 + 91,1940 + 92,0931 + g2193,0) 1t + (2f1,1f2,og%,o

+f22,091,192,0 — 290,292,093, — 9%,193,0 —2¢1,192,0921 — 91,29570) M3
+391,192,0 (390,292,0 + 9%,1) 12,
p1 = (—3f22,093,0 - 2f4,092,0) 1t + 92,0 (3f22,091,1 +2f11930 + 2f20921 + 2f2,1920
+2f3001,1) 1° — 22,0 (fo,Qgg,o +2f1,191,192,0 + 220902920 + f2,09%,1) 1,
p2 = (—3f30930+ 3050) pt+ (—6f23,092,0 +3f1,192,093,0 + 4f2,0/3,092,0 + 3f2,091,193,0
+3f3,091,192,0 —391,194,0 — 292,093,1 — 392,193,0) /~63 + (2f1,1f2,09§,o - 3f1,1g1,1g§,0
—2f3091,192,0 — 3f2,097 1920 + 490,292,090 + 397 193.0 + 491,192,092.1
+912050) 11> — 91,1920 (3902920 + 297 1) 1,
(—4f20940 + g5,0) 1* + (—4f§’,092,0 + 9f22,093,0 — 4f20/3092,0 + 420911930
+4 f2,092,092,1 + 4f1,092.0 — 91,1920 — 92,093.1) 1° + 2,0 (4f1,1f2,092,0 - f22,091,1
—4 120902920 — 4f2,09%,1 —4f11930 —4f20921 — 2f21920 — 430911 + 911921
+91,292,0) 1* + 92,0 (4f1,191,192,0 + 420902920 + 4f2,09%,1 - 90,291,192,0) I,
pr= 150+ (—6f20/30920 + 9f30930 + 2[1,0920 — 92,0931 — 92,1930 — 3G5,0) I°
+ (6/1,1/20920° + 123 092.0 + 8130911920 — 6./1,192.093.0 — 2/2,0./3,092,0
—9f2,091,1930 — 2f2,195.0 — 83.091,192.0 + 290.292,093.0 + 91,192,092.1 + 91,2930
+301,1910 + 92,0931 + 392.1930) 11° + (2fo.2050 — 4f1,1S20950 + 5f1,1911950
+ 350911920 + 6 f2.097 192,0 — 290291195 0 — 290.292,093.0 — 3931930
—201,192,092.1) I + 91,1° 92,04

b3
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Ds = (—9f22,093,0 +12f50910 + 2f1092,0 — 395,0) IS (8f§’,ogz,o + 9f22,091,192,0
—2 11920930 — 9f3093.0 + 82030920 — 12f2091,193.0 — 10f2,092.0921 — 2f2193 ¢
—2f1092,0 + 3911910 + 292093.1) 11> + 92,0 (2f0.295,0 — 4S1.1.f20920 + 2f1,191,192,0
—7f22,091,1 + 8£2,090,292,0 + 8f2,09%,1 +2f11950 + 2f20921 + 2f3091,1 — 2911921
—91,292,0) M — 91,1920 (2f2,091,1 - 90,292,0) )

pe = (4f20940 + 330930 — 3950) 1° + (=143 0920 — 3f1,192,0930 + 12 f2,0 /30920 »
—4f2092,0921 — 3f3,0911920 — 930930 — 4f1,092,0 + 292,093.1 + 3921930 + g5.0) 1°
+ (=10 1,1 f2095 0 + 3f1.191.195.0 — 61350920 — 16 f3091,192,0 + 4f2,090.295.0
+3/f1,192,093.0 + 9f2,091,1930 + 2f2,19§,o + 7f3091,192,0 — 490,292,0930 — 291,192,092,1
—91,295,0 — 01,1940 — 92,193,0) H—=g11 (2f1,1g%,0 + 3/f2,091,192,0 — 290,292,02 - 91,193,0) )

pr= —pigso+ (27f22,og3,0 +12f20f30920 — 12f20910 — 410920 + 92,0931 + 395,0) w2,
+ (—12f1.1 /20950 — 450920 — 1830911920 + 411,192,090 + 350930
—4f20/30920 + 12f2091193.0 + 820920921 + 2f2,19§7o - 91,293,0 — 391,194.0
—§2,093,1) 1t — G20 (2f1,191,192,0 - 5f§,@91,1 +4f2090.292,0 + 4f2,09%,1 - 91,192,1) )

ps = (—12f20910 — 930930 — 2f10920 + 395,0) 14* + (28f23,og2,0 +6/1,192,093,0
—6f2,0/3,092,0 + 8/2,092,092,1 + 2f2,1g§,o +6f3091,192,0 + 33,0930 + 2f1,092,0
— 02,0931 — 392,193.0) 1t — 2f0295,0 + 4f1.1.f20050 — 3f1191.1950 + 8/3091,192,0
—4f2,ogo,292,02 - 3f2,091,193,0 - 2f3,091,192,0 +290,292,093,0 + 91,192,092,15

po = 3p*gs0+ (—27f30930 — 24/20/30920 + 4120910 + 2f1,0920 — 292,0931 — F5,0) K
+12f11f20950 + 950911920 — 21,192,093.0 — 4f2,091,193.0 — 2f2,092,092,1
+91.205 0 + 91,1940,

P10 = (12f20940 + 9f30930 + 4f10920 — g50) 1t — 14f§709270
—3f1192,0930 — 4120920921 — 2f2,19§,o — 3f3,091,192,0 + 92,193,0

b1 = 9f22,093,0 + 12f2,0f3,092,0 — 31gs,0 + 92,093,1,

P12 = —4f2,094,0 - 3f3,093,0 - 2f4,092,07

P13 = Gsp0-

Demostracio. Atesa la forma particular de F', la varietat local inestable ve descrita per la
funcié de classe C® en un entorn de l'origen y = w(r) = wor®+wsrd+wirt +wsz®+0(2°).
Considerem un punt qualsevol sobre la varietat local inestable (z,w(x)) € W.(0,0),
com que aquesta és invariant per F' tenim F'(z,w(z)) = (21, w(x1)) per un cert z;. Per
tant, els punts de la varietat local inestable satisfan:

Fy(z,w(z)) = w(Fi(z,w(z)). (5.4.3)

On F i F, denoten la primera i segona coordenada de 'aplicacié F', respectivament. El
resultat al qual volem arribar, s’obté doncs igualant els termes d’ordre k£ en el desenvo-
lupament de Taylor d’ambdds membres de I’equacié anterior.

Per exemple, mostrarem com trobar els termes wy i w3, tot igualant els termes d’ordre
213 que surten del desenvolupament de I'equacié (5.4.3). En efecte, el membre esquerre
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de I'equacio6 s’escriu com

Fy(z,w(r)) = p(wer® + wsa® + wyr® + wsz® + O(2%)) + go o2
+ g2 (wer® + wyr® + wezrt + wsa® + O(2°))
+ go2(wea® + w3r® + war + wsa® + O(2°))?
+ 937().1’3 + gmxg(ng2 + wyz® + wyzt + wsx® + O(ZL‘G))
+ g7 (wer® + wsx® + wert + wsx® + O(2%))?
+ goa(wer?® + wsx® + wyz® + wsa® + O(2%))* + O(z?)
= pwx® + 92,0$2 + 91,1wﬂ3 + g307° + pwsz® + O (")
= 2?(pws + ga0) + 27 (graws + gao + pws) + O(a?) .

Per calcular el membre dret de (5.4.3), primerament considerem:

Fi(z,w(r)) = Az + foor® 4+ friz(wea® + wsz® + wyz +ws2® + O(z°))
+ f072(w2:z:2 + wsx® + wyx* + wsa® + O(2%))? + f370353
+ fo12® (wer® + w3z® + wyx + wsz’® + O(2%))
+ fra7(wa® + wyr® + wezr® + wsa® + O(2%))?
+ fos(wer? + wsx® + wyz* + wsa® + O(2%))® + O(z?)
=\ + fo02® + O(2?).

Per tant

w(Fy(z,w(x))) =wy( Az + foor® + O(@)? + ws( Az + foor? + O(2*))? + O(2?)
:wg)\sz + (2)\f270w2 + IU3)\3)5133 + O(.CE4)

Aix{ doncs, substituint aquestes expressions a (5.4.3), i igualant els termes de segon

grau, obtenim:

92,0
A2 —

pws + gop = Wy \* = 92,0 = Wwo (N — 1) = wy =

Igualant els termes de tercer grau del desenvolupament anterior, trobem ws:

(9110 — 2A fa0)wa + g3
(A3 — ) ’

g11W2 + g3 + pwz = 2 foows + w3\ = ws =

i per tant

ws = (91,1 - 2)\f2,0)<92,0/(/\2 - M)) + 93,0 _ )\293,0 -2 f2,092,0 — Kg3o+ 91,1920
(A3 —p) (A2 =) (A3 — )

De manera analoga, trobariem w4 i ws. No reproduim aquests calculs donat que la

longitud de les seves expressions sén excessivament llargues.
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Per tal de trobar una expressié aproximada de W (P,) fent servir el Lema 5.4.2.
Considerem ara la sella oscil-lant P, = (ag,by) i el canvi de variable u = a — as i
v = b — by, que trasllada P, a l'origen. Considerem també 'aplicacié conjugada amb G:

G(u,v) = G(u+ az,v + by) — (asz, by).

Sigui H, I'aplicacié lineal donada per H(r,s) = L-(r,s)T, on L és la matriu formada
pels vectors propis de DG(P,) tal que

. (A0
L -DG(PQ).L_(O A2>

on A1 i Ay estan donats a la prova de la Proposicié 5.3.2, de tal manera que 'aplicacio
F(r,s)=H "o GoH(r,s) (5.4.4)

té la forma (5.4.2). Obviament, l'aplicacié F és conjugada a G a partir dels canvis
lineals i la translacié indicada anteriorment. Calculant el polinomi de Taylor de grau 5
de l'aplicacié F' i fent servir el Lema 5.4.2, obtenim:

L’expressio de la varietat local inestable W},(0,0) per aplicacid F, descrita a (5.4.4),
és s = w(r) = wor? + war® + wyr* + wsr® + O(r%), on els coeficients w; per 1 < i <5
venen donats per les aproximacions segiients:

we ~ —0.00259107002218996975513519324145,
ws ~ —0.00013220529650666650558465802906,
wy ~ —0.00000889870356674847560384348601,
ws ~ —0.00000069374812274441343473691330.

Aquests coeficients han estat calculats usant aritmetica amb coma flotant amb 60 Digits
a la mantissa, usant Maple v.17.

Observem que podem parametritzar la varietat local inestable W (P) de 'aplicaci6
G, usant I'expressi6 de la funcié s = w(r) i, a partir de
r— H(r,w(r)) + P, (5.4.5)
per 7 ~ 0. Aquesta parametritzacio serveix, per exemple per a obtenir la grafica de
Wi (Py) que es presenta a les Figures 5-7.

Observem, també, que fent anterior translacié a 'origen, el canvi lineal H~!, i fent
servir I'expressié de la varietat local inestable de 1'origen per I'aplicacié F', s = w(r),
obtenim que els punts (a,b) € W _.(P2) es troben sobre la corba:

w(Hy " (a = az,b—by)) — Hy'(a — as,b — by) =0, (5.4.6)
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Amb aquesta equacié, 'aproximacié s = w(r) =~ wyr? + wsr® + wyrt + wsr® i, els

coeficients calculats anteriorment, tenim ’aproximacié de W (P2) donada per la corba

Dy (a,b) = (i w;(Hy ' (a — ag,b— bg))i> — Hy'(a — ay,b—by) =0, (5.4.7)

on

Dy (a,b) =
—4.03813692611580684360338774140003064287122780032151577446352
+0.136835570187356692856292874844616173322714151114562298091713 a
+1.16002518397777258692909748484305827581995202504056071114488 b
+0.00451794391634879027919696421923325477740984236727568450513428 a*
+0.00409685032271073053937942926572911428561886769448101735204584 ba
+0.000928751157465633060586506597514639158495251702775404020843218 b
+0.000314219487598906197388989706556177162012577685241932648849536 a*
+0.0004273991332140954819869614162286353620769806808180935956 74363 ba*
+0.000193781763259417494302458955052914221707109774750592260660870 b*a
+0.0000292867321228425427310154290704202539612572313632211300875158 b?
+0.0000219502028186999938498211237926664466925785277754069994436419 a*
+0.0000398086816332292940854654258496348906329566730805853026618170 ba>
+0.0000270737441437055379946620703014141150271010228032946287117661 b*a>
+0.00000818344800834138722835364347139600550440076494046229497012338 b*a
+9.27589027072144189812333028604017649205494002382005125870684 - 10~7 b*
+9.06487980720727916381704382754171493612871886481350259549486 - 10~7 a®
+0.00000205499760793312566433225722866840842667772990911912618569332 ba*
+0.00000186346217861741329706733536704027614850730489138520903346231 b*a®
+8.44889375474776506488014912868081229417799228337504006896707 - 10~ 7 b3a>
+1.91535429315712367264921861628132278170425017734031896788163 - 10~7 b'a
+1.73683427667860284091305541304113689671706434710305069494374 - 1078 b°.

Calcul del punt homoclinic

Hem observat graficament que, excepte el propi punt P, no hi ha cap interseccié de
Wt (Py) amb la corba Ly, que com hem vist forma part del conjunt estable de P. Aixi
mateix tampoc no hem observat cap interseccié de W% .(P2) amb Ry = {a —b =0} ala
regi6 C. Recordem que els punts (a,b) € R; U C} son tals que G(a,b) € Lo, i per tant
formen part del conjunt estable de P,. Tampoc hem observat punts (a,b) € W (P)
tals que G(a,b) € Ry U Cy, perd si tals que G*(a,b) € Ry U C}. Vegeu la Figura 5.
Imposant Gy (a,b) — Ga(a,b) = 0, obtenim que els punts (a, b) tals que G(a,b) € Ry

satisfan:
Ds(a,b) :=5a+5b+ab+9— (a+b+6) \3/(a+b—i—2)2:0,
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o equivalentment,
Dy(a,b) == (ab+5a+5b+9)° — (a+b+6)°(a+b+2)? =0.

Aix{ doncs, els punts tals que G%(a, b) € R; sén aquells que compleixen que 52(6’ (a,b)) =
0, o equivalentment .
Ds(a,b) := numer(D2(G(a,b))) = 0.

Aquesta corba, ens déna un polinomi de grau 10 en la variable m = (a + b+ 2)%/3 amb
22 termes, el qual ometem per la seva longitud.

Aixi doncs, el punt P que busquem, haura de verificar el sistema format per les dues
condicions {D;(a,b) = 0, D3(a,b) = 0}. Resolent-lo numericament amb el programari
Maple v.17, usant novament aritmetica en coma flotant amb 60 digits, obtenim una
solucié a [—6, —5] x [3.5, 5], donada per P = (py,p2) on :

p1 =~ —5.67750144031789435343891174392876990152177028290023619512062,
po =~ 4.10574868714920935493626045239900450809925741194290963919902.
(5.4.8)
Com hem vist anteriorment, W*_(Ps) es pot parametritzar usant (5.4.5). El punt P,
es correspon a un valor del parametre

r ~ —1.48202152087749433523.

A la figura segiient hi veiem reflectida la posicié de la solucié anterior:

5 10
a

R(ab=0

ab=0

Ds(ab=0

_10_

Figura 5. Components de la corba resolvent L; U Ly en vermell; recta Ry en blau i, la
corba D3(a,b) = 0 en verd. Punt P amb comportament homoclinic, pertanyent a la
varietat local inestable i a D3(a,b) = 0.
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Un calcul ens déna que G(P) = (p1,1,p1,2) on

P11~ —68.6788618765184690558969073346185356000229055463240882141991,
D12 = 7.79415087219783248439278214192477101393736189800549860008618,

i que G*(P) = (p2.1,p22) on

P21~ —3.62618271267761690173946685824088776337009026069317034579721,
P22 ~ —3.62618271267761690173946685824088776337009026069317034579720.

Observem que I'error absolut que es comet quan avaluem G?(P) sobre lexpressié de la
recta Ry 6s |paa — pay| = 107,
Un iterat més, ens déna el punt G3(P) = (p31, ps2) on

p31 >~ —1.54573339270966888396791059138009853896768420271134822145653,
P32 =~ —0.414471284250616130974922296290939858120865584675102319035549,

que es troba sobre la component L, de la corba resolvent. De fet, I’error absolut que es
comet quan avaluem G3(P) sobre I'expressi6 de la corba R(a,b) = 0 definida per (5.2.1),

és |R(ps1,ps2)| = 10778,

R(ab=0

a-b=0

Ds(ab)=0

_10_

Figura 6. Localitzacié dels punts P, G*(P) i G*(P) a W¥.(P»), la corba D3(a,b) = 0
(en verd), la diagonal Ry (en blau) i la corba resolvent (vermell), respectivament. El
punt G(P) queda fora de la imatge.

Tal i com hem vist a la Proposicié 5.4.1, I'orbita de qualsevol punt que estigui

sobre la component Ly de la corba resolvent, acaba convergint al punt de sella P,. En
conseqiiencia, el punt P exhibeix, numericament, un comportament homoclinic.
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Tal i com s’observa les Figures 5 i 6, existeix també un altre punt solucié del sistema
{Di1(a,b) = 0, D3(a,b) = 0}. Resolent-lo numericament obtenim una solucié a [—8, —6] x
[3.5,5] donada per P = (py,ps) on :

p1 >~ —7.32664831286596004531700787733138125161658087249633041273728,
P2 =~ 4.26205920129322448141657538934356322617112224124511704493689.
(5.4.9)
El punt P, es correspon a un valor del parametre

r ~ —3.14702449177907104545.

Hem preferit mostrar P, i no P, com a possible punt homoclinic, donat que el seu
valor del parametre és més proper a zero, i creiem que aixo dona una major evidencia
que P pugui pertanyer a la varietat local inestable de Py, W} (P2).

Calcul dels punts a W .(P) NF

Seguidament, trobem un punt que es troba sobre de la varietat inestable W% (P,) tal
que la seva orbita cau al conjunt de no-definicié F. Primerament trobem un punt que
verifica

{Di(a,b) =0,a+b+2 =0},
resolent les equacions amb Maple, obtenint el punt @ = (q1, ¢2):

¢1 =~ —6.15163017029193114270539883292276699558057876233980350720282,
qo ~ 4.15163017029193114270539883292276699558057876233980350720282.
(5.4.10)
En la parametritzaci6 (5.4.5), aquest punt correspon a un valor del parametre

r = —1.96025815386161687597.

Per tal de trobar un punt amb un valor menor del parametre, i que per tant, tinguem
una major evidencia que correspon a l’aproximacié d’un punt sobre W} (P,), buscarem
el punt _; tal que G(Q_1) = Q. Els punts (a,b) tals que G(a,b) € I, verifiquen

Dy(a,b) :==5a+5b+ab+9+ (a+b+6)\/(a+b+2)°+2/(a+b+2)"=0.

Aixi doncs, el punt que busquem sera solucié del sistema
{D:(a,b) =0, Dy(a,b) =0} .
Novament, resolent numericament el sistema amb el programari Maple v.17, trobem la
solucié Q1 := (¢-1,1,q-1,2):

g—11 ~ —4.439317339519273067139149761467615508107500485794 78327758904,
g—12 =~ 3.98185284365899589972467095578564600569428848801825836848384.

(5.4.11)
La posicio d’aquests punts esta reflectida a la Figura 7.
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10 7

R(a,b)=0
D4ab=0 =51
atb+2=0

_10_

Figura 7. Localitzacié dels punts Q i Q—; a W (P) N F, la corba
Dy4(a,b) =0 (en verd), la recta de no-definicié a + b+ 2 = 0 (en blau)
i la corba resolvent (vermell), respectivament.

El punt )_; correspon a un valor del parametre

r ~ —0.23505956788542861108.

Un calcul ens mostra que l'error relatiu

HG(Q||_¢12)||_ QI 100 ~ 5.249 - 1075%,

per la qual cosa, pensem que ()_; és efectivament una bona aproximacié d'una preimatge

per G del punt Q).

Observem que els parametres dels punts ), P, i (J_; estan intercalats, la qual cosa
implica que la seva posicié també esta intercalada a Wi (P,). Una demostracié analitica
de l'existencia d’aquests punts demostraria que arbitrariament a prop de P, hi ha punts

homoclinics i punts del conjunt de no-definici6é F.
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Apendixs

6.A Zeros de families de polinomis en un parametre

El Lema 3.4.9, s’obté com a combinacié dels dos resultats segiients, desenvolupats a
[44] 1 [45], que permeten determinar el nombre d’arrels d’un polinomi que depen d’un
parametre.

Sigui Gp(x) una familia de polinomis en un parametre. Denotem de la manera usual
A, (P) al discriminant del polinomi P(z) = a,x" + - - + a1x + aop, és a dir,

AL(P) = (1) L Res(P(x), P'(2): 2),

a’n
on Res(P(z), P'(x); ) és la resultant de P i de P'.
Lema A. [44] Sigui
Go(7) = gn(b)2" + g1 (b)2" " + - + gu(b)x + go (D) ,

una familia de polinomis reals depenent a la seva vegada polinomicament d’un parametre
real b 1, sigui 2 = R. Suposem que existeix un interval obert I C R tal que:

(1) Ezisteix un by € I, de manera que Gy,(x) >0 a Q.
(ii) Per totbe I, A,(Gp) #0.

(i1i) Per totbe I, g,(b)# 0.
Aleshores per tot b e I, Gy(x) >0 a .

Més encara, si Q@ =, = (c(b),00) per alguna aplicacid diferenciable ¢(b), el resultat
es verifica canviant 0 per aquest conjunt nou €y, sempre i quan hi afegim la segient
hipotesi addicional
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(iv) Per totb e I, Gy(c(b)) # 0.

Lema B. [45] Sigui
Gy(x) = gu(0)2" + g1 (D)2 + -+ g1 (D)7 + go(b) ,

una familia de polinomis reals depenent continuament d’un parametre real b i, sigui
Ay = (¢(b),d(b)) on c(b) i d(b) son aplicacions continues. Suposem que existeix un
interval I C R tal que:

(i) Existeix un by € I, de manera que Gy, té exactament r zeros simples a Ay, .
(ii) Per totbe I, Gy(c(b))- Gyp(d(D)) # 0.
(111) Per totbe I, A (Gy) #0.

Aleshores per tot b € I, Gy(x) té exactament r zeros a Ay i tots ells son simples.
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6.B Resultats generals de combinatoria

En aquest apartat recollim els lemes que hem necessitat a la demostracié del Teorema
4.4.5. Concretament, son els Lemes D i F, els quals ens han estat utils per simplificar el
denominador de (4.4.4) i obtenir aixi una expressié clara del terme de grau maxim per
a la seva posterior normalitzacio.

Els altres dos lemes que s’hi veuen recollits, sén previs i necessaris per la demostracio
dels que ens interessen.

Lema C. Siguin k, N enters positius amb k < N. Aleshores:

2N+ 1\ (N —j ON — k\ ns
) . = ANk,
A 29 k k
Jj=0
k

Demostracio. Multipliquem la part esquerra de la férmula del lema per z% i sumem

sobre k per tal d’obtenir:
NN](2N+1><N—j)k
g p )T

iN: (QN + 1> ( ) »Y

J

.

N—

(2

i <2N - 1) e

Jj=0

I
\MZ

<
Il
o

En aquest ultim pas, ens fixem que al desenvolupar el sumatori, només ens apareixen
els termes parells, per tant, tot sembla indicar que aquest resultat s’obté restant dues
poteéncies identiques de binomis de diferent signe (de manera similar a com hem vist en
la demostracié del Teorema 4.4.5). De fet, comprovem que:

2 (2N ; 1) (o4 V= WHVEZFDP (A -V PV

2V +1

Ara bé, usant el resultat segiient (veure [91, pag.54]):

1 1—VI—4dy\i = [2k+1i
1—4y< 2y )ZZ( k )yk’

k=0
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i tenint en compte que x = —4y i ¢ = 2N + 1, si 'apliquem a la segona part del

numerador de 'expressié (6.B.1), obtenim:

i<2k+ 2N + 1> (—x)k 1 <1 -1 —i—x)2N+1 1 <1 -1 +x)2N+1
k 4 Vitr\ 2(5) Vitw 5=

k=0

(_2)2N+1(1 \/1—|——$)2N+1 B (_1)22N+2(1 _ \/1+—I)2N+1
12N+1 \/1—1——98 o 2p2N+1 \/1—1‘—55' )

(1 — 1+ )N+ i 2k+2N+1 ( )kxwﬂ(_l) 1
241+ — 4 92N+2

Per tant:

8

1

. 2k + 2N +1
Z 22N+222k

(_1)k+1x2N+k+1

k=

[e=]

=0

)
(Qk + 2N + 1) (= 1)+ 2N HRH1 Q2N k1)) -1
)

Z 2k + 2N + (= 1R Ly 2N Ry = (NHb+D),

k=

[e=]

Aixi doncs,

(1 — V14 z)2V 2N + Qk +1 (—1)kHg 2N +hH = (N+h+1), (6.B.2)
2v1+x
De la mateixa manera, phquem a la primera part del numerador de ’expressié

(6.B.1), tenint en compte que v = —4y ii = —2N — 1:

s — — —x\k — 1+ —2N-1
(" 1)(7) =m0

k=0 4

B 1 (1 — \/H—x>—2N—1 B 1 ( 5t >2N+1
T Vitaz\  FE T Vita\l-Itw

1 <—x(1 + \/H——x)>2N+1 1 (4 VT 2)2V+
= ary) v e
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Per tant:

/1 L \2N+1 & _ _
2V1+«x s

= /2k —2N —1 = /2k —2N —1
= 1)y N-k kb _1)kaN—k K
0( k )( ) Z(k—ZN—l)( e

k= k=0

_ Z (28 + 2N + 1) (_1)s+14—(N+1+s)m2N+1+5.
s=—2N-1 5

Aixi doncs,

(14 V14 z)*VH! i (2N + 2k + 1) (_1)k+14*(N+1+k)x2N+l+k (6.B.3)
2vl+a k=—2N—-1

Per tant, usant (6.B.2) i (6.B.3) a (6.B.1), obtenim:

(1+\/1+—$>2N+1 (1—\/1—1——56)2N+1 (1+\/1+—x)2N+1_<1_\/1_’_—x)2N+1

2V1+x 2/ 14z 21+
_ Z (2]\7 —i—:k + 1) (_1)k+14—(N+1+k)x2N+1+k;
k=—2N-1

<2N + 2k + 1) (— 1)+ 2Nk 4= (N 1)
k
0

k=
-1

_ Z (2]\7 + 2k + 1) (_1)k+1x2N+k+14—(N+k+1)
k=—2N-1 k

_ 2ZN: (—(2]\7 +1- 28)) (—1)2N+sgsg—(s)

S
s=0
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( (2N + 1— 2k)) (1) kg

WMZ

NE

G (G

B
Il
o

(_D%(sz— k;)4N_k, " i (2N k)4N bk

k=0

NE

£
Il

0

Finalment doncs, hem aconseguit:

N N—k . N
ZZ 2N +1\ /N — Z 2N —
k=0 j=0 k=0

k

Si obviem el primer sumatori sobre k i dividim per ¥ a ambdds costats, acabem demos-

trant el lema que ens ocupava:
NZ’“ <2N+ 1) (N —j) B (QN - k)4N_k
= 27 k k

Lema D. Sigui N € N. Aleshores:

N N .
2N +1 N N—i N+J\ i an_j
§ 1 ]:E: 49 52(N=j)

J=0

Demostracio. Per demostrar el resultat comprovarem que els coeficients d’un terme
qualsevol de la dreta coincideixen amb els de I’esquerra. Concretament, anem a buscar el
coeficient de 2%* per k < N de la part esquerra de la férmula del lema, que desenvolupat
té 'aspecte segiient:

zN: (QNZJ+ 1) (1+=57 = <2N0+ 1) (142" + <2N; 1) (1+ %)V

=0
2N +1

1 )0

+ +< oN )( + 27)
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Fixem-nos que com k < N, després de desenvolupar-ho tot pel Binomi de Newton, ens
apareixera un exponent k£ en tots els sumands, donat que:

N—j .
2Nj_zj N =7\
(1+Z) - S z )
s=0

de fet, sempre hi haurd algun terme amb z?*, per tant el coeficient de 2%* del costat
esquerra de la formula del lema tindra 1’aspecte seglient:

g (21\/ + 1) (N - j) B (2N - k)4Nk
= 2j k k
on hem aplicat el Lema C en la darrera igualtat.

De manera analoga, anem a estudiar el coeficient de z2* del costat dret del la férmula
del lema. Si volem aquest coeficient, és necessari que N —j = k, per tant que j = N — k.
Aixi dongcs, el coeficient seria:

2(N — k) 2N — 2k k ‘
Com el coeficient de 2?* coincideix a ambdds costats i, ho hem demostrat per un k < N
qualsevol, voldra dir que per tot £ < N es verifica:

N N )
2N +1 NN N+3\ i onei
E' 1 J_E: 49 52(N=j)
( 27 >( Z) (2j &

J=0 Jj=0

Lema E. Siguin k, N € N amb k < N. Aleshores:

z’“: 2N\ (N —j\ 2% 'N (k+ N -1

: 2] J\N—-k) &k N—-k )

7=0

Aquest resultat es podria demostrar de manera similar al Lema C, per la qual cosa

no repetirem el procés. O bé, es podria fer usant un metode alternatiu, tal i com es pot
consultar a [17, pag.18].

Lema F. Siguin p € N, dy,dy, -+ ,d, parametres i, definim d,; = 1.

Aleshores:
2 2 .
de+1 kZQkZ ( - k) + 2P =
p+1
, — 1 + 21— 2
(L) ol z e ()]

J
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Demostracio. Per demostrar aquest resultat usarem la mateixa tecnica que hem vist en
el Lema D, és a dir comprovarem com son els coeficients del polinomi a ambdds costats
de la igualtat que volem provar. Primerament, estudiem el coeficient de 2% de la dreta,

per 0 < i < p—1 (que es trobara en el segon sumand). Concretament, el coeficient de
2?7~ ye donat per:

p+1— . .
i j+z—1 J+2i—2
02 1(§ ( i djﬂ»), (6.B.4)

on considerant el canvi de variable 2p — 2¢ = 2k ens doéna:

k+1

tp—k—1(j+2p—k—1)
6.B.4) = 22r—h)- ]—( , A 6.B.5
Prenent j = r + k — p, arribem a:
p+1
o —1(r—k+p—2
6.B.5) — 22(—h)-1 ! ( )dr
( ) r:%kp_k r+k—p-—1
+1 .
_ 92(p—i)-1 pz r—1(r4+p—1—2 d
7:Hp_ip—i r—p+i—1)"

92(p—i)-1  PFL _i_9
A - (r_1>(7”+p ? 1)dr.
P=t reptie

En canvi quan i = p, el coeficient de 2?? = 2% ens déna el primer terme, el primer
sumand, és a dir,

p+1 p
ddi=di+-tdp=di+td+1=1+) d;.
T j=1

Anem ara a estudiar el coeficient 2% de I’esquerra, per fer-ho estudiem com actua la
funcié per valors petis de la p, per exemple comencem amb p = 1:

Z dy_p 2" ZO (2 - 2k> )k = d2((§) (14 2%) + @) (1+ z2)0> + dy 2

= <d2 (g) + dy (3)) + <d2 (5) + d1>22
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Per p = 2, de manera analoga:

Zd3 w22k 2; < N 2k> 14 2%)27h0 = d3(<3) (1+22)2+ <;l> (1+22)+ (i) (1+ 22)0)

4 d2z2<(§) (1422 + @ (1+2)0) + d1z4<<8> 1+ ),

Veient aquests dos casos, hom pot observar que el coeficient maxim 2?7, el trobem
sumant els coeficients de grau maxim que resulten de desenvolupar els respectius binomis
de Newton que trobem en primer lloc. Concretament quan k € {0,1,2,--- ,p} prenem
el coeficient de grau maxim del desenvolupament del cas j = 0.

Per tant, el coeficient de 2? de la banda esquerra ens déna:

P -1 p—2 0
(M) + (07} (P 5) v ()

p
=dpr +dp+dpy++di =1+ d;.

Aix{ doncs, tenim que quan i = p, els coeficients de 2% d’ambddés costats coincideixen.
Altrament, per als valors de la i tals que 0 < ¢ < p — 1, hi intervenen coeficients de
tots els sumands (excepte evidentment de 1'iltim, que és el cas anteriorment estudiat).
Observem que l'expressié de I'esquerra de la férmula del lema, es pot desenvolupar com:

2p — 2k .
SIS IO IREes

p
=Y kz(Qp‘2k)
k=0 j=0

—k—
(p J) L2(r+k)
0 r

Si volem doncs el coeficient de 2% = z per un k fixat, caldra que r + k =1, i
aixi (p —k — j) + k = 4, o sigui que p — j = 4. Per tant, el coeficient de 2% vindra donat

r=

2(r+k)
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per:

2p—2k\ (p—k — 2p—2k p—k—3j

Y [ S G !
Jj=0 7=0

on el sumatori arriba fins a p — i, doncs no n’intervenen de tots els sumands, atés que
cada cop se'n va reduint el nombre. Altrament, quan busquem el coeficient de z%, no
estem sumant per tots els dj, siné que el més gran és dp.; i el més petit d,iq_;. Aixo
ens mostra doncs, que el coeficient que estem buscant és:

S SRY Bl oy AP

r=p+1—1t 7=0
(6.B.6)
On aplicant el Lema E a lexpressié (6.B.6), i tenint en compte que k = p —i i
N =r — 1, ens acaba donant:

% i - 1(r—l) p—itr—2) 22 gi eI,
—q r—1—-p+i) ' r—p4+i—1)"

—1
r=p+1—1t p r=p+1—i

Per tant, veiem que coincideix amb el coeficient trobat pel costat dret.
Aixi doncs, com tenim coincidencia dels coeficients en ambdds costats, podem con-
cloure la demostracié de la igualtat de la férmula que ens ocupava. |

214



Capitol 6. Apendixs

6.C El Teorema de Poincaré-Miranda

El Teorema de Poincaré-Miranda, és una extensio a R™ del Teorema de Bolzano per
funcions continues en una dimensio, d’aqui que també sigui conegut com el Teorema de
Bolzano n-dimensional. El resultat va ser enunciat per H. Poincaré el 1883 i el 1884
([78, 79]) i demostrat el 1886 ([80]). El 1940, C. Miranda ([67]) el va re-obtenir com
a formulacié equivalent del Teorema del punt fix de Brouwer. Les demostracions més
recents del teorema, que coneixem, es presenten a [58] i [90].

En aquest apendix demostrarem amb detall la versié a R?, tot repassant abans part
de la teoria del grau topologic de Brouwer (veure [20] i [24] per més detalls), també
reproduirem una adaptacié de la demostracié més senzilla que hem trobat per la versié
a R™ donada per M. Vrahatis a [90].

6.C.1 Preliminars a R

El conegut Teorema de Bolzano ens diu:

Teorema G. Sigui f : [a,b] — R una funcidé continua tal que f(a)- f(b) < 0, aleshores
existeir algun element ¢ € (a,b) que satisfa f(c) = 0.

Si considerem el grau d’una aplicacié f : [a,b] — R continua tal que f(x) # 0 si
r=aix=>, definit com

+1 si f(a) <0< f(b)

deg(f,(a,b)) =< —1 si f(b) <0< f(a) (6.C.1)
0 altrament

Aleshores podem reformular el Teorema de Bolzano tal i com segueix: Sigui f :
[a,b] — R wuna funcié continua tal que deg(f,(a,b)) # 0, aleshores existeix algun
element ¢ € (a,b) que satisfa f(c) = 0.

Observacid 1. Aquesta és la idea que volem traslladar a ’espai bidimensional, és a dir,
enunciarem el Teorema de Poincaré-Miranda, fent 1is del grau d’una aplicacié a R* (el
qual definim a lapartat segiient).

Altrament, cal tenir en compte que si f € C'a,b] amb f(a) - f(b) # 0, i tots els
zeros de f son simples (és a dir, no anul-len la derivada), aleshores f té un nombre finit
de zeros z1, g, . .., x,. Aixo és degut al fet que [a, b] és compacte i els zeros sén aillats.
Aixi doncs, podem definir

deg(f, (a,0)) = Zsign(f’(%))- (6.C.2)

Observacié 2. Si la funcio f no s’anul-la, entendrem llavors que la suma anterior val
zero.
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6.C.2 Grau topologic a R?

El grau topologic és I’eina més 1itil i potent per provar I'existencia de zeros d'una funcié
definida en un espai de dimensié finita més gran que 1. Des del punt de vista de la
topologia, el grau topologic és un comptador algebraic del nombre de solucions de 1'e-
quaci6 f(x) = 0, i per tal que sigui util en les aplicacions, el grau d'una funcié ha de ser
invariant respecte petites pertorbacions (veure [24]). La clau consisteix a afegir a cada
zero de la funcié f un signe positiu o negatiu (veure (6.C.1)), obtenint aixi un nom-
bre enter per al grau (per aixo diem que és un comptador algebraic del nombre de zeros).

Abans de definir I'index d’una corba, necessari per entendre la nocié de grau, recor-
dem un parell de propietats relatives a les corbes que diuen aixi:

(1) Sigui « : [a,b] — R? — {0} funcié continua. Aleshores, existeix una funcié
continua 0 : [a,b] — R tal que

a(t) =r(t)(cosd(t),sinb(t)), tE€ la,b

on r(t) = ||a(t)|| (amb la norma euclidiana), i tal que 6(t) és unica Illevat de mul-
tiplicitats tals com 6(t) = 0(t + 2kw)  per tot k € Z.

(2) Suposem que o, : [a,b] — R? — {0} és una familia de funcions continues que
convergeixen uniformement a la funcié « : [a,b] — R* —{0}. Silim,,, o 0,(a) =
(a), aleshores 0,, convergeix uniformement a 6.

Definicié 1. Donada una funcié « : [a,b] — R? — {0} continua, definim I'index de
rotacié de la corba a(t) al voltant de l’origen com

0(b) —0(a)
27 ’

Observacié 3. Si la corba és tancada, és a dir a(a) = a(b), aleshores l'index de rotacid
és un nombre enter. Si el resultat és +k ens esta dient que la corba dona k voltes al
voltant de l’origen en el sentit de les agulles del rellotge, mentre que si el resultat és —k,
voldra dir que dona k wvoltes en sentit antihorari.

Definicié 2. Sigui Q) un domini de Jordan a R?> amb ' com a corba de Jordan. Suposem
que « : [0,1] — R? és una parametritzacid positiva de T tal que a(0) = a(1), a0,
és bijectiva i a([0,1]) = T'. Aleshores donada la funcié f : Q — R? continua tal que
f(x) #0  pertotx € 02 =T, es defineix deg(f,2) com I'index de rotacié de f o« al
voltant de [’origen.
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Observacié 4. Una corba de Jordan I' és una corba tancada simple de R?. Aleshores
R2? — T té dues components connexes, una fitada i laltre no, que tenen I' com a frontera
comuna. Anomenarem domini de Jordan tot conjunt obert, connex i fitat del pla que té
per frontera una corba de Jordan.

Exemple 1. Considerem Q = {(z,y) € R? : 2*> + y* < 1} el disc unitat tancat i, la
seva frontera O =T, el cercle unitat. Sigui a(t) = e*™ la parametritzacid positiva de
[ satisfent totes les propietats anteriors, i la funcio f(z) = 2™ per n € N. Aleshores es
comprova que f(a(t)) = > i per tant (deg)(f,Q) = n.

Observacié 5. La propietat de continuitat uniforme anteriorment enunciada, ens asse-
gura també la continuitat del grau. Es a dir, donades fo:Q—R>2if:Q — R
funcions continues amb f,(x) # 0 i f(x) # 0, per tot x € I tals que f, convergeix
uniformement a f a OS2, aleshores

deg(fn, Q) convergeiz uniformement a deg(f,<).

Hi ha moltes maneres d’introduir la nocié del grau a R™ (n = 2, en el nostre cas). Es
pot fer usant tecniques de topologia algebraica, tal i com acabem de veure, fent servir
grups d’homologia o, seguint un enfocament més analitic. Tot i aixi, no té importancia
la manera que escollim, donat que tal i com ens indica el seglient teorema ([37, Teorema
1.1 i Teorema 3.1]) només existeix una dnica aplicacié que verifica les tres propietats
indicades, les quals ens permeten definir el grau axiomaticament.

Teorema H. Sigui ¥ = {(f,Q) : Q C R" un domini de Jordan, f : Q — R™ continua
i0¢ f(OQ)}. Existeiz una unica aplicacid deg : ¥ — Z anomenada grau de Brouwer,
que satisfa les segiients propietats:

(a) Propietat de normalitzacié. Si0 € 2 aleshores deg(1d, ) = 1.

(b) Propietat additiva. Si Qy i Qy son subconjunts oberts disjunts de Qi 0 ¢ f(Q\
(2 UQy)), aleshores deg(f, Q) = deg(f, 1) + deg(f, Q).

(c) Invariant per homotopies. Si b : [0,1] x Q@ — R™ és continua i 0 ¢ h(t,08) per
tot t € [0, 1], aleshores deg(h(t,-),§2) és independent del valor de t.
Observacié 6. La primera propietat fixa el valor del grau de [’aplicacio Identitat. La
segona, ens serveir per demostrar la multiplicitat © localitzacio de les solucions de [’e-
quacié f(x) = 0. Finalment, la tercera propietat implica que si f i g son aplicacions
homotopes (és a dir, existeir una funcid b : [0,1] x Q@ — R™ continua tal que h(0,-) = f
i h(1,) =g) i a més a més, cap zero travessa la frontera durant I’homotopia, és a dir

h(t,x) # 0 per tot t € [0,1] i x € 09,

aleshores deg(f, ) = deg(g, Q). Aquesta és sens dubte, una de les propietats del grau
que més es fa seruvir.
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Proposicié I (Vegeu [37], per exemple). Sigui Q un domini de Jordan. L’aplicacid grau
de Brouwer deg : X — 7Z també satisfa les segiients propietats:

(a) Propietat d’existencia. Si deg(f,$2) # 0 aleshores existeix x € Q tal que f(x) = 0.

(b) Propietat de dependencia dels valors a la frontera. Si f(z) = g(x) per tot x € 02
aleshores deg(f,$2) = deg(g, ).

(c) Propietat d’escissié. Si 2y C Q és un obert i 0 ¢ f(Q\ Q1) aleshores
deg(f,2) = deg(f, ().

(d) Propietat del grau de les aplicacions lineals invertibles. Si A : R™ — R™ és
lineal amb det(A) # 0 i 0 € Q aleshores

deg(A, Q) = sign(det(A)).

Observacié 7. Com ja hem comentat abans, la propietat d’existéncia és la que ens
donara més joc, doncs ens garanteix [’existéncia de solucio pel sistema d’equacions

f(x)=0.

6.C.3 Grau topologic de Brouwer, o grau topologic a R"

En aquesta seccié, estendrem la nocié del grau exposada abans, a situacions més gene-
rals. Més concretament, considerarem f una funcié continua de n variables independents
i n components i, els intervals o dominis de Jordan els substituirem per qualsevol sub-
conjunt obert i acotat de R™. La definicié del concepte a R", la farem en diversos
PAassos.

Primerament, denotem per o al conjunt format per les tripletes (f,2,y) tals que Q
és un conjunt obert acotat de R™ (on n és fix), f : © — R"™ és continua iy € R™\ f(09).

Primer pas. Sigui (f,Q,y) € ¥ tal que f € C1(Q). Sigui
Af:{XEQZf(X):y} i Bf:{XEQZJf(X>:O},

on J¢(x) = detD f(x) és el Jacobia de 'aplicacié f a x, suposarem en aquest primer pas
que Ay N By = (. Aleshores Ay és un conjunt finit (atés que Ay és un compacte amb
tots els seus punts aillats), la qual cosa ens permet definir

deg(f7 Q, y) = EXEAfSigan(X)'
On entenem que si Ay = (), aleshores deg(f,2,y) = 0 per definicié.

Segon pas. Aqui eliminarem la hipotesis AyNBy = (). Arabé, caldra que (f,Q,y) € &
verifiqui també que f € C1(Q). Per a fer-ho, usarem el Teorema de Sard [66, §5], el
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qual ens afirma que donada f : U — RP una aplicacio diferenciable, amb U un obert
de R™ 1, essent C' el conjunt dels punts critics, és a dir, el conjunt de tots els x € U
amb rang (D f(x)) < p, aleshores, f(C) C RP té mesura de Lebesgue igual a zero. Usant
aquest resultat, tenim que f(By) té mesura zero i per tant el seu interior és buit, la qual
cosa ens garanteix encara que y no sigui un punt regular, dins la bola oberta a R™ de
centre y i radi r, Brn(y;7), on r = dist(y, f(092)), existeix almenys un element z tal
que (f, €, z) verifica les hipotesis del primer pas. Es prova llavors, que deg(f, €, z) és
independent de I’element z escollit i, es defineix deg(f,2,y) := deg(f, 2, z).

Tercer pas. En aquest pas, eliminarem la hipotesi sobre la regularitat de ’aplicacio f.
Per a fer-ho, agafarem (f,Q,y) € ¥ ir = dist(y, f(02)). El Teorema d’aproximacio de
Weierstrass ens garanteix I'existéncia d’'una aplicacié g € C1(Q) tal que | f(x) — g(x)| <
r, per tot x € Q, on |- | indica la norma euclidiana a R™. Pot provar-se aleshores
que deg(g,€,y) és independent de la funcié g escollida satisfent I’anterior condicié i, es
defineix deg(f, 2, y) := deg(g,Q,y).

Les consideracions donades en els tres passos anteriors, ens permeten enunciar resul-
tats similars als donats al Teorema H i a la Proposicié I, donats a R2.

Teorema J. Fristeix una unica aplicacio deg : X — Z satisfent les propietats sequents:

(a) Propietat de normalitzacid.

deg(Id, Q,y) =1, siy € Q.

(b) P ropietat additiva. Si (2 i Qa sén dos subconjunts oberts i disjunts de ) tals que
y & f(Q\ (2 UQy)), aleshores

deg(f,Q,y) = deg(f, Q,y) + deg(f,Qs,y).

(¢) Invariant per homotopies. Sih : [0,1]xQ — R", y : [0,1] — R", sdn aplicacions
continues tals que y(t) ¢ h(t,00), per tot t € [0,1], aleshores deg(h(t,-),2,y(t))
és independent del t € [0,1] escollit.

(d) Propietat d’existencia. Si deg(f,Q,y) # 0, aleshores l'equacio f(x) =y té al-
menys una solucio a 2.

A Taplicaci6 deg( f, €2, y) enunciada al teorema, se ’anomena grau topologic de Brower
de f, relatiu a € 7 a 'y, ila podriem arribar a entendre com una funcié indicadora del
nombre de solucions de l'equacié f(x) =y a Q.

Observacié 8. La propietat (a) fiza el valor del grau per Uaplicacio Identitat. La propi-
etat (b) expressa el fet de que per calcular el grau deg(f, ), y) es pot prescindir d’aquelles
parts del domini on es té constancia que l’equacid f(x) =y no té solucid. La propietat
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(c) en canvi, expressa la igualtat de graus a Q per aplicacions homotopiques continues
h(0,-) @ h(1,-), relatives a y(0) i a y(1) respectivament, sempre que la familia d’equa-
cions h(t,x) = y(t), pert € [0,1], no tingui solucid a 9. Finalment, la propietat (d)
ens diu que una condicid suficient per a l'existéncia de solucions per l’equacid f(x) =y
a §2, és que el grau deg(f,Q,y) no sigui zero.

6.C.4 Teorema de Poincaré-Miranda.

El teorema que enunciem en aquest apartat, és valid per a funcions f continues definides
en rectangles prenent valors a R?. Afirma que si cada component f; de f, pren valors
de signe oposat en els i-éssims costats oposats, aleshores 'equacié f(z,y) = (0,0) té
solucio a l'interior del rectangle. Per tant, aquest teorema, conegut com a Teorema de
Poincaré-Miranda, es pot considerar com una generalitzacié del Teorema de Bolzano en
diverses variables:

Teorema K. Sigui Q = (a,b) x (¢,d) i f = (f1, f2) : @ — R? una funcié continua tal
que

fila,y) <0< fi(by) pertoty € [c,d],

fa(z,¢) <0< fa(x,d) per tot x € [a,b)].
Aleshores equacio f(x,y) = (0,0) té almenys una solucid a (a,b) x (c,d).
Observacié 9. Si ens fixem en la condicio donada al Teorema K, podem pensar que
aquesta expressa una propietat global sobre el comportament de la funcio f a la frontera
de [a,b] X [¢,d]. De fet, fitem-nos que ens passava el mateiz amb el Teorema de Bolzano

per f : [a,b] — R continua, on la condicio sign(f(b)) — sign(f(a)) # 0 ens permetia
afirmar que ’equacio f(x) = 0 tenia solucio a l'interval (a,b).

La demostracié que presentem és essencialment la que apareix a [90], tot i que també
es pot consultar [74].

Demostracio del Teorema K. Per demostrar el Teorema K veurem que existeix una certa
homotopia continua entre I'aplicacié f i I’aplicacié Identitat, Id.

De la mateixa manera que al Teorema de Bolzano no era restrictiu suposar que a < 0 < b
i f(a) <0< f(b), al Teorema de Poincaré-Miranda suposarem, a més de les condicions
donades a I’enunciat

fila,y) <0< fi(b,y) per tot y € [c,d],

fa(z,c) <0< fo(x,d) per tot x € [a,b],

que també es compleix a <0< bic<0<d.
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Considerem doncs 2 = (a,b) X (¢, d) i definim I'aplicacié
H:[0,1] xQ—R*® H(t,x)=tx+ (1 -1t)f(x).
Usant totes les condicions enunciades anteriorment, es dedueix que
H(t,x) # 0, per tot ¢t € [0, 1], per tot x € 09

i a més a més, es verifica que

Tenim doncs una homotopia entre la funcié f i 'aplicacié Identitat, que no permet
que cap zero de H(t,x) = 0, per t € (0, 1), travessi la frontera de 2. Aixi doncs, per
la propietat de la invariancia del grau per homotopies i la propietat de normalitzacid
(donades al Teorema H) tenim que deg(f,2) = deg(Id,©2) = 1 # 0. Finalment doncs,
per la propietat d’existéncia del grau (donada a la Proposici 1), existeix x € € tal que
f(x) =0, és a dir, la funcié f té almenys un zero a l'interior de €. [

El segiient exemple és una adaptacié dels que es presenten a [20] i [83].

Exemple 6.C.1. Sigui Q = (—5,5) x (=5,5), un domini de Jordan i, f = (fi, f2) :
Q) — R? una funcié continua donada per les expressions segiients:

fi(z,y) = 2* - cosh(x) + sin(z?® + y?),
fa(x,y) = sinh(y) + cos(a? + y*).

Fixem-nos que es verifiquen les segiients desigualtats:

f1(=5,y) = —125 cosh(—5) + sin(y* + 25) < —125cosh(—5) + 1 < 0,
f1(5,y) = 125 cosh(5) + sin(y® + 25) > 125 cosh(5) — 1 > 0,

per tant, tenim que fi1(—5,y) <0 < f1(5,y) per tot y € [—5,5].
Analogament, es compleix:
fo(z, —5) = sinh(—5) + cos(y* + 25) < sinh(—5) +1 < 0,
f2(x,5) = sinh(5) + cos(y® + 25) > sinh(5) — 1 > 0,

és a dir, fo(zx,—5) < 0 < fo(x,5) per tot © € [—5,5]. Aixi doncs, el Teorema de
Poincaré-Miranda ens assegura que f(z,y) = (0,0) té almenys una solucié a .

A continuacié adaptem la demostracié de la versié n-dimensional del teorema que

es presenta a [90]. La demostracié fa servir la generalitzacié del concepte de grau per
aplicacions continues a R™ i de la Propietat d’existencia assenyalada al Teorema J.
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Teorema 6.C.2. Sigui 2 = {x = (z1,...,2,) € R" tal que |x;[ < L, per 1 <i < n} i

suposem que l'aplicacié F = (fi, fo, -y fn) + Q = R™ és continua a la clausura de €2,
Q). Suposem que F(x) # 0 per tot x € I i que

(i) filzy, o wioa, —Lyxig, . 2,) <0 per 1 <i<mn.
(”) fi(xlw"axi—laLami-‘rl)"'awn) Z 0 per 1 S [ S n.

Aleshores ezisteiz x € ) tal que F'(x) =0

Demostracié. La demostracié seguira la mateixa linia que la donada a R2, tot cons-
truint una homotopia continua entre I'aplicacié F i la Identitat, Id. Considerem, doncs,
I’homotopia H : Q x [0,1] C R*™! — R", definida per

H(x,t) =tx+ (1 —t)F(x).

Demostrarem que H(x,t) # 0, per tot x € 9Q it € [0,1] (primerament ho farem per
t = 01ipert=11idesprés per I'interior de I'interval): observem que H(x,0) = F(x) # 0
per tot x € 00, i que H(x,1) = x # 0, ja que 0 ¢ 09. Observem, també, que
H(x,t) # 0 per tot x € 9Q it € (0,1), o equivalentment:

t(1—t)"'x+ F(x)#0 pertot x€ 90 it € (0,1). (6.C.3)

En efecte, a partir de les hipotesis, tenim que per 1 < i < n i per x € 0f), almenys
existeix un ¢ tal que z; f;(x) > 0. Tenint en compte que si t € (0,1) aleshores
t-(1—1¢)"' > 0 obtenim (6.C.3).

Tenim, doncs, definida una homotopia entre la funcié F'i la Identitat, que no permet
que cap zero de H(t,x) = 0, per t € (0,1), travessi la frontera de Q. Aixi doncs, per
les propietats de la invariancia del grau per homotopies i la propietat de normalitzacio,
donades al Teorema J, obtenim que

deg(F,Q,0) = deg(H(+,0),9Q,0) = deg(H(+,1),9,0) = deg(Id, 2,0) = 1.

Aquest resultat, conjuntament amb la propietat d’existencia donada al mateix Teorema
J, ens afirma que existeix almenys un x € 09 tal que F(x) = 0, tal i com voliem
veure. |
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6.D Bases de Grobner.

Una base de Grobner és un cas particular de conjunt generador d’un ideal en un anell
de polinomis sobre un cos K[z1,xa,...,z,] (consultar [4, 89]). El fet de disposar d’una
base de Grobner permet deduir facilment moltes propietats importants de I'ideal i de la
varietat algebraica associada, com la dimensié i el nombre de zeros quan és finita.

El concepte de les bases de Grobner va ser introduit per Bruno Buchberger (1965)
a la seva tesi doctoral, juntament amb un algoritme per calcular-les, conegut amb el
nom d’algoritme de Buchberger. Les bases de Grobner reben aquest nom pel matematic
austriac Wolfang Grobner, tutor de Buchberger i, el seu calcul és una de les eines prin-
cipals per a la resolucié de sistemes d’equacions polinomiques.

Qualsevol conjunt de polinomis es pot transformar en una base de Grobner. Aquest
procés generalitza tres tecniques molt conegudes: [’eliminacio Gaussiana per resoldre
sistemes d’equacions lineals, [’algoritme d’Fuclides per trobar el maxim comu divisor de
dos polinomis en una variable i, [’algoritme del Simpler usat en problemes de progra-
macio lineal.

6.D.1 Preliminars

La teoria de les bases de Grobner es desenvolupa al voltant del concepte dels ideals
generats per conjunts finits de polinomis en diverses variables. Per tant, ens caldra
recordar alguns conceptes elementals previs. La gran majoria dels conceptes definits a
continuacié aixi com els resultats que presentem, estan extrets de [4].

Definicié 3. Sigui N el conjunt dels enters positius. Sigui « = (ay, ..., ay,) un vector de
potencies a N, 1 siguin x1, s, ..., T,, n variables qualssevol. Aleshores el monomi x®
format per aquestes variables x1, xs, . . ., x, ve definit com el producte x® = x{*-x5%---x%".
Més encara, el grau total del monomi x® ve donat per | o |= oy + -+ - + .

Exemple 2. Els termes algebraics x°y*z? i 2%yz7 sén monomis en termes de x,y i z,
amb graus totals 11 i 16 respectivament.

Definicié 4. Un polinomi f en diverses variables x1,xo, ..., x, amb coeficients en un
cos K (sigui R o C) és una combinacio lineal finita f(xq,z2,...,2,) = Y, aax®, de
monomis % i coeficients a, € K . FEl grau total del polinomi f ve definit pel maxim
valor de | a | tal que a, # 0.

Exemple 3. f(z,y,2) = 23y%2° + xyz — 3zy® + 54523 és un polinomi en les variables
x,y iz, i el seu grau total és | a |= 10 donat que aquest és el maxim dels graus totals
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dels monomis que el composen. Més concretament, el monomi x3y*2° ens aporta el grau
d’aquest polinoma.

Observacié 10. El conjunt de tots els polinomis en diverses variables x1, s, ..., %,
amb coeficients en un cos K es denota per Klzy,xo, ..., x,] i, és facil comprovar que
forma un anell commutatiu. L’anomenem 'anell de polinomis.

Definicié 5. Sigui (R,+,-) un anell commutativ. Anomenem ideal I a un subconjunt
I C R no buit, tal que sigui tancat respecte la suma i respecte el producte d’un element
de I amb un element de R.

Definicié 6. Sigui F = {f1,..., fo} un conjunt de polinomis en diverses variables.
Aleshores l'ideal generat per F' i notat com I = (F), ve donat per :

{Zhlfl . hl,...,hs EK[l'l,[IZ'Q,...,.Tn]}.
=1

Els polinomis f1,..., fs son una base de l’ideal generat. Del fet que F sigui un conjunt
finit, diem que lideal és finitament generat.

Observacié 11. El Teorema de les bases de Hilbert demostra que tot ideal I C Kz, zo, . ..
,Tn] €s de la forma I = (F), és a dir que és generat per un conjunt finit F' de polino-
mis. Obviament, hi ha més d’una base per cada ideal, d’aqui la utilitat de les bases de
Grobner.

6.D.2 Relacié d’ordre en els monomis

Tal i com veurem, un dels punts essencials en la teoria de les bases de Grobner és la
idea de la reduccié dels polinomis, pero abans d’introduir-la és necessari recordar certs
aspectes sobre la relacié d’ordre que es pot establir entre els monomis.

Considerem els polinomis en diverses variables x1, xs, ..., x,, amb coeficients en un
cos K. Assumim el segiient ordre sobre les variables x1, s, ..., x,:

X1 >Tg > > Tp1 > Ty

Observacié 12. FEl resultat obtingut en el calcul de les bases de Grobner, varia subs-
tancialment seqgons la relacio d’ordre escollida.

Definicié 7. Un ordre total, >, sobre N" s’anomena admissible, si compleiz les segiients
condicions:

e Pertot a € N", es verifica a > 0.
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o Pertota,B,veN" sia>B=a+v>p+1.

Fixem-nos que un ordre admissible com aquest, estableix una relacié biunivoca entre
N" i els monomis z® = 7" - 5% --- 2% a K[z]. Es a dir, si > és un ordre admissible
sobre N”, aleshores > és un ordre sobre els monomis tal que si a > 3 = 2% > 2°.

Observacié 13. Val a dir, que hi ha diversos tipus de relacions d’ordre entre els mo-

nomis, pero nosaltres considerarem la lexicografica, la qual ordena els monomis segons

l’ordre natural dels exponents sequint 'ordre alfabétic. Per exemple, x*y®2? > x3132.

Definicié 8. Sigui > un ordre admissible i f € K[zy,xo,...,2,] un polinomi no nul.
Aleshores definim:

e FEl grau maxim de f com: gmax(f) = max(a € N" : a, # 0).
e El monomi de major grau de f com: MM(f) = xgmax(f),
e [l coeficient de major grau de f com: CM(f) = Ggmax(y)-
e Fl terme de major grau de f com: TM(f) = CM(f) - MM(f).
Exemple 4. Considerem una variacio del polinomi donat a [’apartat anterior
f(z,y, 2) = 62°y*2° + 3wyz — 3wy® + 5522,

definit a K[x,y, z]. Si tenim en compte 'ordre lexicografic, l’expressid anterior s’escriu
en ordre decreixent com

f(z,y,2) = 62°y*2" — 3wy® + 3zyz + 5y°2°.
Aleshores, amb les definicions anteriors:

gmax(f) =| (3,2,5) |= 10, MM(f) = 23y?2°, CM(f) = 6 i TM(f) = 62°y?2°.

6.D.3 Reduccié de polinomis

Tal i com hem dit abans, la reduccié de polinomis és una de les peces principals en 1’a-
plicacié de I'algoritme per trobar les bases de Grobner. Buchberger va veure la reduccié
de polinomis com el primer pas d’una divisié generalitzada.

Definicié 9. Un polinomi g redueix cap a un altre h modul un conjunt de polinomis I,
i ho notem com g —p h, si i només si, existeix f € F, un escalar b = CM(g)/CM(f),
iu=MM(g)/MM(f) tals que h = g — buf. En cas contrari, diem que g és irreductible
modul F'.
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Es a dir, ¢ és irreductible modul F si cap monomi de grau maxim d’'un element de
F divideix al monomi de grau maxim de g. Per altra banda, si g és reductible modul F'
aleshores podem extreure d’ell un multiple d’un element de F', eliminant el seu monomi
de grau maxim i aconseguint un nou monomi més petit que el corresponent a g. Aquest
nou polinomi és equivalent a g respecte 1'ideal generat per F'.

Exemple 5. Sigui F' = {fi, 2}, on fi = xy* —x i fo = v —y>. Considerem el polinomi
g = a"y? + 23y? — y + 1. Aquests polinomis estan ordenats respecte la relacié d’ordre
lezicografica. Si escollim f = fi, u = 2% i b = 1, obtenim el polinomi h = g — buf =
2"+ 23y? —y + 1. Per tant g —p h.

Fixem-nos que la definicié de reduccié de polinomis implica només el terme de grau
maxim de g. Ara bé, també podem eliminar d’altres monomis de g que portin a combi-
nacions lineals més petites. Per aix0 necessitem les segiients definicions:

Definicié 10. Un polinomi g és completament reductible respecte de F' si cap terme
de g és divisible per qualsevol terme de major grau de f;, per tot f; € F.

Tal i com podem veure, una manera de reduir un polinomi modul un conjunt de
polinomis F' és generalitzant I'algoritme de la divisié a K[z1], el qual ens assegura que
donats f,g € Klx1] i g # 0, sempre existeixen ¢, r € K[z1] dnics, tals que f = qg +
r on, o bé r = 0, o bé grau(r) < grau(g). Ara bé, en el nostre cas, ens interessa
generalitzar aquest procediment al cas dels polinomis en diverses variables, concretament
necessitem dividir un polinomi f € K[zq,xs,...,2,] per un conjunt de polinomis F' =
{fi, fas - fs} C K[z, 29,...,2,]. A tals efectes, necessitarem el segiient resultat,
recollit 1 demostrat a [4].

Teorema L. Sigui F' = (f1, fo,...,fs) un conjunt ordenat de polinomis definits a
Klzy, xa,...,x,]. Aleshores si f és un polinomi a Kxy,xo, ..., x,], llavors existeizen
Qs qQ2s -5 Gs, T € K|y, 2o, ...,y tals que f=qfi+qfot--+qsfs+7 on, 0 bér =0,
0 bé r és un polinomi completament reductible.

Observem també, que qualsevol polinomi p € K[zq, xo, ..., z,]/I (és a dir, un polino-
mi modul ) es pot expressar de manera tinica com una K-combinacié lineal de monomis
estandards {z1,xs,...,2,}. Aquesta expressio és la forma normal de p. El procés per
trobar-la és mitjancant 1’algoritme de la divisié.

Finalment, i abans d’enunciar el que es coneix com a base de Grobner, anem a definir
una nocio essencial per al desenvolupament d’aquesta teoria. Aquest concepte es coneix
amb el nom de S-polinomi.

Definicié 11. Donats dos polinomis f,g € Klxq,xo,...,x,], sigui J el monomi de
grau maxim comu a f 1 g, obtingut agafant els termes de major grau de cadascuna de
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les variables que composen els monomis de major grau i multiplicant-los. Aleshores,
definim el S-polinomi de f i g com la combinacio lineal segiient

S —vol(.9) = g5/ ~ T O

TM(/f)

Del fet que J/TM(f) i J/TM(g) siguin monomis, aleshores (S — pol)(f, g) és una

combinacio lineal amb coeficients polinomics de f i g, i pertany al mateix ideal generat

per fig. L’anterior definicié ens indica que els S-polinomis sén el producte creuat dels

termes de major grau i que sén construits per tal d’eliminar aquests termes de major

grau (fixem-nos que els termes de major grau de les dues components del (S — pol)(f, g)
sén iguals i, per tant s’acaben cancel-lant).

Exemple 6. Sigui ' = {fi, fo}, on fi = xy’z — xyz i fo = x?yz — 2% Aquests

polinomis estan ordenats segons ’ordre lexicogrdfic, de manera que MM(f;) = zy*z i
MM( fo) = 2?yz. Aizi doncs J = z%y*2 (fizem-nos que comparem variable a variable,
ens quedem amb la poténcia mazrima, i obtenim J multiplicant les variables elevades a
la maxima poténcia). Aleshores:

J J
(S —pol)(f,g) = Wfl - W - fa
_ 222z 222

z
h——— h=2-fi-y fo=—2yz+y2’.
ry?z Yz

6.D.4 Bases de Grobner

Les bases de Grobner sén molt ttils a I’hora de resoldre sistemes d’equacions po-
linomiques. Sigui K € C i F un conjunt finit de polinomis a K[z, zs,...,z,]. La
varietat de I és el conjunt de tots els zeros comuns:

V(F)={(z1,22,...,20) € C" | f(21,22,...,2,) =0 pertot f € F},

i la varietat no canvia si substituim F' per qualsevol altre conjunt de polinomis que
generi el mateix ideal a K[z, zo, ..., x,]. En particular, la base de Grobner G deduida
de l'ideal (F') ens acaba donant la mateixa varietat:

V(F) =V((F)) =V{&)) =V(G).

L’avantatge de la base de Grobner G, és que ens permet veure propietats geometriques
de la varietat que d’altra manera no serien visibles des de F.

Arribats en aquest punt, ja ens trobem en condicions de donar la definici6 relativa a
les bases de Grobner. La que transcriurem tot seguit és la que va donar originariament
Buchberger.
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Definicié 12. Sigui un conjunt finit de polinomis F. Aleshores F és una base de
Grobner si @ només st per tot g, hy, ho, tals que hy @ hy siguin formes normals de g
modul F', es compleix que hy = ho.

Altrament, tenim el criteri segiient que ens permetra decidir si disposem o no d’'una
base de Grobner.

Teorema M. Sigui F' = {fi,...,fs} un conjunt finit de polinomis. Sigui I [’ideal
generat per F'. Aleshores, els segiients resultats son equivalents:

(a) F és una base de Gribner.
(b) Per tot f;, f; € F : (S—pol)(fi, f;) redueix a zero, modul F.

(c) Qualsevol reduccid d’un polinomi f € I a un altre polinomi reduit respecte F,
sempre ens dona zero.

Fixem-nos que aquest criteri és ’eix principal del que hi ha darrera el metode per
trobar les bases de Grobner, atés que per veure si una base és o no de Grobner, només
cal calcular tots els (S — pol)(f;, f;) 1 mirar si redueixen a zero o no. Un altre resultat
important que n’extraiem, és que ens déna les eines necessaries per construir una base
de Grébner. Si un S-polinomi no redueix a zero, encara es pot afegir a la base sense que
canvil I'ideal generat. Aixo es deu al fet que és una combinacié lineal de dos polinomis
de la base. Un cop aquest S-polinomi estigui afegit a la base, reduira a zero. No obstant
aixo, hi haura nous S-polinomis a ser considerats. Aquest procés finalitza tal i com va
demostrar Buchberger i, aquest és el nucli principal del seu algoritme per a calcular les
bases de Grobner.
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