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Introduccio.

En el present treball es consideren qiiestions relacionades amb el problema de centre-
focus i d’isocronicitat dels sistemes dinamics definits per equacions diferencials del tipus:

{23 =Y + P(:an)’
y=z + Q(m,y),

(1)

a on P(z,y) i Q(z,y) sén funcions analitiques en un entorn de l’origen, amb termes
d’almenys segon ordre. Tot i que Poincaré i Liapunov van donar un metode per a decidir
si I'origen de (1) és un focus o un centre, donades una equacié o una familia d’equacions en
concret hom es troba amb dificultats practiques per a finir el problema. Malgrat tot, poc
a poc s’acumulen coneixements sobre families concretes d’equacions; citarem per exemple,
sense la pretensié de donar una llista exhaustiva els treball de Bautin [Ba], Li [Li], i Zotadek
[Z1] per a sistemes polinomials quadratics; o bé els treballs de Sibirskii [S1], i Zotadek
[Z2] pel que fa als sistemes polinomials amb terme no lineal homogeni cibic; L’equaci6
de Liénard ha estat estudiada per Zuppa a [Zu]. Actualment Chavarriga i Giné, [CG],
estan aconseguint resultats en el cas de focus febles amb part no lineal homogenia de grau
n. Desde una visié més global del problema de centre-focus, no podem deixar de citar el

treball de Zotadek [Z3].

L’estudi del problema centre-focus per al sistema (1) pot ésser reduit a l’estudi de
Paplicacié de Retorn de Poincaré II. Podem pensar 1’aplicacié de Poincaré com a una
funcié definida sobre un interval (0,«) del semieix OX*, I : (0,a) € Rt — (0,8) € R,
de manera que a tot punt (z,0) € R? amb 0 < z < ali associa el primer retorn al semieix
OX* de Porbita que passa per (z,0). Si considerem el desenvolupament en seérie de Taylor
de P’aplicacié de retorn, tenim:

1(™(0)

z".
n!

H(m):w+z

n>2

Es prou conegut, veure per exemple [ALGM], que la primera derivada de II(z), a I’origen,
no nul.la és d’ordre imparell, i que el signe d’aquesta determina l’estabilitat del sistema.

Sigui n = 2k + 1 el primer enter tal que II(2*t1)(0) # 0, anomenem k-&ssima Constant de

. m(2k+1)(g) . . . . ..
Liapunov a ~——p7—, i la denotem per vgii;. L’origen del sistema (1) és un centre si i

només si totes les derivades de II(z) a l’origen s6n nul.les.

Si en lloc de considerar un sistema concret, prenem una familia de sistemes del tipus (1),
és també ben conegut el fet que les Constants de Liapunov sén polinomis en els coeficients de
P(z,y)ide Q(z,y). Per tant si ens restringim al cas en que P(z,y) i Q(z,y) sén polinomis
de grau menor o igual que n, el Teorema de la Base de Hilbert ens diu que existeixen
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mq,...,m, de manera que si Up,,...,Vn, sanullen, aleshores v, =0, Vm > 1,i per
tant una equacié de la familia per la qual es compleixin tals condicions té un centre a
Porigen. El nostre objectiu és estudiar sota quines condicions I’origen del sistema (1) és un
centre, mitjangant I’estudi i el calcul de les Constants de Liapunov.

Suposem que l’'origen de (1) és un centre. El nostre objectiu és estudiar les condicions
sota les quals 1’origen del sistema (1) correspon a un centre isocron, és a dir un sistema
pel qual P Aplicacié de Periode T, que donada una condicié inicial (zo, 7o) situada sobre
un eix R, li associa el temps necessari per recorrer 1’0orbita i tornar a ’eix R, és constant.
Veurem que podem procedir d’una manera analoga a ’estudi del problema Centre-Focus:
Podem pensar Paplicacié Perfode com a una funcié definida sobre un interval (0, ) de Ieix
OX*,T:(0,a) € Rt — R+, de manera que a tot punt (z,0) € R* amb 0 <z < e li
associa el temps empreat per recorrer I’orbita periddica que passa per (z,0). Considerarem
el desenvolupament en série de Taylor de la funcio de Periode, tenim:

Te)0) ,

n! ’

T(z) = 21 + Y

n>1

Sigui n = 2k el primer enter tal que T2k (0) # 0, - veurem en aquest treball que n és
2k
un nimero parell-, anomenem k-éssima Constant de Periode a %0—), ila denotem Ty;. El

sistema, (1) és un centre isdcron si i només si totes les derivades de T'(¢) a’origen sén nul.les.

Si en lloc de considerar un sistema concret, prenem una familia de sistemes del tipus
(1), veurem que les Constants de Perfode sén polinomis en els coeficients de P(z,y) i de
Q(z,y), per tant si (1) és una famila d’equacions diferencials polinomials de grau menor o
igual que n, el Teorema de la Base de Hilbert afirma que existeixen my,...,m, de manera
que si Ty, ..., T, s’anullen , aleshores T, =0, V m > 1,i per tant una equacié de la
familia satisfent tal condicié té un centre isocron a l’origen.

L’estudi de la funcié de Periode, ha despertat forga interés en els darrers anys. Resulta
especialment interessant veure si aquesta té o no punts critics -veure [CS], [Ch1],[ChD1],
[ChD2], [ChJ1], o [RT] per exemple-. Els centres isocrons per camps polinomials homo-
genis han estat classificats en el cas quadratic i cibic, per Loud i Pleshkan en [Lo] i [P],
els anys 1964 i 1969 respectivament. Recentment I’estudi dels centres isocrons ha suscitat
de nou interés tant pel que fa a la seva recerca i classificacié com pel que fa a la bifurcacié
de cicles limit [ChJ2], les seves propietats generals [CD], o 'estudi de la geometria dels
canvis de variable que linalitzen els mateixos [MRT]. L’any passat J. Devlin va trobar un
exemple de coexisténcia d’un centre isdcron amb un de no isocron, qiiestié que recentment
s’havia plantejat [D]-.
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En el Capitol 1 es demostren un seguit de propietats algebraiques i geometriques de les
Constants de Liapunov i de Periode referents a la quasi-homogeneitat i la invarianca per
rotacions de les mateixes. Amb aquestes propietats és possible desenvolupar un metode per
al calcul de les constants. Els resultats d’aquest capitol formen part d’un treball conjunt amb
I’Anna Cima, I’Armengol Gasull i en Francesc Maiiosas, [CGMM]. L’estructura complexa
de les constants de Liapunov i de Periode. Exposada en el Teorema 9, és fruit de la
col.laboracié amb I’Antoni Guillamon, [GGM1].

En el Capitol 2 es desenvolupa una técnica per al calcul de les constants de Liapunov
i Periode, emprant formes normals, tant per a sistemes reals com per sistemes complexos.
També es reflexiona sobre la possibilitat de considerar el problema de la recerca d’isocrons
com un problema ”dual” al de centre-focus.

La present memoria, és una versié revisada del Treball de Recerca [M], presentat al
Departament de Matematiques de la U.A.B. el dia 13 de Juny del 1995, per tal de superar
nou crédits del programa de doctorat. La diferéencia entre ’anterior versié i la que ara
presentem, consisteix en que I'apartat (i) del Teorema 9 d’aquest treball apareixia en la
versié abans esmentada, com un apéndix al primer capitol. Hem optat per incorporar-lo
al cos del Capitol 1, eliminant ’apartat (i) del Teorema 7 de [M], aixi com les definicions
i lemes preliminars, que aquest requeria. Aquest canvi es palés en algunes modificacions
que s’introdueixen en els exemples d’aplicacions, aprofitant aixi la major eficiencia que
proporciona el resultat, ara incorporat.

Vull donar les gracies als membres de grup de Sistemes Dinamics de la U.A.B. per haver-
me acollit i per I’estimul que suposa el seu ambient de treball, aixi com als companys del
departament de Matematica Aplicada III de la U.P.C. també per haver-me acollit, i pel seu
suport. També donar les gracies als companys del tercer cicle, especialment la Montserrat
Corbera, la Moira Chas, I’Omar El Idrissi i I’Antoni Guillamon, per escoltar i sugerir.

Sense ’estimul, la dedicacié i la paciéncia dels meus directors ’Armengol Gasull i en

Francesc Maiiosas, aquest treball no existiria, vull doncs, expressar la meva gratitud envers
a ells.
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