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Introduccid

1. Ressenya d’alguns problemes de la teoria qualitativa de les Equacions

diferencials ordinaries al pla.

Des de la seva invencié per Newton (1642-1727), les equacions diferencials han
estat una eina fonamental per a ’elaboracié dels models matematics amb els quals
intentem comprendre les lleis de la natura i el comportament dels processos socials.
Les principals ocupacions dels matematics del periode inicial de la teoria d’equa-
cions diferencials (com ara Euler (1707-1738), Lagrange (1736-1813) Cauchy (1789-
1857) i Gauss (1777-1855)) van ser l'intent de resoldre les equacions diferencials, la
seva utilitzacié per expressar lleis fisiques — el que avui en dia diriem modelitzacié—
i Pestudi de la teoria de les “oscil-lacions petites”, i en conseqiiencia ’estudi dels
sistemes lineals d’equacions. En un famés anagrama Newton es vanagloriava de saber
integrar totes les equacions diferencials. La seva técnica consistia a expandir les
funcions incognites en serie de poténcies i substituir-les a ’equacid, i aixi, trobar
cadascun dels coeficients terme a terme. Calgué esperar Cauchy per obtenir una teoria
rigorosa d’aquest sistema de resolucid, que en la practica no era gaire satisfactori ja
que els radis de convergencia de les séries podien ser molt petits i el nombre de
termes necessaris per efectuar clculs numerics amb una precisié raonable podia ser
altissim. De fet, semblava raonable pensar que la solucié d’una equacié diferencial
concreta es pogués expressar com a combinacié de funcions elementals; per aquest
motiu molts esforcos se centraren en la solucié per mitja de quadratures. Els treballs
de Liouville (1809-1882), perd, van demostrar que no totes les equacions diferen-
cials admeten una solucié expressable en termes de funcions elementals. Aquest
descobriment succeeix cronologicament al descobriment de Galois (1811-1832) del
fet que les equacions algebraiques no sén en general resolubles per radicals, i és el
seu analeg diferencial. Els treballs de Liouville suposen I’inici del que avui en dia
coneixem com a teoria de Galois diferencial. El problema de la integracié en termes
de funcions elementals va ser el motiu pel qual S. Lie (1842-1899) inicia I'estudi dels

grups de difeomorfismes, que dona lloc a la moderna teoria de grups de Lie.
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Malgrat no poder esperar en general poder resoldre (si per “resoldre” entenem
obtenir una solucié explicita expressable en termes de funcions elementals) les equa-
cions diferencials, una nova manera d’enfocar el seu estudi va neixer gracies a les
contribucions de matematics com Poincaré (1854-1912) i Liapunov (1857-1918). Es
tractava de deduir les propietats de caracter topoldgic de les solucions d’una equacié
diferencial dz/dt = f(t,z) amb = € R™, sense haver d’integrar-la, aixo és, a partir de

I’estudi de les propietats de f.

El programa de Poincaré consisteix a recollir la informacié suficient sobre les
solucions del P’equacié per tal de determinar-ne !’ estructura topologica, el que a-
nomenem retrat de fase. En particular, per les equacions diferencials ordinaries al
pla. El teorema de Poincaré-Bendixon ens afirma que, sota certes condicions de
compacitat, alld que determina estructura topologica global de les solucions d’una
equacié diferencial al pla és la configuracié de les seves solucions singulars, és a dir els
seus punts critics, les seves orbites periodiques i les orbites que uneixen els seus punts
critics, és a dir les seves separatrius. A Pestudi d’aquests objectes es consagra doncs
la teoria qualitativa de les equacions diferencials al pla. La principal contribucié de

Liapunov va ser fonamentar les bases del que entenem avui per teoria de I’estabilitat.

Potser un dels problemes més notables de la teoria qualitativa de les equacions di-
ferencials ordinaries és la coneguda segona part del 16¢ problema plantejat per Hilbert
(1862-1943) a Paris any 1900, durant el Segon Congrés Internacional de Matematics
[Bulletin Amer. Math. Soc. nim. 8 (1902), p. 465], que planteja el segiient: Quin

és el nombre mazim H, de cicles limit d’un camp polinomial de grau n,

{56 = P(z,y),
¥ = Q(z,y),

i quina és la seva configuracio ?

L’interes per I’estudi dels cicles limit prové del fet que en nombrosos fenomens de
la natura o de I’ambit de les ciéncies socials hi apareixen associats comportaments
periodics. Aixo ja es constata en ple segle XIX, abans que poguéssim parlar amb
propietat de la idea de cicle limit. Com és costum, destaquem entre d’altres les

experiencies de Rayleigh (1842-1912) sobre aciistica, els treballs de B. van der Pol
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(1889-1959) i de I'enginyer A. Liénard; van der Pol determina I’any 1926 amb mitjans
grafics 1'existeéncia de comportaments periddics en oscil-ladors electronics. Liénard
publicd Pany 1928 un treball en el qual es demostrava l’existéncia d’una orbita
peridodica aillada de determinades equacions (fortament relacionades amb les que
apareixen en el problema estudiat per van der Pol) que modelitzen les oscil-lacions
d’un circuit RCL. Més endavant, Andronov (1901-1952) —qui juntament amb Pon-
triaguin va introduir el concepte de sistema estructuralment estable o robust per
designar la idea d’aquells sistemes les propietats qualitatives dels quals persisteixen
davant ’accié de petites pertorbacions- i els seus col-laboradors van abordar amb
anim exhaustiu estudi de les oscil-lacions electroniques i mecaniques donant una gran
preponderancia a P’analisi dels cicles limit. Les equacions de van der Pol i Liénard
han estat sovint generalitzades, i avui en dia es porta a terme una gran activitat pel

que fa a estudi dels cicles limit en aquests models generalitzats.

Tornant al problema de Hilbert, en primer lloc cal saber si, fixat un sistema
polinomial concret aquest tindra infinits cicles limit o bé en tindra un nombre finit.
Aquesta qliestié es coneix com problema de Dulac o de finitud de cicles limit. Poincaré
va resoldre genericament aquest problema de la segiient manera: si considerem =,, com
Pespai de tots els camps vectorials X = (P,Q) on P,Q € R]z,y|, sén polinomis de
grau menor o igual que n; llavors, a cada camp de Z, li podem associar biunivocament
un punt de R®+D(+2)  Poincaré, aleshores, va demostrar que hi ha un subconjunt
de =, amb interior buit, fora del qual tot X € =, té un nombre finit de cicles limit.

Dulac [Bull. Soc. Math. France nim. 51 (1923), p. 45-188] creia haver resolt
el problema. El seu treball va ser donat per valid fins als anys vuitanta, pero va
cometre un error, tal com va demostrad Yu S. II’'yashenko I’any 1985 [Func. Anal.
and Appl. ntm. 18 (1985), p. 189-209]. El treball d’I’yashenko emprava moltes
de les idees originals de Dulac i va ser el primer pas cap a la solucié definitiva del
problema en demostrar que un cicle de separatrius els vertexs del qual sén punts de
sella no degenerats no pot ser acumulacié de cicles limit. Fent servir aquest resultat,
P’any 1987 R. Bamoén prova que cap sistema quadratic podia tenir un nombre infinit
de cicles limit [I.LH.E.S. Publ. Math. nim. 64 (1987), p. 111-142]. Finalment
I’any 1990, i de manera independent, s’obtingueren dues proves de la finitud de cicles
limit per a camps polinomials al pla degudes a J. Ecalle [Introduction auz fonctions

analysables et preuve constructive de la conjecture de Dulac. Paris: Hermann, 1992] i



a Y. I'yashenko [Finiteness theorems for limit cycles, Providence R.I.: Amer. Math.
Soc., 1991]. Cal dir ~emprant paraules de S. Smale- que aquests treballs encara han

de ser digerits per la comunitat matematica.

Pel que fa als nombres de Hilbert H,, podem dir que, mentre que ’obtenci6 de
cotes superiors no ha estat possible, respecte a la de cotes inferiors s’han anat obtenint
nombrosos resultats parcials. Per exemple, el 1952 Bautin demostra que Hy > 2, 1
el 1955 Petrovskii i Landis afirmaren que H; = 3, perd ells mateixos reconegueren el
1967 un error que invalidava el resultat. De fet ’any 1979, paral-lelament, Shi S. per
un canté i Chen L. i Wang M. per un altre trobaren un exemple que mostrava que
H, > 4. Pel que fa a les equacions cibiques, Li J. i Huan Q. demostraren el 1987 que
H; > 11. El 1994 Zotadek ha trobat també un exemple interessant d’equacié ciibica
amb 11 cicles limit. Lloyd el 1988 va conjecturar que H, és O(n®) quan n tendeix
a infinit. De moment Christopher i ell mateix han pogut demostrar que es almenys
O(n?log(n)).

Fortament relacionats amb el 16& problema de Hilbert i amb una gairebé innom-
brable llista de contribucions antigues i recents tenim el problema de centre-focus i
el problema de la bifurcacié de cicles limit per petites pertorbacions de focus febles.

Considerem el segient sistema,

{ &t = —y+ P(z,y), 1)

y = =+ Qz,y),

on P i Q sén funcions analitiques en un entorn de l’origen amb termes d’almenys
segon ordre. El problema de centre—focus consisteix a decidir quan en un entorn
de Porigen les solucions del sistema sén tancades (aleshores diem que I'origen és un
centre) o quan les orbites descriuen espirals al voltant de I'origen (aleshores diem que
Porigen de (1) és un focus feble). Moltes vegades, en comptes d’un sistema concret
tenim que (1) representa una familia d’equacions i volem obtenir les condicions sobre
els coeficients de P i de @ que ens defineixen els centres de la familia.

A falta de criteris de caracter global, un dels diversos metodes que hi ha per
abordar el problema de centre—focus consisteix en el calcul de les anomenades constants
de Liapunov (definides al primer capitol de la memoria), que sén polinomis en els
coeficients del desenvolupament en serie de P i (). Quan totes aquestes constants

sén nul-les ’origen és un centre, i si el sistema és polinomial de grau fixat només cal
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imposar que un nombre finit d’aquestes constants s’anul-li.

L’extraordinaria complicacié de calcul que implica la obtencié de les constants
de Liapunov, fa que aquest calcul no hagi estat exhaustivament explotat fins que no
hem disposat d’ordinadors prou potents; i encara ha calgut desenvolupar algorismes
a vegades molt sofisticats per tal d’optimitzar al maxim els recursos de velocitat i de
memoria, i poder arribar més lluny.

Tammateix hi ha el problema de decidir quan les condicions necessaries esdevenen
suficients, a aquest efecte, 1"is de les bases de Grobner i d’altres eines de la geometria
algebraica sembla, ara per ara, indefugible per al futur desenvolupament d’aquesta
linia de treball —un nou exemple de I'indeturable procés d’algebritzacié que ha viscut
la matematica del nostre segle. En el futur caldrd perdo no descuidar esforcos en
Pestudi de la geometria dels centres que permeti el desenvolupament de criteris de
caracter global, com ara la tecnica de Cherkas [Differential Equations num. 12 (1976),
p. 201-206] i Christopher i Lloyd [Non linear Differential Equations nim. 3 (1996),
p- 183-190] per a equacions de Liénard.

El problema de la bifurcacié de cicles limit per pertorbacions petites (o problema
de la ciclicitat dels focus febles) forma part del programa d’obtencié de cicles limit
encaminat a la solucié del problema de Hilbert i esta fortament vinculat al problema
de centre-focus. Laidea és que, si ’origen és un centre, podem pertorbar els coeficients
del desenvolupament en serie de P i (), de manera que de ’origen en bifurquin cicles
limit —els anomenats cicles limit de petita amplitud, que apareixen en ’anomenada
bifurcacio de Hopf degenerada.

De l’estudi de la ciclicitat i els centres per sistemes amb part lineal degenerada,
tret del cas nilpotent, ben poca cosa podem dir. Som davant d’una linia de recerca que
pertany a un futur que esperem immediat, més que no pas al present. L’eina que ens
permeti abordar d’'una manera algorismica ’estudi dels punts critics monodromics —és
a dir amb aplicacié de Poincaré definida— degenerats esta encara per desenvolupar. Ni
tan sols disposem d’una eina com ara el metode de Liapunov-Poincaré, tret d’alguns
casos en que es pot adaptar. Destaquem aqui els treballs pioners de N. Medvedeva

(vegeu el capitol cinque de la memoria).
El 16¢ problema de Hilbert és un dels problemes seleccionats per S. Smale en la
seva proposta de problemes per al segle XXI [Math. Intelligencer ndm. 20 (1998), p.

7-15]. Es tracta, doncs, d’un problema obert que encara ha de donar molta feina.

xii



Un problema en certa manera paral-lel és el que es refereix a I'estudi de la funcié
de periode associada a un centre d’una equacié diferencial. Ha estat un problema
tractat classicament en les equacions amb especial rellevancia fisica, com I’equaci6
del pendol, o en certs sistemes conservatius amb un grau de llibertat. En els darrers
anys ha aparegut un bon nombre de treballs estudiant condicions per garantir la
monotonia o bé Iexisténcia de punts critics de la funcié de periode (periodes critics).
Bona part d’aquests treballs estudien les propietats de la funcié de periode associada
a centres de sistemes de Lotka-Volterra, o bé a sistemes hamiltonians amb un grau
de llibertat, aixd és, sistemes amb hamiltonia del tipus ‘energia cinetica + energia
potencial: H(z,y) = y*/2 + F(z), amb les adequades condicions de regularitat sobre

Tant pel que fa a la discriminacié dels centres de sistemes de tipus (1) pels quals
la funcié de periode és constant (centres isocrons) com a 'estudi de la bifurcacié dels
periodes critics, es pot procedir d’una manera analoga a com s’estudia el problema de
centre-focus o el de la bifurcacié de cicles limit en els focus febles a partir del calcul
de les constants de Liapunov, fent servir les anomenades constants de periode (vegeu
el primer capitol de la memoria). Les consideracions computacionals esmentades
anteriorment per a les constants de Liapunov sén valides en aquest context. De fet,
una anilisi de les formes normals associades a Iorigen del camp (1) posa de manifest
que, en certa manera, les constants de perfode sén un mateix objecte (vegeu el primer
capitol de la memoria).

En una linia similar al del problema de Dulac cal fer esment de la prova deguda
a Chicone i Dumortier [Nonlinear Analysis T.M.A. nim. 20 (1993), p. 315-335], de
la finitud de periodes critics. Pel que fa als casos degenerats, destacarem I’estudi del
comportament asimptotic de la funcié de periode per centres amb part lineal dege-
nerada, fet per M. Saavedra [C.R. Acad. Sci. Paris ndm. 319 (1994), p. 563-566].
Ambdés problemes han estat abordats mitjanant P’analisi dels temps de transit a
través de sectors hiperbolics associats a punts critics del cicle de separatrius resultant

de la previa dessingularitzacié del punt critic.
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2. Contingut de la memoria.

L’Objectiu de la present memoria és P'estudi parcial dels problemes de la teoria

qualitativa de les equacions diferencials ordinaries al pla, descrits anteriorment.

Al primer capitol es demostren propietats de caracter algebraic i geometric, de
les constants de Liapunov i periode. Aquestes propietats serveixen per fer el calcul
efectiu de les primeres constants per qualsevol sistema analitic, i de les constants
associades a determinades families, com la de Liénard, sense ’ajut d’ordinador. Els
resultats exposats formen part d’un treball conjunt amb la Dra. A. Cima [Rocky
Mountain J. of Math. ntm 27 (1997), p. 471-501], i d’un treball conjunt amb el
Dr. A. Guillamon per apareixer al SIAM J. Num. Anal. el 1999. La darrera seccié
del capitol va ser presentada durant el XIV CEDYA celebrat a Vic el 1995, i no esta
continguda als mencionats articles.

Al segon capitol s’obtenen expressions explicites de les primeres constants de
Liapunov i de periode per a sistemes de tipus (1) amb part no lineal polinomica
homogenia. Aquestes expressions permeten d’obtenir amb facilitat un resultat de no
existeéncia d’isocronicitat per als sistemes hamiltonians de la familia, aixi com donar
una versi6 explicita d’un resultat de Conti. Al capitol, també s’obtenen expressions
integrals simplificades de les sis primeres constants de Liapunov i periode per a aquests
sistemes. Aquestes darreres expressions ens permeten de reobtenir les condicions de
centre i d’isocronicitat pels casos quadratic i homogeni cubic. Per a aquests casos,
també es donen les expressions generals dels commutadors associats als sistemes amb
centres isocrons. Els resultats d’aquest capitol apareixen en dos treballs elaborats
en col-laboraci6 amb el Dr. A. Guillamon: [Proc. 2nd Catalan days of Applied
Mathematics, Perpinya: Presses Univ. Perpignan, 1995, p. 105-116], i [J. Differential
Fquations ndm 139 (1997), p. 237-260].

Els capitols tercer i quart, on novament hem treballat amb el Dr. A. Guillamon,
estan fortament relacionats. En el tercer, s’estudien els retrats de fase dels sistemes
hamiltonians de tipus (1) amb part no lineal polinomica homogenia, i en el quart,
estudiem les funcions de periode associades als centres d’aquests sistemes. De fet
veurem que les propietats de les funcions de periode estan vinculades a certes propie-
tats del retrat de fase. Concretament en el tercer capitol, a part de la descripcié de les

propietats generals dels retrats de fase, es resol un problema de Conti per als sistemes
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esmentats, es reobté el diagrama de bifurcacié pel cas quadratic i s’obté el diagrama
de bifurcacié del cas homogeni cubic reversible. Els resultats del capitol tercer formen
part d’un treball per apareixer a Nonlinear Analysis T.M.A. Al quart capitol es déna
la. descripcié complerta de la funcié de periode de l'origen per a aquests tipus de
sistemes. Aquesta pot ser mondtona creixent, monotona decreixent, o bé tenir un
tnic periode critic (un minim). En aquest sentit el nostre estudi es diferencia del
treballs que recentment han aparegut sobre la funcié de periode per altres sistemes, a
on o bé s’estableix la monotonia de la funcié o bé es donen cotes superiors del nombre
de periodes critics. També s’estudien les propietats de la funcié de periode d’altres
centres diferents de l'origen per a aquests tipus de sistemes. Els resultats del quart
capitol apareixen a [J. Differential Equations nim. 139 (1997), p. 237-260].
Finalment al cinqué capitol, on hem treballat amb el Dr. J. Llibre, s’inicia
Pestudi del problema de centre—focus per a sistemes amb part lineal degenerada. Es
donen condicions de gir (monodromia) per l'origen d’un conjunt generic de sistemes
definits per la suma de dos camps vectorials homogenis. En particular s’obtenen les
condicions de gir per 'origen dels anomenats sistemes semi-homogenis. També s’ha
considerat la qiiestié de I’estabilitat, de fet el resultat principal del capitol consisteix
a donar la primera constant de Liapunov generalitzada, per una familia generica dels
sistemes esmentats que satisfan les condicions de monodromia. Aquesta constant és
el coeficient del terme principal de ’aplicacié de retorn associada a ’origen, la qual
no pot ser estudiada amb els metodes desenvolupats als capitols anteriors. Per fer
l’estudi s’aplica la tecnica Blow—up per tal de dessingularitzar 1'origen, i es calcula
el coeficient del terme pricipal de I’aplicacié de retorn, analitzant les aplicacions de
transicié associades als punts singulars que apareixen al policicle resultant del procés

de dessingualritzacié.
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