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RESUMO

O Método de Averaging é uma ferramenta classica, muito til no estudo do com-
portamento de sistemas dinamicos suaves. Uma das utilidades de tal método consiste
em transformar o problema de encontrar solugoes periddicas, de um sistema dinamico,

em um problema de se encontrar solugoes de uma determinada equacao algébrica.

Os resultados classicos, para o estudo de solugoes periddicas de sistemas dinamicos,
tais sist j nimo, de classe C?. Recent te, utilizand

assumem que tais sistemas sejam, no minimo, de classe C*. Recentemente, utilizando

principalmente a Teoria do Grau de Brouwer, o Método de Averaging foi estendido para

o estudo de solugoes periddicas de sistemas dinamicos, assumindo somente a hipdtese

de continuidade do sistema.

Por outro lado, o campo da matematica que versa sobre os sistemas dinamicos des-
continuos, chamados frequentemente de Sistemas de Filippov, teve nos tltimos anos um
rapido desenvolvimento. Tal campo, se tornou, certamente, uma das fronteira comuns
entre a Matematica, a Fisica, a Engenharia e outras areas afins. Apesar do rapido
desenvolvimento que essa area da matematica vem tendo, existem ainda poucas ferra-
mentas para se trabalhar com os Sistemas de Filippov, bem como, iniimeros problemas

em abertos.
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Desenvolvemos aqui, uma extensao do Método de Averaging que nos permite estudar

solugoes periddicas de uma classe de Sistemas de Filippov.

Estao contidos nessa classe de Sistemas de Filippov estudada, os modelos ma-
tematicos de intimeros fendmenos mecanicos. Dentre eles, estudamos com detalhes
o fenomeno de sincronizagao de osciladores harmonicos fracamente acoplados. Aponta-
mos também, uma série de problemas similares, a ser trabalhado num futuro préximo,

envolvendo complicagoes tipicas dos Sistemas de Filippov.
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ABSTRACT

The Averaging Method is a classical and matured tool that provides a useful means
to study the behavior of nonlinear smooth dynamical systems. One of the main appli-
cations of this method consists to transform the problem of finding periodic solutions

of a dynamical systems in a problem of finding solutions of an algebraic equation.

The classical results for studying the periodic solutions of differential systems need
at least that those systems be of class C?. Recently, the Averaging Theory has been
extended for studying periodic orbits to continuous differential systems using mainly

the Brouwer degree.

On the other hand, the mathematical field which study the discontinuous dynamical
systems, called Filippov Systems, is a subject that has been developing at a very fast
pace in recent years. This field has become certainly one of the common frontiers
between Mathematics, Physics, Engineering, and other related sciences. In spite of the
fast developing of this subject, there are just a few tools to work with Filippov Systems

as well as numerous open problems.

Our main objective, in this work, is to extend the averaging method for studying

the periodic solutions of a class of Filippov Systems. Thus, overall results are presented

X



to ensure the existence of limit cycles of such systems.

In this class, of Filippov Systems, are contained the models of many mechanical
phenomenon. Among these, we study in details the synchronization phenomena of
harmonic oscillators weakly coupled. We also point out some similar problems to be

studied in the future, involving usual complications of Filippov Systems.
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Introducao

O campo matemadatico que versa sobre os sistemas dinamicos descontinuos teve, nos
ultimos anos, um rapido desenvolvimento. Este desenvolvimento se deve, principal-
mente, a fatores como: a beleza matematica apresentada por tais sistemas, a forte
relacao desse campo com outras ciéncias e a dificuldade em se estabelecer definicoes e
convencoes consistentes e razoaveis. Esta area é certamente uma das fronteiras comuns

entre a Matematica, a Fisica e a Engenharia.

Objetivo

O conhecimento da existéncia ou da nao existéncia de solugoes periddicas, de uma dada

equacao diferencial, é muito importante na compreensao qualitativa da sua dinamica.
A Teoria de Averaging tem se mostrado uma poderosa ferramenta no estudo de

solucoes periddicas de equagoes diferenciais. Para uma introducao a Teoria de Avera-

ging, veja por exemplo, os livros de Sanders e Verhulst [35] e Verhulst [41].

Os resultados classicos, para o estudo de érbitas periddicas de equagoes diferenciais,
assumem que tais equagoes sejam, no minimo, de classe C2. Por exemplo, em [41],

Verhust enuncia e demonstra o seguinte teorema:



Teorema. Consideremos a equacao diferencial
i(t) = eFy(t,z) + *R(t, x,¢), (1)

onde F1 : RxD — R", R:RxDx(—¢g,e0) = R" sdo fungoes continuas, T—periddicas

na primeira varidvel e D é um subconjunto aberto de R™. Definamos fi por

filz) = /OT Fi(s, z)ds,

€ assumaimos que

(1) Fi, R, D,F\, DF, e D,R estao bem definidos, sao continuos e limitados por

uma constante M, independente de £, em [0,00) X D e —gg < € < €q;
(i1) para a € D com fi(a) =0 temos que Jy, (a) # 0.

Entao, para || suficientemente pequeno, existe uma soluc¢do T —periddica x(-,€) da

equagao diferencial (1), tal que x(0,e) — a, quando € — 0.

Aqui, denotamos por J, (a) o determinante da matriz Jacobiana de f; calculado em

Recentemente em [11], Buica e Llibre, utilizando principalmente a Teoria do Grau
de Brouwer, estenderam a Teoria de Averaging para o estudo de solugoes periddicas de

equacoes diferenciais, assumindo somente a hipétese de continuidade.

Inicialmente, para esta dissertacao, tinhamos estipulado, como objetivo principal,
enunciar e demonstrar, com todos os detalhes, o Teorema referente a extensao feita em
[11] da Teoria de Averaging para equagoes diferenciais continuas. Porém, no decorrer
dos estudos, nos deparamos com a possibilidade de estender a Teoria de Averaging para

uma classe de equacoes diferenciais descontinuas.

O principal objetivo desta dissertacao é, utilizando novamente a Teoria do Grau de
Brouwer, estender a Teoria de Averaging para o estudo de solucoes periddicas de uma

certa classe de equagoes diferenciais descontinuas.



O resultado, referente ao objetivo principal desta dissertagao, aqui enunciado e
demonstrado, estd também enunciado e demonstrado em [24], sendo este, um trabalho

desenvolvido por Llibre, Novaes e Teixeira.

Estrutura dos Toépicos Apresentados

Esta dissertacao esta dividida da seguinte forma:

e No Capitulo 1, enunciamos o nosso resultado principal (Teorema 1.4), o qual,
estende a Teoria de Averaging para o estudo de solucoes periddicas de uma classe
equagcoes diferenciais descontinuas. Até o momento, a Teoria de Averaging, para
o estudo de solucoes periddicas, esta implementado para equagoes diferenciais

continuas (Capitulo 4, Teorema 4.2).

e No Capitulo 2, estudamos, a luz do resultado enunciado no Capitulo 1, o fenémeno
de sincronizacao de Osciladores Fracamente Acoplados por fungoes nao necessa-

riamente continuas.

e No Capitulo 3, apresentamos alguns conceitos e resultados preliminares utiliza-
dos nesta dissertagao. Dentre esses, estao contidos: as defini¢oes e resultados
basicos sobre Sistemas de Filippov; alguns resultados de Existéncia e Unicidade
de Solugoes para equagoes diferenciais continuas e descontinuas; e o conceito do
Grau de Brouwer juntamente com os resultados principais, utilizados nesta dis-

sertacao, da Teoria do Grau de Brouwer.

e No Capitulo 4, enunciamos o Teorema de Averaging para equagoes diferenciais
continuas (Teorema 4.2), contudo, demonstramos uma versao com hipdteses mais
fortes deste teorema (Teorema 4.1), assumindo também que a equacao seja Lips-

chitz (na segunda varidvel).

e No Capitulo 5 demonstramos a extensao, enunciada no Capitulo 1, do Teorema

de Averaging enunciado e demonstrado no Capitulo 4.



e No Capitulo 6 demonstramos os teoremas, enunciados no Capitulo 2, referentes
as aplicagoes da extensao do Teorema de Averaging, enunciada no Capitulo 1 e

demonstrada no Capitulo 5.

Os Capitulos 1 e 2, nao devem ser lidos de maneira rigida e continua, uma vez que, 0s
conceitos e resultados preliminares, para o bom entendimento desses capitulos iniciais,
se encontram no Capitulo 3. Portanto, o Capitulo 3 deve ser entendido e utilizado como

um apéndice para os Capitulos 1 e 2.



CAPITULO 1

Teoria de Averaging para Sistemas

Descontinuos

1.1 Nota Historica

A Teoria de Averaging tem sido usada no estudo da existéncia e persisténcia de solucoes
periddicas para equagoes diferenciais descontinuas. Podemos citar, como exemplos, os
seguintes artigos:

Em [25], Llibre, Novaes e Teixeira usam a Teoria de Averaging para fornecer condigoes
suficientes que garantam a existéncia de solugoes peridédicas do péndulo duplo planar
com perturbagao descontinua;

Em [29], Llibre e Teixeira usam a Teoria de Averaging para fornecer limites infe-
riores do nimero maximo de ciclos limites para um sistema descontinuo de equagoes
polinomiais por partes;

Em [12], Cardin, Carvalho e Llibre usam a Teoria de Averaging no estudo de bi-
furcacgoes de ciclos limites de centros lineares de dimensao dois e quatro com perturbagao

descontinua contida numa classe de sistemas lineares continuos por partes;
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Em [26], Llibre e Rong usam a Teoria de Averaging no estudo do nimero de ci-
clos limites que aparecem num sistema descontinuo em R?" dividido em duas zonas

separadas por um hiperplano e linear em cada uma delas.

O resultado que iremos enunciar na Secao 1.3 deste Capitulo, e que demonstraremos

mais adiante no Capitulo 5, é uma generalizacao do Teorema 4.1 do Capitulo 4.

1.2 Introducao

Seja D um subconjunto aberto de R". Tomemos h : R x D — R uma funcao de classe
C! tendo 0 € R como valor regular e X, Y : R x D — R” funcoes continuas com X,Y e
h, T-periédicas na primeira varidvel. Denotemos o conjunto h~1(0) por M. Definamos

o Sistema de Filippov Regular

X(t,z), se h(t,xz) >0,
?(t) = Z(t,x) = { X(t:2) . Yho) e hta) =0, (1.1)
Y (t,z), se h(t,z)<0.

\

Observe que, no sistema (1.1), definimos o campo Z, restrito a variedade de des-
continuidade M, como sendo identicamente nulo. Tal escolha tem o intuito de manter
coerente e consistente as notagoes que utilizaremos mais adiante (ver expressao (1.3)),
porém, a dinamica do sistema seria a mesma caso definissemos o campo Z, nos pontos
p € M, de maneira diferente. De fato, como veremos no Capitulo 3, a convengao de
Filippov para as solugoes do sistema (1.1), passando por um ponto p € M, é independe
do valor do campo Z neste ponto e é também independente do valor do campo Z em

qualquer conjunto de medida nula ao redor de p.

Denotamos o Sistema de Filippov, definido em (1.1), de maneira alternativa por
(X,Y), ou (X,Y) .

Para Sistemas de Filippov, como veremos no Capitulo 3, o conjunto de descontinui-

dade, em geral, nao é uma variedade. Por esse motivo, o Sistema de Filippov definido
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em (1.1) é chamado de Sistema de Filippov Regular, para o qual, o conjunto de des-
continuidade é uma variedade regular. Veja o Capitulo 3, para maiores detalhes sobre

Sistemas de Filippov Regulares.

A variedade de descontinuidade M nao é, necessariamente, conexa, sendo assim,

dado p € M, denotamos por M,,, a componente conexa de M contendo o ponto p.

Denotemos por X o conjunto {0} x D e por ¥y o subconjunto X\ M. Os elementos
de X sdo identificados com os elementos de D, i.e., (0, z) = z. Observe que, procedendo
com uma translagao no tempo, se necessario, podemos assumir que ¥ ¢ M, ou seja

Sy # &,

Para trabalharmos com equacgoes descontinuas é conveniente introduzirmos o pro-
cesso de regularizagao, onde uma fungao continua por partes Z(¢,z) é aproximada por

uma familia a um—parametro de fungées continuas Zs(t, ).

Em [37], Sotomayor e Teixeira introduziram o processo de regularizagdo para campos
vetoriais de dimensao dois e, utilizando este procedimento, provaram que a extensao
das solugoes pela variedade de descontinuidade para campos vetoriais em dimensao dois
coincidem com as solugoes segundo a convencao de Filippov [18]. Para maiores detalhes

sobre a convencao de Filippov veja o Capitulo 3.

Em [30], Llibre e Teixeira estudaram a regularizagao local de um campo vetorial
genérico em dimensao trés e provaram que limgs_,g Zs5 concorda com a convencao de
Filippov em dimensao tres.

Em [31], Llibre e Teixeira particionaram o plano R? em quadrados de mesma di-
mensao e para uma classe de campos vetoriais descontinuos formados por uma infini-
dade de campos vetoriais lineares definidos sobre cada quadrado, forneceram condigoes

suficientes para a existéncia de pontos de equilibrio assintoticamente estaveis.
Finalmente, em [39], Teixeira generaliza o processo de regularizagao para campos
vetoriais de dimensao finita.
Em [27], Llibre, Silva e Teixeira provaram que o processo de regularizagao, desenvol-

vido por Sotomayor e Teixeira em [37], produz um Problema de Perturbagao Singular
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R

Figura 1.1: Fungao de transigao.

para o qual a variedade de descontinuidade do sistema a ser regularizado é uma varie-
dade central, mais ainda, eles provaram que a definicao de campos vetoriais deslizantes
coincidem com o problema reduzido do correspondente problema de perturbacao sin-

gular para uma classe de campos vetoriais.

Em todos esses processos de regularizacoes, exceto no qual se utiliza a Teoria de
Perturbacao Singular, é utilizado uma funcao de transicao para conectar os campos

vetoriais X e Y por uma familia de campos vetoriais continuos.

Chamaremos este processo de ¢-regularizagao, onde ¢ é a fungao de transicao defi-

nida a seguir (veja a Figura 1.1).

Definicao 1.1. Uma funcio ¢ : R — R de classe C" é uma func¢do de transicao se

d(u)=—1parau < =1, p(u) =1 parau>1 e ¢(u) >0 seu € (—1,1).
Definimos, a seguir, o processo de ¢-regularizacao.

Definicao 1.2. A ¢-regularizacio de classe C" de Z = (X,Y), € a familia a um

parametro de funcoes continuas Zs dada por

Zilt,x) = 5 (X(62) + Y (t,2)) + 565(h(t,2)) (X, 2) — Y (t,2)),

N —



1 Teoria de Averaging para Sistemas Descontinuos

com
os(u) = o (5) - (12
Observe que
(lsin% Zs(t,x) = Z(t, ).

para todo (¢,z) € (R x D)\ M.

Nesta dissertacao, vamos considerar uma formulacao diferente do Sistema de Filip-

pov (1.1). Seja sign(u) a fungao sinal definida para u € R como

(
1 se u>0,

sign(u) = Q0 se u =0, (1.3)

-1 se u<O.

\

O Sistema de Filippov (1.1) pode ser escrito como

X'(t) = Z(t,z) = Fi(t,x) + sign(h(t,x)) F(t, x), (1.4)

onde

Fl(t,x):%(X(t,x)—FY(t,x)) e Fy(t,z) =~ (X(t,z) - Y(t,1)).

N —

Observe que, definimos sign(0) = 0, a fim de manter consistente e coerente a con-
vencao utilizada no sistema (1.1). De fato, o Sistema de Filippov definido em (1.4) é o
mesmo sistema definido em (1.1). Ora: para h(t,z) > 0 temos que F(t,z) + Fy(t,z) =
X(t,x); para h(t,z) < 0 temos que Fy(t,z) — Fa(t,xz) = Y (t,z); e para h(t,z) = 0
temos que Z(t,x) = Fi(t,x).

Esta nova formulacao possui uma ¢-regularizacao natural. Definamos a funcao de

transicao ¢ como sendo
1, se u>1,
d(u) =< u, se —l<u<l,

-1, se u<—1.
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Seja ¢s : R — R a funcdo continua definida em (1.2). E claro que, para todo u #0

lim 65(u) = sign(u),

Zs(t,z) = Fi(t,x) + ¢s(h(t, x)) Fa(t, v)

é uma ¢-regularizagao de classe C°, ou seja, continua, do sistema (1.1).

1.3 Enunciado do Resultado Principal

Nesta secao apresentaremos o resultado principal desta dissertacao, o qual tem, em
suas hipdteses basicas, elementos da Teoria do Grau de Brouwer. Sua demonstragao é

baseada na Teoria de Averaging para sistemas continuos.

As defini¢oes basicas e os resultados, aqui utilizados, sobre a Teoria do Grau de
Brouwer estao enunciados no Capitulo 3. O resultado principal da Teoria de Averaging,

aqui utilizado, esta enunciado e demonstrado no Capitulo 4.
Consideremos a seguinte equacao diferencial

7'(t) = eF(t,x) + e R(t, x,¢), (1.5)

com

F(t,z) = Fi(t,z) + sign(h(t, x)) F3(t, x)

R(t.2,€) = Ry(t,v,€) +sign(h(t,2)) Ralt, . ),

onde F1,F5 : Rx D — R" R;,Ry : Rx D x (—¢gp,60) > R"e h: Rx D — R sao
fungoes continuas, T—periddicas na primeira variavel e D é um subconjunto aberto de

R"™. Assumamos que h é uma funcao de classe C! tendo 0 como valor regular.

Definamos a fungao promediada f, : D — R™ como sendo

T
folz) = / P(t, 2)dt, (1.6)
0
Fixemos o conjunto de hipéteses:

10
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(H1) Fi, Fy, Ry, Ry e h sao localmente L—Lipschitz com respeito a x;

(H2) para a € ¥y com fy(a) = 0, existe uma vizinhanga V' de a tal que fy(2) # 0 para
todo 2z € V\{a} e dp(fo,V,0) # 0;

(H3) se 0;h(p) = 0, para algum p € M, entao, existe uma fungao continua e positiva
& R x D — R, tal que

(&h(V;ph,Fl) + €<vmh7 F1>2 g <vzh7 F2>2) (t,x) > 8fp(t,£li'>

para todo (t,z) € M,;

(H4) dado z € %, os zeros da aplicagao h, : t — h(t,z), para 0 <t < T, sao isolados.

Denotemos por H o conjunto de hipdteses H1, H2, H3 e H4.

Observe que a hipdtese H4 é equivalente a condicao: dado z € ¥y, a aplicacao
h, : t — h(t,z), para para 0 < t < T, se anula, somente, em um conjunto finito de

pontos. Isso ocorre, pois o intervalo [0, 7] é compacto em R.

A proposicao que enunciaremos a seguir ajuda na verificacao da hipétese H4.

Proposicao 1.3. Suponhamos que 9;h(t,z) # 0 para todo (t,z) € M. Entdo, para
z € D, a aplicagao h, :t — h(t,z), para t € [0,T], se anula, somente, em um conjunto

finito de pontos, logo vale a hipdtese HJ.

Demonstragdo. Por hipétese, a aplicagao h, : t — h(t,z) é CL.

Suponhamos que exista uma sequéncia estritamente crescente (t;);en C [0,7] tal
que h(t;) = 0 para todo 7 € N, entdo, existe uma subsequencia convergente (t;;);en tal
que t;;, —t € [0,T].

Pela continuidade de h,, segue que, h,(t) = 0, o que implica que (¢, z) € M.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que para cada j € N existe s; € (t;;,%;,,,)
tal que h.(s;) = 0. Como s; — ¢, segue entdo, h’(t) = 0, contradizendo a hipé6tese da
proposicao.

Sendo assim, a aplicagao h, : t — h(t, z), para t € [0,T], se anula, somente, em um

conjunto finito de pontos. Em outras palavras, vale a hipétese H4. O

11
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Enunciamos, a seguir, o principal resultado desta dissertacao, que associa, os ze-
ros da funcao (1.6), satisfazendo a hipétese H2, as solugdes periddicas do Sistema de

Filippov Regular (1.5).

Teorema 1.4. Assumamos vadlido o conjunto de hipdteses H. Entdao, para € > 0 su-
ficientemente pequeno, existe uma Solugdo de Filippov T'—periddica x(t,e) da equagdo

descontinua (1.5) tal que x(0,e) — a quando € — 0.

Para uma definicao do que vem a ser Solucao de Filippov, veja o Capitulo 3.
Enfatizamos aqui, que a nossa principal contribuicdo a Teoria de Averaging, com
a demonstracao do Teorema 1.4, foi, sob algumas restri¢oes, abrir mao também da

hipétese de continuidade da equacao diferencial.

1.4 Observacoes Gerais

Na literatura atual, nao é usual representar um Sitema de Filippov continuo por partes
como feito em (1.4), sendo assim, derivaremos, nesta segao, o conjunto de hipéteses do
Teorema 1.4 para a terminologia usual de Sistemas de Filippov. Para mais informagoes
sobre a formalizacao de Sistemas de Filippov, veja o Capitulo 3.

Seja D um subconjunto aberto de R™. Tomemos h : R x D — R uma funcao de
classe C! tendo 0 € R como valor regular e X,Y : R x D x (—¢gg,&9) — R" funcoes

continuas de modo que

X(t,m,e) =e Xi(t,z) +* Xa(t, , )

Y(t,x,e) =eYi(t,x) + *Ya(t, x,€).
com X1,Y1 :Rx D —=R"e X5, Y5 : R X D x (—eg,69) — R" fungbes continuas.
Denotemos o conjunto A~1(0) por M. A variedade de descontinuidade M nao é,

necessariamente, conexa, sendo assim, dado p € M, denotamos por M, a componente

conexa de M contendo o ponto p.

12



1 Teoria de Averaging para Sistemas Descontinuos

Denotemos por C a classe das familias a um—parametro ¢ — (X,Y),(t,z,¢) de
Sistemas de Filippov Regulares, definidos em (1.1), para as quais, sao validas as seguintes

hipoteses.

(i) X, Y e hsao T—periddicas com respeito a t e sdo localmente Lipschitz com respeito

a z, e X, Y sao, no minimo, de classe C? com respeito a ¢;

(ii) se d;h(p) = 0, para algum p € M, entdo, existe uma funcao continua e positiva

& R x D — R, tal que

<vmh7 F1>2 - <vzh7 F2>2
2

<8th<th, Fi) +¢ ) (t,x) > e&,(t, x)

para todo (t,z) € M,;

(iii) dado z € Xy, os zeros da aplicagao h, : t — h(t,z), para para 0 < t < T, sdo

isolados.

Aqui ¥y é como definido nas secoes anteriores,

Filt2) = £ (Xa(t,2) + (1, )

Fy(t,z) = %(Xl(t,x) —Yi(t,z)).

Em resumo, para a classe C de Sistema de Filippov Regulares, queremos considerar
sistemas cuja a variedade de descontinuidade, restrita a subconjuntos compactos, seja
do tipo Costura, para ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Veja o Capitulo 3, para maiores detalhes sobre os possiveis tipos de regides encon-
tradas na variedade de descontinuidade para Sistemas de Filippov Regulares.

Na nossa convencao, para a classe C, o que garante tal propriedade é a hipdtese
(ii), porém, ressaltamos aqui, que nao demonstramos que tal hipitese é equivalente a
propriedade acima mencionada, ou seja, pode ser que exista um conjunto mais fraco de

hipoteses que ainda garanta a propriedade desejada.
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CAPITULO 2

Osciladores Fracamente Acoplados

2.1 Nota Historica

Segundo Minorsky (veja capitulo 18 de [33]), o primeiro fenémeno estudado, daqueles
que ocorrem em osciladores nao lineares, foi o fendémeno de sincronizagao (aqui chama-

remos este fenomeno de Sincronizag¢ao Fisica).

Aparentemente, tal fendmeno foi observado pela primeira vez por Huygens (1629—
1695) o qual relatou que dois reldgios de péndulo pendurados préximos em uma parede,
batendo inicialmente com fases distintas, apds um determinado tempo, tiveram os seus

péndulos sincronizados.

Podemos interpretar os dois péndulos do relégio como sendo osciladores acoplados,
onde a acoplagem se deve pela interacao dos péndulos com a parede. E claro que essa
acoplagem ¢é fraca, uma vez que, a interacao entre os péndulo é diminuida se aumentada
a distancia entre os relégios. Mais ainda, os péndulos se tornam independentes caso

sejam retirados da parede.

Apoés mais de dois séculos, o fenomeno de sincronizacao foi redescoberto, por varios

fisicos, ao se estudar circuitos elétricos. Foram os fisicos Applenton [1] e Van der Pol
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[40] que desenvolveram a teoria deste fendmeno.

Em [3], Andronov e Witt, desenvolveram uma generalizagao topoldgica da teoria

desenvolvida por Van der Pol, a qual, mais tarde, foi estendida por Stoker [38].

2.2 Introducao

Consideremos My (R) como sendo o R—espago vetorial das matrizes 2 X 2 e definamos

a aplicacao J : R — Myyo(R) por

Seja A = (A, Ao, A3, -+, A,) € R"\{0}. Tomemos a matriz Sy € My, x2,(R) e o

vetor x € R*" como sendo respectivamente

T
J(A1) 0 0
Y1
0 JWX) O
SA = e X =
0 0
Tn
0 0 J(\n)
Yn
Consideremos o sistema, definido em R?"*, dado por
x(t) = Sax + e T(t,x) + *T1(t, x, €), (2.1)
onde
D(t, %) = Ty (t,x) + sign(g(t, %))T5(t,X)
e

H(t,x, ) = Iy (¢, %, £) + sign(g(t, X)) T (£, x, ),
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com ' Ty : R x R — R?™ I T, : R x R?™ X (—gg,60) = R*™ e g : R x R™ — R,
fungoes continuas e T—peridédicas na primeira varidavel. Aqui, o ponto denota derivacao
com respeito a variavel t.

Para o estudo da Sincronizagao Fisica do sistema (2.1), o periodo T', das fungoes
['(t,x) e II(t,x,e), ndo pode ser tomado de maneira totalmente arbitraria. A sua
escolha sera feita pela Definicao 2.2 e pela Proposicao 2.3, que impoe condigoes sobre

os autovalores do sistema (2.1).

Assumamos que

I'= (G17 Gla qu GQ7 Ty Gn7 Gn)?

com
Gi(t,x) = Gi(t, x) + sign(g(t. X)) G (t, %)
e
G'(t,x) = Gy(t,x) +sign(g(t, x))Ga(t, %),
parat=1,2,---  n.

Observe que, para € = 0, o sistema (2.1) representa um conjunto de n osciladores
harmonicos desacoplados, sendo assim, dizemos que as funcoes I' e II acoplam esses

osciladores fracamente.
O estudo, desenvolvido a seguir, procura encontrar condicoes para a existéncia de
solugbes periddicas do sistema (2.1), sendo equivalente ao estudo da “sincronizagao

fisica” de um sistema mecanico composto por n osciladores harmonicos acoplados.

2.3 Sincronizacao de Sistemas Dinamicos

Cabe aqui uma pequena observacao sobre o conceito mateméatico de sincronizagao de

sistemas dinamicos.

Seja U um subconjunto aberto de R e X : U — R"™ um campo vetorial de classe

C" com r > 1. Consideremos o sistema dinamico
2'(t) = X(x). (2.2)
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Denotamos por ¢(t, z) a solu¢ao do sistema (2.2), tal que ¢(0,z) = z. A seguir

definimos o conceito matematico de sincronizagao.

Definigao 2.1. Dizemos que o sistema (2.2) é M —sincronizdvel, se existe uma aplica¢do

continua G : U C R" — R, tal que

M =G 10) e lim_ G(p(t,2)) =0,
para todo z € U.

Em [28] Llibre, Silva e Teixeira, assumindo a defini¢ao acima, estabeleceram co-
nexoes entre o fenomeno de sincronizacao, a teoria de sistemas dinamicos descontinuos

e a teoria geométrica de perturbacao singular.

A definicao matematica de sincronizacao de um sistema dinamico é bem mais geral
do que a defini¢ao que empregamos aqui (existéncia ou nao de solugdes periédicas), por

esse motivo utilizamos o termo sincronizacao fisica.
A sincronizacao fisica de um sistema dinamico pode ser vista, de fato, como um
caso particular de M—sincronizacao, se assumirmos que M é a érbita correspondente a

solucao periddica do sistema e G é a aplicagao “distancia até M”.

2.4 Forma Padrao

Nosso objetivo, nesta secao, € utilizar a Teoria de Averaging para Sistemas de Filippov
Regulares, desenvolvido no Capitulo 1, para obtermos resultados sobre a existéncia e
persisténcia de solugoes periddicas do sistema (2.1). Para esse fim, devemos encontrar
coordenadas nas quais o referido sistema seja escrito na forma padrao para se aplicar o

Teorema 1.4.

A preparagao do sistema (2.1) para a aplicagdo do Teorema 1.4 difere nos casos
autonomos e nao autonomos. Porém, em ambos os casos, devemos assumir uma
Hipdtese de Ressondncia para os autovalores do sistema (2.1), dados pelas entradas

do vetor A:
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Se A = (A1, A2, A3, -+, An) € R™\{0}, entdo,
A

)\_jGQ’

para todo 4,5 =1,2,--- ,n.
Essa hipdtese nos permite estabelecer teoremas que reduzem o sistema (2.1), em
ambos 0s casos, a um sistema nao autonomo periédico na variavel ¢ com o parametro

¢ multiplicando todo o lado direito do sistema.

Definigao 2.2. Dado A € R"\{0} dizemos que Th € R € um Periodo Ressonante caso

Ty seja multiplo inteiro de 2mw/\; para todo i =1,2,---  n.

O proximo resultado relaciona a Hipdétese de Ressonancia com a existéncia do

Periodo Ressoante.

Proposicao 2.3. Se A € R"\{0} satisfaz a Hipdtese de Ressondncia, entdo, existe um

Periodo Ressonante.

Demonstracao. Fixemos A\ € R. Dado \; € R sabemos que existem inteiros p; e ¢; tais

que A;/\; = p;/q;. Sendo assim,

2t 27
ql )\Z - pZ )\17
paratodoi=1,2,--- ,n.
Tomemos agora [ = {1,2,--- ,n}e
2
Ty = ;
v=11ny
el
Uma vez que
27 2T
Ty = | H pi| Pin-= | H i Qj)\_j
iel\{j} iel\{j}
e
I »i|wez
iel\{j}
podemos concluir que T} é, de fato, um Periodo Ressonante. O

19



2 Osciladores Fracamente Acoplados

Obviamente, o Periodo Ressonante nao é tinico, uma vez que todo multiplo inteiro
de T) também é um Periodo Ressoante. Porém, caso seja necessario, podemos assumir

que Ty é o Periodo Ressonante Minimal, o qual é tnico.

A partir de agora, iremos assumir que o vetor de parametros A do Sistema (2.1)

satisfaz a Hipdtese de Ressonancia estabelecida nos paragrafos acima.

2.4.1 Perturbacao Autonoma

Seja D = R* x (R x R*)""" subconjunto aberto de R2*~1. Assumindo que I'(f,x) =

I'(x) e que II(t,x,¢) = II(x, €), temos valido o seguinte teorema.

Teorema 2.4. Para x # 0, existe uma mudanga de coordenadas, x — (6,2), com

(0,Q) € R x D, no qual o sistema (2.1) € reduzido ao sistema
Q'(0) = eF(0,Q) + *R(6, Q, ¢), (2.3)

onde

F(0,Q) = F1(0,Q) + sign(h(6, Q))F2(6, Q)

R(0,0,¢) = Ry(0,9, ) + sign(h(0, Q) Ra(0, 2, ¢),

com, FiFy : Rx D = R>* ! R Ry : R x D x (—gg,60) = R>" ! ¢ h:RxD — R,
fungoes continuas e Ty —periddicas na primeira varidvel. Aqui, o sinal’ denota derivagao

com respeito a varidvel 6.

Demonstracao. Seja Q= (ry, 6y, re, 03,13, , 0, , 1,). Consideremos a mudanga de

coordenadas

x1 =11 c08(A101), y1 = r18in(A101),
;i =T; cos()\ﬂl + 61), Y; =T; sin()\ﬂl -+ 01),
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para i =2,3,--- ,n. Tomemos 0 = 6, e definamos a aplicacdo ¥ : R x D — R2" por

v(n,0) = (7’1 cos(A10) , r18in(A10), 1o cos(Aaf + O3) , rosin(Af + 6) - - -

(2.4)
o T cos( A0+ 6,), mysin( A0 + Qn)).
Nestas novas coordenadas, o sistema (2.1) pode ser escrito como
0(t) = —1 —eFY(0,Q) + O(e?),
71 (t) = —eF(0,Q) + O(e?),
_ . (2.5)
gl(t) = _EFZ(Ha Q) + 0(82)7
7i(t) = —eF'(0,Q) + O(e?),
onde
1 .
F'(0,Q) = o [G'(¥(6,€)) cos(M0) — G ((0,Q)) sin(\0)] ,
171
F'(0,Q) = —G'(¥(0,9Q)) cos(M8) — G*(T(0,9)) sin(\ ),
Fi0,Q) = A_ [Niri(GH(T(0, ) sin( A1) — G (P(0,9Q)) cos(M6))
I
+A17r1 (G (W(0,9)) cos(Nb + 6;) — G (V(6,Q)) sin(X0 + 6;))]
e
F'(0,Q) = =G'(¥(0,9)) cos(\ifl + 6;) — G'(¥(6,9)) sin(\i6 + 6;),
para ¢ = 2,3,--- ,n. Tomando 6 como sendo a nova varidvel independente, o sistema
(2.5) é reduzido a
d?"l —1 2
— =cF(0,Q
= eFY(6,9) + O(),
B _pi9,0) + 02, (2.6)
do
dri _ eF'(0,Q) + O(e?)
d9 - ) )

onde

F'(0,Q) = Fi(0,Q) + sign(h(6, Q) Fi(6,Q),
Fi(0,Q) = Fi(0,Q) + sign(h(0, Q) Fi(0,9),
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Fi(0,Q) = A;ﬂjﬁ [Nira(G((0,Q)) sin(Mr1) — G5((0,9)) cos(M6))

1 (G (U0, Q) cos(\b + 6;) — GL(W(0,9)) sin(M0 +6,))] ,
Fi(0,Q) = —Gi(¥(0,Q)) cos(\b + 60;) — G (V(6,9)) sin(\f + 6;),
FN0,Q) = —GH((8,Q)) cos(MB) — GL(W(B,)) sin(A6),

parat=2,3,--- ,nej=12e
h(0,Q) = g(T(9,)),
Agora, para j = 1,2, fixemos F; : R x D — R?>*~! como sendo
F;(0,Q) = (F}(0,9), F7(0,9), F(0,9), ---, F}(0,9), F}'(6,9Q)) .
Logo, tomando
F(0,Q) = F1(0,9Q) + sign(h(6, Q))F4(0,9Q),
o sistema (2.6) fica reduzido ao sistema
Q'(0) = eF(6,Q) + O(c?).

A expressao contida em O(g?) é, claramente, da forma como indica o enunciado.

Temos, entao, demonstrado o teorema. [l

2.4.2 Perturbacao Nao Autonoma

Assumindo que as fungoes I'(t,x) e II(¢,x,e) sdo Th—periddicas na primeira variavel,

temos valido o seguinte teorema.

Teorema 2.5. Existe uma mudanc¢a de coordenadas x(t) — y(t) no qual o sistema

(2.1) € reescrito da forma
y(t) = eF(t,y) + Rty ), (2.7)
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onde

F(ta Y) = Fl(t7 Y) + Sigﬂ(iL(t, Y))FQ (ta y)

R(tayu 6) = Rl(t7y78> + Sign<ﬁ<t7y))R2(t7y7‘€)7

com, Flﬁ‘Q:RxD—ﬂR?”, Rlﬁz:RxDx[go,eo}%RQ” efAL:RxD—HR, funcoes

continuas, Th—periodicas na primeira varidvel.

Demonstrag¢ao. Definamos a nova variavel y(¢) por
y(t) = e x(t),

onde e é a matriz da solucdo fundamental do sistema (2.1) para e = 0, observe que

y(0) = =(0).

Em y(t) o sistema (2.1) é escrito como
y(t) = F(t,y) + O(e),

com F(t,y) = Fy(t,y) +sign(h(t,y))Fa(t,y), onde

Fl(ta y) = 6_tSAFI (tv 6tSAY)7 FQ(tv Y) = e_tSAF2(t7 etSAY)

h(t,y) = g(t, e"ry).

A expressao contida em O(e?) é, claramente, da forma como indica o enunciado.

Temos, entao, demonstrado o teorema. [l

A mudanca de coordenadas, utilizada na demonstracao acima, é feita por Sanders e
Verhuslt em [35]. Esta mudanga de coordenadas pode ser utilizada para sistemas mais

gerais, inclusive no caso autonomo.
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2.5 Enunciados dos Resultados

Enunciaremos nesta secao dois teoremas obtidos como aplicacao da Teoria de Averaging
para sistemas descontinuos desenvolvida no Capitulo 1.
Denotemos as variedades =1 (0) e h~!(0) respectivamente por M e M e denotemos

o conjunto g~'(0) por M,.

Definamos agora os conjuntos ‘20 e io como sendo
Y= ({0} x D\M e 3= ({0} x D)\M.

Seja f : R™ — R" uma funcao diferencidvel em a, denotamos por Jy(a) o determi-

nante da matriz jacobiana de f calculada em a.

Fixemos as hipoteses
(H1*) T'y,T9, 104, 15 e h sdo localmente Lipschitz;
(H2*) 0,g(t,x) + Vxg(t,x) - Sp - x # 0 para todo (¢,x) € M,.

Denotemos o por H* o conjunto de hipdteses H1* e H2*.

2.5.1 Perturbacao Autonoma

Dado 2 € D, temos que = R + @, onde

R=(r1,0,79,0,73,---,0,1,)

(I):(076270703707"'767170)'

Seja F : D — R2" ! a funcéo dada por

F(Q) = /0 " F(6,Q)do. (2.8)
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Definicao 2.6. Seja )y um zero da equagao
F(Q) =0. (2.9)

assumamos que F seja diferencidavel em y. Dizemos que o € um zero simples da

equagdo (2.9) se Jz(Qy) # 0.

A seguir, enunciamos o teorema que associa os zeros simples da equacao (2.9) as
solugdes periddicas da equagao diferencial (2.1) com perturba¢ao auténoma, ou seja,

['(t,x) =I(x) e [I(t, x,¢) = I(x, €).

Teorema 2.7. Assumamos o conjunto de hipdteses H*. Entao, para € > 0 suficiente-
mente pequeno e para cada zero simples Qg = Ro+ Po da equagao (2.9), o sistema (2.1)

possui uma solugao Ty—periddica x(t,e) de modo que |x(t,e)| = |Ro| quando € — 0.

Ficard claro na demonstracao do Teorema 2.7, no Capitulo 6, que a hipétese H2*

pode ser substituida pela hipétese mais fraca
(H'2*%) 0,9(t,x) + Vxg(t,x) - Sp - x # 0 para todo (t,x) € M,N¥ (R, f))
Particularmente, o conjunto
Z={(z1, 91, , T, yp) ER™ : Ji, z; = y; =0},

nao estd contido em ¥ (R, D). Sendo assim, é permitido que o conjunto M, deixe de
ser uma variedade regular (ou até mesmo uma variedade) em algum ponto de Z. Iremos

abordar esta questao na Secao 2.6 deste capitulo.

2.5.2 Perturbacao Nao Autonoma
Seja F:D 5 R¥ 1y funcao dada por

F(z) = /OTA F(t,2)d0. (2.10)

25



2 Osciladores Fracamente Acoplados

Definicao 2.8. Seja zy um zero da equacao
F(z) = 0. (2.11)

Assumamos que F seja diferencidvel em zy. Dizemos que zo é um zero simples da

equagao (2.11) se Jz(zo) # 0.

A seguir, enunciamos o teorema que associa os zeros simples da equacao (2.11) as

solugoes periddicas da equacao diferencial (2.1) com perturbagdo nao autoénoma.

Teorema 2.9. Assumamos o conjunto de hipdteses H*. Entao, para € > 0 suficiente-
mente pequeno e para cada zero simples zg da equagao (2.11), o sistema (2.1) possui

uma solu¢ao Th—periddica x(t,€) de modo que x(0,e) — z¢ quando € — 0.

2.6 Aplicacao: Péndulo com Mecanismo de Escape

O relégio de péndulo é um dos exemplos mais simples de sistema dinamico no qual se tem
a presenca de um ciclo limite nao analitico. Um relégio de péndulo é, essencialmente,
um mecanismo composto por duas partes, sendo essas: um péndulo (ver Figura 2.1); e
o chamado mecanismo de escape, que age impulsionando o péndulo, restituindo, assim,
a energia dissipada pelo amortecimento.

As equacoes do relégio de péndulo, em geral, possuem um conjunto de descontinui-
dade que nao é uma variedade (veja, por exemplo, [2], capitulo III), sendo assim, tais
equagoes nao sao contempladas, a principio, pela Teoria de Averaging para Sistemas de
Filippov Regulares desenvolvida no Capitulo 1. Entretanto, segundo Dilao (Veja [9],
Capitulo 10), podemos obter o mesmo comportamento qualitativo considerando um

oscilador forcado com equacao dada por

mlp(t) + E(6)d +mgd = 0, (2.12)
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Figura 2.1: Péndulo.

onde
2p, se |9 > &,
£(g) = 0, se [¢]= ¢,

~2, se |¢] < 6o

\
Aqui, m denota a massa da particula, [ denota o comprimento da haste e g denota
a forca da gravidade, p e ¢. sao parametros positivos. Os pontos denotam derivagao

com respeito a variavel .

Podemos encontrar em [21], outros modelos mateméticos para o relégio de péndulo

com mecanismo de escape.

Observe que a funcao ¢ pode ser escrita como
£(¢) = 2psign(¢” — 67).
Reescalonado o tempo por t = /g/l T, o sistema (2.12) pode ser escrito como
" _ pa . 2 2\ 1/
#'(7) =~ — Lsign(s? ~ )0 (21

com a = 24/1/g. Aqui, as aspas indicam deriva¢ao em relagao a varidvel 7. Denotando

x = ¢ ey = ¢, aequagao diferencial de segunda ordem (2.13) é reescrita como o
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sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

(1) =y,
(2.14)

a
y(r) = = = Csign(a® - 02)y.
m
Assumindo a validade do Teorema 2.7, enunciamos o seguinte teorema

Teorema 2.10. Para valores de m suficientemente maiores que o valor de p, o sistema
(2.12) admite uma Solug¢ao de Filippov periddica, a qual caracteriza a existéncia de um

Ciclo Limite Tipico (ver Capitulo 7) do sistema (2.12).

Demonstracao. Afim de demonstrarmos o Teorema 2.10, temos que identificar no sis-

tema (2.14) os elementos do Teorema 2.7. Para isso, tomemos

L
m

e consideremos

GI(ZE,y) = Oa éi(l‘ay) = 07 G%(l’,y) = —ﬁay,

glw,y) =a® — @7 e h(0,r) =17 cos*(0) — ¢7.
Sendo assim, a equacao (2.12) é escrita nos termos do sistema (2.1).
Para obtermos a expressao da funcao F, definida em (2.8), temos que calcular os

zeros de h(6,r). Facilmente, obtemos que:

se r > ¢., entao, ﬁ(@,r) =0, se, e somente se, 0 € {6, 0o, 03, 04}, onde

0, = arccos (—¢C) ., 05 = arccos (%> +7
r r
0, = arccos (—ﬂ> , 0, = arccos (_ﬂ) + T
r T

se r < ¢., entdo, a funcao h(f,r) assume somente valores negativos para todo

g € [0,27].
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ap A 2, 47541
\\\\\\\\\\a

0.5 10 X . . 3.0 35

Figura 2.2: Gréfico da fungao G.

Sendo assim, procedendo com a integracao por partes, obtemos que

2
. 4ﬁa¢0\/1—¢—§—4ﬁararccos (%)—Fﬂﬁar, se 1> Qg
F(r) = r r

pamr, se 1< Q.

Dado a > 1, definamos a aplicagdo G(a) por

1 -
G(a) = ,ﬁaqﬁc}—(a(bc)'

Como ag¢. > ¢, segue que,

1
Ga) =44/1 — el + 7o — davarcsec(a).

Observe que G(a) é uma funcao real com todos os parametros determinados, sendo
assim, podemos encontrar numericamente as suas raizes (Veja a Figura 2.2). Pro-
cedendo com os calculos, obtemos que G(ag) = 0 para oy ~ 2,47541. Segue dai a
existéncia de rg ~ 2,47541¢, tal que F(ro) = 0.

Claramente, segundo a Defini¢ao 2.6, 1o é um zero simples da equacao (2.9). Assim,
aplicando o Teorema 2.7, concluimos que, para € > 0 suficientemente pequeno, existe

uma solucao periddica ¢(t,e) do sistema (2.12) tal que

[(#(.2),6(¢.9) | = ro.
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Figura 2.3: Orbitas periédicas para varios valores de e.
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quando € — 0. Temos, entao, demonstrado o teorema.

2.7 Sistemas de Filippov Nao Regulares

Definimos, no Capitulo 1, a classe de Sitemas de Filippov Regulares como aqueles, da
forma (1.1), para os quais o conjunto de descontinuidade é uma variedade regular.

E natural, entao, entendermos por Sistemas de Filippov Nao Regulares como sendo
aqueles, da forma (1.1), porém, que nao possuem o conjunto de descontinuidade como
sendo uma variedade regular. De fato, para os sistemas que estudaremos nesta segao,

o conjunto de descontinuidade nao é variedade.
Nos concentraremos em Sistemas de Filippov Nao Regulares no plano R?, os quais,
surgem naturalmente no estudo de sistemas mecanicos (veja, por exemplo, [2]).

Assumamos que o sistema (2.1) seja autonomo e D = R%. Para esse caso, a hipitese

H’2* pede que
(H2*) Vg(z,y) - Sa - (z,y) # 0 para todo (z,y) € M,N T (R x RT).

Aqui, ¥ (R x RT) = {(z,y) € R? : (z,y) # (0,0)}. Desse modo a hipétese H'2* pode

ser reescrita como
(H'2*) Vg(z,y) - Sa - (2,y) # 0 para todo (z,y) € M,\(0,0).

Como S é matriz nao singular, segue que, M, pode deixar de ser variedade somente
em (z,y) = (0,0). Sendo assim, o teorema é aplicdvel quando, por exemplo

k

g(z,y) = [ [(ax + biy),

=1

para qualquer colecao finita de a;’s e b;’s tal que

a; 7]
i 7[5
para i # j.
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O conjunto de descontinuidade neste caso é a uniao de retas nao coincidentes pas-
sando pela origem.
Em [29], Llibre e Teixeira estudaram sistemas deste tipo que sdo generalizagoes

descontinuas das equacoes de Liénard.

A principal caracteristica da mudanca de variaveis, apresentada no Teorema 2.4, é o
fato de levar o sistema (1.1) para sua forma normal (2.3), ao mesmo tempo que elimina
os problemas existentes na origem. Sendo assim, para tentarmos aplicar o Teorema
1.4 em algum sistema descontinuo, para o qual, o conjunto de descontinuidade nao é
uma variedade regular, temos que encontrar uma mudanca de variaveis que coloque o
sistema na forma normal (ou pelo menos que o mantenha na forma normal) e que, ao
mesmo tempo, elimine algum subconjunto do conjunto de descontinuidade, de modo
que, o conjunto remanescente seja uma variedade regular.

E valido observarmos que no plano, a mudanca de varidveis, proposta pelo Teorema
2.4, é equivalente ao conhecido Método de Blowing—up (veja, por exemplo, [16]) e resolve
(no sentido que transforma um Sistema de Filippov Nao Regular em um Regular) os
sistemas que possuem um Unico ponto em que o conjunto de descontinuidade deixa de

ser variedade regular.

Esclareceremos melhor a metodologia proposta, nos paragrafos acima, com o exem-

plo a seguir.

Consideremos a seguinte equacgao diferencial
i(t) = —x +e (& — sign (¢ (2* — 27))) - (2.15)

O conjunto de descontinuidade M, da equacao (2.15) é dado como imagem inversa
da fungao g(z,y) = y (#* — 22) (veja Figura 2.4); tal conjunto deixa de ser variedade
nos pontos P, = (—x,0) e Py = (x,0).

Construiremos agora uma mudanca de variaveis que nos permite estudar a existéncia
de orbitas periddicas, para as quais, ao considerarmos a regiao delimitada pela orbita

que contenha a origem, também contenha os pontos P, e Ps.
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Figura 2.4: Conjunto de descontinuidade da equagao (2.15)

Consideremos a elipse no plano passando pelos pontos P;, Ps, (0, 1) e (0, —p) como
indicado na Figura 2.4.
Sabemos que, em coordenadas polares, a equagao da elipse, definida na Figura 2.4,

é dada por
Mﬁfo
V12 cos?(6) + a2 sin?(T)
Seja D = [0,27) x RT. Dado pu, parametro real, definamos a aplicagao ¥, : D —

V(D) por W, (0,r) = (VL(0,7), ¥2(h,r)), onde

p(0, p) =

WL0.1) = (r + pl6, 1) cos(6),
U2(0,r) = (r+p(0,p)sin(0).
Observe que
UL(0,r)° + W2 (0,r)° = (r+ p(0, 1)) > p*(0, ).

Sendo assim, ¥,(D) C R*\E,, onde E, é a elipse, definida na Figura 2.4, unida

com a regiao por ela delimitada.
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Facilmente, obtemos que

J@M(G,r) =7+ p(eaU)7

logo, Ju,(0,7) # 0 para todo (6,7) € D e u > 0. Observe também que W, (6;,7r) =
U, (0,73) se, e somente se, 01 = b5 e 1 + p(b1, 1) = ro + p(ba, ). Sendo assim, ¥,
é uma aplicacdo injetora de D em V,(D), logo bijetora. Portanto, pelo Teorema da

Fungao Inversa, segue que, ¥, é um difeomorfismo de D em ¥, (D).

Dado p > 0, podemos concluir, pelos comentarios feitos nas se¢oes anteriores, que o
conjunto de descontinuidade obtido ao considerarmos a mudanga de varidveis (z,y) =
U,(0,r) com y = &, serd, na verdade, uma variedade regular, viabilizando, assim,
a aplicacao da teoria desenvolvida. Contudo, ao realizar tal mudanca de variaveis,

perdemos todas as informacoes contidas na regiao E),.

Uma vez que, a familia de conjuntos {E,; p > 0} é decrescente, no sentido que
E,, C E,,, se, esomentese, (1 < fio; € £, = [—x¢, xo| quando ;1 — 0, segue que, quanto
menor o valor parametro p > 0, menor serd a quantidade de informacoes perdidas, do

sistema original, ao se realizar a mudanca de coordenadas.

Entretanto, a dificuldade algébrica, ao considerarmos valores arbitrarios para o
paramero p, é enorme (indicaremos, a frente, onde aparece tais complicagoes algébricas).
Desse modo, iremos considerar um valor fixo para o parametro p. De fato, tomaremos

a regiao E, como sendo a bola fechada em R?, de raio z, e centro (0,0).

Fixemos p = x¢ e consideremos a mudanca de varidveis
(@) = Way (0,7) = ((r + @) cos(0) , (r + o) sin(h)),
com y = .
Logo, para (0,7) € D, temos que h(0,r) = g (¥, (0,r)) é dado por
h(0,7) = (r + o) sin(6) ((r + z9)* cos*(0) — z7) .
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Seguindo a argumentagao do Teorema 2.4 obtemos que a equagao (2.15) fica reduzida
a equagao

%(9) . (_(T + wo) sin®() + sign (ﬁ(e, r)) sin(9)> + 0(e?), (2.16)

co1m

h(6,r) = sin(f) ((r + z0)? cos®(0) — x7) .

Observe que 71(9, r) = 0 se, e somente se, 0 € {0y, 0, 03, 04, 05, 65}, onde

x x
0, =0, 6, = arccos ( 0 ) , B3 = arccos (— 0 ) ,
r 4+ r 4+ xg

94:7T, 05:27T—93 [§ 96:27T_02-

Portanto, segue que, M = iL_l(O) ¢ dado por
M={(0,r) €D : 0=01,05,05,04,050; v > 0}.

Note que, agora, o conjunto de descontinuidade M da equacio (2.16) é uma varie-

dade regular em D, mais ainda,
oh 2
53 (6) = cos(6) (@ (3cos(20) — 1) — :13(2)) £0,

para todo (0,r) € M.
Podemos, entao, aplicar o Teorema 1.4 para o sistema (2.16). A fun¢ao promediada,
definida em (1.2), para a equagao (2.16) é dada por

fo(r) = - irxo —m(r 4 xy) — 4.

Observe que, a dificuldade algébrica mencionada, anteriormente, aparece, justa-
mente, no célculo da expressao de fy(r), e, posteriormente, no calculo das solugoes do

sistema (2.17).

Afim de estudarmos as solugoes periddicas da equagao (2.16), construiremos, a se-

guir, o diagrama de bifurcacao das solugoes do sistema

fo(r) =0 (2.17)
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Figura 2.5: Diagrama de bifurcacéo do sistema (2.17)

(veja Figura 2.5).
Se o = 0, entao, temos 7 como solugao do sistema (2.17), onde

0_4.
To—_’
™

se 0 < mg < 1/(27), entdo, temos {ry,r2} como conjunto de solugdes do sistema

(2.17), onde

2 21 — 21z 9 2 V1—12mxy

1
Ty =——%)— ———— € Tjg=——Tg+ —;
T T T

se T = 1/(2), entdo, temos r§ como solugao do sistema (2.17), onde

3

3

Ty = =
07 o’

finalmente, se o > 1/(27), entdo, nao existe solucao real positiva do sistema (2.17).

Pelo Teorema 1.4, considerando ¢ > 0 suficientemente pequeno, para cada solucao
r{ indicada no diagrama existe uma solugao periddica (6, ) do sistema (2.16), tal que

r'(0,e) — r} quando & — 0.
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Portanto, para g = 0 ou g = 1/(27), o Teorema 1.4 garante a existéncia de uma
solucdo periddica; e para 0 < zp < 1/(27), o Teorema 1.4 garante a existéncia de duas
solucoes periddicas. Note que, o fato do Teorema 1.4 garantir a existéncia de uma ou
duas solugoes periddicas da equagao (2.16) nao implica que elas sejam tnicas, ou seja,

podem existir outras solugoes peridédicas nao detectadas pelo Teorema 1.4.

Uma vez que

(2, 9)[> = [We(0,7)%,
(r + x0)2 cos?(0) + (r + x0)2 sin®(#),
(r+ x0)2 ,

segue que, se r(f,¢e) for solugao periddica da equagao (2.16), tal que r(0,e) — rg
quando € — 0, entdo, existe uma solugao peridédica z(t,¢) da equagao (2.15) tal que

|z(t,e), x(t, )| = ro, quando € — 0.

Em resumo, concluimos que:

Se 7y = 0, entao, existe um ciclo limite z°(¢, ¢) da equagao (2.15) tal que |2°(¢, €), 2°(,€)| —
r), quando & — 0;

se 0 < xg < 1/(27), entao, existem dois ciclos limites, z'(¢, ) e 2%(t,¢), da equagio
(2.15) tal que |z'(t,e),2'(t,e)| = rj e |22(t,€),2%(¢, )| — rE, quando € — 0;

finalmente, se ro = 1/(27), entdo, existe um ciclo limite z3(¢, ) da equacio (2.15)

tal que |z3(t,¢),2%(t,¢)| — r3, quando € — 0.

Note que o Teorema 1.4 nao fornece o nimero de ciclos limites existentes em uma

certa regiao, mas sim um limite inferior da quantidade de ciclos limites existentes.

Observe também que, a mudanca de variaveis desenvolvida no estudo acima, nao nos
permite estudar os ciclos limites que, por ventura, cruzam o conjunto [—xq, zo| X {0},

uma vez que [—xg, zo] X {0} C E. para todo ¢ real.
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Figura 2.6: Bifurcagoes dos ciclos limites (2.17) . As flechas se alteram, caso alterado o sinal

de €.

Uma possivel abordagem, para estudarmos a existéncia ou nao destes ciclos limites
para valores de x( grande o suficiente, seria transformar a equagao (2.15), via Blowing—
up polar, e restringir o novo sistema obtido para valores de r menores que xg.

Uma vez que a origem é um foco, atrator ou nao, e o sistema nao perturbado é um
centro na origem, segue que, para valores de € > 0 suficientemente pequenos, as solucoes
iniciando em 7 < xg, para # > 0 (atrator) ou para # < 0 (repulsor), permaneceriam
contidas na bola aberta de centro (0,0) e raio xg. Deste modo, a equagao restringida
seria um Sistema de Filippov Regular, para o qual poderiamos aplicar o Teorema 1.4 e
obter, por ventura, informagcoes sobre as suas solugoes periddicas e, consequentemente,

obter informagcoes sobre os ciclos limites da equagado (2.15) que cruzam o conjunto

[—x0, x0] x {0}.

As Figuras 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11 e 2.12 s@o simulagoes, da equagao (2.15), endos-
sando numericamente: o aparecimento dos ciclos limites, para diversos valores de xg; e

a convergéncia dos mesmos ao tender o valor do parametro € a 0.
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@

Figura 2.8: Ciclo limite para o = 0, 1. Parametro ¢ variando de 1,5 a 0.
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Figura 2.10: Ciclo limite para xq = 0,15. Parametro ¢ variando de 1,5 a 0.
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. Parametro ¢ variando de 0,2 a 0.

Figura 2.12: Dois ciclos limites para xg = 0.159. Parametro ¢ variando de 0,2 a 0.
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CAPITULO 3

Resultados e Conceitos Preliminares

3.1 Sistemas de Filippov

Existe uma enorme variedade de equacoes diferenciais descontinuas, e, para todas elas, o
primeiro problema, e também o mais fundamental, que nos deparamos ao se estudar tais

sistemas é: Como bem definir uma solugdo para uma equagdo diferencial descontinua?

Entendemos aqui, por equagoes diferencias descontinuas, as equacoes do seguinte

tipo

z(t) = X(t, z(t)), (3.1)
com X : R xR" — R" n € N, onde, para cada t € R fixo, a fungao x — X (¢, x) nao é,
necessariamente, continua.

Equacoes diferenciais do tipo (3.1) possuem intimeras aplicagoes na Fisica (veja, por
exemplo, [7] e [25]), na Biologia (veja, por exemplo, [4] e [23]), na Economia (veja, por
exemplo, [19] e [20]) e em diversas outras dreas cientificas.

Como ja dissemos, o problema mais bésico, relacionada a equagoes do tipo (3.1),

consiste em como bem definir as suas solugdes. Uma vez que, o campo vetorial é
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descontinuo, nao existem, em geral, curvas diferenciaveis que satisfacam a equacao
(3.1). Desse modo, tem-se que construir nogoes diferentes, porém, adequadas para o

que seria uma solucdo da equagao (3.1).

Na literatura existente sobre o assunto, nao se tem uma unica resposta para o
problema da definicao do que seria uma solugao. Tem-se utilizado nogoes distintas de

solucgoes para diferentes problemas.

A definicdo de solugao segundo Caratheddory (veja, por exemplo, [18]) para a
equagao (3.1) é a generalizagao, mais natural possivel, da teoria classica de equagoes
diferenciais. Entretanto, solugoes segundo Carathedédory nao existem em muitas das
aplicagoes.

A defini¢ao de solugoes segundo Filippov (veja [18]) e Krasovskii (veja [22]) fazem
uso do conceito de inclusao diferencial. O conceito de inclusao diferencial consiste em se
definir uma aplica¢do multivalorada F'(t,z(t)) que associa, para cada ponto do espago
de fase, um conjunto de possiveis dire¢oes. Dessa forma, a equagao diferencial (3.1) é

associada & inclusdo diferencial
x(t) € F(t,z(t)). (3.2)

Agora o problema passa a ser como definir essa aplicagao multivalorada.

Muitos outros autores trabalharam em cima de defini¢oes plausiveis para o problema
(3.1), porém, nesta dissertacdo, fixaremos nossa aten¢ao no estudo desenvolvido por

Filippov.

3.1.1 Aplicagcao Multivalorada de Filippov

Caratheddory, na sua defini¢ao para solugoes de sistemas do tipo (3.1), atribui uma
importancia principal para o valor do campo vetorial em um dado ponto. Como ja

dito, anteriormente, sua estratégia se mostrou ineficiente em muitas das aplicacoes.

Filippov, ao invés de se preocupar com o valor do campo vetorial em um dado ponto,

assume a estratégia de olhar o que se passa em uma vizinhancga desse ponto.
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Essa nova abordagem é essencial para a definicao das solugoes de sistemas des-

continuos como veremos a seguir.

Definicao 3.1. Seja X : R x R" — R"™ campo vetorial, possivelmente descontinuo,

como definido em (3.1). Definamos a Aplicagao Multivalorada de Filippov
F[X]:R xR" = B(R"),

por

FIX|(t,x) =) [ @{X(tB(z,6)\S)}.

5>0 (S)=0
Na férmula acima, B(R™) denota as partes de R", B(x, ) denota a bola aberta em

R™ de centro x e raio ¢, ¢o denota o fecho convexo e u denota a medida de Lebesgue.

Pela definicao da Aplicagao Multivalorada de Filippov, o valor de F[X](t,x) é in-

dependente do valor do campo X em (¢, x).

Enunciaremos, a seguir, como lemas, algumas das propriedades da Aplicacao Mul-

tivalorada de Filippov para campos vetoriais autonomos.

Lema 3.2 (Consisténcia). Se X : R" — R™ ¢ continuo em x € R", entdo,
FIX](x) = {X(2)}.

Lema 3.3 (Regra da Soma). Se X1, X5 : R — R™ sao localmente limitados em x € R,
entao,

FIX, + Xo)(x) € FIX1](x) + FIXo) ().

Mais ainda, se um dos espagos vetoriais sao continuos em x, entao, vale a igqualdade.

Lema 3.4 (Regra do Produto). Se Xi, X5 : R® — R™ sao localmente limitados em
r € R", entao,

FI(Xy, Xo)(z) € F[Xa](x) x F[Xo](x).

Mais ainda, se um dos espagos vetoriais sao continuos em x, entao, vale a igualdade.
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Lema 3.5 (Regra da Cadeia). Se Y : Rl — R™ ¢ continuo e diferencidvel em x € R
com posto m e X : R™ — R"™ € localmente limitado em Y (x) € R™, entdo,
FIX oY](z) = FIX](Y(z)).
Lema 3.6 (Regra da Transformagao Matricial). Se X : R™ — R"™ € localmente limitado
emx € R™ e Z :R™ — R™"™ € continuo em x € R™, entao,
F[Z X|(z) = Z(z)F[X](z).
Os Lemas 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 estao enunciados e demonstrados em [34].
Resultados similares podem ser obtidas para campos de vetores nao autonomos.
Concluimos esta se¢ao com um resultado que fornece uma descrigao alternativa para

a Aplicacao Multivalorada de Filippov.

Proposicao 3.7. Se X : R x R" — R"™ € mensurdvel e localmente essencialmente

limitada, entao, para cada t € R, existe S; C R™ de medida zero tal que

FIX](t,z) = m{nm X(ta): o=z, 2 £ S U st} ,

17— 00

onde S € qualquer conjunto de medida zero.

A Proposicao 3.7 também esta enunciada e demonstrada em [34].

3.1.2 Inclusao Differencial

As Solucoes de Filippov para equacgoes descontinuas sao dadas em termos de solucoes
de inclusoes diferenciais. Sendo assim, nesta secao, apresentaremos os conceitos basicos

da Teoria de Inclusao Diferencial.

Podemos caracterizar a distancia entre dois conjuntos fechados A, B C R" pelas

seguintes expressoes:

B(A,B) = supla, b,

acA

B(B,A) = suplb,al,

beB

a(A,B) = max{B(A, B), B(B, A)}.
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Tendo em maos as expressoes de « e 3, podemos definir os conceito de continuidade

e continuidade superior de uma aplicacao multivalorada.

Definicao 3.8. Seja G um dominio aberto. Dizemos que uma aplica¢ao multivalorada

F:G—%B(qG) é
e Continua no ponto p, se a(F(p'), F(p)) — 0, quando p' — p;
e Semicontinua Superiormente no ponto p, se B(F(p'), F(p)) — 0, quando p' — p.

Counsideremos a Inclusao Diferencial
T € F(t ). (3.3)

Definimos, a seguir, o que seria uma soluc¢ao da inclusao diferencial (3.3).

Definicao 3.9. Uma solu¢do da inclusao diferencial (3.3) € uma aplica¢do continua

v i [to, t1] = R™ tal que §(t) € F(y(t)) para quase todo t € [to, t1].

A préxima “definicao” estabelece as hipoteses basicas para a existéncia de solugoes

da inclusao diferencial.

Definigao 3.10 (Condigdes Basicas). Dizemos que o dominio G e a aplicagdo multi-
valorada F(x) satisfazem as Condigoes Bdsicas se, para todo x € G, o conjunto F(x) é

nao vazio, limitado, fechado e convexo e a funcao F' é Continua Superiormente em x.

As definigoes desta segio estao feitas em [18].

3.1.3 Solucoes de Filippov

Com a convencao fixada na segao anterior, estamos aptos a trabalhar com campos

vetoriais descontinuos.

Considere, entao, a equagao diferencial (3.1) determinada pelo campo vetorial des-
continuo X (¢, x(t))
z(t) = X(t,x(t)).
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Utilizando a Aplicacao Multivalorada de Filippov, associamos, a equagao diferencial

(3.1), a inclusao diferencial

x(t) € FIX](t,z(t)). (3.4)
Definamos, entao, o que vem a ser uma Solucao de Filippov para a equagao (3.1).

Definigao 3.11. Uma Solugao de Filippov da equagao (3.1) € uma solug¢ao da inclusao

diferencial (3.4).

3.1.4 Sistemas Continuos por Partes

Nesta dissertacao, trabalhamos, somente, com campos vetoriais continuos por partes,
sendo assim, é interessante definirmos os elementos da teoria de Filippov para essa

classe de sistemas descontinuos.

Definicao 3.12. Dizemos que o campo vetorial X : D C R"™ — R"™ é continuo por
partes se o dominio D pode ser particionado por conjuntos abertos e conexos, para o0s
quais, o restricdo do campo X a cada D; é continua para i = 1,--- k. Em outras
palavras, existe uma colecao Dy, --- , Dy de subconjuntos de D, disjuntos, abertos e

conexos, com
k
D=|]JD;
i=1
e tal que, o campo X; : D; — R™, definido por

D;

€ continuo.

Trabalhamos, por simplicidade, com campos vetoriais autonomos, porém, pode-se

estender a definicao, de maneira analoga, para campos de vetores nao autonomos.

Denotemos Sx C 0D U---UJDy o conjunto de pontos onde o campo vetorial X é

descontinuo. Claramente, Sx tem medida zero.
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A Aplicacao Multivalorada de Filippov associada com o campo X da Defini¢ao 3.12

possui, particularmente, uma expressao simples dada por

F[X](z) = @ {m%X(xi) L@, @ ¢ SX} .
71—

Esta aplicacao pode ser, facilmente, computada da seguinte maneira:

Proposicao 3.13. Considere o campo vetorial dado na Definicao 3.12.

(i) Se x ¢ Sx, entao, F[X](z) = {X(x)};

(ii) se x € Sx, entao, F[X](x) € um poliedro convero em R™ com os vértices dados

por
X = lim X(z;

5, (@) = lim X(z;),

comx; > x,x;€D; ex; & Sx, parai=1,--- k;

(iii) e se x € 0D; N OD;, para algum i,j =1,---  k, entdo,

A Proposigao 3.13 estd enunciada em [15]

Vejamos algumas possibilidades qualitativas para a nocao de solucao dada pela

Definicao 3.12.

e Dado z € 0D;N0D;. Se todos os vetores em F[X]|(x) apontam na dire¢ao de D;,
entao, qualquer solucao de Filippov que atinge Sx em x, continua seu movimento

em D;. Analogamente, para D;.

e Dado z € 0D; N 0D;. Se algum vetor de F[X](x) for tangente & Sx, entdo,
acontece um dos fenomenos: qualquer solucao de Filippov, iniciando em z, deixa o
conjunto Sy, imediatamente; existe uma solucao de Filippov que atinge o conjunto
Sx em x e permanece em Sx. O primeiro fenomeno é conhecido como Escape e

o segundo como Deslize.
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Usando-se a convecao de Filippov para as solugoes de sistema descontinuos, po-
demos estudar também o comportamento qualitativo de solugoes passando pela inter-
seccao de mais de dois conjuntos dentre 0Dq,--- ,0D;. Nao nos preocuparemos com
tal configuragao pois o resultado principal enunciado e demonstrado nessa dissertacao
preocupa-se somente com os casos regulares. Os casos nao regulares sao tratados a

parte.

3.1.5 Sistemas de Filippov Regulares

Nesta dissertagao trabalhamos com Sistemas de Filippov Regulares. Essa denominagao
nao é feita na literatura, por isso iremos definir, formalmente, o que seria essa classe de

sistemas descontinuos.

Seja D um subconjunto aberto e conexo de R™. Tomemos A : D — R uma funcao
de classe C! tendo 0 € R como valor regular e X,Y : D — R"™ fungoes continuas.

Denotemos h~1(0) por M. Observe que M é uma variedade regular.

Consideremos o Sistema de Filippov Continuo por Partes

X(t,z), se h(t,xz) >0,
70 = 2(t0) = XEDEVED - g 0= (3.5)
Y(t,x), se h(t,z) <O0.

\

Denotamos o Sistema de Filippov, definido em (3.5), de maneira alternativa por

(X, Y)h ou (X, Y)M

Definamos os conjuntos

St={xeD:hx)>0} e S"={xeD: h(zx)<0}.

A variedade de descontinuidade M é decomposta como uniao dos fechos das regioes
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R
Ve
AN
Ve
R
Ve

Figura 3.1: Regioes de costura (X¢), escape (X¢) e deslize (3°).

de costura (X°), escape (2°) e deslize (X°), definidas abaixo (veja a Figura 3.1).

Y={xeM:(Xh)(Yh)(x)>0};
Y={reM:(Xh)(z)>0e (Yh)(z) <0};
YW={reM:(Xh)(z)<0e (Yh)(z)>0}.

Observemos que as fronteiras das regioes definidas acima sao os pontos em que os
campos X e Y tangenciam a variedade de descontinuidade M, nao necessariamente,

ao mesmo tempo, isto ¢é, (Xh)(x) =0 ou (Yh)(x) = 0.

Assumamos que os pontos de tangéncia sao isolados.

Definicao 3.14. Chamamos de Sistemas de Filippov Regulares os Sistemas de Filippov

que satisfazem as hipoteses acima.

A convengao de Filippov, para as solugdes do sistema (3.5), fornece a dinamica
qualitativa das solucoes que atingem a variedade de descontinuidade. Veja, por exemplo,

a Figura 3.2 para a regiao de costura.

Podemos definir, facilmente, a 6rbita do sistema (3.5) passando por um ponto p em
(32, (£¢) ou em (3*). A definigao das 6rbitas que passam por pontos de tangéncia sao

mais complicadas e nao faremos aqui.
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Figura 3.2: Solucao cruzando a variedade de costura.

Figura 3.3: Campo vetorial deslizante.

Para um ponto p € 3¢ ambos os campos de vetores, X e Y, apontam, simultane-
amente, para ST ou S~. Dessa forma, é suficiente conectarmos as solucoes de X e Y

em p (veja a Figura 3.2).
Consideremos p em ¢ ou »°. Definamos o Campo Vetorial deslizante por

1
(Yh)(p) — (Xh)(p)

Observe que o campo Z, é a Combinacao Linear Convera dos campos X e Y, e é

Zs(p) = (Yh)(p)X(p) — (Xh)(p)Y(p)) - (3.6)

tangente a variedade de descontinuidade M (veja a Figura 3.3.
Para p € 3¢UX*, a 6rbita local do Sistema de Filippov (3.5) é dado pelo campo Z.

Temos, entao, em resumo:
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e Para p € ST tal que X(p) # 0 e Y(p) # 0, as trajetérias sio dadas, respectiva-

mente, por @z(t,p) = wx(t,p) e pz(t,p) = ¢y (t,p), parat € I, CR.

e Para p € 3¢ tal que (Xh)(p), (Yh)(p) > 0 e considerando a érbita iniciando em

p temos que @z(t,p) = @y (t,p) parat € I, N{t < 0} e pz(t,p) = @x(t,p) para
t € I, n{t > 0}. Para (Xh)(p),(Yh)(p) < 0 a definicdo é a mesma, porém, no

tempo reverso.
e Parap € X°UY" tal que Zs(p) # 0, temos que pz(t,p) = ¢z, (t,p) parat € I, C R.

Aqui, oy denota o fluxo de um campo vetorial W.

3.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Enunciaremos, nesta secao, alguns resultados de existéncia e unicidade de solucoes para

sistemas descontinuos e continuos.
O primeiro resultado fala sobre a existéncia de solugoes para inclusoes diferenciais.
Proposicao 3.15. Se F' : G — B(G) e G satisfazem as Condi¢oes Bdsicas, estabe-

lecidas na Definigcao 3.10, entao, dado (to,z9) € G, existe uma solugdo da inclusao

diferencial

T € F(t,x), x(ty) = xo.
Mais ainda, se o dominio [0,T]x D contém um cilindro Z(ty <t < to+a, |x—x| < b),
entao, a solucao existe no minimo para o intervalo

b
to <t <ty+d, d:min{a;—}, onde m =sup |F(t,x)]|.
m Z

O proximo resultado fornece condigoes para a unicidade de Solucoes de Filippov

para Sistemas de Filippov Regulares.

Proposicao 3.16. Considere, para o Sistema de Filippov Regular (3.5), a regiao da
variedade M onde (Xh)(Yh) > 0. Se Xh(p) > 0 e Yh(p) > 0 (ou Xh(p) < 0 e

53



3 Resultados e Conceitos Preliminares

Yh(p) < 0), entdo, existe uma solu¢ao passando por p. Mais ainda, a solugdo costura a
variedade M em p, passando da regiao S~ para a regiao ST (respectivamente, da regiao

ST para a regiao ST ), e a unicidade nao é violada.

As proposigoes 3.15 e 3.16 estao demonstradas em [18].

A 1ltima proposicao é um resultado da teoria classica de equagoes diferenciais.
Proposicao 3.17 (Existéncia e Unicidade). Consideremos a equagao diferencial
T = f(z,t,¢).

Estamos interessados em solugoes desta equagdo com wvalor inicial x(ty) = a. Sejam
D={xeR" ||z —al|l <d}, G=D x[ty,to +T] x (0,50] e f: G — R™. Assumamos

que
(i) f € continua em G;
(ii) f seja Lipschitz.

Entao, o problema de valor inicial possui uma unica solucao “x” que existe para

to <t <to+inf(T,d/M), onde

M= fllswp = sup||£]]

=sup {[|f(z,t,e)|]: 2€D,0<t <T,0<e<eg}.

A demonstracao da proposigao 3.17 pode ser encontrada em [35].

3.3 Grau de Brouwer

Teorema 3.18. Sejam X =Y = R" com n inteiro positivo. Consideremos a tripla
(f,,90), onde Q € um subconjunto aberto e limitado de X, f : 2 — Y € uma aplicacdo
continua e yo € Y tal que yo ¢ f(0N2). Entao, existe uma aplicagao “d” denominada
grau que associa a cada tripla (f, 2, yo) um inteiro d(f, €, yo), satisfazendo as sequintes

propriedades:

o4



3 Resultados e Conceitos Preliminares

(i) Se d(f,Q,y0) # 0, entdo, yo € f(2). Se fo for a aplicacao identidade de X em
Y, entao, para cada subconjunto aberto e limitado €2 de X e para cada yy € €2,

teremos

d (fo

QO Q7 Z/O) = :l:lu

(ii) Sejam Q um subconjunto aberto e limitado de X e f : Q — Y wuma aplicagdo

continua. Se (1 e Qo forem subconjuntos abertos e disjuntos de €) tais que

yo & f(Q— (4 UQy)),

entao,

d(f? Q? yO) = d(f? Qla y(]) + d<f7 Q27 yO)u

(11i) Seja Q@ um subconjunto aberto e limitado de X e consideremos uma homotopia
continua {f;0 <t < 1} de aplicagoes continuas de Q em'Y . Seja {y;0 <t <1}
uma curva continua em Y tal que y ¢ fi(0), para todo t € [0,1]. Entao,
d(fi,Q,y;) € constante em t € [0, 1].

Teorema 3.19. A funcao grau d(f, 2, yo) €, unicamente, determinada pelas trés condigoes

do Teorema 3.18.
Os Teoremas 3.18 e 3.19 estao demonstrados em [8].

Lema 3.20. Seja K C V um compacto e b ¢ f(K)U f(OV). Entdo, d(f,V,b) =
d(f, VAK,b).

O resultado do Lema 3.20 é conhecido como propriedade de Excisao do Grau de

Brouwer, e estd enunciado em [32] (ver Teorema 2.2.1, p. 26).

Os préximos resultados desta secao serao utilizados, no Capitulo 4, para a demons-

tracao do Teorema de Averaging.
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Lema 3.21. Consideremos as funcoes continuas f': Q — R, parai=0,1,--- ,k, e

f,g,7:Q x [~g0,e0) = R" dadas por

f<'75) = g(-,E) + gk-i-l?,.("é_).
Assumamos que g(z,€) # 0, para todo z € 02 e € € ([—¢eo,c0] — {0}). Entdo, para

le| > 0 suficientemente pequeno, dg(g(-,€),€2,0) estd bem definido e
dB(f('a 5)7 Q> 0) = dB(g('? 5)7 Q? 0)

Demonstragao. Usaremos o resultado (iii) do Teorema 3.18, conhecido como proprie-
dade de invariancia por homotopia do Grau de Brouwer.

Para cada € € [—¢q,£0]\{0} consideremos a seguinte homotopia continua
Hi(e) =g(,e)+t(f(-,e) —g(-,¢e)), para 0 <t <1.

Vamos verificar que, para |¢| > 0 suficientemente pequeno, 0 ¢ H;(0V,e) para
0<t<l.

Suponhamos, por contradigdo, que Hy,(xg,e) = 0, para algum t, € (0,1] e para
algum xy € OV. Pela continuidade de r, sabemos que existe M > 0 tal que |r(z,e)| < M
para todo z € V e para todo ¢ € (0, gg].

Uma vez que

0= Hy(xg,¢)

= g(wo,e) +to (f(z0, ) — g(wo,€))

= g(wo,€) + toe" (o, €),

segue que, g(zg,e) = —toe"* 11 (2, €), de onde obtemos a desigualdade
l9(z0,€)] < [" M (wo, )|
< Mehtt,

56



3 Resultados e Conceitos Preliminares

O que nao é verdade para ¢ suficientemente pequeno, ja que

|9(wo, )| = | fo(wo) + fi(wo) + € falwo) + - - + " filo)| # 0.
Chegamos assim em um absurdo e concluimos a demonstracao do lema. O]

Teorema 3.22 (Teorema da Preparagao de Malgrange). Suponhamos que U C R" X R
seja um conjunto aberto com (0,0) € U e f € C*(U,R) satisfaca

fl@,0) = a*g(x),

para algum inteiro k > 1, onde g € suave em uma vizinhanga de v = 0 e g(0) # 0.
Entao, existe uma fungao suave “q” definida em uma vizinhanga V- de (0,0) em R" x R
e fungoes a;(g), com i = 0,1,--- |k — 1, de classe C* em uma vizinhanga da origem

em R" tais que q(0,0) # 0, a;(0) =0 para todo i =0,1,--- [k — 1 e para (z,e) € V

k-1
Q(«T, €)f($, 8) = $k: + Zaz(E:)xl
=0
O Teorema 3.19 estd enunciado em [14].

Corolario 3.23. Suponhamos que as hipdteses do Lema 3.21 estejam satisfeitas para
k=0 e que, além disso, para a € D com fo(a) = 0, exista uma vizinhanga V de a tal
que fo(2) # 0 para todo z € (V —{a}) e dg(fo,V,0) # 0. Entdo, pelo menos um ramo

de zeros bifurcam de a.

Demonstracdo. Como fo(z) # 0, para todo z € V\{a}, segue do Lema 3.20 que
ds(fo, V\{a},0) = dgp(fy,V,0). Deduzimos, entao, que dp(fo,V,,0) # 0 para toda
vizinhanca V,, C V de a. Escolhamos V), de modo que V,, — {a}, quando y — 0.
Portanto, para e suficientemente pequeno, a fungao f(-,e) possui pelo menos um
zero a. € V), o qual podemos escolher de forma que a, — a quando € — 0.
Se valer a hipdtese Jy,(a) # 0, podemos também, concluir pelo Teorema da Funcao

Inversa, que este ramo é nico. [l
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CAPITULO 4

A Teoria de Averaging

4.1 Nota Historica

O Método de Averaging é uma ferramenta classica, muito 1til no estudo do comporta-

mento de sistemas dinamicos suaves.

O Método de Averaging possui um longa historia, iniciando com os trabalhos classicos
de Lagrange e Laplace que forneceram justificativas intuitivas do processo que constitui

o método.

A primeira formalizacao dos procedimentos constituintes do Método de Averaging

foi dado por Fatou em 1928 [17].

Importantes contribuicoes, praticas e tedricas, para a Teoria de Averaging, foram

feitas em 1930 por Krylov e Bogoliubov em [6] e em 1945 por Bogoliubov em [5].

Os principios da Teoria de Averaging tem sido estendidos em diversas diregoes tanto
para sistemas diferencias de dimensao finita como para sistemas diferenciais de dimensao

infinita.

Para maiores informagoes sobre a Teoria de Averaging, veja, por exemplo, os livros
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de Sanders e Verhulst [35] e o livro de Verhulst [41].

4.2 O Teorema de Averaging de Primeira Ordem

Teorema 4.1 (Averaging de primeira ordem via Grau de Brouwer). Consideremos o

sequinte sistema diferencial
i =cF\(t,x) +*R(t, x,¢), (4.1)

onde F1 : RxD — R", R:Rx D Xx(—eg,e0) — R" sdo fungoes continuas, T—periddicas

emt e D € um subconjunto aberto de R™. Definamos f, : D — R™ por

T
fl(z):/ Fi(z,s)ds. (4.2)
0
Assumamos que

(i) Fy e R sdo localmente Lipschitz com respeito a x;

(i1) para a € D com fi(a) = 0, existe uma vizinhanga V de a tal que fi(a) # 0 para
todo z € V\{a} e dp(f1,V,0) # 0.

Entao, para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugao T—periddica ¢(-,€)

do sistema (4.1) tal que ¢(0,e) — a quando € — 0.

Teorema 4.2. A conclusao do Teorema 4.1 ainda € valida sem assumirmos a condi¢do

(4).

As demonstragoes dos Teoremas 4.1 e 4.2 estao feitas em [11]. Aqui demonstraremos,

somente, o Teorema 4.1.

4.2.1 Demonstracao do Teorema 4.1
Antes de demonstrarmos o Teorema 4.1, precisamos estabelecer alguns lemas.
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Lema 4.3. Consideremos o sistema diferencial
#(t) = F(t,z,¢), (4.3)

onde F' : R x D x (—&g,80) = R" é uma fungdo continua, T-periddica na primeira
varidavel e localmente Lipschitz na sequnda varidvel e D é um subconjunto aberto de R™.
Para cada z € D denotamos por x(t, z,€) a solug¢do do sistema (4.3) com x(0, z,¢) = z.
Assumamos que, para todo z € D, a solugcdo x(t, z,€) estd bem definida em 0 <t <T.

Definamos a fung¢ao f: D X (—eg,&9) — R™ por

T
o) = / P(t,2(t, 2 ), <) dt. (4.4)
0
Entao, x(t, ze,€) € solu¢ao T—periddica de (4.3) se, e somente se, f(z.,e) = 0.

Demonstragao. Utilizando o Teorema Fundamental do Cdlculo, podemos reescrever a
fungao (4.4) como

f(z,e) =a(T, z,e) — (0, z,¢).

Suponhamos que para z. € D temos que f(z.,e) = 0. Isso implica que x(7), z.,¢) =
x(0, z.,€). Estendendo, por periodicidade, a solucao x(t, z.,e) a todo R, segue que,
x(t, ze, ) € solugdo T—periddica do sistema (4.3).

Por outro lado, se z. é tal que a solugao z(t, 2, €) é T—periddica, segue que, z(T', z.,€) =
x(0, z¢, €), de onde concluimos que f(z.,¢) = 0.

Fica assim demonstrado o Lema 4.3. OJ

Lema 4.4. Para todo z € V, existe gy > 0 tal que, para todo € € [—¢, 0], a solugdo

x(+, z,€) do sistema (4.1) estd definida em [0,7T].

Demonstracao. Pela Proposigao 3.17, do Capitulo 3, segue que, a solugao (-, z,€) esta
definida para 0 < t < inf(T,d/M(g)), onde M(g) > ||eFi(t,z) + €?R(t, x,€)||» para
todo t € [0, 7], para cada = com |z — z| < d e para todo z € V.

Quando |e| > 0 é suficientemente pequeno, d/M (g) pode ser tomado arbitrariamente

grande, de modo que a solucao esteja definida para 0 <t < T. O
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Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 4.1.

Demonstracao do Teorema 4.1. Observemos inicialmente que o sistema (4.1) satisfaz
todas as hipdteses do Lema 4.3 e que a fungao f dada em (4.4) para o sistema (4.1) é

escrita como

f(z,e) = 5/0T Fl(s,x(s, z,s))ds + €2 /OT R(s, x(s, z,€), E)dS. (4.5)
Para todo t € [0,T], 2 € V e £ € [0, 0] temos a seguinte relagio
x(t,z,e) =z+¢ /Ot Fi(s,z(s,z,€))ds + € /Ot R(s,z(s,z,€),¢). (4.6)
Afirmacao 4.5. Dado (z,e) em V x [—¢q, o], segue que,
f(z,e) = efi(z) + £20(1), (4.7)
com fi definido em (4.2).

Observe que existe um subconjunto compacto K C D, tal que z(t,z,¢) € K para
todo t € [0,7], 2 € V e ¢ € [y, 20]. Entdo, pela continuidade de R em [0,T] x K x

[—&0, €0] existe Ng > 0 tal que R(t, x(t, z, 5),5) < Ng. Dali, segue que,

T T
/ R(t,x(t,z,a),e)dsg/ Ngds = TNk = O(1).
0 0
Por outro lado

T
&t/ Fi(s,z(s,z,¢))ds
0

T T
5/ Fi(s,z(s,z,€)) — Fi(s, z)ds + 8/ Fi(s, z)ds
0 0

T
5/ F (s, x(s, z,e)) — Fi(s,z)ds + ef1(2).
0
Substituindo esta dltima relagdo em (4.5), segue que,
T
f(z,e) —efi(z) = 6/ Fi(s,x(s,z,€)) — Fi(s, 2)ds + 2O(1).
0

Usando o fato de Fj ser Lipschitz com respeito a  em [0,7] x K e a relagao obtida

em (4.6), segue que,
|| F1 (s,x(s, 2,5)) — Fi(s,2)|]2 < Lillx(s, z,€) — z||a = eO(1).
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Portanto, a igualdade (4.7) é satisfeita.
Aplicando o Corolédrio 3.23, temos que a hipétese (i7) assegura a existéncia de um
ramo de solucdo z. da equagao f(z,¢) = 0, mais ainda z. — a quando € — 0.
Portanto, pelo Lema 4.3, ¢(-,e) = z(-, 2z.,€) é uma solugdo periddica do sistema
(4.1) tal que ¢(0,¢) — a quando € — 0.
O

O Corolario, que enunciaremos a seguir, ira nos auxiliar na demonstracao do Teo-

rema 1.4.

Tomemos xg € D. E claro que D é uma secao do espaco R x D. Denotemos por
x(t, xg,€) a solugdo da equagao diferencial (4.1), satisfazendo z(0,x¢,e) = z. Dado

U C D uma vizinhanca de xy, definamos a aplicacao P. : U — D por
P.(z) = (T, z,¢).

A aplicacao P(z) é conhecida por Aplica¢iao de Poincaré e, para |e| > 0 suficiente-

mente pequeno, esta bem definida, pelo Lema 4.4.

Corolario 4.6. A Aplicagao de Poincaré P.(z), definido acima, para € suficientemente
pequeno, € dado por

P.(2) = z 4+ efi(2) + O(e?).
Demonstracao. Pela demonstracao do Teorema 4.1 sabemos que
(T, z,e) =z+ f(z,¢),

e que
f(z,6) = efi(z) + O(?).

O resultado segue imediatamente das duas igualdades acima. O]
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CAPITULO 5

Demonstracao do Teorema de
Averaging para Sistemas

Descontinuos

5.1 Lemas Auxiliares

Antes de demonstrarmos o Teorema 1.4, precisamos estabelecer alguns lemas. Assuma-

mos valido o conjunto de hipoteses H.
Lema 5.1. A fun¢ao ¢s € globalmente 1/5—Lipschitz.

Demonstracao. Se up < —0 < 0 < wug, entdo, |Ps(ur) — ¢s(uz)] = 2 = (1/6)20 <
(1/6)|ur — uel.

Se uy, us < —0 ou uy, uy > 0, entao, |ps(ur) — ds(uz)| =0 < (1/0)|ur — usl.

Agora, fixemos uy € (—0,9).

Se |ug| < 6, entdo, |ds(ur) — ds(uz)| = (1/0)|us — usl.

Se |ug| > 0, entdo, |¢s(u1) — ds(ug)| < max{|1/0|, |1/us|Hus — uz| < (1/8)|uy — us|.
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Concluimos, entao, a demonstragao do lema. [l

E utilizado, na hipétese H2, o conceito do Grau de Brouwer (ver Capitulo 3). Mos-

traremos, no préoximo lema, que tal conceito esta bem definido para a fungao promediada

fo definida em (1.2).
Lema 5.2. A funcdo promediada fy € continua em .

Demonstracao. Fixemos zp € g e S = (R x D)\ M, o qual é um subconjunto aberto

de R x D.

Por hipétese, temos que a aplicagao h,, : t — h(t, z) é de classe C' e se anula
somente em um subconjunto finito de pontos 7 = {t1,t9, -+ ,tx_1} C [0, 7.

Tomemos to = 0 e ¢, = T, entdo, h(t,z)h(s,z0) > 0 para t,s € (t;,ti11) e
i =0,1,--- k — 1, isto é, h(t,z) mantem o sinal constante para t € (t;,t;11) e
i=0,1,-- k-1,

Para z € D em alguma vizinhanga de z;, temos que
T

1fo(2) = fo(zo)l| < / 1F1(E, 20) — Fu(t, 2)] |dt

0
T
+ [ sgn(h. ) P 20) = sign(h(r, ) Fafe, 2
0
T ~
< TLllz — 2| —|—/ F(t, z)dt
0

k—1 tiv1
TL||z — 2|| + Z/ F(t,2)dt,
i=0 Yti

IN

onde F(t,z) = ||sign(h(t, z)) Fa(t, z0) — sign(h(t, 2)) Fy(t, z)||. Definamos I; = (t;,ti11)
el] =[t;+7,tixn — 7] parai =1,2,--- |k — 1. Note que existe 7y > 0 tal que I] C I;
para todo 0 < v < 7.

O conjunto I x {z} C S é compacto, entdao, existe uma bola B(zg,r]) tal que
I’ x B(z,7]) € S. Podemos ainda assumir que 7] < v para i = 1,2,--- ,k — 1.

7
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Observe que
F(t,2) < |sign(h(t, 20))Falt, 20)l| + lIsign(h(t, 2)) Fo(t, 2)|
= [IF2(t, 20)[] + [[F2 (2, 2)].

Tomemos, entao, My = sup{||Fa(t, z0)|| + || F2(t, 2)|| : (¢,2) € [0,T] x B(z0,7%)}-
Definamos
k—1

K" = () B(zo,1]) # 2,

i=1
assim, para z € K7 temos que

4 N ity tiy1
[ Fen = [ Peas [ Reas [ P
2 I ti Liy1—y

< TLl|lzy — 2|| + 2y M,.
Uma vez que ||z — z|| < r] <7, segue que, para 0 < v <
[ fo(z0) = fo(2)|| < (TL(k + 1) 4+ 2kMo)y = C,

Portanto, dado € > 0, podemos escolher v = ¢/C, de modo que, se ||zo — z|| < 7,

entao, [|fo(z0) = fo(2)[| <€
O

Lema 5.3. Sejam zg € ¥y e a > 0. Eziste uma vizinhanca U de zy tal que se z € U e

h(a, zo)h(a, z) > 0, entdo, para 5 > «, temos que

Demonstracao. Analogo ao que foi feito na demonstracao do Lema 5.2, podemos par-

B
/ F(t, z) — F(t, z)dtH < Lllzo — 2|| + O (||20 — 2|?) -

ticionar o intervalo [«, 3] em finitos subintervalos com extremos contidos no conjunto
ordenado T = {to,t1,ta, - ,tx_1,tx} C [a,b], onde tg = a e ¢, = F. Mais ainda,
h(t,zo)h(s, zo) > 0 para t,s € (t;,t;1) e i =0,1,---  k—1.

Fixado ¢ € [0,T], denotemos por M;j o subconjunto de M dado por

Mi={(t,z) € M : h(t,z) = 0}.
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Dado r > 0, definamos também a fungao I'(r) como sendo
iinvf {v: dis((t; + 7, 20), Mese) > 7, dis ((Fig1 — 7, 20), My, —y) > 71

O fato da variedade M ser regular de classe C!, implica que, para 7 suficientemente

pequeno, a funcao ['(r) é de classe C* para r € (0,7). Mais ainda,

dl’ .
%(O) >0 e ;%F(r) =0,

sendo assim, pelo Teorema da Fungao Inversa, a fungao I'(r) é localmente inversivel.
Note que a diferencial e o limite calculados acima, ao considerarmos r € R, se
tornam derivada e limite lateral.

Expandindo, em Série de Taylor, a fungao I'(r), para r > 0 suficientemente pequeno,

temos que
ar
L(r) = —(0)r + O(r?).
=L +06?)
Tomemos r = ||z9 — z|| suficientemente pequeno. Pela demonstracdo do Lema 5.2,

segue que, para v = ['(r) é vélida a desigualdade

com A, B > 0. Porém, como

B
[ Ft) = Pl | < Al =]+ B,

v =T(r)

= I'(|[20 — =)

_dr

—(O)llz0 — 211+ O (llz0 - 1),

segue que,

Lema 5.4. Nas hipotese do Lemma 5.3, assumamos que z € K com K C D uma

(AZW¢®—F@@ﬁHS<A+B%%m>Wrﬂ“+Om%_dm'

]

vizinha compacta de zy, entdo, o resultado do Lema 5.3, ainda é vdlido.
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Demonstracao. De fato, podemos cobrir o conjunto K com abertos U,, para z € K,
onde em cada aberto é valido o Lema 5.3.

Por compacidade, existem finitos pontos zg, z1, - - - , 2., tais que, as suas respectivas
vizinhangas ainda cobrem o conjunto K.

Por serem conjuntos abertos, a uniao finita de subconjuntos da cobertura deve
interceptar outro subconjunto da cobertura. Dessa forma, dado z € K, é possivel
encontrar uma cole¢ao de pontos {zg, 2, - - - ,zl-j,z} conectados por suas respectivas

vizinhangas. Sendo assim,

/aﬁF(t,zo)—F(t,z)dtH _ ‘/jF(t, 20) — F(t,21) + Ft, 21)7 -

—F(t,z;,) + F(t,z,) — F(t, 2)dt||

8
N .
B
+'/ F(t,zij)—F(t,z)dtH
< Lillzo — 21| + - - + Li;al|2i; — 21|
+0 (HZO—21||2)
< Lilzo — 2[| + O (|20 — 2]]?) -

]

Seja a como na hipotese H2, entao, pelo Lema 5.2, f; é continua em a. Mais
ainda, 0 ¢ fo(9(V)), logo existe uma vizinhanca V' de a tal que fy é continua. Assim,
pelos Teoremas 3.18 e 3.19 do Capitulo 3, existe uma unica aplicacao satisfazendo as
propriedades do Grau de Brouwer para a funcdo fo(z) com z € V. Denotamos esta

aplicacao por dg(fo, V,0).

Lema 5.5. Dado o subconjunto compacto K C D, existe |Z| > 0 tal que, as Solugoes de

Filippov do sistema (1.5), passando por pontos em K, sao unicamente definidas para
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todo € € [—¢,¢]
[0, 7]

Mais ainda, tais solugoes estdo bem definidas em todo o intervalo

Demonstragao. O sistema (1.5) pode ser escrito como o Sistema de Filippov Auténomo

em RnJrl

X(1,x,¢€), se h(r,x) >0,
(T,, ZL’,> = X<Tvx7€) —2i_ Y(T,CL’,&T)’ se h(T, iL') _ 07 (51)
Y(1,2,¢), se h(r,x) <0,
onde
1
X(1,z,6) = ;
€<F1(T7 l’) + FQ(Tu J])) + 82(R1(7-7 {,(],5) + RQ(Tv 1’75))
1
Y(r,z,¢e) =
€(F1<T7 x) - F2(7_7 33)) + €2<R1(7—7$a 5) - RQ(T7$7 5))

Observe que

(Xh)(Yh) = (Vh,X)(Vh,Y)
= (0h)* + 0,h ((Vah, X) + (V,h,Y)) + (Voh, X)(V,h,Y)
= (0h)? + €20,h(V  h, F})
+e* (20,h(V zh, Ry) + (V,h, Fy)* — (V,h, F5)?)
+6%2 ((Voh, FL)(Vah, Ry) — (Voh, ) (V,h, Ry))
+e* ((Voh, R1)? — (V,h, Ro)?)

Fixemos agora, o conjunto K = ([0,7] x D;), com D; C D subconjunto compacto.

Observe que K é um subconjunto compacto de [0,7] x D.
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O conjunto obtido da intersegao K NM nao é, necessariamente, conexo, sendo assim,
dado (t,7) € K N M, denotemos por K, a componente conexa de K N M contendo
o ponto (t,x).

A variedade M é fechada, logo K N M é um subconjunto compacto de M. Dali,
segue que, o conjunto K N M possui, somente, uma quantidade finita de componentes

conexas. Sendo assim, podemos escolher um conjunto finito de representantes (t,,, z,,)

comm=1,2,--- [, tal que
l
EnM=| | K,
m=1
onde Km = K(t"uan)’
Observe que, param =1,2,--- ,l, K,, é um subconjunto compacto de K N M.

Suponhamos que para algum i € {1,2,--- 1}, 9;h(t,z) # 0 para todo (t,z) € K,
entdo, pela compacidade do conjunto K; e pela continuidade da aplicagao (t,x) —
O:h(t, ), segue que, existe uma constante C; > 0 tal que (0;h(t,z))? > C; para todo
(t,x) € K;.

Sendo assim, pela continuidade das aplicagoes envolvidas na expressao de (Xh)(Y'h)
e, novamente, pela compacidade do conjunto K;, segue que, existe €; > 0, tal que para
todo € € [—¢;, ], (Xh)(Yh)(t,z) > 0 para todo (t,z) € K;.

Suponhamos agora que, para j € {1,2,--- 1}, 0;h(t,x) = 0 para algum (¢, z) € Kj.
Pela hipdtese H3, segue que, para todo (t,z) € K;

<v$h7 F1>2 - <v$h7 F2>2
2

(ot i)+ ) (t) > st

onde §; = §t; ;) : R X D — R é uma funcao continua e positiva. Sendo assim, existe
uma constante C; > 0 tal que §;(t,z) > C}, para todo (t,z) € Kj.

Por outro lado

(Xh)(Yh) = (9h+eX(V,h,Ry))” + 2¢ (@h(wh, F)+ Voh, F1)* = (Vh, F2>2)

2

+&30(1) > e&(t, ) + 2 0(1).
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Sendo assim, pela continuidade das aplicagoes contidas em O(1), na desigualdade
acima para (Xh)(Yh), e, novamente, pela compacidade do conjunto K, segue que,

existe €; > 0, tal que para ¢ € [—¢;,;]\{0}, (Xh)(Yh)(t,z) > 0 para todo (t,z) € Kj.

Portanto, fixado o compacto K, se escolhermos
ex =min{e; i =1,2,--- 1},
entdo, para € € [—ex, x| \{0}, segue que
(Xh)(Yh)(t,x) >0,

para todo (t,z) € K N M. Portanto, a variedade de descontinuidade M ¢é do tipo

costura na interse¢ao com o compacto K para € € [—ex, ex]\{0}.

Aplicando a Proposicao 3.16, do Capitulo 3, obtemos que por z € K N passa uma
tunica solugao, para € € [—eg,ex]. Observe que aqui, estamos fazendo a identificacao,
D, = KN, ie., z = (0,2z). Tais solugoes podem, por ventura, colidirem fora do

compacto K.

Denotemos por ¢.(s,t, z) a solu¢do do sistema (1.5) passando por (t,z) € X, ou
seja, v-(0,t,2) = (t,z). Pela Proposigao 3.15, as solugdes estao definidas para todo o
intervalo [0, T, sendo a demonstracao desse fato andloga a demonstragao do Lema 4.4,
no Capitulo 4.

Uma vez que, para ¢ = 0, as solugoes do sistema (1.5) sd@o unicamente definidas
para todo o intervalo [0,7]; e para ¢ € [—ek,ek]\{0}, o conjunto K N M ¢é do tipo
costura, concluimos que, para cada (t,z,e) € K X [—¢k,€k]|, existe uma vizinhanga
pré-compacta V (¢, z,e) C [0,7] x D x R do conjunto compacto ¢.([0,T1],t, 2), tal que,
se (t,2,8) € KNV(t, z,¢), entao, KN:([0,T),t,2) C V(t,z2,¢). Esta tltima afirmacao
decorre dos resultados de dependéncia continua das solucoes sobre as condicoes iniciais
e sobre os parametros para sistemas continuos. Ora, dentro do compacto K, as solugoes
sao dadas como composicao de solugoes de sistemas continuos, sendo assim, também

obedecem tais resultados.
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Consideremos, entao, a cobertura
K X [—eg,ek] C U {V(t,z,s) t (t,z) € Kee € [—EK,{EK]}.

Pela compacidade do conjunto K X [—ek, £x], segue que, existem finitos (t1, 21, 1),
(to, 20,€9), -+, (t1, 21, &) tais que

l
K x [—ek,ek] C UV(ti,zi,ai).

i=1

Agora, para cada 7 = 1,2,--- ,[ o conjunto m ¢ um compacto, logo existe
e’ > 0 tal que, para todo ¢ € [—¢%,&'], a variedade de descontinuidade M é do tipo
costura na intersecao com o compacto m

Portanto, se tomarmos
!

K+ = U V(tla Ziy gi)

i=1
e & = min{eg,e’ : i = 1,2,--- 1}, segue que, para todo (t,z) € K e para todo
e € [—&,&] adrbita ¢ ([0, T, t, z) estd inteiramente contida em KT e costura a variedade,

o que, pela Proposigao 3.16, nos garante a unicidade das érbitas iniciando em K, para

e € [-¢&,8]. O

Procedendo com a ¢-regularizacao do Sistema de Filippov (1.5) obtemos
o' (t) = eFs(t,x) + e*Rs(t, z, €), (5.2)

com

F5(t,z) = Fi(t,z) + ¢s(h(t, x)) F5(t, x)

R§<t7 Z, 5) = R1<t> T, g) + (bé(h(ta l’))RQ(t, Z, 5)7
onde ¢5 : R — R é a fungao de classe C° definida em (1.2).

Definamos a func¢ao promediada do sistema (5.2) por

f(g(z) = /0 Fg(t, Z)dt (53)
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Observe que para z € X

(lsi_f}é fs(2) = fo(2).

Precisamos garantir que a hipdtese (i) do Teorema 4.1, do Capitulo 4, é véalida para

as funcoes Fy5 e Rs. Para isso, provamos o seguinte lema.
Lema 5.6. As funcoes Fs e Rs sao localmente Lipschitz na sequnda varidvel.

Demonstragao. Seja K C D um subconjunto compacto. Denotemos M = sup{|Fz(t, z)| :
(t,x) € [0,T] x K}, o qual estd bem definido pela continuidade da aplicacao (t,z) —
|F5(t,x)| e pela compacidade do conjunto [0,7] x K.

Para x1 e x5 em K, temos que

[F5(t, 1) — Fs(t,z2)ll = [|Fi(t, 21) — Fi(t, 22)

+¢s o h(t, x1)Fa(t, v1) — ¢5 0 h(t, x2) Fa(t, 20)|]

< R 21) = Fi(t, @o)||
+||@s o h(t, x1) Fo(t, 1) — @5 0 h(t, x2) Fa(t, 22)||

< Ll|zy = @of| + ||@s 0 h(t, z1)|[[|F2(t, 21) — Fa(t, 22)]]
+|[Fo(t, z2) ||| @5 © h(t, 21) — ds5 0 h(t, 22)||

< 2L||zy — || + %Ih(t,xl) — h(t, 22|

< (204255 ) s~ all = Lalles — ).

4]

O que conclui a demonstragao para Fs. A demonstracao para Rs é anédloga.

Agora, estamos prontos para demonstrar o Teorema 1.4.
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5.2 Demonstracao do Teorema 1.4

Na demonstragao deste teorema, estudaremos as Aplicacoes de Poincaré dos sistemas
(1.5) e (5.2). Para definir a Aplicacao de Poincaré do sistema (5.2), vamos reescrevé-lo

como o sistema diferencial autéonomo em R**!

/
T =1 (5.4)
7' (t) = eFs(r,7) + e*Rs(7, 7, €).

Para cada z € D, denotemos por t — (T(t, z), xs(t, 2, 5)) a solugao do sistema (5.4)

com condigoes iniciais
7(0,2) =0, z5(0,2,¢) = 2.

O campo vetorial correspondente ao sistema (5.4) é o mesmo em cada faixa vertical
de comprimento T no espaco de dimensao n + 1 com coordenadas (7,x). Sendo assim,
pelo ponto de vista geométrico, é conveniente considerarmos o sistema (5.4) definido
em um “cilindro” S' x D obtido identificando-se o conjunto ¥ com as retas {(7,z) : 7 =
nT,} para n € Z (veja a Figura 5.1). Para este cilindro, ¥ é uma segao transversal ao
fluxo do sistema (5.4). Mais ainda, se z € D é a coordenada de um ponto em 3, entao,

a Aplicacao de Poincaré associada a z é dada por
P5(z) = x5(T, z,¢).
Observemos que existe g9 > 0 tal que, para € € [—&g, £¢], a solu¢ao
t— (T(t, z),a:(;(t,z,s))

estd unicamente definida no intervalo [0,T]. De fato, procedendo de forma andloga a
demonstragao do lema 4.4, se (t.,t7) é o intervalo maximal de defini¢ao da solucao pas-
sando por (0, z), entao, pelo Teorema 3.17, do Capitulo 3, ¢t > h, e h, = inf (T, d/m(¢))
onde m(g) > ||eFs(t, x)+e?Rs(t, x, €)|| para todo t € [0,T], para todo x com ||z—z|| < d

e para todo z € D. Quando ¢ > 0 é suficientemente pequeno, d/m(e) pode ser arbitrari-

amente grande, de modo que h, =T para todo z € D. Sendo assim, para € € [—¢y, £¢],
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R'ﬂ

Figura 5.1: Cilindro Generalizado.

a Aplicacdo de Poincaré do sistema (5.4) estd bem definida e é continua para todo

zeD.

Portanto, o Corolario 4.6, do Capitulo 4, implica que
P5(z) = z+fs(2) + O(?).

Podemos também verificar a afirmacao acima utilizando os resultados sobre de-
pendéncia diferencial das solugoes do sistema (5.2) sobre o pardmetro e (veja, por

exemplo, Corolério 3 de [36], capitulo 11, segao 3).

Denotemos por P¢(z) a Aplicagao de Poincaré do sistema (1.5). E claro que o limite
pontual da Aplicagdo de Poincaré do sistema (5.2), quando § — 0, é a Aplicacdo de
Poincaré do sistema (1.5) e o limite pontual em ¥, da fun¢do promediada f5, quando

0 — 0, é a funcao promediada fj.

Por definicao, os pontos fixos de P° e de P correspondem, respectivamente, as
6rbitas periddicas dos sistemas (1.5) e (5.2) definidos no cilindro. E fécil ver que os
pontos fixos de P§ também correspondem as 6rbitas periddicas do sistema original (5.2)

definido em todo R x D (veja, por exemplo, [13]); o mesmo ocorre para P°.
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Demonstracao. Dividiremos a demonstragao do teorema em seis afirmagoes.

Afirmacgao 5.7. Dado o subconjunto compacto D; C D, entao, para € > 0 suficiente-
mente pequeno, a orbita do Sistema de Fillipov (1.5), passando por z € Dy, intercepta

a variedade de descontinuidade M em um niumero finito de pontos, para 0 <t < T.

Seja z(t, z,¢) a Solugao de Filippov do sistema (1.5) tal que x(0,t,e) =2z € K. A
érbita passando por z € D; no Cilindro Generalizado (Espago de Fase do Sistema de
Filippov (1.5). Veja a Figura 5.1) é dada pela curva ~.(t) = (¢,z(t, z,¢€)), a qual, pelo
Lema 5.5, estd bem definida para todo ¢ € [0, 7] e intercepta intercepta a variedade M
somente em pontos de costura, para € > 0 suficientemente pequeno.

Suponhamos, por absurdo, que a érbita ~.(t) intercepta a variedade M infinitas
vezes, sendo assim, existe uma sequéncia estritamente crescente (t;);eny C [0, 7] tal que
h(t;,z(t;,z,e)) = 0 para todo ¢ € N. Entao, existe uma subsequencia convergente
(ti,)jen tal que t;; —t € [0,T7.

Pela continuidade da érbita, segue que, v.([0,7]) é uma curva compacta, logo se
z =ux(t, z,€), entdo, (t,2) € v([0,T7]).

Pela continuidade da fungao h, segue que, h(t,z) = 0, implicando que (¢, z2) € M.

Como t é ponto de acumulacao, segue que, dado € > 0, existe jo > 0, tal que
ti, € (t —€,1 4 ¢), para todo j > jo. Sendo assim, a érbita +.(t) intercepta a variedade
M, para t € (t — e, + €), em um ndmero infinito de pontos.

Obtemos assim, um absurdo. Uma vez que, pelo Lemma 5.5, (¢,Z) é um ponto
de costura da variedade de descontinuidade M que é atingido pela drbita ~.(t), do
Sistema de Filippov (1.5) e a Proposigao 3.16, do Capitulo 3, nos garante a érbita 7. (t)
atravessa o ponto (f,%), ou seja, existe eg > 0 tal que h(t,z(t,2,¢)) # 0 para todo

te (t_— €0, t+ 60)\{f}

Afirmacao 5.8. Dado o subconjunto compacto D1 C D, entdo, para ¢ > 0, suficiente-

mente pequeno, z € Dy et € (0,T)], temos que

t t
z(t,z,e) =2 + 5/ F(t,xz(t,z,¢))dt + 52/ R(t,x(t,z,€),e)dt,
0 0
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onde F' e R sao as funcoes definidas no Teorema 1.4.

Tomemos z € D, pela Definicao 3.11 e pela Afirmacao 5.7, a o6rbita passando por

z € Dy pode ser decomposta em finitas partes diferenciaveis,

/

x1(t,z,€), se 0=ty <t<t

l‘g(t,z,€), se t1§t§t2

x(t, z,e) =
xi<t727€)7 5€ tifl S t S tz

ri(t, z,e), se tp1 <t <t =T,

\

para as quais é valida a seguinte relacao de recorréncia

21(0,2,6) =2z e wi1(ti, z,6) = ity 2, €),

parat=1,2,--- ,k— 1.
Temos também que, cada xz;(t,z,¢), para i = 1,2,--- ,k — 1, satisfaz a equagao
diferencial (1.5). Sendo assim, para t € (t;,t;41)

tiy1 tit1
Tip1(t, z,6) = xip1(tiy 2,€) + 6/ F(t,z(t,z,€))dt + & R(t,x(t, z,€),¢e)dt,
t

i ti

tir1 tit1
it 2 e) + o / F(t,a(t, =, ¢))dt + & / R(t,2(t, =, 2), £)dt.
t t

Em particular, a solu¢do z(t, z,¢), do sistema (1.5), estd definida para 0 < ¢t < T.
Sendo assim, pela unicidade de Solugoes de Filippov do sistema (1.5), dada pelo Lema

5.0, segue que,
Pe(z) =ua(T, z,¢)

- Il(tb '76) o xZ(t27 '76) 0--+0 l‘k(T, '78)(2)'

Portanto, a Aplica¢ao de Poincaré P¢(z), do sistema (1.5), é dada como composigao

de aplicagoes continuas em z (veja a Figura 5.2), de onde tal continuidade é obtida pelos
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RTL

nT=0 /—:\

HEL
|
_.—"i"""-._ ,7 "
Pe(z) ¢° .

Figura 5.2: Aplicagao de Poincaré.

resultados sobre dependéncia continua das solugoes de equacoes diferenciais continuas
sobre o parametro € (veja, por exemplo, Teorema 1 de [36], capitulo II, secao 2). Logo,
para € > 0 suficientemente pequeno, P?(z) também é uma aplicagdo continua em z.

Uma vez que, existe k € {1,2,--- .,k — 1}, de modo que t € (tj,t5,,), entdo,

tr tr
= 251 (tiq, 2,6) + 8/ F(t,z(t, z,¢))dt + 62/ R(t,z(t, z,¢),e)dt,
73 tp—1

—1 —

podemos proceder por inducao em ¢ e obter a afirmacao.

Afirmacgao 5.9. Dado o subconjunto compacto Dy C D, se z € Dy, entao, a Aplicacdo
de Poincaré P¢(z) do Sistema de Filippov (1.5), para € > 0 suficientemente pequeno, é
dada por

PA(2) = z +efol2) + O().

Se denotarmos

f(z,e) = E/OT F(t,x(t, z,e))dt + &2 /OTR(t,x(t, z, 5),5)dt, (5.5)
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5 Demonstracao do Teorema de Averaging para Sistemas Descontinuos

entao, pela Afirmacgao 5.8, segue que,
Pe(z)=x(T,z,e) =2+ f(z,¢).

Observe que existe subconjunto compacto DT C D, tal que z(t,z,e) € D' para
todo t € [0,7T], z € Dy e € € [—£]. Uma vez que, a fun¢ao R é continua por partes
em [0,7] x K x [—&¢], segue que, existe Nx > 0 tal que R(t, x(t, 2,5),5) < Ng. Sendo

assim,
T T
/ R(t,z(t, z,¢),e)dt < / Ngdt = TNk = O(1).
0 0

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, se t € (t;,t;11), entéo,

d [* brd
F(t,x(t, z,¢€)) :E/ F(s,x(t,z,a))ds—/ (Ex(t,z,a)> V.F(s,x(t,z,¢€))ds,
ti t;
d t

== ) F(s,z(t,z,€))ds + O(e).
(5.6)
Sendo assim,
f(z,¢e) :5/ F(t,x(t, z,e))dt + O(e?),

— gZ/tlH t,x(t, z,€))dt + O(e?),

_ 52[ - i (/ F(s,x(t,z,e))ds) dt + O(2),

_ 52/ (s, 2t 2, €))ds + O().
Agora
|f(z,e) —efol2)|]| < 5/0 F(t,x(t, z,¢)) — F(t, z)dtH +0(e?),

< 52_: Lillw(tiv1, 2. €) = 2|| + O(||2(tis1. 2, ) — 2|*) + O(e?),

< 0(82)7

onde a ultima desigualdade é decorrente da Afirmacao 5.8.
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Portanto, segue a igualdade

f(z.¢) = efol2) + O(e?),
de onde concluimos a afirmacao.

Afirmagao 5.10. FEuxiste oy > 0 de modo que para todo 0 < § < &y existe ag tal que

fs(as) =0 e para o qual a hipdtese H2 € vdlida.

Seja a € V dado pela hipétese H2. Sabemos que fo(z) # 0 para todo z € V\{a}.
Consideremos a homotopia continua { f5,0 < § < 1}. Suponhamos que exista sequéncia
(2")ieny em AV em [0, 1] tal que f%(z’) = 0 para todo ¢ € N. Uma vez que, dV é um
conjunto fechado e a sequéncia (2*);cy ¢ limitada, segue que, existe uma subsequencia
convergente (2);en, tal que 2% — 25 € 9V, quando j — oo. Sendo assim, f%(ziﬂ') —
fo(20), quando j — oo. De onde, segue que, fo(z9) = 0, contradizendo a hipétzese H2.

Sendo assim, podemos escolher &y > 0 tal que 0 ¢ f5(0V) para 0 < § < §y. Entao,
pelo item (iii) do Teorema 3.18 do Capitulo 3, concluimos que dg(fs,V,0) # 0 para
0 < § < dg. Sendo assim, pelo item (i) do Teorema 3.18 do Capitulo 3, existe as € V

tal que fs(as) = 0 para o qual é vélida a hip6tese H2.

O Teorema 4.1, do Capitulo 4, garante a existéncia de solugoes periddicas ¢s(+, €) do
sistema regularizado (5.2) para € > 0 suficientemente pequeno, tal que, ¢5(0,c) — as,

quando € — 0. Definamos z(5.) = ¢5(0, ¢), deste modo

P5(260) = 26¢)»
para todo 0 < § < dp e € > 0 suficientemente pequeno.

Afirmagao 5.11. FEuiste z. tal que P*(z.) = z..

Para € > 0 suficientemente pequeno, cada z(s.) é ponto de alguma orbita periddica
do sistema (5.4). Logo, a sequéncia (zl)ien com 2L = 21 ) é limitada. Portanto, existe
uma subsequéncia convergente (z2') tal que z — z., quando j — oo. Sendo assim,

fi(zfﬂ) — fo(ze), quando j — .
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Afirmamos, entao, que P(z.) = z..
Uma vez que

z. = lim z¥ = lim P95 (2Y),
Jj—o0 Jj—oo iy

Pe(z.) = P? (hm zif) = lim P°(z5).

J]—00 J—00

é suficiente provar que

i (P - P (:2)) =

j—00 3

folz2) = fo(22)

J

Porém

logo, dado € > 0 podemos escolher j € N suficientemente grande e ¢ > 0 suficientemente

1

Observe que tomamos o parametro € > 0 suficientemente pequeno afim de controlar

P(z2) — Pi(22)

J

Sho(E) = ef 3 () + O(E)

<e

]+ o)

pequeno, de modo que

Pe(22%) — P (22)

Ty

<

o termo ||O(&?)]], os demais termos sao controlados por j € N.

Afirmacgao 5.12. as — a quando 6 — 0.

Suponhamos que as nao converge para a e consideremos a sequéncia (a');ey com
at = a1 parai € N.

A nossa suposigao implica que existem €y > 0 e uma subsequéncia (a9 );ey tal que
|a% — al| > €. Por outro lado (a%);ey C V é uma sequéncia limitada, logo existe
uma subsequencia convergente (a’i )y, tal que a — a € V\{a}, quando k — oo.
Sendo assim, f 1 (zij’“) — fo(a), quando k — oo. Contudo, f5(as) =0 para 0 <6 <9,

Ik
portanto,

fol@) = lim fa (a¥) =0,

k—oo = 15,

contradizendo a hipdtese H2. Sendo assim, concluimos que as — a quando 6 — 0.
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Pelas Afirmacoes 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12, concluimos que para € > 0 suficien-
temente pequeno, existe z. tal que P°(z.) = z. e z. — a, quando € — 0. Portanto, para
¢ > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugao periédica ¢(-, ) do sistema (1.5) tal

que ¢(0,e) — a quando € — 0. ]
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CAPITULO 6

Demonstracoes das Aplicacoes

Para demonstrarmos os Teoremas 2.7 e 2.9, temos que basicamente verificar que o

conjunto de hipéteses H do Teorema 1.4 ¢é satisfeito para os sistemas (2.3) e (2.7).

E imediato que a hipétese H1*, dos Teoremas 2.7 e 2.9, implica na validade da
hipétese H1, do Teorema 1.4, para os sistemas (2.3) e (2.7). Tal fato ficard claro nas
demonstragoes.

Uma vez que as funcdes F e F, definidas respectivamente em (2.9) e (2.10), sao,
de fato, modificacoes, via mudancas de coordenadas, determinadas pelos Teoremas 2.4
e 2.5, da fungao promediada (1.2) definida no Teorema 1.4, a hipdtese de existéncia
dos zeros simples € e zy dos respectivos Teoremas 2.7 e 2.9, implicara na validade da
hipétese H2, do Teorema 1.4, respectivamente para os sistemas (2.3) e (2.7).

Finalmente, a hipétese H2* dos Teoremas 2.7 e 2.9, implicara na validade da hipétese
da Proposicao 1.3, o que por sua vez implicard na validade das hipoteses H3 e H4 do

Teorema 1.4, para os sistemas (2.3) e (2.7).

Antes de prosseguirmos com as demonstracoes dos Teoremas 2.7 e 2.9, vamos re-

lembrar a hipétese H2* dos Teoremas 2.7 e 2.9.
(H2*) 0,9(t,x) + Vxg(t,x) - Sp - x # 0 para todo (t,x) € M,.
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6 Demonstracgoes das Aplicagoes

6.1 Perturbacao Autonoma

Demonstracao do Teorema 2.7. Assumamos que

['(t,x) =T(x) e It x,¢)=1II(x,¢).

Sendo assim, pelo Teorema 2.4, o sistema (2.1) é reduzido ao sistema (2.3) através da

mudanca de coordenadas

T =" COS()\191)7 Yy1="mn Sin()\191),

x; = ricos(Nbh + 6:), yi = risin(Aib + 0;).
A saber, para 0 = 0y,
Q'(0) = eF(0,Q) + 2R(6, Q. ¢),

onde

F(0,Q) = F1(0,Q) + sign(h(6, Q))Fy(0, Q)

R(0,9,) = Ry (0,0, ) + sign(h(0,2))Rs(0, 2, €),

com, F,F, :Rx D — R2n—1 RiRy: R x D x (—€g,80) — R¥ 1 e h:RxD — R,
funcoes continuas e T)—periddicas na primeira varidvel.

Ainda pelo Teorema 2.4, sabemos que
F(0,9) = F1(0,Q) +sign(h(0,Q))Fa(6, ),

com
F](97Q) = (Fjl(eﬁ Q)’ F']2(97Q)7 Ff(ng)v T F;n(gagz)v an(e,Q)) )
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6 Demonstragoes das Aplicagoes

onde, parai=2,3,--- ,nej=12 temos

FiB,Q) = — [\ri(GHU(6,9) sin(Ar) — GL(T(6,9)) cos(M)

AT

Fi(0,9Q) = —G.(V(0,Q)) cos(Ab + 0;) — G5 (0(0,9)) sin(\i0 + 6;),
FN0,Q) = —GH(¥(6,0)) cos(M8) — GL(T(6,9)) sin(M ),
h(0,9) = g(T(9,)),

v(9,0) = (r1 cos(A\0) , risin(A10), rocos(Aaf + 6,) , rosin(Aef 4 63) - - -

-« rpcos( A0+ 0,), mysin(A,0 + Qn)).

Das expressoes acima, concluimos que as funcoes Fy, Fy e h sao Th—periddicas na
primeira variavel e localmente Lipschitz na segunda varidvel e deduzimos que o mesmo
vale para as funcoes R, Ros.

Derivando a funcao b em 6 temos

oh )
ov
= U(0,0)) - —(6,9).
Vo (9(6,9)) - 5 (6.0)
Por sua vez
ov
%(Q,Q) =S\ U(0,9).
Segue, entao, que
oh

55090 = Vg (¥(60,)) - Sp - ¥ (0, 9).

Observe que se (,Q) € M, entdo, x = ¥(h,Q) € M,. Como d,9(t,x) = 0 segue,
pela hipétese H2*, que

Oh

%(0, Q) = 0g(t,x) + Vxg(x) - Sp - x # 0,
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para todo (0,Q) € M. Sendo assim, pela Proposicao 1.3, as hipoteses H3 e H4 sao
satisfeitas para o sistema reduzido (2.3).

Aplicando o Teorema 1.4 concluimos que para cada zero simples Qg = Ry + Do
do sistema (2.9), e para ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugao periédica
(0, ¢) do sistema reduzido (2.3) de modo que (6,¢) — €, quando € — 0.

Sendo assim, existe uma solugao perédica x(¢,¢) do sistema (2.1) tal que |x(¢,¢)| —

|Ro|. De fato,

|R\:\/rf+r§—|—~~—|—r%.

Temos, entao, demonstrado o teorema. [l

6.2 Perturbacao Nao Autonoma

Demonstragao do Teorema 2.9. Pelo Teorema 2.5, o sistema (2.1) é equivalente ao sis-

tema (2.7) pela mudanga de coordenadas

y(t) = e ¥k (t).

A saber
y(t) = eF(t,y) + °R(t,y, ),
onde
F(t,y) = Fi(t,y) + sign(h(t,y))Fa(t,y)
(§]

R(t,y,e) = Ri(t,y,e) +sign(h(t,y))Ra(t,y, ),

com, F1 Fy : Rx D — R Ry Ry : Rx D x (—gg,60) = R¥ e h:Rx D — R, funcdes
continuas, T)—periédicas na primeira variavel.
Ainda pelo Teorema 2.4, sabemos que

F(t,y) = Fi(t,y) +sign(h(t,y))Fs(t,y), onde

F) = e 0D (1, e0y), By = e 0Tyt ehy) e h(t,y) = g(t, e*ry).
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Das expressoes acima, concluimos que as fungoes Fl, Fy e h sao Tr—periddicas na
primeira variavel e Lipschitz na segunda variavel e deduzimos que o mesmo vale para
as fungoes f{l, R, .

Derivando a funcao h em t temos

5 ()

Bih(t,y) = Bglt, e*dy) + Vyg(t, e!ry) - ot

= 0g(t, €"Ny) + Vyg(t,e™ry) - Sy - ey
= 0,9(t,x) + Vxg(t,x) - Sy - x.

Observe que se (t,y) € M, entdo, (t,x) = (t,e'Sry) € M,. Logo, pela hipétese

H2*, segue que,
oh
ot
para todo (t,y) € M. Sendo assim, pela Proposicao 1.3, as hipéteses H3 e H4 sao

(t)Y) = atg(t7x) + v;vg(tax) : SA - X 7é 07

satisfeitas para o sistema (2.7).

Aplicando o Teorema 1.4 concluimos que para cada zero simples z, do sistema (2.11),
e para € > 0 suficientemente pequeno, existe uma solucao periédica y(¢,¢) do sistema
reduzido (2.3) de modo que y(0,¢e) — 2z, quando € — 0.

Sendo assim, existe uma solucao periddica x(t, ) do sistema (2.1) tal que x(0,¢) —
Zy.

Temos, entao, demonstrado o teorema. O
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CAPITULO 7

Conclusoes Finais e Direcoes

Futuras

Nesta secao, faremos um resumo do projeto que sera desenvolvido no programa de

doutorado, o qual é uma continuacao natural do programa aqui iniciado.

7.1 Introducao

Na presente dissertagao, estendemos, para uma classe de Sistemas de Filippov, o resul-
tado da Teoria de Averaging que estuda a existéncia e persisténcia de solugoes periddicas
em sistemas de equacoes diferenciais. Os resultados classicos, desta teoria, assumiam
que tal sistema fosse no minimo de classe C? (Veja por exemplo [41] e [35]). Em [11]
Buica e Llibre, utilizando, principalmente, a teoria de grau de Brouwer (veja, por exem-
plo, [8]), provaram o mesmo resultado assumindo somente a hipétese de continuidade

do sistema.

O trabalho desenvolvido em [24], por Llibre, Novaes e Teixeira, constante nesta

dissertacao, abriu um leque de possibilidades para possiveis extensoes e generalizagoes
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=\

Figura 7.1: Ciclo limite com deslize.

de teoremas similares para classes de Sistemas de Filippov.

No doutorado, seguindo a linha aqui iniciada, temos o intuito de generalizar resul-

tados existentes na Teoria Classica de Equacoes Diferenciais.

Nossa principal meta é estabelecer condicoes para a existéncia de conjuntos mini-
mais, tipicos da Teoria de Sistemas Dinamicos Nao Suaves, tais como, érbitas fechadas
e/ou ciclos limites com deslize, ciclos tipicos passando por pontos de tangéncias, entre

outros (veja as Figuras 7.1, 7.2 e 7.3).

7.2 Convencgoes Preliminares

No final do Capitulo 1, introduzimos a classe C de Sistemas de Filippov Regulares de

maneira nao formal. Aqui tentaremos formalizar esse conceito.

7.2.1 Sistemas de Filippov Regulares Perturbados

Sejam D um subconjunto aberto de R", X, Y : Rx DX (—&g,&9) — R" fungoes continuas
e h:Rx D — R funcao de classe C! tendo 0 como valor regular. Como no Capitulo 1,

denotemos o conjunto A~1(0) por M e o conjunto ({0} x D)\ M por 3.

92



7 Conclusoes Finais e Direcoes Futuras

Figura 7.2: Ciclo limite tipico.

\+\H s

Figura 7.3: Orbita pseudo-homoclinica.
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A

Figura 7.4: Ciclo limite com deslize no cinlindro.

Definamos assim o Sistema de Filippov Continuo por Partes

X(t,z,¢e), se h(t,x) >0,
a'(t) = Z(t,x,¢) = X(t,x,e) +Y(t,z,e)2, se h(t,x) =0, (7.1)
Y(t,z,e), se h(t,x) <0,

\

o qual pode ser denotado por Z = (X,Y),.
Fixados (t,z) € R x D, assumamos que as aplicagoes
e— X(t,x,e) e e =>Y(txe)

sejam duas vezes diferenciaveis em ¢ = (. Assumamos também que as expansoes por

Series de Taylor das fungoes X e Y, em € = 0, sejam dadas por

X(t,z,e) =eXi(t,x) + 2 Xo(t,x,6) e Y(t,x,e) =eYi(t,x) + 2 Xo(t, ,¢)

com X1, Y] #Z0.

A variedade de descontinuidade M nao é, necessariamente, conexa, sendo assim,

dado p € M, denotamos por M,,, a componente conexa de M contendo o ponto p.
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7.2.2 Classe C de Sistemas de Filippov Regulares

Consideremos um Sistema de Filippov Regular Perturbado do tipo (7.1). Definamos

X1 +Y, X —Y,
Fl = % (§] FQ = %
Denotemos por C a classe de Sistemas de Filippov Regulares Perturbados, para os

quais, sao validas as seguintes hipdteses.

(i) X, Y e hsao T—periddicas com respeito a t e sao localmente Lipschitz com respeito

a T,

(ii) se 0:h(p) = 0, para algum p € M, entdo, existe uma fungdo continua e positiva
& Rx D — R, tal que

(athmh, F) + Vel B ; (Vuh, F2>2) (t,x) > e&,(t, x)

para todo (t,z) € M,;

(iii) dado z € Xy, os zeros da aplicagao h, : t — h(t,z), para para 0 < t < T, sdo

isolados.

A classe C de Sistemas de Filippov Regulares Perturbados, é em suma, sistemas
para os quais a variedade de descontinuidade, restrita a subconjuntos compactos, ¢ do

tipo Costura, para |e| > 0 suficientemente pequeno.

7.3 Objetivos

O projeto, a ser desenvolvido, se divide em duas partes principais. Na primeira parte,
concentraremos nossa atencao no estudo de Sistemas de Filippov dentro da classe C. Na
segunda parte buscaremos resultados similares para sistemas com caracteristicas mais

gerais. Detalharemos, a seguir, o estudo a ser feito em cada uma das partes do projeto.
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7.3.1 Parte 1

A primeira parte do projeto é uma continuacao natural do estudo que fizemos nesta

dissertacao. Abordaremos, em principio, dois problemas gerais.

Primeiramente, devemos procurar hipéteses adicionais dentro da classe C de Siste-
mas de Filippov Regulares que garantam a existéncia de o6rbitas homoclinicas.

O estudo de orbitas homoclinicas, em sistemas continuos, ¢ feito utilizando-se o
Método de Melnikov (Veja, por exemplo, [42]). Tal método, quando considerado, so-
mente, problemas planares, é equivalente ao Método de Averaging. Sendo assim, inici-
aremos o estudo, deste topico, levando em consideracao Sistemas de Filippov no plano.
Na Figura 7.3, temos um exemplo tipico de 6rbita (pseudo)homoclinica que aparece em

Sistemas de Filippov.

O segundo problema, consiste no estudo da Perturbacao de Sistemas Isocronos. Em
[10], para o caso continuo, sao dadas condiges sobre o sistema nao perturbado e sobre

as perturbacoes para a persisténcia de alguma orbita periddica.

Considere o problema de perturbacao
i(t) = Fo(t,n) +e Fi(t,x) + *R(t, x,€). (7.2)

Assumindo que, para ¢ = 0, o sistema (7.2) possua um conjunto de solugoes peridédicas
de mesmo periodo, queremos encontrar condigoes sob Fy, Fy e R que garantam a
existéncia e persisténcia de solugoes periddicas para |¢| # 0 suficientemente pequeno.
Mais ainda, nao queremos, necessariamente, impor como hipdtese a continuidade das
fungoes envolvidas, assumiremos hipdteses que garantam que a variedade de desconti-

nuidade, relacionada ao sistema (7.2) seja do tipo Costura.

7.3.2 Parte 2

Na Parte 1 deste projeto, fixaremos nossa atencao nos Sistemas de Filippov Regulares

para os casos em que a variedade de descontinuidade é do tipo Costura. J& na se-
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gunda parte, abordaremos os Sistemas de Fillipov Regulares porém com a variedade de

descontinuidade admitindo regides do tipo Deslize e ou Escape (veja a Figura 7.1).

Temos o intuito de obter resultados semelhantes aos obtidos para a classe C de
Sistemas de Filippov Regulares. Uma vez que, quando a variedade de descontinuidade
nao é restrita apenas a regioes do tipo costura, podem aparecer, no sistema perturbado,

érbitas periddicas com o chamado Fenomeno de Deslize (veja a Figura 7.1).

7.3.3 Casos Nao Regulares

Paralelamente, aos problemas abordados nas partes 1 e 2 do projeto, atacaremos alguns
casos, via mudanga de coordenadas, no qual o conjunto de descontinuidade nao é dado
por uma variedade regular. Tais problemas tem como motivagao fenémenos fisicos

envolvendo, basicamente, osciladores nao lineares (ver [2]) e a Teoria do Controle (Ver

[4])-
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