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Introduccid

A Vespai euclidi de dimensio 3, el moviment de n punts materials

Py Pow oo, P, , de masses m,, m,, ..., m, sotmesos a les seves forces de

gravitacié newtoniana (en un sistema dunitats convenient) vé donat pel sistema

d'equacions diferencials:

& x, X, - X,
- z m ‘ , k =1, 2,73, , N,
d2  1gisn |x; - x,|?
ik

o on X, éé el vector posicid del punt P, i ‘xi - xkl és la distancia euclidea entre
els punts P, i P,. L'estudi d'aquest sistema d'equacions diferencials es coneix com
el problema de n—c0$50s.

| Les solucions del problema de n-cossos son conegudes explicitament
quan n=2 (veure Seccid (I.3)), en canvi disten molt de ser-ho quan n23. Aixf 1a
gran dificultat d'estudiar el problema de 3 cossos fa que es considérin els problemes
restringits de 3 cossos en els que els tres punts materials P, , P, i Py tenen
“masses m, , m, i my=0, respectivament.El fet de que la maSsa del cos P, sigui

infinitessimal fa que aquest cos no influexi en el moviment dels cossos P, 1 P,

- (anomenats primaris); per tant, el moviment dels cossos P, i P, es coneix perque |

- vé donat pér un problema de 2 cossos. En consequéncia, un problema restrigit
espacial de 3 ¢0SsS0S consisteix en descriure el moviment del cos de massa

infinitessimal P,.

"y



Tenkn una gran varietat de problemes restringits de 3 cossos
segons siqui el tipus d'Orbita solucié del problema de 2 cossos que descriﬁen P, i
P,. Aixi, per exemple, si P, i P, es mouen sobre orbites el.liptiques o circulars
parlarem del problema restringit el.lptic o circular espacial de 3 cossos |
respectivament. E1 problema restringit el lfptic o circular pla de 3 cossos s'obts

limitant el moviment del cos P, al pla determinat pel moviment de P, i P,. Les
equacions del moviment d'aquests problemes restringits es donen en el Capitol 11.
Habitualment, pels problemes restringits de 3 cossos, es pren la
unitat de massa de manera que m,+m,=1, 0 equivalentment m,=1-p , m,= p. amb
pef0,1) , on p s'anomena el parametre de masses.

La present memoria consta esséncialment de dues parts. En la

primera, formada pels quatre primers Capftols, s'estudien principaiment 1la

singularttat_de col.lisié (veure definicid a la Seccié (11.3)) 1 les Orbites
d'ejeccié—col, lisié (veure definicié a 1a Secci (1.2)) del problema restringit el. lptic
o circular, espacial o pla de 3 cossos. En la setjona part, formada pel Capftol V
é‘utﬂitza un problema restringit de 4 cossos (tres amb massa i uh_ altre de massa
infinitessimal) per a donar una possible explicacid gravitacionai a la lei de
Titus-Bode. | |

Les equacions del moviment del problema restringit circular (resp.
el.liptic) espacial o pla de 3 cossos es poden formular com les d'un sistema
Hamiltonia autonom (resp. no ai:tbnom) de 3 o 2 graus de llibertat,
respectivament. Aquesta diferéncia entre el problema el.liptic i el circular fa que

sigui més facil I'estudi del problema circular que la de I'el. liptic. La integral primera




donada pel Hamiltonia en el cas circular es coneix com la_integral de Jacobi C.

Es bén conequt que un sistema Hamiltonia de n graus de llibertat no
autonom es pot estudiar a través d'un sistema Hamiltonia autonom de n+1 .graus de
llibertat (veure Seccid (V.4)). Per tant, els problemes restringits el.liptics o
circulars, espacials o plans de 3 cossos admeten una formulacié com a sistemes
Hamiltonians autonoms, i com a tals, son in;gg[ablg.g (veure Seccié (I.1)) quan el
parametre de masses p=0. En el Capitol III donem la descripcid completa del flux
global del problema restringit el.liptic espacial o pla de 3 cossos quan | p#=0, fent
especial emfasi en la descripcié de les singularitats d'sjeccid o col.lisio 1 de
Tinfinit. Aquest estudi, pel problema el.liptic, generalitza V'estudi similar fet per
Llibre i Martinez-Alfaro [18] en el problema circular.

Els temes que a nosaltres més ens han interessat del problema
el. liptic han estat l'éstudi de la reqularitzacié de la sinqularitat d'ejecci6 o col.lisib,
T'existencia d'orbites d'ejeccid—-col.lisid, (veure el Capitol 111 per u=0 i el Capitol
1V per p>0 )., .. Aguests temes han estat molt treballats pel problema circular
i formen part dels estudis classics, utflitzant principaiment eines analitiques, com
son els de Poincaré [21], Birkhoff [2], Levi-Civifa [13], Sundman [26], Thiele [29],
Lemaitre [12] ,...., i d‘éstudis més moders basant-se principaiment en eines
geométriques inspirades en les idees de McGehee [19] com Yesmentat abans ([18]).
En el problema elilfptic, un dels temes treballats ha estat el de la regularitzacid,
tot i aix{ molt menys ostudiat que en el cas circular. Sobre aquest tema aquests
darres anys han aparequt diversos treballs com els de Schubart [23], Szebehely i

Giacaglia [28], Broucke [4],... .. En tots aquests articles les eines principals son



analftiques. El nostre estudi d'aquest tema en el problema el.lptic és més
geometric.

Nosaltres regularitzem la singularitat d'ejeccio o col.lisio amb un
primari pel problema restringit el.liptic espacial de 3 cossos utflitzant les idees
geometriques de McGehee [19]. Es a dir, s'explota la singularitat de col.lisié a una
varietat invariant frontera, que s'anomena la varietat de col.lisi0 i que en aquest
cas és una varietat S—dimensional difeomorfa analfticament a $2x$?xS'. El sistema
d'equacions diferencials s'esten analfticament a aquesta varietat de col.lisio i aixf
l'estudi del flux sobre 1a mateixa, | en un entorn seu, permet coneixer el

comportament de les solucions que passen prop de col.lisid. Aixo permet provar

que les oOrbites de col.lisid i d'ejeccié del problema restringit el.liptic espacial de 3

cossos formen una varietat de dimensid S5 difeomorfa a S$?xS'xR? . Resultats
similars s'obtenen pel problema e\.lfptic pla i‘pels problemes circulars espacials o
- plans.

Poincaré [20] va notar la importancia de les solucions
d-'ejeccié-col.lisié en la generacié de solucions periodiques per valoré del parametre
de masses j petit. Nosaltres hem provat el sequent resultat (veure Secckd

(1v.2).

TEOREMA A. Existeix un valor a6l parametre de masses y, lal que per & cade.
HE[O, ) existeix un contin dorbites d'sjeccis-col. lisk del problema restringit.

el. lptic de 3 cossos.

"




Les orbites d'efeccié—col.lisié poden ésser pensades com a orbites

heterocliniques conectant punts d'equilibri que estan sobre la varietat de col.lisié.

La transversabilitat d'aquestes orbites heterocliniques en el problema restringit -

circular pla de 3 cossos ha estat provada per Lacomba-Llibre [11] quan la integral
de Jacobi C pren valors prou grans i el parametre de masses p és prou petit, per
Chenciner—LUlibre [5] per a tot valor de p amb C prou gran. Aqui provem aquesta

transversabilitat per a tot valor de C>2 i j prou petit (veure la Seccid (1V.2)).

" TEOREMA B. £&n &/ problema restringit circular pla de 3 cossos existeixen orbites.
heteroclinigues transversals dgjeccio-col. lisio per qualsevol valor ae /e integral de.

Jacobi C>2 si ¢l parametre de masses u és prou pelit.

L'objectiu del Capitol V és donar una possible explicacid gravitacional

de la llei limit de Titius-Bode. La llei de Titius-Bode fou observada per Titius en

1766 i divulgada per Bode al 1772 i diu que la distancia mitjana 3 del Sol al

planeta k obeix aproximadament a la formula a,=0.4 + 0.3x2k (per més detalls

‘veure 15 Taula 1 del Cépitol V). D'aquesta' expressid es dedueix la llei limit de
Ti us— : st un planeta estad prou lluny} del Sol el sequent planeta esta
aproximadament al doble de distancia. E1 punt clau de l1a nostre possible(expucacié
gravitacional d'aquesta llei és el fet de tenir en compté el moviment del .sistema
solar al voltant del centre de masses de la galaxia. Per aix0, es pren un model

simplificat de sistema solar que consisteix en un problema restringit de 4 cossos



format pel centre de masses de la galaxia, el Sol, un planeta interior 1 un planeta
exterior de massa wmfinitesimal pel que os prova que el lloc més estable, on pot
estar describint una orbita periodica quasi circular exterior a l'br;bita descrita pel
planeta interior i en el mateix pla, esta aproximadament al ‘doble de distancia de
l'orbita del planeta interior. El Capitol Y ha estat publicat amb el titol “A
gravitational approach to the Titius-Bode law" a la revista The Astronomical
Journal 93 (1987), 1272-1279.

Finalment, voldria mostrar el meu agraiment al Dr. Jaume Llibre,
per la dedicacié i cura amblque ha dirigit aquest treball, aixf com a tots aquélls

que d'alguna manera o altra han contribuit a fer possible aquesta memoria.




