
Ana Livia Rodero

Ciclos Limite e suas Configurações em
Campos de Vetores Polinomiais

Planares
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São José do Rio Preto, 23 de fevereiro de 2017.



Dedico à minha
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Mauŕıcio Firmino Silva Lima, pela disponibilidade.
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Resumo

Estudamos dois critérios sobre a não existência ou existência e unicidade de ciclos

limite para campos vetoriais planares. Aplicamos esses critérios em algumas

famı́lias de campos vetoriais quadráticos e cúbicos, além de estudarmos uma fórmula

expĺıcita para o número de ciclos limite que bifurcam do centro linear ẋ = −y, ẏ = x,

quando o perturbamos com um campo vetorial polinomial arbitrário de grau n

tendo a origem como um ponto singular, obtendo assim o sistema perturbado

ẋ = −y+ ε
n∑

i+j=1

aijx
iyj, ẏ = x+ ε

n∑
i+j=1

bijx
iyj. Usando o segundo critério, exibimos

a configuração dos ciclos limite que bifurcam deste centro. Por fim, apresentamos

uma segunda aplicação do segundo critério, onde mostramos que toda configuração

finita de curvas fechadas simples do plano é topologicamente realizável como um

conjunto de ciclos limite de um campo vetorial polinomial planar.

Palavras-chave: Ciclos limite, Centro linear, Bifurcações.



Abstract

We study two criteria about the nonexistence or existence and uniquiness of

limit cycles of planar vector fields. We apply these criteria to some families of

quadratic and cubic polynomial vector fields. In addition to studying an explicit

formula for the number of limit cycles wich bifurcate out of the linear centre

ẋ = −y, ẏ = x, when we perturb it by an arbitrary polynomial vector field

of degree n having the origin as a singular point, getting the perturbed system

ẋ = −y + ε
∑n

i+j=1 aijx
iyj, ẏ = x + ε

∑n
i+j=1 bijx

iyj. By the second criterion,

we present the shape of the bifurcated limit cycles of this center. Finally, we

present a second application of the second criterion, where we show that every finite

configuration of disjoint simple closed curves of the plane is topologically realizable

as the set of limit cycles of a planar polynomial vector field.

Keywords: Limit cycles, Linear center, Bifurcations.
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Introdução

Numa primeira parte desse trabalho, estudamos dois critérios sobre a não existência

ou existência e unicidade de ciclos limite para campos vetoriais planares que é uma parte

interessante da pesquisa em teoria qualitativa das equações diferenciais. Poincaré foi quem

definiu ciclos limite para campos vetoriais planares em [22], que consiste de uma trajetória

fechada e isolada, no conjunto de todas trajetórias fechadas. Dentro da teoria qualitativa

de sistemas dinâmicos, a pesquisa por ciclos limite é um problema que gerou e gera muitos

trabalhos cient́ıficos até hoje.

No final da década de 1920 van der Pol [23], Lienard [18] e Andronov [2] mostraram

que uma trajetória fechada de um oscilador auto sustentável ocorrendo em um circuito no

vácuo era um ciclo limite como definido por Poincaré. Após essa observação a não existência

ou existência e unicidade, entre outras propriedades dos ciclos limite, começaram a ser

estudadas extensivamente por matemáticos, f́ısicos e, mais recentemente, por qúımicos, biólogos

e economistas.

O método mais conhecido para provar a não existência de ciclos limite em uma região

simplesmente conexa é o método de Bendixson-Dulac e suas variações. Com o método de

Dulac também podemos obter um limite superior para o número de trajetórias fechadas em

uma região multiplamente conexa, para mais detalhes ver [30]. Outro teorema bem conhecido

na área é o de Poincaré Bendixon, com ele podemos mostrar a existência de ciclos limite, dadas

algumas condições.

Problemas relacionados a unicidade de um ciclo limite para um dado sistema são, em

geral, mais complicados do que problemas sobre existência dos mesmos. Alguns critérios

sobre unicidade de ciclos limite utilizam suas estabilidade ou instabilidade. Existem métodos

sobre a unicidade de ciclos limite desenvolvidos por Poincaré, Andronov, Cherkas, Levinson,

Leontovich, Liénard, Massera, Sansone, Zhang Zhifen e muitos outros autores, ver [30] para

11
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mais detalhes, mas, em geral, as condições para esses métodos são muito restritivas. Além

disso, um dos melhores métodos para estudar a não existência ou existência e unicidade de

ciclos limite é analisando a aplicação de primeiro retorno de Poincaré definida em uma seção

transversal do fluxo planar mas, em geral, tal análise é muito dif́ıcil.

Outros problemas surgem quando um sistema planar tem mais do que um ciclo limite e

queremos entender sua distribuição no plano. Em 1900, Hilbert (ver [15]), na segunda parte

do seu décimo sexto problema, propôs o problema mais famoso sobre ciclos limite: encontrar

uma estimativa para o limitante superior do número de ciclos limite que pode ocorrer em um

campo vetorial polinomial de grau n e estudar sua configuração no plano. Em 1986, Bamon (ver

[5]) provou que campos vetoriais planares quadráticos tem um número finito de ciclos limite.

Posteriormente, Écalle (ver [10]) e Ilyashenko (ver [16]) provaram que qualquer campo vetorial

polinomial tem um número finito de ciclos limite, sendo esses os resultados mais significativos em

resposta ao décimo sexto problema de Hilbert até então e, dessa forma, tal problema continua

em aberto, exceto para campos vetoriais quadráticos.

Um outro problema bastante relevante da área é o de estudar o número de ciclos limite que

bifurcam de um ponto singular ou de um centro.

Estruturamos esta dissertação da seguinte forma.

No caṕıtulo 1, apresentamos algumas definições e teoremas clássicos da área, sendo que

alguns deles serão importantes para a compreensão dos demais caṕıtulos.

No caṕıtulo 2, apresentamos dois critérios sobre a não existência ou existência e unicidade

de ciclos limite para campos vetoriais planares, a saber.

Teorema 0.1 (Primeiro Critério). Sejam (P,Q) um campo vetorial C1 definido em um

subconjunto aberto U do R2, (u(t), v(t)) uma solução periódica de (P,Q) de peŕıodo T,

R : U → R uma aplicação C1 tal que
∫ T
0
R(u(t), v(t))dt 6= 0 e V = V (x, y) uma solução

C1 da equação diferencial parcial

P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
= RV.

Então, a trajetória fechada γ = {(u(t), v(t)) ∈ U ; t ∈ [0, T ]} está contida em Σ = {(x, y) ∈

U ; V (x, y) = 0}, e não está contida em um anel periódico do campo (P,Q). Além disso, se o

campo de vetores (P,Q) é anaĺıtico, então γ é um ciclo limite.

Teorema 0.2 (Segundo Critério). Sejam (P,Q) um campo de vetores C1 definido em um



13

subconjunto aberto U do R2 e V uma solução C1 da equação diferencial parcial

P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
=

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
V.

Se γ é um ciclo limite de (P,Q) então γ está contido em Σ = {(x, y) ∈ U ;V (x, y) = 0}.

Ainda neste caṕıtulo, aplicamos esses dois critérios para estudar algumas famı́lias de campos

vetoriais quadráticos e cúbicos.

Por fim, no terceiro caṕıtulo, apresentamos duas aplicações do segundo critério.

A primeira aplicação é sobre bifurcações de ciclos limite a partir do centro linear ẋ =

−y, ẏ = x quando o perturbamos com polinômios arbitrários de grau n, obtendo assim o

sistema perturbado 
ẋ = −y + ε

n∑
i+j=1

aijx
iyj,

ẏ = x+ ε
n∑

i+j=1

bijx
iyj.

(1)

Com o seguinte teorema exibimos uma forma global para os ciclos limite que bifurcam deste

centro, em função de x, y e ε.

Teorema 0.3. Para ε suficientemente pequeno, se p(ρ) tem h ráızes reais simples, com 0 ≤

h ≤ m, ρ = r2i , com i = 1, . . . , h e ρ = 0 também é uma ráız simples de p(ρ), então o sistema

(1) tem no máximo h ciclos limite que são assintóticos aos ćırculos de raio ri centrados na

origem, quando ε→ 0.

Onde p(ρ) é o polinômio de grau m+ 1 definido por:

p(ρ) =
m∑
j=0

pjρ
j+1,

com

pj =
1

2j(j + 1)!

j∑
k=0

(2j + 1− 2k)!!(2k − 1)!!(a2j+1−2k,2k + b2k,2j+1−2k),

e n = 2m+ 1 se n é ı́mpar e n = 2m+ 2 se n é par.

Essa forma global não pode ser obtida pelos métodos usuais aplicados para bifurcações de

ciclos limite a partir de centros, como os métodos baseados na aplicação de primeiro retorno de

Poincaré, na integral de Poincaré-Melninkov ou nas integrais abelianas.

A segunda aplicação é sobre configurações de ciclos limite para um campo vetorial planar.

Estudamos o seguinte resultado.
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Teorema 0.4. Seja C = {C1, . . . , Cn} uma configuração de ciclos limite e seja r o número de

curvas primárias dessa configuração. Então:

(a) A configuração C é realizável por um campo vetorial planar.

(b) A configuração C é realizável como uma configuração de ciclos limite algébricos por um

campo vetorial de grau menor ou igual a 2(n+ r)− 1.

O problema de exibir um campo vetorial que realiza uma dada configuração de ciclos

limite foi estudado por muitos autores. O caso foi resolvido, para campos de vetores Cr, por

Al’mukhamedov em [1], Balibrea e Jimenez em [4] e Valeeva em [28]. O item (a) do teorema

anterior foi resolvido por Schecter e Singer em [24], mas eles não exibiram um campo vetorial

que realizava tal configuração.



Caṕıtulo

1

Resultados Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns dos principais resultados da teoria qualitativa das

equações diferenciais ordinárias (para mais detalhes ver, por exemplo, [8], [9] ou [25]). Esses

resultados serão necessários para uma melhor compreensão do restante do texto. Não nos

preocuparemos em demonstrar todos eles porém, nesses casos omissos, apresentaremos as

referências para tal demonstração.

No decorrer deste caṕıtulo, U sempre denotará um subconjunto aberto do R2.

1.1 Campos Vetoriais e Fluxos

Definição 1.1. Um campo vetorial planar de classe Cr, r ≥ 1, em U , é uma aplicação

X : U → R2 de classe Cr. Sua representação gráfica consiste em plotar em cada ponto x ∈ U ,

o vetor X(x).

Associado ao campo de vetores X temos um sistema de equações diferenciais ordinárias da

forma

ẋ = X(x), (1.1)

onde o ponto indica a derivada de x com relação a variável t. Dizemos que x é uma variável

dependente enquanto t é uma variável independente.

As soluções desse sistema são curvas diferenciáveis φ : I ⊂ R → U que para cada t ∈ I

associam φ(t) ∈ U tal que
dφ

dt
(t) = X(φ(t)). (1.2)

15
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Definição 1.2. Seja p ∈ U . Se X(p) = 0 dizemos que p é um ponto singular de X. Caso

contrário, dizemos que p é um ponto regular de X.

Note que, se p ∈ U é um ponto singular de X, então φ : R → U dada por φ(t) = p, é uma

solução do sistema (1.1), pois

dφ

dt
(t) = 0 = X(φ(t)), ∀ t ∈ R.

Definição 1.3. Seja φ : I → U uma solução de (1.1) com φ(0) = p ∈ U . Dizemos que a

solução φ é maximal se para toda solução ψ : J → U , de (1.1), com I ⊆ J e ψ|I = φ tivermos

I = J e, consequentemente, ψ = φ. Nesse caso, escrevemos I = Ip e chamamos I de intervalo

maximal.

Definição 1.4. Seja φ : Ip → U uma solução maximal do sistema (1.1) que pode ser regular

ou constante. Sua imagem γ = {φ(t); t ∈ Ip} ∈ U , dotada com a orientação induzida de φ,

no caso em que φ é regular, é chamada de trajetória, ou órbita ou curva integral associada a

solução maximal φ.

Teorema 1.5. Seja X : U → R2 um campo vetorial de classe Cr, com 1 ≤ r ≤ ∞ ou r = ω,

caso em que X é anaĺıtico. Então:

(a) (Existência e unicidade de soluções maximais). Para todo x ∈ U existe um intervalo

aberto Ix e uma única solução maximal φx : Ix → U satisfazendo φx(0) = x.

(b) (Propriedade de grupo). Se y = φx(t) e t ∈ Ix então Iy = Ix − t = {r− t; r ∈ Ix}. Além

disso, φy(s) = φx(t+ s), ∀ s ∈ Iy.

(c) (Diferenciabilidade com relação as condições iniciais). Seja Ω = {(t, x); t ∈ Ix e x ∈

U}. Então Ω é aberto em R3 e φ : Ω → R2 definida por φ(t, x) = φt(x) é de classe Cr.

Além disso,
∂

∂t

(
∂φ

∂x
(t, x)

)
= DXφ(t,x)

(
∂φ

∂x
(t, x)

)
, ∀(t, x) ∈ Ω, (1.3)

onde DXφ(t,x) indica o jacobiano de X em φ(t, x).

Para detalhes sobre a demonstração, ver [25].

Definição 1.6. A aplicação φ : Ω → R2 definida no item (c) do teorema anterior é chamada

fluxo associado ao sistema (1.1).
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Quando Ix = R para todo x, o fluxo associado ao campo vetorial X está definido em

Ω = R × U . Mas, muitas vezes, Ix 6= R e, por isso, o fluxo associado a X também é chamado

de fluxo local associado a X.

Se Ω = R×R2 o item (b) do teorema anterior define um homeomorfismo de grupos t→ φt

entre (R,+) e o grupo dos difeomorfismos Cr de R2 em R2, com a composição, pois para cada

t fixo, a aplicação φt : R2 → R2 dada por φt(x) = φ(t, x) é diferenciável e possui inversa

φ−t : R2 → R2, dada por φ−t(x) = φ(−t, x) e φt+s = φt ◦ φs.

Definição 1.7. Dizemos que uma órbita é periódica se existe T > 0 tal que φx(t + T ) =

φx(t), ∀ t ∈ Ix. Neste caso, o menor T que satisfaz essa equação é dito o peŕıodo da órbita.

Definição 1.8. Um ciclo limite γ de X é uma órbita periódica isolada de X, isto é, existe uma

vizinhança V de γ, tal que γ é a única órbita fechada do campo X que intersecta V .

1.2 Equivalência e conjugação de campos vetoriais e estrutura local

de singularidades hiperbólicas

A fim de compararmos os retratos de fase de dois campos vetoriais planares, introduziremos

algumas noções de equivalência.

Definição 1.9. Sejam X1 e X2 campos definidos nos abertos U1 e U2 de R2, respectivamente.

Dizemos que X1 e X2 são topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo

h : U1 → U2 que leva órbitas de X1 em órbitas de X2, preservando a orientação. O

homeomorfismo h é dito uma equivalência topológica entre X1 e X2. Se h for um difeomorfismo

de classe Cr, dizemos que X1 e X2 são Cr-equivalentes .

Mais precisamente, se p ∈ U1 e γ(p) é a órbita orientada de X1 que passa por p, temos

h(γ(p)) = α(h(p)), onde α é a órbita orientada de X2 que passa por h(p).

Definição 1.10. Sejam φ1 : Ω1 → R2 e φ2 : Ω2 → R2 os fluxos associados aos campos de

vetores X1 e X2, respectivamente. Dizemos que X1 e X2 são topologicamente conjugados se

existe um homeomorfismo h : U1 → U2 tal que h(φ1(t, x)) = φ2(t, h(x)), para todo (t, x) ∈ Ω1. O

homeomorfismo h é dito uma conjugação topológica entre X1 e X2. Se h for um difeomorfismo

de classe Cr, dizemos que X1 e X2 são Cr-conjugados e, neste caso, h é dito uma Cr-conjugação

entre X1 e X2.
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As duas definições anteriores estabelecem uma relação de equivalência entre os campos X1

e X2. Além disso, no caso da Definição 1.10 temos, necessariamente, I1(x) = I2(h(x)), onde I

denota o intervalo maximal.

Proposição 1.11. Sejam X1 e X2 campos vetoriais de classe Cr definidos nos abertos U1 e U2

de R2, respectivamente, e h : U1 → U2 um difeomorfismo de classe Cr, r ≥ 1. Então h é uma

conjugação entre X1 e X2 se, e somente se,

Dhx(X1(x)) = X2(h(x)), (1.4)

para todo x ∈ U1.

Demonstração. Sejam φ1 : Ω1 → R2 e φ2 : Ω2 → R2 os fluxos associados aos campos vetoriais

X1 e X2, respectivamente.

(⇒) Como h é uma conjugação entre X1 e X2 e é diferenciável, derivando a expressão

h(φ1(t, x)) = φ2(t, h(x)) e avaliando em t = 0, temos:

d

dt
(h(φ1(t, x)))|t=0

= Dhφ1(t,x)

(
d

dt
(φ1(t, x))

)
|t=0

= Dhφ1(t,x) (X1(φ1(t, x)))|t=0
= Dhx (X1(x)) .

Por outro lado,

d

dt
(φ2(t, h(x)))|t=0

= X2(φ2(t, h(x)))|t=0 = X2(h(x)).

Logo, a equação (1.4) é satisfeita.

(⇐) Seja ψ(t) = h(φ1(t, x)), com t ∈ Ix. Como

dψ

dt
= Dhφ1(t,x)

d

dt
(φ1(t, x)) = Dhφ1(t,x)X1(φ1(t, x)) = X2(h(φ1(t, x))) = X2(ψ(t)),

segue que ψ é uma solução de ẋ = X2(x), x(0) = h(x) e, portanto, h(φ1(t, x)) = φ2(t, h(x)).

Observação 1.12. Uma equivalência h leva ponto singular em ponto singular e órbita periódica

em órbita periódica. Além disso, se h for uma conjugação, o peŕıodo das órbitas periódicas é

preservado. Assim, toda conjugação é uma equivalência, mas o contrário não é válido.

Exemplo 1.13. Sejam X1 = (y,−x) e X2 = (2y,−2x). Temos X1 e X2 são Cr-equivalentes,

basta tomar h : R2 → R2 a função identidade dada por h(x) = x. Mas X1 e X2 não são

conjugados, pois o peŕıodo das órbitas difeomorfas não são iguais.
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Definição 1.14. Seja X : U → R2 um campo de classe Cr, r ≥ 1. Uma aplicação diferenciável

f : A → U , onde A é um subconjunto aberto de R é uma seção transversal local de X quando

para todo a ∈ A o conjunto {f ′(a)α, X(f(a))} é linearmente independente, para α 6= 0. Se f

é um homeomorfismo, dizemos que S = f(A) é uma seção transversal de X.

Note que, em R2 uma seção transversal S = f(A) pode ser vista como um segmento de reta,

visto que f : A→ S é um homeomorfismo.

Teorema 1.15 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam X : U → R2 um campo vetorial de classe

Cr, com r ≥ 1, p um ponto regular de X e f : A → S uma seção transversal local de X com

f(0) = p. Então existe uma vizinhança Vp de p em U e um difeomorfismo h : Vp → (−ε, ε)×B

de classe Cr, onde ε > 0 e B é um intervalo aberto com centro na origem, tal que:

(i) h(S ∩ Vp) = {0} ×B,

(ii) h é uma Cr-conjugação entre X|Vp e o campo constante Y : (−ε, ε) × B → R2 dado por

Y ≡ (1, 0).

Figura 1.1: O Teorema do Fluxo Tubular.

Demonstração. Seja φ : Ω → R2 o fluxo associado ao campo X e considere ΩA = {(t, u) ∈

R2; (t, f(u)) ∈ Ω}. Defina F : ΩA → U por F (t, u) = φ(t, f(u)).

Observe que, ao fixar u a aplicação F leva retas horizontais em trajetórias de X. Além

disso, temos.
∂F

∂t
(0, 0) =

d

dt
(φ(t, f(0)))|t=0 = X(p)

e
∂F

∂u
(0, 0) =

d

du
(F (0, u))|u=0 =

d

du
(f(u))|u=0 = f ′(0).
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Logo, como f é uma seção transversal local em f(0) = p, {f ′(0), X(p)} é linearmente

independente e, portanto, DF(0,0) é inverśıvel. Assim, pelo Teorema da Função Inversa, existe

ε > 0 e B tal que F|(−ε,ε)×B
: (−ε, ε)×B → Vp é difeomorfismo, com p ∈ Vp.

Seja h =
(
F|(−ε,ε)×B

)−1
. Como F ({0}×B) = φ(0, f(B)) = f(B) = S∩Vp então h(S∩Vp) =

{0} ×B e, portanto, o item (i) está provado.

Agora mostramos que h−1 é uma conjugação entre Y = (1, 0) e X, usando a Proposição

1.11. Temos:

Dh−1(t,u) ◦ Y (t, u) = DF(t,u) · (1, 0) =
∂F

∂t
(t, u) =

∂

∂t
(φ(t, f(u))) =

= X(φ(t, f(u))) = X(F (t, u)) = X(h−1(t, u)).

Disso segue o item (ii).

Corolário 1.16. Seja S uma seção transversal de X. Para todo ponto p ∈ S existem ε =

ε(p) > 0, uma vizinhança Vp de p em R2 e uma função τ : Vp → R de classe Ck tais que

τ(Vp ∩ S) = 0 e

(a) Para todo q ∈ Vp a curva integral φt(q) de X|Vp é definida e bijetora em Jq = (−ε +

τ(q), ε+ τ(q)).

(b) ξ(q) = φ(τ(q), q) ∈ S é o único ponto onde φ( · , q)|Jq intercepta S. Em particular,

q ∈ S ∩ Vp ⇔ τ(q) = 0.

(c) ξ : V → S é de classe Ck e Dξ(q) é sobrejetora, para todo q ∈ Vp. Mais ainda, Dξ(q)·v = 0

se, e somente se, v = αX(q), para algum α ∈ R.

Para mais detalhes e demonstração ver [25], página 223.

Dado um ponto regular p de um campo vetorial planar X, de classe Cr, r ≥ 1, o Teorema

do Fluxo Tubular nos dá uma resposta completa sobre o comportamento do campo, em uma

vizinhança de p. No entanto, em geral, este teorema não é válido em torno de um ponto

singular. Quando esse ponto singular é hiperbólico o Teorema de Grobman-Hartman nos ajuda

a entender o comportamento do campo X em torno dessa singularidade.

Definição 1.17. Dizemos que um ponto singular p, de um campo vetorial X, de classe Cr,

r ≥ 1, é hiperbólico se todos os autovalores de DX(p) tem parte real não nula.
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Definição 1.18. Com a notação da definição anterior, o ı́ndice de estabilidade de X em p é o

número de autovalores de DX(p) que tem parte real negativa.

Teorema 1.19 (Teorema de Grobman-Hartman). Sejam X : U → R2 um campo vetorial de

classe C1 e p um ponto singular hiperbólico de X. Então X, em p, é localmente topologicamente

conjugado a DX(p) : R2 → R2, em 0.

Para mais detalhes e demonstração ver [25], página 226.

Figura 1.2: O Teorema de Grobman-Hartman.

1.3 Aplicação de Primeiro Retorno de Poincaré e Índice de

Estabilidade

A transformação de Poincaré associada a uma órbita fechada γ de um campo vetorial é um

difeomorfismo π que definiremos a seguir. Essa transformação pode ser usada para auxiliar na

compreensão do comportamento do campo em uma vizinhança de γ.

Seja γ(t) = {φt(p), t ∈ [0, t0]} uma órbita periódica de peŕıodo t0 de um campo vetorial

X : U → R2, de classe Cr, r ≥ 1, com p ∈ S, onde S é uma seção transversal a X em

p. Pela continuidade do fluxo φ, para todo q ∈ S suficientemente próximo de p, a trajetória

φt(q) permanece próxima a γ, onde t está em um intervalo pré-fixado. Definimos π(q) como o

primeiro ponto onde a órbita φt(q) intersecta S. Chamando o domı́nio de π de S0, observamos

que p ∈ S0 e π(p) = p (ver figura 1.3).
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Figura 1.3: Aplicação de primeiro retorno de Poincaré para um campo vetorial planar.

Note que, algumas propriedades do campo X, próximo a γ, podem ser analisadas através da

transformação de Poincaré π. Por exemplo, as órbitas periódicas de X, em uma vizinhança de

γ, são dadas pelos pontos fixos de π, isto é, pelos pontos q ∈ S0 tal que π(q) = q. Além disso,

o comportamento assintótico das órbitas de X, próximas a γ, também podem ser analisados

através de π, já que lim
n→∞

πn(q) = p implica que lim
t→∞

d(φt(q), γ) = 0.

Definição 1.20. Com as notações acima, uma órbita fechada γ é um atrator periódico quando

existe uma vizinhança Vγ de γ tal que para todo q ∈ Vγ temos lim
t→∞

d(φt(q), γ) = 0.

Usaremos o Teorema 1.15 e o Corolário 1.16 para dar mais precisão a definição da

transformação π.

Seja Vp a vizinhança de p dada no Corolário 1.16. Como φt0(p) = p, existe uma vizinhança

S0 de p em S tal que φt0(q) ∈ Vp, para todo q ∈ S0. Seja ξ : Vp → S a aplicação definida no

Corolário 1.16. Definimos π : S0 → S da seguinte forma

π(q) = ξ(φt0(q)) = ξ(q̄) = φ(τ(q̄), q̄) ∈ S,

onde q̄ = φt0(q) e a última igualdade segue do item (b) do Corolário 1.16.

Outra expressão para a transformação π é dada por

π(q) = φ(t0 + τ(φ(t0, q)), q),
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onde τ : Vp → R é o tempo τ(x) que as órbitas por x ∈ Vp levam para retornar a S. Segue, pelo

Teorema das Funções Impĺıcitas, que τ é de classe Cr e disso segue que π é da mesma classe de

diferenciabilidade de X.

Para definirmos a inversa π−1 : S → S0 de π, basta tomarmos o campo −X. Assim, π é um

difeomorfismo de classe Cr.

Definição 1.21. Sejam X : U → R2 um campo vetorial de classe C1, φ : Ω → R2 o fluxo

associado a X e C ⊆ U . Dizemos que C é positivamente invariante pelo fluxo φ se φt(C) ⊆ C

para todo t ≥ 0 e que C é negativamente invariante pelo fluxo φ se φt(C) ⊆ C para todo t ≤ 0.

Por fim, dizemos que C é invariante pelo fluxo φ se C é positiva e negativamente invariante.

Proposição 1.22. Sejam X : U → R2 um campo vetorial de classe C1, γ um ciclo limite para

X e Vγ a vizinhança de γ tal que γ é a única órbita fechada de X que intercepta Vγ. Então

existem apenas os seguintes tipos de ciclos limite (diminuindo Vγ, se necessário):

(a) estável, quando lim
t→+∞

d(φt(q), γ) = 0, ∀ q ∈ Vγ;

(b) instável, quando lim
t→−∞

d(φt(q), γ) = 0, ∀ q ∈ Vγ;

(c) semi-estável, quando lim
t→+∞

d(φt(q), γ) = 0, ∀ q ∈ Vγ ∩ Ext(γ) e lim
t→−∞

d(φt(q), γ) =

0, ∀ q ∈ Vγ ∩ Int(γ), ou o contrário, onde Ext(γ) corresponde ao exterior de γ e Int(γ)

ao interior.

Para mais detalhes e demonstração, ver [25], página 228.

Observação 1.23. Com as notações da proposição anterior, segue que γ é um ciclo limite se,

e somente se, p é um ponto fixo isolado de π. Além disso,

(a) γ é estável ⇔ |π(x)− p| < |x− p|, para todo x 6= p suficientemente próximo de p;

(b) γ é instável ⇔ |π(x)− p| > |x− p|, para todo x 6= p suficientemente próximo de p;

(b) γ é semi-estável⇔ |π(x)−p| < |x−p|, para todo x ∈ S∩Ext(γ) suficientemente próximo

de p e |π(x)− p| > |x− p|, para todo x ∈ S ∩ Int(γ) suficientemente próximo de p, ou ao

contrário.

Observação 1.24. Como π é diferenciável, se π′(p) < 1 podemos concluir que γ é estável e se

π′(p) > 1 que γ é instável.
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Definição 1.25. O divergente do campo X = (P,Q) é o traço da matriz jacobiana de X, ou

seja,

div(X(x, y)) = trD(X(x, y)) =
∂P

∂x
(x, y) +

∂Q

∂y
(x, y).

O teorema a seguir nos dá condições sobre a estabilidade de um ciclo limite analisando o

divergente do campo.

Teorema 1.26. Sejam X = (P,Q) : U → R2 um campo vetorial de classe C1, γ uma órbita

periódica de X de peŕıodo T e π : S0 → S a transformação de Poincaré em uma seção

transversal S em p ∈ γ. Então:

π′(p) = exp

(∫ T

0

div(X(γ(t)))dt

)
= exp

(∫ T

0

(
∂P

∂x
(γ(t)) +

∂Q

∂y
(γ(t))

)
dt

)
. (1.5)

Em particular, fazendo I =

∫ T

0

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
(γ(t))dt, segue que γ é estável se I < 0 e

instável se I > 0.

Para mais detalhes, ver [25], página 229.

1.4 Conjuntos ω-limite e α-limite

Sejam X : U → R2 um campo vetorial de classe Cr com, r ≥ 1, φ(t) = φ(t, p) a trajetória

de X passando por p em t = 0 e Ip = (ω−(p), ω+(p)) o intervalo maximal de φ(t, p).

Definição 1.27. (i) Se ω+(p) = +∞ definimos o conjunto ω−limite de p por ω(p) = {q ∈

U ; existe uma sequência (tn) com tn → +∞ e φ(tn, p)→ q}.

(ii) Se ω−(p) = −∞ definimos o conjunto α−limite de p por α(p) = {q ∈

U ; existe uma sequência (tn) com tn → −∞ e φ(tn, p)→ q}.

Exemplo 1.28. Seja X : R2 → R2 dado por X(x, y) = (x,−y). Assim, φ(t, p) = (c1e
t, c2e

−t).

Consequentemente,

• Se p = (0, 0), então α(p) = ω(p) = {(0, 0)}.

• Se p ∈ {(x, 0); x 6= 0}, então α(p) = {(0, 0)} e ω(p) = ∅.

• Se p ∈ {(0, y); y 6= 0}, então α(p) = ∅ e ω(p) = {(0, 0)}.

• Se p ∈ {(x, y);xy 6= 0}, então ω(p) = α(p) = ∅.
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Exemplo 1.29. Seja X : U → R2 e φ(t, p) uma órbita periódica de X de peŕıodo T . Então

ω(p) = α(p) = {φ(t, p), t ∈ R}.

Proposição 1.30. Sejam X : U → R2 um campo vetorial de classe Cr, r ≥ 1 e γp = φ(t, p) a

órbita passando por p em t = 0, onde p ∈ U . Se q ∈ γp então ω(p) = ω(q).

Demonstração. Como q ∈ γp, existe t ∈ Ip tal que q = φ(t, p). Suponha que v ∈ ω(p). Assim,

existe uma sequência tn → +∞ tal que φ(tn, p)→ v. Logo,

v = lim
n→+∞

φ(tn, p) = lim
n→+∞

φ(tn − t, φt(p)) = lim
n→+∞

φ(tn − t, q).

Assim, existe sequência tn − t → +∞ tal que φ(tn − t, q) → v. Portanto, v ∈ ω(q) e

consequentemente ω(p) ⊆ ω(q). De forma análoga, mostramos a outra inclusão.

Dessa forma, o conjunto ω−limite é propriedade da órbita de um ponto e não apenas do

ponto. Assim, podemos falar em conjunto ω−limite de uma órbita como sendo o conjunto

ω−limite de qualquer um dos pontos da órbita.

Observe que o mesmo resultado é válido para o conjunto α−limite.

De modo geral, seja φ(t) = φ(t, p) a trajetória de um campo vetorial X : U → R2 pelo ponto

p ∈ U e seja ψ(t) = ψ(t, p) a trajetória do campo vetorial −X pelo ponto p. Logo ψ(t, p) =

φ(−t, p) e, consequentemente, o conjunto ω−limite de ψ(t) é igual ao conjunto α−limite de φ(t)

e o conjunto α−limite de ψ(t) é igual ao conjunto ω−limite de φ(t). Assim, podemos estudar

as propriedades gerais dos conjuntos α−limite e ω−limite para apenas um dos conjuntos.

Teorema 1.31. Sejam X : U → R2 um campo vetorial de classe Cr, com r ≥ 1 e φ(t) =

φ(t, p) = γp a órbita que passa por p em t = 0. Se γp ⊆ K, onde K é um conjunto compacto

então:

(a) ω(p) 6= ∅.

(b) ω(p) é compacto.

(c) ω(p) é invariante pelo fluxo, isto é, se q ∈ ω(p) e γq é a trajetória que passa por q, então

γq ⊆ ω(p).

(d) ω(p) é conexo.
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(e) Seja γ uma trajetória de X. Se ω(γ) ⊂ γ, então ω(γ) = γ e γ é um ponto singular ou γ

é uma órbita periódica.

Para mais detalhes e demonstração ver [9], página 12.

Observação 1.32. Se γp não está contida em um conjunto compacto então o conjunto ω−limite

de γ, ω(γ), pode não ser conexo, como mostra a Figura 1.4.

Figura 1.4: Um conjunto ω−limite desconexo.

Teorema 1.33 (de Poincaré-Bendixon). Sejam X : U → R2 de classe Cr, r ≥ 1 e p ∈ U tal

que γ+p = {φ(t, p); t ≥ 0} ⊆ K com K um conjunto compacto.

(a) Se ω(p) contém somente pontos regulares, então ω(p) é uma órbita periódica.

(b) Se ω(p) contém pontos regulares e singulares, então ω(p) é formado por um número finito

de órbitas regulares que tendem para os pontos singulares quando t→ ±∞.

(c) Se ω(p) contém apenas singularidades, então ω(p) é uma única singularidade.

Observação 1.34. Reforçamos que um resultado análogo ao Teorema 1.33 é válido para os

conjuntos α−limites.

Observação 1.35. O Teorema 1.33 foi enunciado apenas para campos vetoriais planares e,

em geral, não é válido em Rn, n > 2. Isso se deve ao fato do Teorema da Curva de Jordan não

ser válido no Rn, com n > 2.

Teorema 1.36 (da Curva de Jordan). O complementar no plano de uma curva fechada e

simples tem duas componentes conexas abertas disjuntas, uma limitada e a outra ilimitada,

sendo a curva a fronteira comum das duas.
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Para demonstrar o Teorema 1.33 precisamos dos seguintes lemas.

Lema 1.37. Se p ∈ S ∩ω(γ), onde S é uma seção transversal de X e γ = {φ(t)} é uma órbita

de X, então p é o limite de uma sequência de pontos φ(tn) em S com tn → +∞.

Demonstração. Sejam p ∈ S ∩ ω(γ) onde γ = {φ(t)} = {φ(t, q)} e q ∈ R2, Vp uma vizinhança

de p e τ : Vp → R como no Corolário 1.16. Assim, φ(τ(q), q) ∈ S.

Como p ∈ ω(γ), existe uma sequência (t′n) tal que t′n → +∞ e φ(t′n)→ p quando n→ +∞.

Logo, existe n0 ∈ N tal que φ(t′n) ∈ Vp, para todo n ≥ n0. Definindo tn = t′n + τ(φ(t′n)), para

n ≥ n0, temos, usando propriedade de grupo,

φ(tn) = φ(tn, q) = φ(t′n + τ(φ(t′n), q), q) = φ(τ(φ(t′n, q)), φ(t′n, q)),

assim, pela definição de τ segue que φ(tn) ∈ S.

Como τ é cont́ınua, φ(t′n)→ p e τ(φ(t′n))→ τ(p) = 0, quando n→ +∞. Assim, temos

lim
n→+∞

φ(tn) = lim
n→+∞

φ(τ(φ(t′n)), φ(t′n)) = φ(0, p) = p.

Portanto, existe uma sequência (tn) tal que φ(tn) ∈ S, para todo n ≥ n0 e φ(tn) → p,

quando n→ +∞. A Figura 1.5 ilustra tal situação.

Figura 1.5: Sequência monótona dos retornos.

Lema 1.38. Seja S uma seção transversal de X contida em U . Se γ é uma órbita de X e

p ∈ S ∩ γ, então γ+p ∩ S é uma sequência monótona.



1.4 Conjuntos ω-limite e α-limite 28

Demonstração. Seja D = {t ∈ R+; φ(t, p) ∈ S}. Segue, pelo Teorema do Fluxo Tubular, que

D é um conjunto discreto. Assim, podemos ordenar o conjunto D = {0 < t1 < t2 < . . . < tn <

. . .}.

Seja p1 = p e defina p2 = φ(t1, p), . . . , pn = φ(tn−1, pn−1). Se p1 = p2, então γ é uma órbita

periódica de peŕıodo t1 e assim, pn = p para todo n ∈ N.

Se p1 6= p2, ordenamos S tomando o sentido positivo de cima para baixo como na Figura

1.5 e consideramos p1 < p2. Provemos que p2 < p3.

Como o campo de vetores sempre cruza S no mesmo sentido, podemos supor, sem perda

de generalidade, que o sentido é da direita para a esquerda. Assim, consideramos a curva de

Jordan J formada pela união do segmento p1p2 ∈ S com o arco p̂1p2 da órbita γ.

Observe que a trajetória de γ a partir de t2 permanece no interior de J , pois pela unicidade

das trajetórias ela não pode intersectar o arco p̂1p2 e como já citamos, a trajetória não pode

cruzar S no sentido oposto o fluxo. Consequentemente, p2 < p3 = φ(t2, p2).

Repetindo o mesmo argumento conclúımos a demonstração para o caso p1 < p2. O caso

p2 < p1 é análogo.

Lema 1.39. Se S é uma seção transversal a X em p ∈ U , então S ∩ ω(p) é no máximo um

ponto.

Demonstração. Pelo Lema 1.38, S ∩ γ+p é uma sequência monótona. Logo, tem no máximo um

limite. Como pelo Lema 1.37, S ∩ ω(p) é o limite de uma sequência de pontos φ(tn) ∈ S com

tn → +∞ segue o resultado.

Lema 1.40. Seja p ∈ U tal que γ+p esteja contida em um conjunto compacto e γ uma órbita

de X tal que γ ⊂ ω(p). Se ω(p) contém algum ponto regular, então γ é periódica e ω(p) = γ.

Demonstração. Seja q ∈ ω(γ) um ponto regular e seja Vq e Sq o aberto e a seção transversal

dados no Corolário 1.16.

Como q ∈ ω(γ) ∩ Sq, pelo Lema 1.37, existe uma sequência tn → ∞ tal que γ(tn) ∈ Sq

e γ(tn) → q. Como γ ⊂ ω(p) e ω(p) é compacto então, pelo Lema 1.39, segue que γ(tn) é

constante e, portanto, γ é uma órbita periódica. Resta mostrar que γ = ω(p).
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Observe que como ω(p) é conexo e ∅ 6= γ ⊂ ω(p) então, basta mostrar que γ é aberto e

fechado em ω(p).

Claramente γ é fechado em ω(p).

Seja p ∈ γ e Vp e Sp o aberto e a seção transversal dados no Corolário 1.16. Para provarmos

que γ é aberto em ω(p) basta provarmos que Vp ∩ γ = Vp ∩ ω(p), pois como ω(p) é conexo, é

aberto e fechado em ω(p) e Vp também é aberto. Como γ ⊂ ω(p) então Vp ∩ γ ⊂ Vp ∩ ω(p).

Suponhamos que exista q ∈ Vp ∩ ω(p) tal que q /∈ Vp ∩ γ, isto é, q /∈ γ.

Pelo Teorema do Fluxo Tubular, e como ω(p) é invariante, existe t ∈ R tal que φ(t, q) ∈

ω(p) ∩ Sp e φ(t, q) 6= p, pois p ∈ γ e q /∈ γ. Portanto, φ(t, q) ∈ Sp ∩ ω(p) e p ∈ Sp ∩ ω(p), com

φ(t, q) 6= p, o que é um absurdo, pelo Lema 1.39.

Demonstração do Teorema 1.33. (a) Suponha que ω(p) contenha apenas pontos regulares.

Pelo item (a) do Teorema 1.31, ω(p) 6= ∅, assim, existe q ∈ ω(p). Pelo item (c) do mesmo

teorema, ω(p) é invariante e assim, γq ⊆ ω(p). Logo, pelo Lema 1.40, γq é periódica e

ω(p) = γq.

(b) Suponha que ω(p) tenha pontos regulares e singulares. Seja γ ⊂ ω(p) uma órbita regular.

Se ω(γ) tiver algum ponto regular então, pelo Lema 1.40, ω(p) = γ, o que não pode

ocorrer. Logo ω(γ) é uma singularidade.

(c) Segue direto da conexidade do conjunto ω−limite.

1.5 Integral Primeira e Sistemas Hamiltonianos

Definição 1.41. Seja X um campo de vetores C1 definido em U . Uma integral primeira para

X, em U , é uma função H : U → R, de classe C1, que não é constante mas permanece

constante ao longo das trajetórias de X contidas em U .

Dessa forma, H é tal que (H ◦ γ)′(t) = 0 para toda solução γ = γ(t) do campo X e, em

particular, cada solução do campo permanece em uma única curva de ńıvel Hc = {(x, y) ∈

U ; H(x, y) = c}. Assim, as curvas de ńıveis Hc, em U , são suficientes para descrever o retrato

de fase de X em U .
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Observação 1.42. O conceito de integral primeira depende do campo X e do domı́nio U do

campo.

Definição 1.43. Seja H uma aplicação C2. Um sistema da forma
ẋ =

∂H

∂y

ẏ = −∂H
∂x

(1.6)

com (x, y) ∈ U é chamado de sistema Hamiltoniano.

Note que H é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano (1.6) pois dada uma solução

γ(t) = (u(t), v(t)) da equação (1.6) temos:

(H ◦ γ)′(t) =
∂H

∂x

dx

dt
+
∂H

∂y

dy

dt
= 0.

Logo, H é constante ao longo de cada solução de (1.6) mas não é constante, pois se fosse,

ẋ = ẏ = 0, o que não nos interessa.

Consequentemente, para descrever o retrato de fase de um sistema Hamiltoniano em R2

basta descrever as curvas de ńıveis H(x, y) = c, c ∈ R.

No que segue, mostraremos que fluxos associados a sistemas Hamiltonianos preservam área,

no seguinte sentido.

Definição 1.44. Dizemos que um difeomorfismo h : U → U preserva área se para qualquer

aberto limitado E ⊆ U , temos A(E) = A(h(E)), onde A denota a área.

Proposição 1.45. Um difeomorfismo h : E → E, de classe C1, com E ⊆ R2 preserva área se,

e somente se, o determinante jacobiano de h tem valor absoluto constante igual a 1.

Demonstração. Pelo Teorema de Mudança de Variáveis em integrais múltiplas, segue que para

todo U ⊆ E um aberto limitado do plano:

A(U) =

∫
U

1dx =

∫
h−1(U)

| detD(h(x))|dx.

Em particular,

A(h(U)) =

∫
h(U)

1 dx =

∫
U

| detD(h(x))|dx.

Assim:
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(⇒) Suponhamos, por absurdo, que | detD(h(x))| não seja constante igual a 1 em E. Então,

existe x ∈ E tal que | detD(h(x))| 6= 1. Se | detD(h(x))| > 1, como a função determinante é

cont́ınua, existe α > 1 e um aberto U ∈ E tal que | detD(h(x))| ≥ α > 1, para todo x ∈ U .

Logo, A(h(U)) > A(U), o que é um absurdo, já que h preserva área. Conclúımos, de forma

análoga, quando | detD(h(x))| < 1.

(⇐) Se |Dh(x)| = 1, então:

A(h(U)) =

∫
U

| detDh(x)|dx =

∫
U

1dx = A(U).

Logo, h preserva área.

Definição 1.46. Seja X : E → R2, X = (P,Q), um campo de vetores de classe C1 definido

num aberto E ⊆ R2 cujo fluxo φ(t, x) = φt(x) está definido para todo (t, x) ∈ R× E. Dizemos

que o fluxo do campo X preserva área se

A(φt(U)) = A(U),

para cada U ⊆ E de área finita e para cada t ∈ R, ou seja, se para cada t fixado, o difeomorfismo

φt : E → E preserva área.

Proposição 1.47 (Fórmula de Liouville-Ostrogradski). Se X : E → R2 é um campo de classe

Cr, 1 ≤ r ≤ ∞, então o fluxo φt(x) de X é de classe Cr e vale:

detD(φt(x)) = exp

(∫ t

0

div(X(φs(x)))ds

)
.

Para mais detalhes e demonstração ver [8], página 407.

Teorema 1.48 (Teorema de Liouville). Se um campo vetorial planar de classe C1 tem

divergente nulo, então seu fluxo preserva área.

Demonstração. Como, por hipótese, div(X(φs(x))) = 0 segue, pela fórmula de Liouville que

detD(φt(x)) = 1 e, portanto, pela Proposição 1.45, φt preserva área.

Note que o Teorema 1.48 nos dá algumas relações entre as trajetórias de um campo vetorial

planar, pois considerando um feixe de trajetórias com condições iniciais em um aberto U ∈ R2,
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com fluxo φt(U), como esse fluxo preserva área não é posśıvel que todas essas trajetórias se

afastem (respectivamente, aproximem) umas das outras, já que isso causaria uma expansão

(respectivamente, compressão) da área inicial. Assim, se existir uma direção em que as

trajetórias se afastem (respectivamente, aproximem) uma das outras também deve existir

uma outra direção em que elas se aproximem (respectivamente, afastem), o que pode tornar a

evolução temporal da região U ao longo do fluxo muito complexa.

Proposição 1.49. Fluxos associados a sistemas Hamiltonianos preservam área.

Demonstração. Basta mostrarmos que o divergente do campo associado ao sistema (1.6) é nulo.

Seja X =

(
∂H

∂y
,−∂H

∂x

)
o campo associado ao sistema (1.6). Assim, como H ∈ C2,

div(X) =
∂

∂x

(
∂H

∂y

)
+

∂

∂y

(
−∂H
∂x

)
= 0.

Logo, campos vetoriais planares Hamiltonianos preservam área.

Observação 1.50. Tanto as definições, quanto as proposições e os teoremas que foram

enunciados, anteriormente, nesta seção são válidos para dimensões maiores. Optamos por

enunciá-los no R2 tendo em vista o restante do trabalho.

Figura 1.6: O que não ocorre em um fluxo que preserva área.

Seja π : S → S uma aplicação de primeiro retorno de Poincaré em uma seção transversal

local S de um campo vetorial X.

Observe que, se existirem pontos x1, x2 ∈ S tais que x1 6= x2 e π(x1) = x2 então o fluxo φt

de X, no tempo t do primeiro retorno da trajetória leva U em W = φt(U), como na Figura
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1.6. Como x1 6= x2, segue que A(U) 6= A(W ) e, portanto, o fluxo de X não preserva área.

Consequentemente, se o fluxo de um campo planar preserva área e se π : S → S é uma

aplicação de primeiro retorno de Poincaré, onde S é uma seção transversal local do campo

então π é a aplicação identidade.

Logo, desta observação e da Proposição 1.22, segue que sistemas Hamiltonianos não tem

ciclos limite. Além disso, se (x0, y0) é um ponto singular do sistema (1.6), então o traço da

parte linear de (1.6) em (x0, y0) é nula pois o divergente de um sistema Hamiltoniano é nulo.

Figura 1.7: Um fluxo que preserva área

Definição 1.51. Seja X = (P,Q) um campo de vetores C1 em U . Dizemos que X é exato em

U se
∂P

∂x
= −∂Q

∂y
,

para todo (x, y) ∈ U .

Observação 1.52. Se U é simplesmente conexo e X é exato, então X é Hamiltoniano.

De fato, o campo X̃ = (−Q,P ) é C1, pois X = (P,Q) é C1. Além disso,
∂

∂y
(−Q) =

∂

∂x
P e,

portanto, o campo X̃ é conservativo, isto é, existe H̃ : U → R tal que X̃ = ∇H̃ =

(
∂H̃

∂x
,
∂H̃

∂y

)
.

Assim, considerando H = −H̃, temos

∂H

∂x
= −∂H̃

∂x
= Q e

∂H

∂y
= −∂H̃

∂y
= −P.

Logo, X é Hamiltoniano.
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1.6 Fator Integrante e Fator Integrante Inverso

Uma ferramenta importante na teoria qualitativa das equações diferenciais é a existência

de um fator integrante para um campo vetorial, pois é posśıvel obter uma integral primeira a

partir desse fator integrante. A seguir definiremos o que é um fator integrante.

Definição 1.53. Uma aplicação C1, M : U → R é um fator integrante do sistema ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y)
(1.7)

em U se é solução da equação diferencial parcial linear

P (x, y)
∂M

∂x
(x, y) +Q(x, y)

∂M

∂y
(x, y) = −

(
∂P

∂x
(x, y) +

∂Q

∂y
(x, y)

)
M(x, y), (1.8)

para todo (x, y) ∈ U .

Observação 1.54. M é um fator integrante do sitema (1.7) se, e somente se,

∂

∂x
(MP ) = − ∂

∂y
(MQ).

Observação 1.55. A partir de um fator integrante M do campo vetorial (1.7), constrúımos

uma aplicação H dada por

H(x, y) =

∫
M(x, y)P (x, y)dy + h(x),

onde h(x) é escolhido de modo que
∂H

∂x
= −MQ. Dessa forma, H é uma integral primeira

para (1.7).

Definição 1.56. Uma aplicação C1, V : U → R é um fator integrante inverso do sistema (1.7)

em U se é solução da equação diferencial parcial linear

P (x, y)
∂V

∂x
(x, y) +Q(x, y)

∂V

∂y
(x, y) =

(
∂P

∂x
(x, y) +

∂Q

∂y
(x, y)

)
V (x, y), (1.9)

para todo (x, y) ∈ U .

Observação 1.57. O fator integrante inverso de um campo vetorial C1 é uma ferramenta

importante no estudo de ciclos limite, pois ele nos fornece a região do plano onde esse ciclo

limite está contido.
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Observação 1.58. V é um fator integrante inverso em U se, e somente se, R =
1

V
é um fator

integrante em U \ {(x, y) ∈ U ; V (x, y) = 0}, pois:

R =
1

V
satisfaz (1.8) em U \ {(x, y) ∈ U ;V (x, y) = 0} ⇔

⇔ P
∂R

∂x
+Q

∂R

∂y
= −

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
R⇔ −P 1

V 2

∂V

∂x
−Q 1

V 2

∂V

∂y
= −

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
1

V
⇔

⇔ 1

V

(
P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y

)
=
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
⇔ P

∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
=

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
V ⇔

⇔ V satisfaz (1.9) em U.



Caṕıtulo

2

Critérios Sobre a Existência de Ciclos Limite

Neste caṕıtulo, apresentaremos dois critérios para estudar existência ou não existência e

unicidade de ciclos limite em campos vetoriais planares e aplicaremos esses critérios em algumas

famı́lias de campos vetoriais planares quadráticos e cúbicos (ver [12]).

Consideraremos, ao longo desse caṕıtulo, U um aberto de R2, campos vetoriais X = (P,Q) e

funções V ambos de classe C1 e definidos em U tal que o conjunto Σ = {(x, y) ∈ R2; V (x, y) =

0} seja localmente uma variedade unidimensional exceto, possivelmente, em um número finito

de pontos.

2.1 Primeiro Critério

Nesta seção, exibiremos um critério para determinar a não existência ou existência de ciclos

limite em campos vetoriais planares.

Definição 2.1. Quando as funções P e Q do sistema (1.7) são polinomiais dizemos que X =

(P,Q) é um campo vetorial polinomial em R2 e seu grau é definido como o máximo dos graus

de P e Q.

Definição 2.2. Sejam R[x, y] o anel de polinômios nas variáveis x e y com coeficientes em R e

V ∈ R[x, y]. Dizemos que a curva V (x, y) = 0 é uma curva algébrica invariante para o sistema

(1.7) se existir R ∈ R[x, y] tal que

P (x, y)
∂V

∂x
(x, y) +Q(x, y)

∂V

∂y
(x, y) = R(x, y)V (x, y), (2.1)

para todo (x, y) ∈ U .

36
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Um método para encontrar uma solução de (1.7) é encontrar uma curva algébrica invariante

para este campo vetorial, pois assim, em pontos de Σ, temos:

(P,Q) ·
(
∂V

∂x
,
∂V

∂y

)
= RV = 0⇒ (P,Q) · ∇V = 0.

Consequentemente o campo (P,Q) é tangente a curva V (x, y) = 0 e, portanto, esta é

formada por trajetórias desse campo. Logo, a curva V (x, y) = 0 é invariante pelo campo de

vetores (P,Q).

Observação 2.3. Note que, se o sistema (1.7) tem grau n então a função R = R(x, y) como

na Definição 2.2 tem, no máximo, grau n− 1.

Exemplo 2.4. Considere o sistema  ẋ = x2

ẏ = −y2
(2.2)

As funções V1(x, y) = x + y, V2(x, y) = x e V3(x, y) = −y satisfazem a equação (2.1)

com R1(x, y) = x − y, R2(x, y) = x e R3(x, y) = −y, respectivamente. Logo, V1(x, y) = 0,

V2(x, y) = 0 e V3(x, y) = 0 são curvas algébricas invariantes para o sistema (2.2).

Observação 2.5. Observe que, se γ(t) = (u(t), v(t)) é uma trajetória fechada, de peŕıodo T ,

para o campo de vetores X = (P,Q), então γ(t) é uma curva de classe C1 e assim, considerando

sua reparametrização por comprimento de arco, temos ‖γ′(t)‖ = 1 para todo t ∈ [0, T ]. Logo,∫
γ

R((u(s), v(s)))ds =

∫ T

0

R((u(t), v(t)))‖γ′(t)‖dt =

∫ T

0

R((u(t), v(t)))dt.

Definição 2.6. Um anel periódico para o sistema (1.7) consiste de uma vizinhança fechada de

uma trajetória fechada de (1.7) e toda preenchida por trajetórias fechadas desse sistema.

No próximo teorema, usamos a equação (2.1) para estudar soluções periódicas do campo

vetorial (P,Q). Tal resultado foi apresentado em [12].

Teorema 2.7 (Primeiro Critério). Sejam (P,Q) um campo vetorial C1 definido em U ,

(u(t), v(t)) uma solução periódica de (P,Q) de peŕıodo T, R : U → R uma aplicação C1

tal que
∫ T
0
R(u(t), v(t))dt 6= 0 e V = V (x, y) uma solução C1 da equação (2.1).

Então, a trajetória fechada γ = {(u(t), v(t)) ∈ U ; t ∈ [0, T ]} está contida em Σ = {(x, y) ∈

U ; V (x, y) = 0}, e não está contida em um anel periódico do campo (P,Q). Além disso, se o

campo de vetores (P,Q) é anaĺıtico, então γ é um ciclo limite.
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Demonstração. Sejam R(t) = R(u(t), v(t)) e V (t) = V (u(t), v(t)) onde (u(t), v(t)) é uma

solução periódica de (P,Q) de peŕıodo T e R(t) e V (t) satisfazem as hipóteses do teorema.

Considere a equação diferencial

ż = R(t)z,

cuja solução geral é

z(t) = z(0) exp

(∫ t

0

R(s)ds

)
.

Como V (x, y) é uma solução de (2.1) , temos:

V̇ =
∂V

∂u

du

dt
+
∂V

∂v

dv

dt
= P

∂V

∂u
+Q

∂V

∂v
= RV.

Logo, z(t) = V (t) é uma solução de ż = R(t)z. Então, V (t) = V (0) exp
(∫ t

0
R(s)ds

)
.

Como (u(t), v(t)) é uma solução periódica de (1.7) de peŕıodo T então V (T ) = V (0)

e como, por hipótese,
∫ T
0
R(t)dt 6= 0, segue que V (0) = 0 e, consequentemente, V (t) =

V (0) exp
(∫ t

0
R(s)ds

)
= 0, para todo t ∈ [0, T ].

Portanto,

V (u(t), v(t)) = 0, ∀ t ∈ [0, T ]⇒ γ ⊂ Σ.

Agora, suponha que γ esteja contida em um anel periódico. Assim, existe uma vizinhança

fechada A de γ preenchida por trajetórias fechadas. Note que γ pode ser a fronteira de A.

Como
∫
γ
R(s)ds =

∫ T
0
R(t)dt 6= 0, se A é suficientemente pequeno então, como R ∈ C1,∫

γ′
R(s)ds 6= 0, para qualquer trajetória fechada γ′ ⊂ A. Dessa forma, γ′ ⊂ Σ para toda

γ′ ⊂ A, isto é, A ⊂ Σ, o que é um absurdo pois Σ é localmente uma variedade unidimensional.

Portanto, γ não está contida em um anel periódico.

Na teoria de campos vetoriais planares anaĺıticos, é conhecido que uma órbita periódica ou é

um ciclo limite ou está contida em um anel periódico (ver [16]). Como a segunda possibilidade

não pode ocorrer, segue que γ é um ciclo limite para o campo de vetores (P,Q).

Observe que o Teorema 2.7 mostra que quando conhecemos explicitamente as trajetórias

V (x, y) = 0 do campo de vetores (P,Q) através da equação (2.1), para uma dada função R nós,

adicionalmente, temos informações sobre as soluções periódicas do campo, já que se γ é uma

trajetória fechada do campo, então ou γ ⊂ Σ ou
∫ T
0
R(u(t), v(t))dt = 0.
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Nas duas seções seguintes, aplicaremos o Teorema 2.7 para determinar a não existência

ou existência e unicidade de ciclos limite em algumas famı́lias de campos vetoriais planares

polinomiais quadráticos e cúbicos.

2.2 Ciclos Limite em Sistemas Quadráticos

O estudo de ciclos limite em campos vetoriais polinomiais é um problema de extrema

dificuldade. Muitos resultados foram obtidos nessa linha e no caso de campos vetoriais

quadráticos destacamos o trabalho de Ye Yan-qian ([30]) onde ele classificou os sistemas

quadráticos que podem ter ciclos limites nas três seguintes famı́lias: ẋ = δx− y + lx2 +mxy + ny2

ẏ = x(1 + ax+ by)
(2.3)

quando a = b = 0 (famı́lia I), a 6= 0 e b = 0 (famı́lia II) e b 6= 0 (famı́lia III).

Usando o Teorema 2.7, estudamos os próximos três resultados, como em [12].

Proposição 2.8. Suponhamos que para o sistema quadrático ẋ = δx− y + lx2 +mxy + ny2

ẏ = x+ bxy
(2.4)

com ln ≥ 0 e l2 + n2 > 0, existe uma função polinomial V (x, y) que satisfaz a equação (2.1)

para alguma função R(x, y) = αx+ βy, com β 6= 0.

Se este sistema quadrático tem trajetórias fechadas, então elas estão contidas em Σ =

{(x, y) ∈ R2; V (x, y) = 0}.

Demonstração. Suponhamos que exista uma trajetória fechada γ, de peŕıodo T , do sistema

(2.4) tal que γ não esteja contida em Σ = {(x, y) ∈ R2;V (x, y) = 0}, então segue do Teorema

2.7 que
∫
γ
R(s)ds =

∫
γ
(αx+ βy)ds = 0.

Primeiro assumimos que b = 0. Assim, (2.4) se reduz à ẋ = δx− y + lx2 +mxy + ny2

ẏ = x

Como ẏ = x, então

∫
γ

xds =

∫ T

0

xdt =

∫ T

0

ẏdt = y(t)
∣∣T
0

= y(T ) − y(0) = 0, pois γ é

periódica, com peŕıodo T . Agora como β 6= 0 e 0 =

∫
γ

R(s)ds =

∫
γ

(αx + βy)ds, segue que∫
γ

yds = 0.
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Além disso,

∫
γ

xyds =

∫ T

0

xydt =

∫ T

0

yẏdt =
1

2
y2(t)

∣∣T
0

= 0 e

∫
γ

ẋds =

∫ T

0

ẋdt = x(t)
∣∣T
0

=

0. Assim, da primeira equação do sistema, temos

0 =

∫
γ

ẋds =

∫
γ

(
δx− y + lx2 +mxy + ny2

)
ds = l

∫
γ

x2ds+ n

∫
γ

y2ds,

o que é absurdo, pois ln ≥ 0, ou seja, possuem o mesmo sinal, e l2 +n2 > 0. Tal absurdo surgiu

do fato de termos suposto que γ * Σ, logo γ ⊂ Σ e, portanto, o caso b = 0 da proposição está

provado.

Agora suponhamos b 6= 0.

Afirmação: A reta r : 1 + by = 0 é invariante pelo fluxo do sistema (2.4).

De fato, sobre a reta r o sistema (2.4) se reduz à ẋ = lx2 +
(
δ − m

b

)
x+

1

b
+
n

b2

ẏ = 0
(2.5)

Considere M(x, y) = 1 + by. Observe que a reta r consiste do ńıvel zero de M . Agora,

∇M = (0, b) e, assim, ∇M é ortogonal ao campo (2.4) nos pontos sobre r. Logo r é invariante

pelo fluxo de (2.4).

Portanto, γ não intersecta a reta M(x, y)=0, ou seja, 1+by é sempre diferente de zero sobre

γ. Logo, ∫
γ

xds =

∫
γ

ẏ

1 + by
ds =

1

b

∫ T

0

bẏ

1 + by
dt =

1

b

∫ T

0

(
d

dt
ln(1 + by)

)
dt = 0.

Como

∫
γ

xds = 0,

∫
γ

R(s)ds = 0 e β 6= 0 segue, de modo análogo ao caso anterior, que∫
γ

yds = 0. Por fim, como ẏ = x+ bxy, temos 0 =

∫
γ

ẏds =

∫
γ

(x+ bxy)ds =

∫
γ

xds+ b

∫
γ

xyds

e b 6= 0, segue que

∫
γ

xyds = 0.

Conclúımos a demonstração de modo análogo ao caso b = 0.

Corolário 2.9. O sistema quadrático ẋ = δx− y + x2 +mxy + ny2

ẏ = x+ bxy
(2.6)

com b =
(1 + n)2 + δ(m+mn+ δn)

δ2n
, δn(1 + n) 6= 0 e n > 0 não tem trajetórias fechadas.
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Demonstração. Note que o sistema (2.6) é obtido do sistema (2.4) fazendo l = 1.

Verifiquemos se os coeficientes de (2.6) satisfazem as demais hipóteses da Proposição 2.8.

Como n > 0 segue que ln ≥ 0 e l2 + n2 = 1 + n2 > 0.

Agora, considere a função dada por

V (x, y) = 1 +
2(1 + n)

δ
x− 2ny +

(
1 + n

δ
x− ny

)2

.

Como b =
(1 + n)2 + δ(m+mn+ δn)

δ2n
, V (x, y) = 0 determina uma curva algébrica invariante

para o sistema (2.6) com R(x, y) = 2

(
x− 1 + n

δ
y

)
.

De fato, como

∂V

∂x
=

2(1 + n)

δ
+

2

(
(1 + n)x

δ
− ny

)
(1 + n)

δ
,

∂V

∂y
= −2n− 2

(
(1 + n)x

δ
− ny

)
n,

e

RV = 2

(
x− 1 + n

δ
y

)(
1 +

2(1 + n)x

δ
− 2ny +

(
(1 + n)x

δ
− ny

)2
)
,

segue que a equação (2.1) é satisfeita.

Como R(x, y) = 2

(
x− 1 + n

δ
y

)
, temos α = 2 e β =

−2(1 + n)

δ
6= 0. Portanto, o sistema

(2.6) satisfaz as hipóteses da Proposição 2.8, logo, se existe uma trajetória fechada γ para esse

campo, teremos γ ⊂ Σ = {(x, y) ∈ R2; V (x, y) = 0}.

Por outro lado,

V (x, y) = 0⇔ 1 +
2(1 + n)

δ
x− 2ny +

(
1 + n

δ
x− ny

)2

= 0⇔
(

1 +

(
1 + n

δ
x− ny

))2

= 0⇔

⇔ 1 +
1 + n

δ
x− ny = 0⇔ ny = 1 +

1 + n

δ
x⇔ y =

1 + n

nδ
x+

1

n
,

logo, Σ não é uma elipse e como essas são as únicas cônicas fechadas, segue que o campo dado

pelo sistema (2.6) não tem trajetórias fechadas.

Como mencionamos, o Teorema 2.7 mostra que quando nós conhecemos explicitamente as

trajetórias V (x, y) = 0 do campo de vetores (P,Q) através da equação (2.1), para uma dada
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função R, nós temos informações adicionais sobre as soluções periódicas de (P,Q). Em geral, é

dif́ıcil conhecer as trajetórias explicitamente, com exceção dos pontos singulares.

A próxima proposição usa os pontos singulares na origem a fim de obter informações sobre

soluções periódicas do Teorema 2.7.

Proposição 2.10. Considere o sistema quadrático ẋ = δx− y + lx2 +mxy + ny2

ẏ = x(1 + ax+ by)
(2.7)

com δ2 − 4 < 0 e seja γ uma trajetória fechada deste sistema. Se

R(x, y) =
δ(x2 − δxy + y2) + (2l − δa)x3 + (2(m+ a)− δ(b+ l))x2y + (2(n+ b)− δm)xy2 − δny3

x2 − δxy + y2

então
∫
γ
R(s)ds = 0.

Demonstração. Suponhamos que T seja o peŕıodo da trajetória fechada γ.

A função V (x, y) = x2 − δxy + y2 é uma solução de (2.1) para o campo (P,Q) associado a

este sistema, com a R(x, y) definida no enunciado.

Como δ2 − 4 < 0, Σ = {(x, y) ∈ R2; V (x, y) = 0}={(0,0)}, pois supondo x 6= 0 ou y 6= 0,

V (x, y) pode ser vista como uma equação do segundo grau em y ou em x, cujo discriminante é

negativo em ambos os casos.

Além disso, (0, 0) é um ponto cŕıtico do sistema e, portanto, γ(t) 6= (0, 0) para todo t ∈ [0, T ].

Logo, (R ◦ γ) (t) = R(t) está bem definida.

Assim, pelo Teorema 2.7,
∫
γ
R(s)ds =

∫ T
0
R(t)dt = 0, para toda trajetória fechada γ do

sistema (2.7).

Note que, com as notações do teorema anterior, (0, 0) /∈ Γ = {(x, y) ∈ R2; R(x, y) = (0, 0)},

já que (0, 0) não pertence ao domı́nio da R. Além disso, como
∫
γ
R(s)ds = 0 para toda trajetória

fechada γ e R é cont́ınua conclúımos que γ ∩ Γ 6= ∅. Logo, conhecendo Γ temos informações

sobre o tamanho dos ciclos limite em torno da origem, se esses ciclos existirem.

2.3 Ciclos Limite em Sistemas de Vorobev

Nesta seção, usaremos o Teorema 2.7 para estabelecer condições para termos ciclos limite em

sistemas de Vorobev, que consiste de um tipo de famı́lia de campos vetoriais, a dois parâmetros,

que é uma perturbação de um centro linear por um polinômio de grau três.
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Definição 2.11. Um sistema de Vorobev é um sistema cúbico da forma: ẋ = −y + ax(x2 + y2 − 1)

ẏ = x+ by(x2 + y2 − 1)
com a, b ∈ R. (2.8)

Vorobev provou que o sistema (2.8) com ab > −1 e (a−b)2 > 4 tem o ciclo limite x2+y2 = 1

em torno da origem, ver [29].

Recorde que se γ(t) = (u(t), v(t)) é uma solução periódica do sistema (1.7) de peŕıodo T e

I =

∫ T

0

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
(u(t), v(t))dt (2.9)

então, pelo Teorema 1.26, γ(t) é um ciclo limite estável se I < 0 e um ciclo limite instável se

I > 0. Quando I 6= 0 o ciclo limite é chamado hiperbólico.

Observe que a curva γ definida por x2 + y2 = 1, que pode ser parametrizada por γ(t) =

(x(t), y(t)) = (cos(t), sin(t)), é uma trajetória fechada para o sistema (2.8), pois chamando de

(P,Q) o campo vetorial associado ao sistema de Vorobev, temos:

dγ

dt
(t) = (− sin(t), cos(t)) = (P (γ(t)), Q(γ(t)).

O próximo teorema melhora o resultado de Vorovev sobre ciclos limite para o sistema (2.8)

(ver [12]).

Teorema 2.12. Seja γ uma trajetória fechada do sistema (2.8) definida por x2 + y2 = 1.

Definimos R1 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1} e R2 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 > 1}.

(a) Se a+ b = 0 e ab 6= 0, então γ é o único posśıvel ciclo limite do sistema (2.8).

(b) Se a + b 6= 0, então γ é um ciclo limite hiperbólico que é estável se a + b < 0 e instável

se a+ b > 0.

(c) Se a+ b 6= 0 e ab ≥ 0, então γ é o único ciclo limite de (2.8) e a origem é o único ponto

singular.

(d) Se a + b 6= 0 e −1 ≤ ab < 0, então o sistema (2.8) não tem trajetórias fechadas em R1

e se tiver alguma trajetória fechada em R2, ela será um ciclo limite hiperbólico com a

mesma estabilidade de γ. Além disso, o sistema (2.8) tem cinco pontos singulares, um

em R1 e quatro em R2.
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(e) Se que a+b 6= 0 e ab < −1, então se o sistema (2.8) tem alguma trajetória fechada em R2

(respectivamente em R1), esta deve ser um ciclo limite hiperbólico com estabilidade igual

(respectivamente, oposta) de γ. Além disso, o sistema (2.8) tem nove pontos singulares,

cinco em R1 e quatro em R2.

Demonstração. Começaremos provando as afirmações sobre os números de pontos singulares

que aparecem nos diferentes itens do teorema.

Claramente a origem é sempre um ponto singular do sistema (2.8). Além disso, os outros

pontos singulares do sistema são soluções das seguintes equações:

ax2 + by2 = 0 e x2 + y2 = 1± 1√
−ab

. (2.10)

De fato, primeiro observe que se ẋ = ẏ = 0 então x = 0⇔ y = 0. Dessa forma, nos pontos

singulares diferentes da origem temos x 6= 0 e y 6= 0. Além disso, nos pontos singulares se

x 6= 0 e y 6= 0 então a 6= 0 e b 6= 0, pois a = 0 ⇒ y = 0 o que não é posśıvel, assim como

b = 0⇒ x = 0.

Agora, de ẋ = 0 temos x2 + y2 − 1 =
y

ax
, consequentemente,

0 = ẏ = x+ by(x2 + y2 − 1) = x+
by2

ax
⇒ ax2 + by2

ax
= 0⇒ ax2 + by2 = 0.

Como ax2 + by2 = 0 então y = ±
√
−ax2

b
e assim, como x2 + y2 − 1 =

y

ax
segue que

x2 + y2 = 1 +
y

ax
= 1 +

1

ax

(
±
√
−ax2

b

)
= 1±

√
−1

ab
⇒ x2 + y2 = 1± 1√

−ab
.

Portanto, se ab > 0 a origem é o único ponto singular do sistema (2.8), pois a e b possuem

o mesmo sinal e então ax2 + by2 é sempre positivo (se a > 0 e b > 0) ou sempre negativo (se

a < 0 e b < 0), já a segunda expressão não está definida pois −ab < 0. Com isso, mostramos a

quantidade de singularidades do item (c).

Agora analisaremos o caso a+ b 6= 0 e ab < 0.

Observe que a equação ax2 + by2 = 0 consiste em um par de retas passando pela origem,

pois ax2 + by2 = 0 ⇒ y =

√
−a
b
|x|, a equação x2 + y2 = 1 ± 1√

−ab
consiste em um par de

circunferências e a solução de (2.10) é a intersecção desses dois conjuntos.

Quando consideramos a equação x2 + y2 = 1 +
1√
−ab

, temos uma circunferência de raio

maior do que 1. Logo a solução de (2.10), quando consideramos o sinal positivo, é formada por

quatro pontos que estão em R2.
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Agora consideramos a equação x2 + y2 = 1− 1√
−ab

. Se −1 ≤ ab < 0 então 1− 1√
−ab

< 0

e, portanto, não existe ponto singular em R1 diferente da origem, já que não pode ocorrer

x2 + y2 = 1− 1√
−ab

< 0. Além disso, se ab < −1 então 0 <
1√
−ab

< 1 e, consequentemente,

x2 + y2 = 1 − 1√
−ab

consiste em uma circunferência de raio menor do que 1. Logo a solução

de (2.10), quando consideramos o sinal negativo e ab < −1 é formada por quatro pontos que

estão em R1.

Dessa forma, se ab < 0, então existem quatro pontos singulares em R2. Se −1 < ab < 0

não existem pontos singulares em R1 diferentes da origem, logo o sistema (2.8) tem cinco

pontos singulares, um em R1 e quatro em R2. Por fim, se ab < −1, então o sistema (2.8) tem

nove pontos singulares, cinco em R1 e quatro em R2. Com isso mostramos a quantidade de

singularidades dos itens (d) e (e).

Mostraremos agora, os demais afirmações do teorema.

(a) Este item será demonstrado no Lema 2.22, nas próximas seções.

(b) Observe que a solução periódica γ tem parametrização dada por (u(t), v(t)) =

(cos(t), sin(t)), com peŕıodo T = 2π. Temos:

∂P

∂x
= 3ax2 + ay2 − a e

∂Q

∂y
= 3by2 + bx2 − b.

Assim,

I =

∫ T

0

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
(u(t), v(t))dt =

=

∫ 2π

0

[(3a+ b) cos2(t) + (3b+ a) sin2(t)− (a+ b)]dt = 2(a+ b)π.

(2.11)

Portanto, pelo Teorema 1.26, segue o resultado.

(c) É fácil ver que a função V (x, y) = x2+y2−1 é solução de (2.1) com R(x, y) = 2(ax2+by2).

Seja (u(t), v(t)) uma solução periódica de peŕıodo T do sistema (2.8). Definimos:

J =

∫ T

0

R(t)dt =

∫ T

0

R(u(t), v(t))dt = 2

∫ T

0

(au2(t) + bv2(t))dt. (2.12)

Pelo Teorema 2.7, segue que se J 6= 0 então a trajetória fechada {(u(t), v(t)); t ∈

[0, T ]} ⊂ Σ = {(x, y) ∈ R2; V (x, y) = 0}, que é o ćırculo x2 + y2 = 1. Como ab ≥ 0 e

a+ b 6= 0, segue que J 6= 0 e, portanto, (c) está provado.
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De agora em diante, assumiremos ab < 0 e que a solução periódica (u(t), v(t)) do

sistema (2.8) é diferente de γ. Logo, (u(t), v(t)) está contido em R1 ou em R2. Faremos,

agora, algumas considerações e, em seguida, mostraremos os itens (d) e (e) do teorema.

Seja J =

∫ T

0

R(t)dt, com R(x, y) = 2(ax2 + by2) como no item (c).

Como V (x, y) = x2 + y2 − 1 satisfaz (2.1) para tal função R, segue pelo Teorema 2.7

que J = 0 pois, caso contrário, teŕıamos (u(t), v(t)) = γ, o que não ocorre. Assim, pelas

equações (2.11) e (2.12), temos

I =

∫ T

0

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
(u(t), v(t))dt =

=

∫ T

0

(3au2(t) + av2(t)− a+ 3bv2(t) + bu2(t)− b)dt =

=

∫ T

0

(a(u2(t) + v2(t)− 1) + b(u2(t) + v2(t)− 1))dt+ 2

∫ T

0

(au2(t) + bv2(t))dt =

= (a+ b)

∫ T

0

(u2(t) + v2(t)− 1)dt+ J = (a+ b)

∫ T

0

(u2(t) + v2(t)− 1)dt.

(2.13)

Como a+ b 6= 0 e u2(t) + v2(t)− 1 6= 0, então I 6= 0 e, portanto, (u(t), v(t)) é um ciclo

limite hiperbólico para o sistema (2.8).

(e) Se (u(t), v(t)) ⊂ R2 (respectivamente, (u(t), v(t)) ⊂ R1), então o sinal de I é o mesmo

(respectivamente, oposto ao) de (a+ b). Logo, de (2.11), γ e (u(t), v(t)) tem estabilidades

iguais (respectivamente opostas).

(d) Neste caso, −1 ≤ ab < 0 e a+ b 6= 0 e já vimos que a origem é o único ponto singular do

sistema (2.8) em R1. Analisando a parte linear do sistema, conclúımos que os autovalores

associados à origem são

λ1,2 =
−(a+ b)±

√
(a+ b)2 − 4(ab+ 1)

2
=
−(a+ b)±

√
(a− b)2 − 4

2
.

Logo, se (a−b)2−4 < 0 então λ1, λ2 ∈ C e a origem é um foco atrator se −(a+b) < 0,

ou seja, se a + b > 0 ou um foco repulsor se a + b < 0. Agora se (a − b)2 − 4 > 0 então

λ1, λ2 ∈ R e a origem é um nó atrator se a + b > 0 ou um nó repulsor se a + b < 0.

Assim, por (2.11) segue que a estabilidade de γ é contrária a da origem.
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Suponha que exista uma trajetória fechada de peŕıodo T , α = {(u(t), v(t)); t ∈ [0, T ]},

em R1. Por (2.13) segue que I 6= 0 e, assim, α é um ciclo limite hiperbólico, o que é um

absurdo pois γ e a origem tem estabilidades contrárias.

Portanto, não existe trajetória fechada em R1 e conclúımos a prova de maneira análoga

ao item (e).

Exemplo 2.13. O sistema  ẋ = −y − x(x2 + y2 − 1),

ẏ = x+ y(x2 + y2 − 1)
(2.14)

é um sistema de Vorobev com a = −1 e b = 1. Logo, pelo item (a) do Teorema 2.12, o sistema

(2.14) tem um único ciclo limite, γ definida por x2 + y2 = 1.

Figura 2.1: Campo de vetores e ciclo limite γ do Exemplo 2.11.

Exemplo 2.14. O sistema  ẋ = −y − x(x2 + y2 − 1),

ẏ = x− 2y(x2 + y2 − 1)
(2.15)

é um sistema de Vorobev com a = −1 e b = −2. Logo, pelos itens (b) e (c) do Teorema 2.12,

γ definida por x2 + y2 = 1 é o único ciclo limite de (2.15) e é hiperbólico estável.

Exemplo 2.15. O sistema  ẋ = −y + 3x(x2 + y2 − 1),

ẏ = x+ 4.5y(x2 + y2 − 1)
(2.16)
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é um sistema de Vorobev com a = 3 e b = 4.5. Logo, pelos itens (b) e (c) do Teorema 2.12, γ

definida por x2 + y2 = 1 é o único ciclo limite de (2.16) e é hiperbólico instável.

Figura 2.2: Campo de vetores e ciclo limite γ do Exemplo 2.12.

Figura 2.3: Campo de vetores e ciclo limite γ do Exemplo 2.13.

2.4 Segundo Critério

Nesta seção, exibiremos um outro critério para determinar a não existência ou existência de

ciclos limite em campos vetoriais planares, tal resultado foi apresentado em [12].

Para os próximos resultados, precisaremos de alguns novos conceitos, definidos a seguir.
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Podemos associar ao campo de vetores (P,Q), em U , uma um-forma diferenciável ω =

Qdx− Pdy.

Definição 2.16. (i) A um-forma ω = Qdx − Pdy é dita exata se ω = dH, para alguma

aplicação H : U → R, H ∈ C2.

(ii) A um-forma ω = Qdx− Pdy é dita fechada se dω = 0, ou seja, se
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
= 0.

Observação 2.17. (i) Se ω é exata, então o sistema (1.7) associado ao campo (P,Q) é

Hamiltoniano pois, por definição, existe uma aplicação H : U → R, H ∈ C2, tal que

ω = dH. Logo,

Qdx− Pdy =
∂H

∂x
dx+

∂H

∂y
dy ⇒ Q =

∂H

∂x
e P = −∂H

∂y
,

(ii) Se uma um-forma ω é exata, então ela também será fechada, pois

ω = dH ⇒ Q =
∂H

∂x
e P = −∂H

∂y
.

Assim, como H ∈ C2,

∂Q

∂y
=

∂

∂y

(
∂H

∂x

)
=

∂2H

∂y∂x
=

∂2H

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂H

∂y

)
= −∂P

∂x
⇒ ∂Q

∂y
+
∂P

∂x
= 0⇒ dω = 0.

A rećıproca do item (ii) da observação anterior é válida quando estamos em regiões

simplesmente conexa, como afirma o seguinte corolário.

Corolário 2.18. Se W é uma região simplesmente conexa, então toda forma fechada ω é exata.

Para mais detalhes, ver [27], página 306.

A partir daqui assumimos que a componente W de U \ Σ é simplesmente conexa.

Afirmação: Se M é um fator integrante do sistema (1.7) segue que ẋ = M(x, y)P (x, y),

ẏ = M(x, y)Q(x, y).
(2.17)

com (x, y) ∈ W é Hamiltoniano.

De fato, observe que o sistema (2.17) é Hamiltoniano se, e somente se, a equação:

∂

∂x
(M(x, y)P (x, y)) = − ∂

∂y
(M(x, y)Q(x, y)) , (2.18)



2.4 Segundo Critério 50

é satisfeita, pois se o sistema (2.17) é Hamiltoniano, então existe H, de classe pelo menos C2,

tal que 
ẋ =

∂H

∂y

ẏ = −∂H
∂x

,

⇒


MP =

∂H

∂y

MQ = −∂H
∂x

,

⇒



∂

∂x
(MP ) =

∂2H

∂x∂y

∂

∂y
(MQ) = − ∂2H

∂y∂x
,

Agora, como H é de classe C2,
∂2H

∂x∂y
=

∂2H

∂y∂x
⇒ ∂

∂x
(MP ) = − ∂

∂y
(MQ) e, portanto, (2.18)

é satisfeita.

Por outro lado, se (2.18) é satisfeita, então MP =

∫
∂

∂x
(MP )dx = −

∫
∂

∂y
(MQ)dx e pela

Regra de Leibniz (ver [19], pag. 143), temos que

∫
∂

∂y
(MQ)dx =

∂

∂y

∫
(MQ)dx, logo

MP = − ∂

∂y

∫
(MQ)dx. (2.19)

Chamando H = −
∫
MQdx, temos, por (2.19) que:

∂H

∂x
= −MQ = −ẏ ⇒ ẏ = −∂H

∂x

e

∂H

∂y
=

∂

∂y

(
−
∫
MQdx

)
= MP = ẋ.

Portanto, (2.17) é Hamiltoniano.

Além disso, (2.18) é equivalente à (1.8), como vimos na Observação 1.54.

Afirmação: Os sistemas (1.7) e (2.17) são topologicamente equivalentes em U \ Σ.

De fato, consideramos o seguinte reescalonamento de tempo τ =

∫ t

0

1

M(s)
ds. Pelo Teorema

Fundamental do Cálculo, temos
dτ

dt
=

1

M(t)
=

1

M(x, y)
. Fazendo esse reescalonamento em

(1.7), temos:



dx

dτ
=

dx

dt
dτ

dt

= M(x, y)P (x, y),

dy

dτ
=

dy

dt
dτ

dt

= M(x, y)Q(x, y),
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Dessa forma, o reescalonamento de tempo, τ =

∫ t

0

1

M(s)
ds, leva o campo dado por (1.7)

no campo dado por (2.17) o que implica que esses campos são topologicamente equivalentes em

U \ Σ. Logo, como (2.17) é Hamiltoniano em cada componente simplesmente conexa de U \ Σ

segue que, se o sistema (1.7) tem ciclos limite ou pontos singulares que não anulam o divergente

do campo então eles estão contidos em Σ ou em uma componente não simplesmente conexa de

U \ Σ.

Por fim, note que, um reescalonamento na variável t não muda o sinal do traço da parte

linear do sistema em um ponto singular, pois fazendo o reescalonamento de tempo τ = αt,

α > 0, no campo X = (P,Q), segue que

dx

dτ
=
dx

dt

dt

dτ
=

1

α
ẋ e

dy

dτ
=
dy

dt

dt

dτ
=

1

α
ẏ

o que implica que a parte linear do sistema obtido após o reescalonamento de tempo nada mais

é do que a parte linear do sistema inicial multiplicada por
1

α
.

Com isso, provamos a seguinte proposição (ver [12]).

Proposição 2.19. Sejam (P,Q) um campo de vetores C1 definido em um subconjunto aberto

U de R2 e M um fator integrante deste campo definido em U \ Σ.

(a) Se γ é um ciclo limite de (P,Q), então γ está contida em Σ ou em uma componente não

simplesmente conexa de U \ Σ.

(b) Se p é um ponto singular de (P,Q) tal que o divergente de (P,Q) é não nulo em p, então

p está contido em Σ ou em uma componente não simplesmente conexa de U \ Σ.

Como consequência, temos o seguinte corolário (ver [12]).

Corolário 2.20. Sejam (P,Q) um campo de vetores C1 definido no subconjunto aberto U de

R2 e V = V (x, y), V : U → R, um fator integrante inverso para (P,Q).

(a) Se γ é um ciclo limite de (P,Q), então γ está contida ou em Σ = {(x, y) ∈ U ;V (x, y) = 0}

ou em uma componente não simplesmente conexa de U \ Σ.

(b) Se p é um ponto singular de (P,Q) tal que o divergente de (P,Q) é não nulo em p,

então p está contido ou em Σ = {(x, y) ∈ U ;V (x, y) = 0}, ou em uma componente não

simplesmente conexa de U \ Σ.
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Demonstração. É imediato da Proposição 2.19, pois já vimos que se V é um fator integrante

inverso para o campo (P,Q) então M =
1

V
é um fator integrante para o mesmo campo, em

U \ Σ.

O próximo teorema melhora o item (a) do Corolário 2.20 e nos dá um segundo critério sobre

existência de ciclos limite em campos de vetores planares (ver [12]).

Teorema 2.21 (Segundo Critério). Sejam (P,Q) um campo de vetores C1 definido em um

subconjunto aberto U do R2 e V um fator integrante inverso para este campo, isto é, V satisfaz

a equação (1.9).

Se γ é um ciclo limite de (P,Q), então γ está contido em Σ = {(x, y) ∈ U ;V (x, y) = 0}.

Demonstração. Seja γ um ciclo limite de peŕıodo T . Como já vimos, V (x, y) = 0 é formada por

trajetórias do campo de vetores (P,Q), então se V (x, y) = 0 para algum ponto de γ, segue que

V (x, y) será nula em todos os pontos de γ. Assim, assumimos que V não se anula em nenhum

ponto de γ. Logo, pela continuidade da V , existe um anel Ω, tal que γ ⊂ Ω ⊂ U onde V é não

nula.

Como V é um fator integrante inverso para (P,Q) em U então
1

V
é um fator integrante

para este campo em U \ Σ e, como Ω ⊂ U \ Σ então, em particular,
1

V
é um fator integrante

para este campo em Ω.

A partir da um-forma diferenciável ω = Qdx − Pdy, consideramos a um-forma
1

V
ω =(

1

V
Q

)
dx−

(
1

V
P

)
dy. Observe que

1

V
ω é fechada em Ω, isto é, d

(
1

V
ω

)
= 0, pois:

d

(
1

V
ω

)
=

∂

∂x

(
1

V
P

)
+

∂

∂y

(
1

V
Q

)
= − 1

V 2

(
P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y

)
+

1

V

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
=

= − 1

V 2

(
P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y

)
V +

1

V 2

(
P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y

)
= 0.

Por [27], teorema 9, página 364, a um forma fechada
1

V
ω é exata em Ω se

∫
γ

1

V
ω = 0.

Como γ é uma trajetória fechada de peŕıodo T para o campo de vetores (P,Q) então, pelo

Teorema de Green,∫
γ

1

V
ω =

∫
γ

(
1

V
Q

)
dx−

(
1

V
P

)
dy =

∫∫
D

∂

∂x

(
− 1

V
P

)
− ∂

∂y

(
1

V
Q

)
dA =

∫∫
D

0 dA = 0,

onde D é a região limitada por γ.
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Isso implica que a um-forma
1

V
ω é exata em Ω. Então, existe H : Ω → R, H ∈ C2,

tal que
1

V
ω = dH e, além disso, o campo

1

V
(P,Q) é Hamiltoniano com integral primeira H.

Consequentemente, H é constante ao longo das trajetórias de
1

V
(P,Q) em Ω.

Como γ é um ciclo limite em Ω, então toda trajetória em uma vizinhança N de γ,

suficientemente pequena, tem γ como um conjunto ω − limite ou α − limite. Então, pela

continuidade de H, segue que H é constante em N . Logo, H é constante no aberto N ∩Ω ⊂ Ω,

o que é absurdo pois H é uma integral primeira.

Portanto, existe um ponto p = (x0, y0) ∈ γ tal que V (p) = 0, o que implica que V (x, y) = 0

para todo (x, y) ∈ γ, ou seja, γ ⊂ Σ.

Agora podemos demonstrar o item (a) do Teorema 2.12, no seguinte lema.

Lema 2.22. Seja γ uma trajetória fechada do sistema (2.8) definida por x2 + y2 = 1. Se

a+ b = 0 e ab 6= 0, então γ é o único posśıvel ciclo limite do sistema (2.8).

Demonstração. Lembre que, (2.8) é o seguinte sistema: ẋ = P (x, y) = −y + ax(x2 + y2 − 1)

ẏ = Q(x, y) = x+ by(x2 + y2 − 1)
com a, b ∈ R.

Considere V (x, y) = x2 + y2 − 1. Temos:(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
V = (a(x2 + y2 − 1) + 2ax2 + b(x2 + y2 − 1) + 2by2)(x2 + y2 − 1) =

= ((a+ b)(x2 + y2 − 1) + 2ax2 + 2by2)(x2 + y2 − 1) = (2ax2 + 2by2)(x2 + y2 − 1) =

= P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
.

Logo, V é um fator integrante inverso para o campo (P,Q). Assim, pelo Teorema 2.21 segue

que, todo ciclo limite de (2.8) está contido em Σ e, portanto, γ é o único ciclo limite posśıvel

do sistema (2.8).



Caṕıtulo

3

Bifurcações e Configurações de Ciclos Limite

Neste caṕıtulo, apresentamos duas aplicações do Teorema 2.21, a primeira delas é sobre

bifurcações de ciclos limite a partir de perturbações de um centro linear (ver [12]) e na segunda

aplicação estudamos as configurações de ciclos limite no plano, isto é, mostramos que toda

configuração de curvas fechadas, simples e disjuntas no plano pode ser realizável como o conjunto

de ciclos limite de um campo polinomial (ver [21]).

3.1 Bifurcações de Ciclos Limite a partir de centros

Nesta seção, estudamos bifurcações de ciclos limite a partir de um centro linear de campos

vetoriais planares. Essa teoria pode ser desenvolvida para campos Cr, mas aqui consideramos

apenas campos anaĺıticos.

Trabalhamos com sistemas planares da forma ẋ = P (x, y) + εp(x, y, ε)

ẏ = Q(x, y) + εq(x, y, ε)
(3.1)

onde P , Q, p e q dependem analiticamente de suas variáveis, ε é um parâmetro pequeno e

quando ε = 0 a origem é um centro do sistema.

Dizemos que o sistema (3.1) com ε = 0 é o sistema não perturbado. Nosso problema é

determinar o número e as posições das famı́lias de ciclos limite que bifurcam das trajetórias

fechadas do sistema não perturbado quando ε varia.

Existem três métodos clássicos para analisar este problema. O primeiro é baseado na

aplicação de primeiro retorno de Poincaré, o segundo no método integral de Poincaré-Melnikov

54
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e o terceiro no método da integral abeliana (para mais detalhes ver, por exemplo, [7], seção 6

do caṕıtulo 4 de [14] e seção 5 do caṕıtulo 6 de [3], respectivamente). Aqui apresentamos um

outro método (ver [12]), baseado no Teorema 2.21. A ideia básica de todos esses métodos é

usar as soluções gerais obtidas dos sistemas não perturbados para o cálculo das soluções dos

sistemas perturbadas. Como veremos, a partir do método aqui apresentado, também obtemos

a forma global dos ciclos limite bifurcados em função de x, y e ε. Esta forma global não pode

ser obtida pelos métodos clássicos.

Para ilustrar o uso do Teorema 2.21 no estudo de bifurcações de ciclos limite a partir de

centros, consideramos o centro linear (P (x, y), Q(x, y)) = (−y, x) e o perturbamos com um

campo de vetores polinomial arbitrário de grau n, tendo a origem como um ponto singular.

Isto é, consideramos o sistema perturbado
ẋ = −y + ε

n∑
i+j=1

aijx
iyj

ẏ = x+ ε
n∑

i+j=1

bijx
iyj

(3.2)

e olhamos para as soluções anaĺıticas do fator integrante inverso do sistema, V = V (x, y, ε).

Observação 3.1. O fator integrante inverso V é anaĺıtico nas variáveis x, y e ε exceto,

possivelmente, nos pontos cŕıticos de (3.2). Para ver isso, basta repetir os argumentos da

demonstração padrão de existência e unicidade de soluções de uma equação diferencial parcial

linear com boas condições iniciais (ver, por exemplo, [17]). Tal prova se reduz, essencialmente,

ao problema de existência e unicidade de soluções de duas equações diferenciais ordinárias.

Assim, usando o fato de que as soluções de uma equação diferencial ordinária anaĺıtica são

localmente anaĺıticas, que composições de funções anaĺıticas são anaĺıticas e a dependência

anaĺıtica das soluções de um sistema anaĺıtico ordinário com condições iniciais e parâmetros

temos que V é anaĺıtica nas variáveis x, y e ε (ver, por exemplo, [25]).

Definição 3.2. Seja n um número natural. Chamamos de duplo fatorial e denotamos por n!!

o número

n!! =
k∏
i=0

(n− 2i),

onde k =
[n

2

]
− 1.
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Seja p(ρ) o polinômio de grau m+ 1 definido por:

p(ρ) =
m∑
j=0

pjρ
j+1, (3.3)

onde

pj =
1

2j(j + 1)!

j∑
k=0

(2j + 1− 2k)!!(2k − 1)!!(a2j+1−2k,2k + b2k,2j+1−2k),

com n = 2m+ 1 se n é ı́mpar e n = 2m+ 2 se n é par.

Teorema 3.3. Para ε suficientemente pequeno, se p(ρ) tem h ráızes reais simples, com 0 ≤

h ≤ m, ρ = r2i , com i = 1, . . . , h e ρ = 0 também é uma ráız simples de p(ρ) então o sistema

(3.2) tem no máximo h ciclos limite que são assintóticos aos ćırculos de raio ri centrados na

origem, quando ε→ 0.

Demonstração. Como (3.2) é anaĺıtico, já que é um sistema polinomial, pela Observação 3.1,

temos que o fator integrante inverso V = V (x, y, ε) associado a este sistema é anaĺıtico. Logo,

expandindo a função em série de Taylor, em torno de ε = 0, podemos escrever:

V = V (x, y, ε) = V0(x, y) + εV1(x, y) +O(ε2). (3.4)

Afirmação: Os termos de ordem zero e um, em ε, da equação

P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
=

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
V

são, respectivamente:

− y∂V0
∂x

+ x
∂V0
∂y

= 0 (3.5)

e

− y∂V1
∂x

+ x
∂V1
∂y

= f, (3.6)

onde

f(x, y) = V0

n−1∑
r+s=0

((r + 1)ar+1,s + (s+ 1)br,s+1)x
rys − V ′0

n+1∑
r+s=2

2(ar−1,s + br,s−1)x
rys, (3.7)

com V ′0 denotando a derivada de V0 = V0(x, y) com relação a variável x2 + y2 e onde assumimos

que se algum coeficiente aij ou bij, na expressão de f , tenha um dos sub́ındices negativos, então

esse coeficiente é nulo.
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De fato, temos:

P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
=

(
−y + ε

n∑
i+j=1

aijx
iyj

)(
∂V0
∂x

+ ε
∂V1
∂x

+
∂

∂x
O(ε2)

)
+

+

(
x+ ε

n∑
i+j=1

bijx
iyj

)(
∂V0
∂y

+ ε
∂V1
∂y

+
∂

∂y
O(ε2)

)
=

(
−y∂V0

∂x
+ x

∂V0
∂y

)
+

+ε

(
−y∂V1

∂x
+ x

∂V1
∂y

+
∂V0
∂x

n∑
i+j=1

aijx
iyj +

∂V0
∂y

n∑
i+j=1

bijx
iyj

)
+O(ε2).

Por outro lado,(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
V =

(
ε

n−1∑
r+s=0

(r + 1)ar+1,sx
rys + ε

n−1∑
r+s=0

(s+ 1)br,s+1x
rys

)
(V0 + εV1 +O(ε2)) =

= εV0

n−1∑
r+s=0

((r + 1)ar+1,sx
rys + (s+ 1)br,s+1x

rys) +O(ε2).

Disso, segue que o termo de ordem zero é o dado na equação (3.5). Logo, V0 = V0(x
2 + y2),

pois:

−y∂V0
∂x

+ x
∂V0
∂y

= 0⇔ (−y, x) · ∇V0 = 0.

Agora, se γ(t) é um caminho contido em uma curva de ńıvel de V0(x, y), como ∇V0 é

perpendicular a toda curva de ńıvel V0(x, y) = c, c ∈ R, temos γ′(t) · ∇V0(γ(t)) = 0, para todo

t. Logo, podemos parametrizar γ(t) = (x(t), y(t)) = (a cos(t), a sin(t)).

Portanto, toda curva de ńıvel V0 = c é formada por circunferências e assim, podemos escrever

V0 = V0(x
2 + y2).

Para o termo de ordem um, em ε, observe que a partir do termo de ordem zero supondo,

sem perda de generalidade, que x 6= 0 temos:

∂V0
∂y

=
y

x

∂V0
∂x

. (3.8)

Dáı,

−y∂V1
∂x

+x
∂V1
∂y

+
∂V0
∂x

n∑
i+j=1

aijx
iyj +

∂V0
∂y

n∑
i+j=1

bijx
iyj = V0

n−1∑
r+s=0

((r+1)ar+1,s+(s+1)br,s+1)x
rys.
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Logo,

−y∂V1
∂x

+ x
∂V1
∂y

= −∂V0
∂x

n∑
i+j=1

aijx
iyj − y

x

∂V0
∂x

n∑
i+j=1

bijx
iyj +

+V0

n−1∑
r+s=0

((r + 1)ar+1,s + (s+ 1)br,s+1)x
rys =

= V0

n−1∑
r+s=0

((r + 1)ar+1,s + (s+ 1)br,s+1)x
rys −

− 1

2x

∂V0
∂x

(
n∑

i+j=1

2aijx
i+1yj +

n∑
i+j=1

2bijx
iyj+1

)
.

Fazendo

r = i+ 1 e s = j em
n∑

i+j=1

2aijx
i+1yj

e

r = i e s = j + 1 em
n∑

i+j=1

2bijx
iyj+1

segue que:

−y∂V1
∂x

+ x
∂V1
∂y

= V0

n−1∑
r+s=0

((r+ 1)ar+1,s + (s+ 1)br,s+1)x
rys− 1

2x

∂V0
∂x

n+1∑
r+s=2

2(ar−1,s + br,s−1)x
rys.

Logo, para concluirmos a afirmação, resta mostrar que

V ′0 =
1

2x

∂V0
∂x

.

Para isso, chamamos u = x2 + y2. Assim, V0 = V0(u) e

∂V0
∂x

=
dV0
du

∂u

∂x
=
dV0
du

2x⇒ V ′0 =
dV0
du

=
1

2x

∂V0
∂x

.

Para encontrarmos soluções da equação (3.6), vamos resolver o sistema de equações

diferenciais ordinárias

− 1

y
dx =

1

x
dy =

1

f
dV1, (3.9)

pois toda solução de (3.9) é solução de (3.6), já que

−1

y
dx =

1

f
dV1 =

1

f

(
∂V1
∂x

dx+
∂V1
∂y

dy

)
⇒ ∂V1

∂x
= −f

y
e
∂V1
∂y

= 0.

Assim,

−y∂V1
∂x

+ x
∂V1
∂y

= −y
(
−f
y

)
+ 0 = f.
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E, portanto, uma função V1 que satisfaz −1

y
dx =

1

f
dV1 satisfaz (3.6).

Por outro lado, se

1

x
dy =

1

f
dV1 =

1

f

(
∂V1
∂x

dx+
∂V1
∂y

dy

)
⇒ ∂V1

∂x
= 0 e

∂V1
∂y

=
f

x
.

Assim,

−y∂V1
∂x

+ x
∂V1
∂y

= 0 + x

(
f

x

)
= f.

E, portanto, uma função V1 que satisfaz
1

x
dy =

1

f
dV1 satisfaz (3.6).

Logo, toda função que satisfaz (3.9) satisfaz (3.6) e, assim, podemos encontrar soluções de

(3.6) resolvendo (3.9).

Agora,

− 1

y
dx =

1

x
dy ⇒ xdx = −ydy ⇒ x2 + y2 = c = a2, (3.10)

e

1

x
dy =

1

f
dV1 ⇒

f

x
dy = dV1 =

∂V1
∂x

dx+
∂V1
∂y

dy ⇒ ∂V1
∂x

= 0 e
∂V1
∂y

=
f

x
⇒ V1 =

∫
f

x
dy.

Da equação (3.10), definimos

g(a2, y) =

∫
f(x, y)

x
dy =

∫
f(
√
a2 − y2, y)√
a2 − y2

dy. (3.11)

Assim,

V1(x, y) =

∫
f(x, y)

x
dy = g(a2, y) = g(x2 + y2, y)

é uma solução de (3.6), já que é solução de (3.9).

Observamos que, nos pontos (
√
a2 − y2, y) as funções V0 e V ′0 são constantes, pois:

V0(
√
a2 − y2, y) = V0(a

2 − y2 + y2) = V0(a
2)

e

V ′0(
√
a2 − y2, y) = V ′0(a2 − y2 + y2) = V ′0(a2).

Para simplificar os cálculos de g(a2, y), levamos em conta a simetria circular do nosso

problema e passamos para coordenadas polares fazendo x = a cos θ e y = a sin θ. Assim,

g(a2, a sin θ) =

∫
f(a cos θ, a sin θ)

a cos θ
a cos θdθ =

∫
f(a cos θ, a sin θ)dθ.
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Logo, o cálculo de g(a2, a sin θ) se reduz ao cálculo de integrais da forma
∫

sins θ cosr θdθ.

Pela seção 2.51 de [13], temos:∫
sins θ cosr θdθ =

sins−1 θ cosr−1 θ

s+ r

(
sin2 θ − r − 1

s+ r − 2

)
+

+
(s− 1)(r − 1)

(s+ r)(s+ r − 2)

∫
sins−2 θ cosr−2 θdθ,∫

sin θ cosr θdθ = −cosr+1 θ

r + 1
,∫

sins θ cos θdθ =
sins+1 θ

s+ 1
.

Disso, e usando as integrais trigonométricas mais conhecidas, segue que as primitivas de tais

integrais são polinômios nas variáveis sin θ e cos θ além de, eventualmente, um termo linear em

θ que aparece apenas quando r e s são pares.

Usando as fórmulas para integrais dadas em 2.512 e 2.512.2 de [13], conclúımos que o termo

linear da integral
∫

sin2k θ cos2l θdθ é

(2l − 1)!!

(2l + 2k)(2l + 2k − 2) · . . . · (2l + 2)

(2k − 1)!!

2ll!
=

(2l − 1)!!(2k − 1)!!

2l+k(k + l)(k + l − 1) · . . . · (l + 1)l!
=

=
(2k − 1)!!(2l − 1)!!

2k+l(k + l)!
. (3.12)

Devemos anular o coeficiente do termo linear θ, pois como θ = arctan
(y
x

)
, a função

g(x2 + y2, y) pode não estar bem definida.

Afirmação: Se juntarmos todos os monômios onde xrys aparecem com r e s pares em

f(x, y) e se os integrarmos, então obteremos que o coeficiente de θ em
∫
f(a cos θ, a sin θ)dθ é

p′(ρ)V0(ρ)− p(ρ)V ′0(ρ), (3.13)

onde p(ρ) é o polinômio definido em (3.3) e ρ = a2.

De fato, observe que, quando passamos de n ı́mpar para n + 1 par, não aparece novos

monômios xrys com r e s pares em f(x, y), pois na expressão de f(x, y), da equação (3.7),

temos r + s = n. Logo, para provarmos a afirmação, usamos indução sobre n = 2m+ 1 ı́mpar.

Lembre que, por definição aij = 0 e bij = 0 quando i < 0 ou j < 0.

Se n = 1, então

f(x, y) = V0(ρ)(a1,0 + b0,1)− V ′0(ρ)(2a1,0x
2 + 2(a0,1 + b1,0)xy + 2b0,1y

2), (3.14)
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e assim, os únicos termos de f(x, y) com r e s pares são

V0(ρ)(a1,0 + b0,1)− (2a1,0x
2 + 2b0,1y

2)V ′0(ρ). (3.15)

Fazendo x = a cos θ, y = a sin θ e integrando (3.15) com relação a θ, obtemos:∫
(V0(ρ)(a1,0 + b0,1)− 2ρ(a1,0 cos2 θ + b0,1 sin2 θ)V ′0(ρ))dθ =

= ((a1,0 + b0,1)V0(ρ)− ρ(a1,0 + b0,1)V
′
0(ρ))θ − ρ(a1,0 − b0,1)V ′0(ρ) sin θ cos θ. (3.16)

Por outro lado, como 1 = n = 2m+ 1, então m = 0. Dáı, da equação (3.3), obtemos

p(ρ) =
m∑
j=0

pjρ
j+1 = p0ρ = (a1,0 + b0,1)ρ⇒ p′(ρ) = (a1,0 + b0,1),

e, portanto, de (3.13), temos

p′(ρ)V0(ρ)− p(ρ)V ′0(ρ) = (a1,0 + b0,1)V0(ρ)− (a1,0 + b0,1)V
′
0(ρ),

que é o coeficiente de θ, da equação (3.16).

Agora, na hipótese de indução, assumimos que a afirmação é válida para n = 2m − 1, isto

é, para

f(x, y) = V0

2m−2∑
r+s=0

((r + 1)ar+1,s + (s+ 1)br,s+1)x
rys)− V ′0

2m∑
r+s=2

2(ar−1,s + br,s−1)x
rys),

o coeficiente de θ é dado pela equação (3.13).

Para n = 2m + 1 = 2(m + 1) − 1, acrescentamos os seguintes termos a f(x, y) dada na

hipótese de indução:

V0

2m∑
r+s=2m−1

((r + 1)ar+1,s + (s+ 1)br,s+1)x
rys)− V ′0

2m+2∑
r+s=2m+1

2(ar−1,s + br,s−1)x
rys).

Observe que, se m = k + 1 então:

p(ρ) =
k∑
j=0

pjρ
j+1 + pmρ

m+1 e p′(ρ) =
k∑
j=0

(j + 1)pjρ
j + (m+ 1)pmρ

m.

Logo, para mostrarmos (3.13), precisamos provar que os monômios de f(x, y) tais que xrys

tem grau r + s = 2m, com r e s pares, multiplicados por V0(ρ) e os monômios que tem grau

r+s = 2m+2, com r e s pares, multiplicados por V ′0(ρ) contribuem com a equação (3.13) com:

(m+ 1)pmρ
mV0(ρ)− pmρm+1V ′0(ρ). (3.17)
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Os monôminos xrys de f(x, y), da equação (3.7), com grau r + s = 2m com r e s pares,

somados são:

m∑
k=0

(
(2m+ 1− 2k)a2m+1−2k,2kx

2m−2ky2k
)
V0(ρ) +

m∑
k=0

(
(2k + 1)b2m−2k,2k+1x

2m−2ky2k
)
V0(ρ)−

−
m∑
k=0

(
2a2m+1−2k,2kx

2m+2−2ky2k
)
V ′0(ρ)−

m∑
k=0

(
2b2m+2−2k,2k−1x

2m+2−2ky2k
)
V ′0(ρ).

Fazendo k = m − k no segundo somatório e k = m + 1 − k no quarto somatório, obtemos

que a equação anterior é equivalente à:

m∑
k=0

(2m+ 1− 2k)
(
a2m+1−2k,2kx

2m−2ky2k + b2k,2m+1−2kx
2ky2m−2k

)
V0(ρ)−

−
m∑
k=0

2
(
a2m+1−2k,2kx

2m+2−2ky2k + b2k,2m+1−2kx
2ky2m+2−2k)V ′0(ρ). (3.18)

Pela definição de pm e pela equação (3.12), temos:

(i) O monômio (2m + 1− 2k)a2m+1−2k,2kV0(ρ)x2m−2ky2k contribui com o coeficiente de θ na

integral
∫
f(a cos θ, a sin θ)dθ com

(2k − 1)!!(2m− 2k + 1)!!

2mm!
a2m, (3.19)

pois:

(2m+ 1− 2k)

∫
((a cos θ)2m−2k(a sin θ)2k)dθ = (2m+ 1− 2k)a2m

∫
sin2k θ cos2(m−k) θdθ.

Logo, usando a equação (3.12), segue que o monômio em questão é o seguinte:

(2m+ 1− 2k)a2m
(2k − 1)!!(2m− 2k − 1)!!

2mm!
=

(2k − 1)!!(2m− 2k + 1)!!

2mm!
a2m.

Analogamente,

(ii) O monômio 2a2m+1−2k,2kV
′
0(ρ)x2m+2−2ky2k contribui com

(2k − 1)!!(2m− 2k + 1)!!

2m(m+ 1)!
a2m+2. (3.20)

(iii) O monômio (2m+ 1− 2k)b2k,2m+1−2kV0(ρ)x2ky2m−2k contribui com

(2k − 1)!!(2m− 2k + 1)!!

2mm!
a2m. (3.21)
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(iv) O monômio 2b2k,2m+1−2kV
′
0(ρ)x2ky2m+2−2k contribui com

(2k − 1)!!(2m− 2k + 1)!!

2m(m+ 1)!
a2m+2. (3.22)

Assim, (3.18) contribui para o coeficiente de θ com:

m∑
k=0

(2m+ 1− 2k)!!(2k − 1)!!

2mm!
(a2m+1−2k,2k + b2k,2m+1−2k)ρ

mV0(ρ)−

m∑
k=0

(2m+ 1− 2k)!!(2k − 1)!!

2m(m+ 1)!
(a2m+1−2k,2k + b2k,2m+1−2k)ρ

m+1V ′0(ρ) =

= (m+ 1)pmρ
mV0(ρ)− pmρm+1V ′0(ρ).

Logo, a afirmação está provada.

Para anular o coeficiente de θ, por (3.13) temos:

p′(ρ)V0(ρ)− p(ρ)V ′0(ρ) = 0. (3.23)

Como p(ρ) só tem ráızes simples segue, de (3.23), que p(ρ) = 0 implica V0(ρ) = 0. Além

disso, supondo p(ρ) 6= 0, obtemos, de (3.23), pela regra do quociente, que(
V0(ρ)

p(ρ)

)′
p2(ρ) = 0⇒

(
V0(ρ)

p(ρ)

)′
= 0⇒ V0(ρ)

p(ρ)
= c, c ∈ R.

E, portanto, V0(ρ) = cp(ρ), c ∈ R, onde podemos escolher c = 1.

Pelo Teorema 2.21, segue que os ciclos limite de (3.1) estão contidos no conjunto

Σ = {(x, y) ∈ R2;V (x, y) = V0(x
2 + y2) + εV1(x, y) +O(ε2) = 0}.

Como, por hipótese, p(ρ) tem 0 ≤ h ≤ m ráızes simples, positivas, com ρ = r2i , para

i = 1, . . . , h, e ρ = 0 é também uma raiz simples de p(ρ), fazendo ε → 0 segue, pelo Teorema

da Função Impĺıcita, que o sistema (3.2) tem no máximo h ciclos limite, que são assintóticos

aos ćırculos de raio ri, como queŕıamos.

Definição 3.4. Chamamos de sistema de Lienard, um sistema da forma ẋ = −y + F (x, y)

ẏ = x
(3.24)

O próximo resultado é devido a Blows e Perko [6] e melhora um resultado anterior de Lins,

de Melo e Pugh [20]. Podemos obtê-lo como um caso particular do Teorema 3.3, como em [12].
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Corolário 3.5. Para ε 6= 0 suficientemente pequeno, o sistema de Lienard (3.24) com F (x) =

ε
2m+1∑
i=1

aix
i tem no máximo m ciclos limite centrados na origem quando ε→ 0, se a equação de

grau m em ρ = r2j ,

q(ρ) =
1

2
a1 +

3

8
a3ρ+

5

16
a5ρ

2 +
35

128
a7ρ

3 + . . .+
1

22m+2

(
2m+ 2

m+ 1

)
a2m+1ρ

m, (3.25)

tem m ráızes reais positivas ρ = r2j , j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Se no sistema (3.2) tomarmos n = 2m+ 1, ai0 = ai para i = 1, . . . , n e todos os

outros coeficientes aij e bij nulos, obtemos o sistema (3.24) com F (x) = ε
2m+1∑
i=1

aix
i. Neste caso,

j∑
k=0

(2j + 1− 2k)!!(2k − 1)!!(a2j+1−2k,2k + b2k,2j+1−2k) = (2j + 1)!!a2j+1,

pois se k 6= 0, os coeficientes a2j−1−2k,2k + b2k,2j+1−2k são todos nulos, assim segue que

pj =
1

2j(j + 1)!
(2j + 1)!!a2j+1.

E, portanto,

p(ρ) =
m∑
j=0

pjρ
j+1 =

m∑
j=0

(2j + 1)!!

2j(j + 1)!
a2j+1ρ

j+1.

Por indução sobre j, segue que:

(2j + 1)!! =
1

2j+1
(2j + 2)(2j + 1) . . . (j + 2), j = 0, 1, 2, . . . (3.26)

De fato, para j = 0 a expressão (3.26) é facilmente verificada.

Na hipótese de indução, assumimos que (3.26) seja válida para j = k.

Assim, para j = k + 1, temos:

(2(k + 1) + 1)!! = (2k + 3)(2k + 1)!! =
1

2k+1
(2k + 3)(2k + 2)(2k + 1) . . . (k + 2).

Por outro lado,

1

2(k+1)+1
(2(k + 1) + 2)(2(k + 1) + 1) . . . ((k + 1) + 2) =

1

2k+2
2(k + 2)(2k + 3) . . . (k + 3) =

=
1

2k+1
(2k + 3)(2k + 2)(2k + 1) . . . (k + 2).

Logo, segue o desejado e, consequentemente,

(2j + 1)!!

2j(j + 1)!
=

1

2j(j + 1)!
· 1

2j+1
(2j + 2)(2j + 1) . . . (j + 2) =

1

22j+1
· (2j + 2)(2j + 1) . . . (j + 2)

(j + 1)!
=
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=
1

22j+1

(
2j + 2

j + 1

)
.

Agora,

p(ρ) =
m∑
j=0

(2j + 1)!!

2j(j + 1)!
a2j+1ρ

j+1 =
m∑
j=0

1

22j+1

(
2j + 2

j + 1

)
a2j+1ρ

j+1 = 2ρq(ρ),

e, como por hipótese, q(ρ) tem m ráızes reais, simples, positivas, ρ = r2j , j = 1, . . . ,m segue

que p(ρ) satisfaz as hipóteses do Teorema 3.3 e disso, segue o resultado.

A próxima proposição mostra como usar o Teorema 2.21 para obter a forma dos ciclos limite

que bifurcam de um centro. Tal resultado foi apresentado em [12].

Proposição 3.6. Para ε 6= 0 suficientemente pequeno, o sistema de Lienard ẋ = −y + ε(a1x+ a2x
2 + a3x

3)

ẏ = x
(3.27)

tem no máximo um ciclo limite se a1a3 < 0. Além disso, este ciclo limite é assintótico ao

ćırculo de raio
√
−4a1

3a3
quando ε→ 0 e a sua forma é dada pela curva

V0 + εV1 +O(ε2) = 0 (3.28)

onde,

V0 =
(
a1 + 3

4
a3(x

2 + y2)
)

(x2 + y2)

V1 = − 1

12
[12a21x− 8a1a2y

2 + 3a1a3(5x
3 + 3xy2) + 6a2a3(3x

4 + 4x2y2 + y4) + 9a23(x
5 + x3y2)] y.

Demonstração. O sistema (3.27) é um sistema de Lienard com F (x) = ε(a1x+ a2x
2 + a3x

3) =

ε
3∑
i=1

aix
i e, seguindo a notação do corolário anterior, temos n = 3 e m = 1. Assim,

q(ρ) =
1

2
a1 +

3

8
a3ρ⇒ q(ρ) = 0⇔ ρ = −4a1

3a3
,

e, portanto, ρ > 0⇔ a1a3 < 0.

Logo, pelo Corolário 3.5, segue que para ε suficientemente pequeno, o sistema (3.27) tem

no máximo um ciclo limite se a1a3 < 0. Além disso, este ciclo limite é assintótico ao ćırculo de

raio
√
ρ =

√
−4a1

3a3
.

Resta mostrar que a forma deste ciclo limite, até os termos de ordem dois, é dada pela curva

(3.28), com V0 e V1 dadas no enunciado. Para isso, repetimos o método da demonstração do

Teorema 3.3.
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Como (3.27) é anaĺıtico, já que é um sistema polinomial, o fator integrante inverso V =

V (x, y, ε) associado a este sistema é anaĺıtico. Logo, podemos escrever:

V = V (x, y, ε) = V0(x, y) + εV1(x, y) +O(ε2). (3.29)

Como vimos na demostração do Teorema 3.3, o termo de ordem zero, em ε, da equação

P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
=

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
V é dado por −y∂V0

∂x
+ x

∂V0
∂y

= 0, onde V0 = V0(x
2 + y2).

Além disso, o termo de ordem um, em ε, é dado por −y∂V1
∂x

+ x
∂V1
∂y

= f , com f(x, y) dada

na equação (3.7).

Vamos calcular f(x, y) para esse caso particular. Temos:

P
∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
= (−y + ε(a1x+ a2x

2 + a3x
3))

(
∂V0
∂x

+ ε
∂V1
∂x

+
∂

∂x
O(ε2)

)
+

+x

(
∂V0
∂y

+ ε
∂V1
∂y

+
∂

∂y
O(ε2)

)
=

(
−y∂V0

∂x
+ x

∂V0
∂y

)
+

+ε

(
−y∂V1

∂x
+ x

∂V1
∂y

+
∂V0
∂x

(a1x+ a2x
2 + a3x

3)

)
+O(ε2),

e,(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
V = ε(a1 + 2a2x+ 3a3x

2)(V0 + εV1 +O(ε2)) = εV0(a1 + 2a2x+ 3a3x
2) +O(ε2).

Logo,

f(x, y) = V0(a1 + 2a2x+ 3a3x
2)− 2V ′0(a1x

2 + a2x
3 + a3x

4), (3.30)

onde V ′0 indica a derivada em relação a x2 + y2.

Para resolvermos

− y∂V1
∂x

+ x
∂V1
∂y

= f(x, y), (3.31)

resolvemos o sistema de equações diferenciais ordinárias

−1

y
dx =

1

x
dx =

1

f
dV1,

e obtemos

V1 =

∫
f

x
dy.

Definindo,

g(a2, y) =

∫
f(
√
a2 − y2, y)√
a2 − y2

dy,
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temos

V1(x, y) =

∫
f(x, y)

x
dy = g(a2, y) = g(x2 + y2, y)

é uma solução de (3.31).

Fazendo x = a cos θ e y = a sin θ, segue que,

g(a2, a sin θ) =

∫
f(a cos θ, a sin θ)

a cos θ
a cos θdθ =

∫
f(a cos θ, a sin θ)dθ.

Logo, o cálculo de g(a2, a sin θ) se reduz ao cálculo de integrais da forma
∫

sins θ cosr θdθ.

Na demonstração do Teorema 3.3, vimos que as primitivas de tais integrais são polinômios nas

variáveis sin θ e cos θ além de, eventualmente, um termo linear em θ que só aparece quando r e s

são pares. Vimos também que devemos anular o coeficiente do termo linear θ, e que se juntarmos

todos os monômios onde xrys aparecem com r e s pares em f(x, y) e se os integrarmos, então

obteremos que o coeficiente de θ em
∫
f(a cos θ, a sin θ)dθ é dado pela equação (3.13), onde p(ρ)

é o polinômio definido em (3.3) e ρ = a2.

Anulando o coeficiente de θ, segue da equação (3.13) que p(ρ) = cV0(ρ), c ∈ R e escolhemos

c = 1. Neste caso, como m = 1, temos:

p(ρ) =
1∑
j=0

pjρ
j =

1∑
j=0

(2j + 1)!!

2j(j + 1)!!
a2j+1ρ

j+1 = a1ρ+
3

4
a3ρ

2 =

(
a1 +

3

4
a3ρ

)
ρ.

Logo, como ρ = x2 + y2, segue que

V0(x, y) =

(
a1 +

3

4
a3(x

2 + y2)

)
(x2 + y2).

Resta agora obter a expressão de V1(x, y), para isso, substitúımos V0(x, y) na equação dada

por (3.31) e a resolvemos, obtendo, com a ajuda de softwares, a expressão V1(x, y) desejada.

3.2 Configurações de Ciclos Limite em Campos Vetoriais Planares

Nesta seção, mostraremos que toda configuração de curvas fechadas, simples e disjuntas do

plano é topologicamente realizável como um conjunto de ciclos limite de um campo vetorial

polinomial. Além disso, a configuração pode ser realizável por ciclos limite algébricos. No

teorema aqui estudado, forneceremos um campo vetorial polinomial que realiza uma dada

configuração.
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Definição 3.7. (a) Uma configuração de ciclos limite é um conjunto finito C = {C1, . . . , Cn}

de curva fechadas, simples e disjuntas do plano.

(b) Dada uma configuração de ciclos limite C = {C1, . . . , Cn}, a curva Ci é dita primária se

não existe curva Cj, da configuração C, contida na região limitada por Ci.

(c) Duas configurações de ciclos limite C = {C1, . . . , Cn} e C ′ = {C ′1, . . . , C
′
m} são

(topologicamente) equivalentes se existir um homeomorfismo h : R2 → R2 tal que

h

(
n⋃
i=1

Ci

)
=

m⋃
i=1

C ′i.

(d) Um campo vetorial X realiza a configuração de ciclos limite C se o conjunto de todos

os ciclos limite de X for equivalente à C. Neste caso, dizemos que a configuração C é

realizável por X.

Observe que, se C = {C1, . . . , Cn} e C ′ = {C ′1, . . . , C ′m} são (topologicamente) equivalentes,

então m = n.

Definição 3.8. Um ciclo limite é dito algébrico se for uma componente de uma curva algébrica.

O objetivo principal dessa seção é demonstrar o seguinte teorema, apresentado em [21].

Teorema 3.9. Seja C = {C1, . . . , Cn} uma configuração de ciclos limite e seja r o número de

curvas primárias dessa configuração. Então:

(a) A configuração C é realizável por um campo vetorial planar.

(b) A configuração C é realizável como uma configuração de ciclos limite algébricos por um

campo vetorial de grau menor ou igual a 2(n+ r)− 1.

Antes da demonstração, introduzimos o conceito de logaritmo complexo que será usado na

mesma (para mais detalhes, ver [11]).

Definição 3.10. O logaritmo de um número complexo z = reiθ 6= 0 é definido por

log z = ln r + iθ = ln |z|+ i arg(z).

O logaritmo está definido para todo número complexo z 6= 0 e se reduz ao logaritmo real

quando θ = 0.
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Como a fórmula acima permite atribuir ao logaritmo vários valores distintos, dependendo

do argumento usado para o número z, dizemos que ela é uma função multivalente. Esta função

é, a rigor, imprópria, mas é usada por conveniência. Por esse motivo, para enfatizar, ou evitar

quaisquer dúvidas, às vezes, usamos a expressão função univalente.

Observe que, para que o logaritmo seja uma função univalente basta restringirmos o

argumento de z a um intervalo do tipo 2kπ < θ ≤ 2(k + 1)π com k = 0,±1,±2, . . . Quando

k = 0 obtemos o que chamamos de valor principal do logaritmo. Além disso, observe que

qualquer restrição do argumento a um intervalo de comprimento 2π, α < θ ≤ α+ 2π, introduz

descontinuidades na função log z ao longo do raio pela origem e de argumento α.

Da análise complexa, temos
d

dz
log z =

1

z
,

além disso,

log(z1z2) = log z1 + log z2 = ln(r1r2) + i((θ1 + θ2) + 2(k1 + k2)π), (3.32)

onde k1 e k2 são inteiros arbitrários, z1 = r1e
iθ1 e z2 = r2e

iθ2 .

Observe que, a fórmula (3.32), é válida, com o seguinte significado: o conjunto de valores

posśıveis de log(z1z2) coincide com o conjunto dos valores posśıveis de log z1 + log z2.

No caso em que z1 = z2 = z = reiθ a equação (3.32) se reduz a

log z2 = 2 log z = ln r2 + i((2θ) + 2(2k)π).

Definição 3.11. Dados dois números complexos z e β, com z 6= 0, definimos zβ por

zβ = eβ log z.

Assim, β log z é um dos logaritmos de zβ e

log zβ = β log z + 2kπi.

Observe ainda que, quando consideramos o argumento principal 0 < θ < 2π, temos k = 0

nas fórmulas anteriores.

Demonstração. (do Teorema 3.9). Seja C = {C1, . . . , Cn} a configuração de ciclos limite dada

no enunciado do teorema. Para toda curva primária Cj escolhemos um ponto pj no interior da

componente limitada por Cj.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que:
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(a) Cada curva Ci é um ćırculo definido por

fi(x, y) = (x− xi)2 + (y − yi)2 − r2i = 0 (3.33)

para i = 1, . . . , n.

(b) As curvas primárias da configuração C são as curvas Cj e os pontos pj escolhidos tem

coordenadas (xj, yj), para j = 1, . . . , r.

Para todo ponto pj escolhido, definimos:

fn+2j−1(x, y) = (x− xj) + i(y − yj),

fn+2j(x, y) = (x− xj)− i(y − yj),
(3.34)

onde i =
√
−1 e j = 1, . . . , r.

Consideramos a função:

F = fλ11 · . . . · fλnn · f
λn+1

n+1 · f
λn+2

n+2 · . . . · f
λn+2r−1

n+2r−1 · f
λn+2r

n+2r =
n+2r∏
k=1

fλkk , (3.35)

com λ1 = . . . = λn = 1, λn+2j−1 = 1 + i, λn+2j = 1− i, i =
√
−1 e j = 1, . . . , r.

Afirmação 1: A função F dada em (3.35) pode ser escrita como

F (x, y) = A(x, y)B(x, y)C(x, y),

onde

A(x, y) =
n∏
i=1

(
(x− xi)2 + (y − yi)2 − r2i

)
,

B(x, y) =
r∏
j=1

(
(x− xj)2 + (y − yj)2

)
,

C(x, y) = exp

(
−2

r∑
j=1

arctan

(
y − yj
x− xj

))
.

Neste caso, a função arctan

(
y − yj
x− xj

)
deve ser entendida como a função arg(z − zj), onde

z = x+ iy e zj = xj + iyj.

De fato, a função A(x, y) nada mais é do que produto dos n primeiros termos de F .

Observe que, para todo 1 ≤ j ≤ r, temos:(
f 1+i
n+2j−1

)
·
(
f 1−i
n+2j

)
= ((x− xj) + i(y − yj))1+i · ((x− xj)− i(y − yj))1−i =

= ((x− xj)2 + (y − yj)2) ·
(

((x− xj) + i(y − yj))i · ((x− xj)− i(y − yj))−i
)
.

(3.36)
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Para simplificar a notação, chamamos (x− xj) = a e (y − yj) = b. Assim,

(a+ bi)i = exp(i log(a+ bi)) = exp(i ln |a+ bi|) · exp(− arg(a+ bi)),

(a− bi)−i = exp(−i log(a− bi)) = exp(−i ln |a− bi|) · exp(arg(a− bi)).

Logo, como |a+ bi| = |a− bi| e arg(a+ bi) = − arg(a− bi), temos:

(a+ bi)i · (a− bi)−i = exp(−2 arg(a+ bi)).

Voltando à notação inicial, temos:

((x− xj) + i(y − yj))i · ((x− xj)− i(y − yj))−i = exp(−2 arg((x− xj) + i(y − yj))) =

= exp

(
−2 arctan

(
y − yj
x− xj

))
. (3.37)

Assim, quando fazemos o produto, para todo j = 1, . . . , r obtemos, a partir das equações

(3.36) e (3.37), os termos B(x, y) e C(x, y) definidos acima.

Observe que a função F é uma função real, pois A, B e C são funções reais. Logo,

H = logF = log

(
n+2r∏
k=1

fλkk

)
=

n+2r∑
k=1

λk log fk, (3.38)

é também uma função real, onde log indica o logaritmo complexo.

Logo, H está bem definida e seu domı́nio é{
(x, y) ∈ R2; (x, y) /∈

n⋃
i=1

Ci ∪ {p1, . . . , pr}

}
.

Afirmação 2: O campo de vetores ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y)
(3.39)

onde,

P (x, y) = −
n+2r∑
k=1

λk

(
n+2r∏

l=1, l 6=k

fl(x, y)

)
∂fk
∂y

(x, y)

e

Q(x, y) =
n+2r∑
k=1

λk

(
n+2r∏

l=1, l 6=k

fl(x, y)

)
∂fk
∂x

(x, y)

satisfaz o item (b) do Teorema 3.9.
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De fato, chamamos V =
n+2r∏
k=1

fk. Primeiro, observamos que

∂H

∂x
=
Q

V
,
∂H

∂y
=
−P
V
, (3.40)

pois:

∂H

∂x
=
∂(logF )

∂x
=

1

F
· ∂F
∂x

=
1

n+2r∏
k=1

fλkk

·
n+2r∑
k=1

λkf
λk−1
k

∂fk
∂x

(
n+2r∏

l=1, l 6=k

fλll

)
=

n+2r∑
k=1

λk

∂fk
∂x

fk

e,

Q

V
=

n+2r∑
k=1

λk

(
n+2r∏

l=1, l 6=k

fl

)
∂fk
∂x

n+2r∏
k=1

fk

=
n+2r∑
k=1

λk

∂fk
∂x

fk
.

A outra igualdade segue de forma análoga.

Dessa forma, como H e V são funções reais, segue que P e Q são funções reais e,

consequentemente, o campo vetorial X = (P,Q) é real. Além disso, da definição de P e

Q, segue que X é um campo vetorial polinomial de grau no máximo 2n + 2r − 1. De (3.40)

segue que o campo
1

V
X =

(
1

V
P,

1

V
Q

)
é Hamiltoniano e

∂P

∂x
= −V ∂2H

∂y∂x
− ∂V

∂x

∂H

∂y
,

∂Q

∂y
= V

∂2H

∂x∂y
+
∂V

∂y

∂H

∂x
.

Assim, como H ∈ C2, temos:(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y

)
V = −∂V

∂x

∂H

∂y
V +

∂V

∂y

∂H

∂x
V = P

∂V

∂x
+Q

∂V

∂y
.

Logo, V é um fator integrante inverso para X.

Note que V está bem definida em todo o R2, já que é uma função polinomial e que Σ =

{(x, y) ∈ R2;V (x, y) = 0} = (
⋃n
i=1Ci) ∪ {p1, . . . , pr}. Dessa forma, pelo Teorema 2.21, se o

campo de vetores X tiver ciclos limite eles estarão contidos em Σ, ou seja, serão os ćırculos

Ci, i = 1, . . . , n.
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Para concluir a demonstração, devemos provar que todos esses ćırculos, Ci, i = 1, . . . , n,

são ciclos limite para o campo de vetores X.

Afirmação 3: F é uma integral primeira do campo X.

De fato, seja γ(t) = (x(t), y(t)) uma solução qualquer do campo de vetores X. Para mostrar

que F é uma integral primeira para X usaremos a equação (3.40) e o fato de H = logF implicar

F = exp(H). Com isso, temos:

(F ◦ γ)′(t) =
∂F

∂x

dx

dt
+
∂F

∂y

dy

dt
= exp(H)

∂H

∂x
P + exp(H)

∂H

∂y
Q = exp(H)

(
PQ

V
− PQ

V

)
= 0.

Assim, (F ◦γ)′(t) = 0, para todo t ∈ R e, portanto, F é uma integral primeira para o campo

vetorial X.

Como F é uma integral primeira para o campo X, os ćırculos Ci, i = 1, . . . , n, são formados

por soluções do campo, já que eles estão contidos no ńıvel zero de F .

Provemos, agora, que todo ćırculo Ci, i = 1, . . . , n, não tem pontos singulares e, portanto,

é uma órbita periódica.

Suponhamos que (x0, y0) ∈ Ci seja um ponto singular de X, dessa forma, P (x0, y0) =

Q(x0, y0) = fi(x0, y0) = 0. Pela definição de P (x, y) e Q(x, y) e como fi(x0, y0) = 0, segue:

0 = P (x0, y0) = −
n+2r∑
k=1

λk

(
n+2r∏

l=1, l 6=k

fl(x0, y0)

)
∂fk
∂y

(x0, y0) = −λi

(
n+2r∏

l=1, l 6=i

fl(x0, y0)

)
∂fi
∂y

(x0, y0),

(3.41)

e

0 = Q(x0, y0) =
n+2r∑
k=1

λk

(
n+2r∏

l=1, l 6=k

fl(x0, y0)

)
∂fk
∂x

(x0, y0) = λi

(
n+2r∏

l=1, l 6=i

fl(x0, y0)

)
∂fi
∂x

(x0, y0).

(3.42)

Como (x0, y0) ∈ Ci segue, das equações (3.33) e (3.34) e do fato que as curvas Ci são

disjuntas, que fj(x0, y0) 6= 0, para todo j = 1, . . . , n, j 6= i. Além disso, por definição, λk 6= 0,

para todo k = 1, . . . , n+ 2r. Assim, (3.41) e (3.42) implicam que

∂fi
∂x

(x0, y0) = 0 =
∂fi
∂y

(x0, y0)⇒ 2(x0 − xi) = 0 = 2(y0 − yi)⇒ x0 = xi e y0 = yi,

o que é absurdo, pois (x0, y0) ∈ Ci e (xi, yi) é o centro de Ci.

Portanto, todo ćırculo Ci, i = 1, . . . , n é uma órbita periódica do campo X.

Por fim, provaremos que Ci é um ciclo limite, para todo i = 1, . . . , n.

Note que todos os ćırculos Ci, i = 1, . . . , n e todos os pontos pj, j = 1, . . . , r estão no ńıvel

zero de F e que essas são as únicas órbitas de X contidas nesse ńıvel de F .
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Suponhamos, por absurdo, que Cj não seja um ciclo limite do campo de vetores X, com

j ∈ {1, . . . , n}. Assim, existe uma curva periódica α(t) = {(x(t), y(t)), t ∈ [0, T ]}, diferente de

C1, . . . , Cn e suficientemente próxima de Cj, de forma que os pontos de {p1, . . . , pr} contidos na

componente limitada por Cj, digamos {p1, . . . , ps}, são os mesmos pontos que estão contidos

na componente limitada por α(t). Observe que, a existência da curva α(t), nessas condições,

é garantida pois existe apenas um número finito de pontos contidos na componente limitada

por Cj e, como Cj não é um ciclo limite, existem infinitas trajetórias fechadas, suficientemente

próximas de Cj.

Como α(t) não pertence ao conjunto {C1, . . . , Cn}, e F é uma integral primeira para o

campo de vetores X, existe h 6= 0 tal que

F (x(t), y(t)) = A(x(t), y(t))B(x(t), y(t)). exp

(
−2

r∑
m=1

θm(t)

)
= h, (3.43)

onde θm(t) = arctan

(
y(t)− ym
x(t)− xm

)
= arg((x(t) + iy(t))− (xm + iym)).

Por definição, as funções A(x, y) e B(x, y) são limitadas sobre α(t). Além disso, quando

entendemos θm(t) como arg((x(t) + iy(t)) − (xm + iym)), observamos que, para m = 1, . . . , s,

os ângulos θm(t) tendem, simultaneamente, para +∞ ou −∞, quando t → ∞ enquanto que,

para m = s+ 1, . . . , r os ângulos θm(t) permanecem limitados, quando t→∞.

Observe que, existe pelo menos um ponto pk dentro de cada ćırculo Ci, visto que escolhemos

esses pontos dentro de cada ćırculo primário da configuração C e, ou o ćırculo é primário ou

existirá um ćırculo primário dentro dele. Disso e da equação (3.43) segue que h→ 0 ou h→∞,

o que é absurdo.

Portanto, Cj é um ciclo limite para o campo vetorial X. Como j ∈ {1, . . . , n} é arbitrário,

o teorema está provado.

Observe que, na demonstração do teorema fornecemos uma expressão expĺıcita para o campo

de vetores polinomial satisfazendo o item (b) do Teorema 3.9. Claramente, o item (a) segue

diretamente do item (b).

Apresentamos a seguir, dois exemplos que ilustram o Teorema 3.9.
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Exemplo 3.12. Seja C = {C1, C2}, onde Ci, i = 1, 2 são, respectivamente, os ćırculos dado

por:

f1(x, y) = x2 + y2 − 1,

f2(x, y) = x2 + y2 − 4.
(3.44)

Escolhendo p1 = (0, 0), temos:

f3(x, y) = x+ iy,

f4(x, y) = x− iy,
(3.45)

Assim, usando as expressões de fi, i = 1, . . . , 4 dadas em (3.44) e (3.45), o campo vetorial

(P,Q) dado em (3.39) e com o auxilio de softwares computacionais temos que o campo que

realiza a configuração C é o seguinte

P (x, y) = 8x− 8y − 10x3 + 20x2y − 10xy2 + 20y3 + 2x5 − 6x4y + 4x3y2 − 12x2y3 + 2xy4 − 6y5

Q(x, y) = 8x+ 8y − 20x3 − 10x2y − 20xy2 − 10y3 + 6x5 + 2x4y + 12x3y2 + 4x2y3 + 6xy4 + 2y5.

Figura 3.1: Configuração C do Exemplo 3.12.

Figura 3.2: Campo vetorial que realiza a

configuração C do Exemplo 3.12.
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Exemplo 3.13. Seja C = {C1, C2, C3}, onde Ci, i = 1, 2, 3 são, respectivamente, os ćırculos

dado por:

f1(x, y) = x2 + y2 − 1,

f2(x, y) = (x− 4)2 + (y − 5)2 − 9

f3(x, y) = x2 + y2 − 4.

(3.46)

Escolhendo p1 = (0, 0) e p2 = (3, 5) temos:

f4(x, y) = x+ iy,

f5(x, y) = x− iy,

f6(x, y) = (x− 3) + i(y − 5),

f7(x, y) = (x− 3)− i(y − 5),

(3.47)

Assim, usando as expressões de fi, i = 1, . . . , 7 dadas em (3.46) e (3.47), o campo vetorial

(P,Q) dado em (3.39) e com o auxilio de softwares computacionais temos que o campo que

realiza a configuração C é o seguinte

P (x, y) = 4 + 1360x2 + 1360y2 − 240x3 + 10208x2y − 240xy2 + 10208y3 − 1660x4−

4592x3y − 9840x2y2 − 4592xy3 − 8180y4 + 300x5 − 2380x4y + 2000x3y2 − 4240x2y3+

1700xy4 − 1860y5 + 290x6 + 1656x5y + 3210x4y2 + 3312x3y3 + 5550x2y4 + 1656xy5+

2630y6 − 60x7 − 604x6y − 740x5y2 − 2020x4y3 − 1300x3y4 − 2228x2y5 − 620xy6 − 812y7+

10x8 + 68x7y + 140x6y2 + 204x5y3 + 360x4y4 + 204x3y5 + 340x2y6 + 68xy7 + 110y8−

6x8y − 24x6y3 − 36x4y5 − 24x2y7 − 6y9,

Q(x, y) = 4− 1088x2 − 1088y2 − 10416x3 + 320x2y − 10416xy2 + 320y3 + 5920x4+

6520x3y + 7248x2y2 + 6520xy3 + 1328y4 + 2640x5 − 1800x4y + 4760x3y2 − 2200x2y3+

2120xy4 − 400y5 − 1888x6 − 2340x5y − 4008x4y2 − 4680x3y3 − 2352x2y4 − 2340xy5−

232y6 + 552x7 + 640x6y + 1864x5y2 + 1360x4y3 + 2072x3y4 + 800x2y5 + 760xy6 + 80y7−

76x8 − 100x7y − 236x6y2 − 300x5y3 − 252x4y4 − 300x3y5 − 100x2y6 − 100xy7 − 8y8+

6x9 + 24x7y2 + 36x5y4 + 24x3y6 + 6xy8.
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Figura 3.3: Configuração C do Exemplo 3.13.

Figura 3.4: Campo vetorial que realiza a

configuração C do Exemplo 3.13.
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Aplicada, 2000.

[20] Lins, A.; de Melo, W.; Pugh, C. On Lienard’s equation, Lecture Notes in Math., New

York: Springer, 597, 335-57, 1977.
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