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Resumo

Estudamos dois critérios sobre a nao existéncia ou existéncia e unicidade de ciclos
limite para campos vetoriais planares. Aplicamos esses critérios em algumas
familias de campos vetoriais quadraticos e ctibicos, além de estudarmos uma féormula
explicita para o nimero de ciclos limite que bifurcam do centro linear & = —y, y = x,
quando o perturbamos com um campo vetorial polinomial arbitrario de grau n
tendo a origem como um ponto singular, obtendo assim o sistema perturbado
n n
T=—-y-+e Z aijxiyj, y=x+¢ Z bijxiyj. Usando o segundo critério, exibimos
i+j=1 itj=1
a configuracao dos ciclos limite que bifurcam deste centro. Por fim, apresentamos
uma segunda aplicagao do segundo critério, onde mostramos que toda configuracao

finita de curvas fechadas simples do plano é topologicamente realizavel como um

conjunto de ciclos limite de um campo vetorial polinomial planar.

Palavras-chave: Ciclos limite, Centro linear, Bifurcacoes.



Abstract

We study two criteria about the nonexistence or existence and uniquiness of
limit cycles of planar vector fields. We apply these criteria to some families of
quadratic and cubic polynomial vector fields. In addition to studying an explicit
formula for the number of limit cycles wich bifurcate out of the linear centre
T = —y, y = x, when we perturb it by an arbitrary polynomial vector field
of degree n having the origin as a singular point, getting the perturbed system
&= —y+ed i ary, §o= x4+ ey bya'y!. By the second criterion,
we present the shape of the bifurcated limit cycles of this center. Finally, we
present a second application of the second criterion, where we show that every finite
configuration of disjoint simple closed curves of the plane is topologically realizable

as the set of limit cycles of a planar polynomial vector field.

Keywords: Limit cycles, Linear center, Bifurcations.
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Introducao

Numa primeira parte desse trabalho, estudamos dois critérios sobre a nao existéncia
ou existéncia e unicidade de ciclos limite para campos vetoriais planares que é uma parte
interessante da pesquisa em teoria qualitativa das equacoes diferenciais. Poincaré foi quem
definiu ciclos limite para campos vetoriais planares em [22], que consiste de uma trajetdria
fechada e isolada, no conjunto de todas trajetérias fechadas. Dentro da teoria qualitativa
de sistemas dinamicos, a pesquisa por ciclos limite é um problema que gerou e gera muitos
trabalhos cientificos até hoje.

No final da década de 1920 van der Pol [23], Lienard [18] e Andronov [2] mostraram
que uma trajetoria fechada de um oscilador auto sustentavel ocorrendo em um circuito no
vacuo era um ciclo limite como definido por Poincaré. Apds essa observagao a nao existéncia
ou existéncia e unicidade, entre outras propriedades dos ciclos limite, comegaram a ser
estudadas extensivamente por matematicos, fisicos e, mais recentemente, por quimicos, bidlogos
e economistas.

O método mais conhecido para provar a nao existéncia de ciclos limite em uma regiao
simplesmente conexa é o método de Bendixson-Dulac e suas variagoes. Com o método de
Dulac também podemos obter um limite superior para o ntimero de trajetérias fechadas em
uma regiao multiplamente conexa, para mais detalhes ver [30]. Outro teorema bem conhecido
na area é o de Poincaré Bendixon, com ele podemos mostrar a existéncia de ciclos limite, dadas
algumas condigoes.

Problemas relacionados a unicidade de um ciclo limite para um dado sistema sao, em
geral, mais complicados do que problemas sobre existéncia dos mesmos. Alguns critérios
sobre unicidade de ciclos limite utilizam suas estabilidade ou instabilidade. Existem métodos
sobre a unicidade de ciclos limite desenvolvidos por Poincaré, Andronov, Cherkas, Levinson,

Leontovich, Liénard, Massera, Sansone, Zhang Zhifen e muitos outros autores, ver [30] para

11
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mais detalhes, mas, em geral, as condicoes para esses métodos sao muito restritivas. Além
disso, um dos melhores métodos para estudar a nao existéncia ou existéncia e unicidade de
ciclos limite é analisando a aplicacao de primeiro retorno de Poincaré definida em uma secao
transversal do fluxo planar mas, em geral, tal andlise é muito dificil.

Outros problemas surgem quando um sistema planar tem mais do que um ciclo limite e
queremos entender sua distribuicao no plano. Em 1900, Hilbert (ver [15]), na segunda parte
do seu décimo sexto problema, propos o problema mais famoso sobre ciclos limite: encontrar
uma estimativa para o limitante superior do nimero de ciclos limite que pode ocorrer em um
campo vetorial polinomial de grau n e estudar sua configura¢ao no plano. Em 1986, Bamon (ver
[5]) provou que campos vetoriais planares quadraticos tem um nimero finito de ciclos limite.
Posteriormente, Ecalle (ver [10]) e Ilyashenko (ver [16]) provaram que qualquer campo vetorial
polinomial tem um nimero finito de ciclos limite, sendo esses os resultados mais significativos em
resposta ao décimo sexto problema de Hilbert até entao e, dessa forma, tal problema continua
em aberto, exceto para campos vetoriais quadraticos.

Um outro problema bastante relevante da area é o de estudar o nimero de ciclos limite que
bifurcam de um ponto singular ou de um centro.

Estruturamos esta dissertacao da seguinte forma.

No capitulo 1, apresentamos algumas defini¢oes e teoremas cldssicos da area, sendo que
alguns deles serao importantes para a compreensao dos demais capitulos.

No capitulo 2, apresentamos dois critérios sobre a nao existéncia ou existéncia e unicidade

de ciclos limite para campos vetoriais planares, a saber.

Teorema 0.1 (Primeiro Critério). Sejam (P,Q) um campo vetorial C' definido em um
subconjunto aberto U do R?, (u(t),v(t)) uwma solu¢io periddica de (P,Q) de periodo T,
R : U — R uma aplicagao C* tal que fOT R(u(t),v(t))dt # 0 e V = V(z,y) uma solugdo
C' da equacdo diferencial parcial

oo v

o 95, — BV

Entao, a trajetoria fechada v = {(u(t),v(t)) € U; t € [0,T]} estd contida em ¥ = {(x,y) €
U; V(z,y) =0}, e ndo estd contida em um anel periédico do campo (P, Q). Além disso, se o

campo de vetores (P, Q) é analitico, entdo vy € um ciclo limite.

Teorema 0.2 (Segundo Critério). Sejam (P, Q) um campo de vetores C' definido em um
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subconjunto aberto U do R? e V uma solugdo C' da equacdo diferencial parcial

P (2P, 09,
ox dy

ax+8_y

Se v € um ciclo limite de (P,Q) entao v estd contido em ¥ = {(z,y) € U;V(x,y) = 0}.

Ainda neste capitulo, aplicamos esses dois critérios para estudar algumas familias de campos
vetoriais quadraticos e ctbicos.

Por fim, no terceiro capitulo, apresentamos duas aplicacoes do segundo critério.

A primeira aplicagao é sobre bifurcacoes de ciclos limite a partir do centro linear = =
—y, ¥y = x quando o perturbamos com polinomios arbitrarios de grau n, obtendo assim o
sistema perturbado

n
. 7 ]
rT=—-Yy+e E a;;xy’,
itj=1
n’ (1)
y=x+¢ E bijz'y’.
i+j=1

Com o seguinte teorema exibimos uma forma global para os ciclos limite que bifurcam deste

centro, em funcao de x, y e €.

Teorema 0.3. Para € suficientemente pequeno, se p(p) tem h raizes reais simples, com 0 <
h<m,p=12 comi=1,...,h ep=0 também é uma raiz simples de p(p), entdo o sistema
(1) tem no mdximo h ciclos limite que sdo assintdticos aos circulos de raio r; centrados na
origem, quando € — 0.

Onde p(p) € o polinémio de grau m + 1 definido por:

pp) = ijﬂjH,
j=0
com

1 &
pj = 2(2] + 1 —2k)1N(2k — )M (agj+1-25,2k + Dok 2j+1-2k),
Dl &

20(5 + —

en=2m+1 sen é impar en =2m + 2 sen € par.

Essa forma global nao pode ser obtida pelos métodos usuais aplicados para bifurcacoes de
ciclos limite a partir de centros, como os métodos baseados na aplicagao de primeiro retorno de
Poincaré, na integral de Poincaré-Melninkov ou nas integrais abelianas.

A segunda aplicacao é sobre configuragoes de ciclos limite para um campo vetorial planar.

Estudamos o seguinte resultado.



14

Teorema 0.4. Seja C = {C4,...,C,} uma configuragao de ciclos limite e seja r o nimero de

curvas primdrias dessa configuracao. Entao:
(a) A configuragao C € realizdvel por um campo vetorial planar.

(b) A configuracio C é realizavel como uma configuracao de ciclos limite algébricos por um

campo vetorial de grau menor ou igual a 2(n +r) — 1.

O problema de exibir um campo vetorial que realiza uma dada configuracao de ciclos
limite foi estudado por muitos autores. O caso foi resolvido, para campos de vetores C", por
Al'mukhamedov em [1], Balibrea e Jimenez em [4] e Valeeva em [28]. O item (a) do teorema
anterior foi resolvido por Schecter e Singer em [24], mas eles nao exibiram um campo vetorial

que realizava tal configuracao.



CAPITULO

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns dos principais resultados da teoria qualitativa das
equagoes diferenciais ordindrias (para mais detalhes ver, por exemplo, [8], [9] ou [25]). Esses
resultados serao necessarios para uma melhor compreensao do restante do texto. Nao nos
preocuparemos em demonstrar todos eles porém, nesses casos omissos, apresentaremos as
referéncias para tal demonstracao.

No decorrer deste capitulo, U sempre denotard um subconjunto aberto do R2.

1.1 Campos Vetoriais e Fluxos

Definicao 1.1. Um campo vetorial planar de classe C", r > 1, em U, é uma aplicagdao
X : U — R? de classe C". Sua representacdo grdfica consiste em plotar em cada ponto x € U,

o vetor X (x).

Associado ao campo de vetores X temos um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias da
forma
x = X(x), (1.1)
onde o ponto indica a derivada de x com relacao a variavel t. Dizemos que x é uma variavel
dependente enquanto ¢ é uma variavel independente.
As solugoes desse sistema sao curvas diferencidveis ¢ : I C R — U que para cada t € [

associam ¢(t) € U tal que
o

() = X (6(0)) (12)

15
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Defini¢ao 1.2. Seja p € U. Se X(p) = 0 dizemos que p € um ponto singular de X. Caso

contrdario, dizemos que p € um ponto reqular de X .

Note que, se p € U é um ponto singular de X, entdao ¢ : R — U dada por ¢(t) = p, é uma
solugao do sistema (1.1), pois

d

d—(f(t) =0=X(¢(t), VteR.
Definicao 1.3. Seja ¢ : I — U uma solugao de (1.1) com ¢(0) = p € U. Dizemos que a
solugdo ¢ € mazimal se para toda solugdo v : J — U, de (1.1), com I C J e, = ¢ tivermos
I = J e, consequentemente, 1) = ¢. Nesse caso, escrevemos I = I,, e chamamos I de intervalo

maximal.

Definicao 1.4. Seja ¢ : I, — U uma solu¢do mazimal do sistema (1.1) que pode ser regular
ou constante. Sua imagem v = {p(t); t € I,} € U, dotada com a orienta¢io induzida de ¢,
no caso em que ¢ € reqular, é chamada de trajetoria, ou orbita ou curva integral associada a

solugao mazximal ¢.

Teorema 1.5. Seja X : U — R? um campo vetorial de classe C", com 1 <r < 00 our = w,

caso em que X € analitico. Entao:

(a) (Ezisténcia e unicidade de solugoes maximais). Para todo x € U existe um intervalo

aberto I, e uma tnica solu¢ao mazximal ¢y : I, — U satisfazendo ¢4(0) = x.

(b) (Propriedade de grupo). Se y = ¢(t) e t € Iy entdo I, = Iy —t ={r—t; r € I;}. Além
disso, ¢y(s) = ¢x(t+s), Vs € 1.

(¢) (Diferenciabilidade com relagdo as condigoes iniciais). Seja Q = {(t,x); t € Iy e x €
U}. Entdo Q2 € aberto em R? e ¢ : Q — R? definida por ¢(t,x) = ¢4(x) é de classe C".
Além disso,

(%15 = DXy (L1190, Wit € 0 (1.3)
ot (8$ ) (&c )

onde DXy x) indica o jacobiano de X em ¢(t,x).
Para detalhes sobre a demonstragao, ver [25].

Definigao 1.6. A aplica¢io ¢ : Q — R? definida no item (c) do teorema anterior é chamada

fluzo associado ao sistema (1.1).
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Quando I, = R para todo x, o fluxo associado ao campo vetorial X estd definido em
Q =R x U. Mas, muitas vezes, I, # R e, por isso, o fluxo associado a X também é chamado
de fluxo local associado a X.

Se 2 =R x R? o item (b) do teorema anterior define um homeomorfismo de grupos t — ¢;
entre (R, +) e o grupo dos difeomorfismos C” de R? em R?, com a composi¢ao, pois para cada
t fixo, a aplicagao ¢; : R? — R? dada por ¢;(x) = ¢(t,x) é diferencidvel e possui inversa

¢ : R* = R?, dada por ¢-1(x) = d(—t,X) € P15 = P10 Ps.

Definicao 1.7. Dizemos que uma orbita é periddica se existe T > 0 tal que ¢ (t +T) =

o« (t), V t € I. Neste caso, o menor T que satisfaz essa equagio € dito o periodo da drbita.

Definicao 1.8. Um ciclo limite v de X é uma orbita periddica isolada de X, isto é, existe uma

vizinhanga V' de vy, tal que v € a unica orbita fechada do campo X que intersecta V.

1.2 Equivalencia e conjugacao de campos vetoriais e estrutura local

de singularidades hiperbdlicas

A fim de compararmos os retratos de fase de dois campos vetoriais planares, introduziremos

algumas nocoes de equivaléncia.

Definicao 1.9. Sejam X, e Xy campos definidos nos abertos U, e Uy de R?, respectivamente.
Dizemos que X; e Xy sao topologicamente equivalentes se existe um homeomorfismo
h : U — Uy que leva orbitas de X, em orbitas de X,, preservando a orientacdo. O
homeomorfismo h € dito uma equivaléncia topolégica entre X1 e Xs. Se h for um difeomorfismo

de classe C", dizemos que X1 e Xy sao C"-equivalentes .

Mais precisamente, se p € Uy e y(p) é a drbita orientada de X; que passa por p, temos

h(~v(p)) = a(h(p)), onde « é a érbita orientada de X5 que passa por h(p).

Definigao 1.10. Sejam ¢ : Q1 — R? e ¢ : Qy — R? 0s fluros associados aos campos de
vetores X1 e Xy, respectivamente. Dizemos que X; e Xy sao topologicamente conjugados se
existe um homeomorfismo h : Uy — U, tal que h(¢1(t,x)) = ¢a(t, h(x)), para todo (t,x) € Qy. O
homeomorfismo h € dito uma conjugacao topolégica entre X1 e Xy. Se h for um difeomorfismo
de classe C", dizemos que X1 e X5 sao C"-conjugados e, neste caso, h € dito uma C"-conjugacao

entre X1 e Xs.
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As duas defini¢oes anteriores estabelecem uma relacao de equivaléncia entre os campos X;
e Xy. Além disso, no caso da Defini¢ao 1.10 temos, necessariamente, [(x) = I3(h(x)), onde [

denota o intervalo maximal.

Proposicao 1.11. Sejam X; e Xy campos vetoriais de classe C" definidos nos abertos Uy e Us
de R?, respectivamente, e h : Uy — U, um difeomorfismo de classe C", r > 1. Entdo h € uma

conjugacao entre Xy e X se, e somente se,
Dhy(Xi(x)) = Xa(h(x)), (1.4)
para todo x € Uy.

Demonstragdo. Sejam ¢ : Q; — R? e ¢y : Qs — R? 0s fluxos associados aos campos vetoriais
X1 e X, respectivamente.
(=) Como h é uma conjugagao entre X; e X, e é diferenciavel, derivando a expressao

h(¢1(t,x)) = ¢a(t, h(x)) e avaliando em t = 0, temos:

Ot = Dhasg (56160)) = Doy (Xr(t: )., = Dhe (X1(x).

lt=0

Por outro lado,

% (02(t, h(x)))),_, = Xa(@2(t, h(x))) .oy = X2(h(x)).

Logo, a equagao (1.4) é satisfeita.

(<) Seja (t) = h(¢1(t,x)), com t € I,. Como

O = Doy 3 (61(6:3) = Dl X261, %)) = Xa(h(en(t,%))) = Xa((0),

segue que ¢ é uma solucdo de x = X5(x), x(0) = h(x) e, portanto, h(¢1(t,x)) = ¢a(t, h(x)). O

Observacgao 1.12. Uma equivaléncia h leva ponto singular em ponto singular e érbita periddica
em orbita periodica. Além disso, se h for uma conjugacao, o periodo das orbitas periodicas €

preservado. Assim, toda conjugacdo é uma equivaléncia, mas o contrdrio nao € vdlido.

Exemplo 1.13. Sejam X; = (y, —x) e Xy = (2y, —2z). Temos X; e Xy sao C"-equivalentes,
basta tomar h : R* — R? a funcio identidade dada por h(x) = x. Mas X; e Xy nao sdo

conjugados, pois o periodo das orbitas difeomorfas nao sao iguais.
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Definicao 1.14. Seja X : U — R? um campo de classe C, r > 1. Uma aplicagdo diferencidvel
f:A—=U, onde A é um subconjunto aberto de R é uma se¢io transversal local de X quando
para todo a € A o conjunto {f'(a)a, X(f(a))} € linearmente independente, para o # 0. Se f

¢ um homeomorfismo, dizemos que S = f(A) €é uma secdo transversal de X .

Note que, em R? uma secao transversal S = f(A) pode ser vista como um segmento de reta,

visto que f : A — S é um homeomorfismo.

Teorema 1.15 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam X : U — R* um campo vetorial de classe
C", comr > 1, p um ponto reqular de X e f : A — S uma secao transversal local de X com
f(0) = p. Entao existe uma vizinhanga V,, de p em U e um difeomorfismo h : 'V, — (—¢,¢) x B

de classe C", onde € > 0 e B é um intervalo aberto com centro na origem, tal que:
(1) h(SNV,)={0} x B,

(it) h € uma C"-conjugagdo entre X, e o campo constante Y : (—¢,e) X B — R? dado por

Y =(1,0).

I
2

S
YY Y

U \.B

Figura 1.1: O Teorema do Fluxo Tubular.

Demonstragao. Seja ¢ : Q — R? o fluxo associado ao campo X e considere Q4 = {(t,u) €
R%; (¢, f(u)) € Q}. Defina F': Q4 — U por F(t,u) = ¢(t, f(u)).
Observe que, ao fixar u a aplicacao F' leva retas horizontais em trajetorias de X. Além

disso, temos.

OF d
5(070) = E(gb(t?f(())))h:o = X(p)
0
20,0 = LPO.W)1sy = (f )y = F1(0).
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Logo, como f é uma sec¢ao transversal local em f(0) = p, {f'(0), X(p)} é linearmente
independente e, portanto, DF{g ¢ ¢ inversivel. Assim, pelo Teorema da Funcao Inversa, existe
e>0eBtalque F|___ ,:(—¢,¢) x B—V, ¢ difeomorfismo, com p € V.

“1

Seja h = (Fk_mw) . Como F({0} x B) = ¢(0, f(B)) = f(B) = SNV, entdo h(SNV,) =
{0} x B e, portanto, o item (i) estd provado.

Agora mostramos que h~! é uma conjugacao entre Y = (1,0) e X, usando a Proposi¢io
1.11. Temos:

1 oF 0
Dhiuy 0 Y (t,u) = DFy - (1,0) = —-(t u) = 2. (6(t, f(u)) =

= X(o(t, f(w))) = X(F(t,)) = X (b~ (t,0)).

Disso segue o item (ii).

]

Corolario 1.16. Seja S uma secao transversal de X. Para todo ponto p € S existem € =
e(p) > 0, uma vizinhanga V, de p em R? e uma fungio 7 : V, — R de classe C* tais que

T(V,NnS)=0ce

(a) Para todo q € V, a curva integral ¢(q) de X, € definida e bijetora em J, = (—e +

7(q), € +7(q))-

(b) £(q) = &(7(q), q) € S € o 1inico ponto onde ¢( -, q), intercepta S. Em particular,
e SNV, 7(q) =0.

(¢c) £:V — S éde classe C* e DE(q) € sobrejetora, para todo q € V,,. Mais ainda, DE(q)-v =0

se, e somente se, v = aX(q), para algum a € R.

Para mais detalhes e demonstragao ver [25], pagina 223.

Dado um ponto regular p de um campo vetorial planar X, de classe C", r > 1, o Teorema
do Fluxo Tubular nos da uma resposta completa sobre o comportamento do campo, em uma
vizinhanca de p. No entanto, em geral, este teorema nao é valido em torno de um ponto
singular. Quando esse ponto singular é hiperbédlico o Teorema de Grobman-Hartman nos ajuda

a entender o comportamento do campo X em torno dessa singularidade.

Definicao 1.17. Dizemos que um ponto singular p, de um campo vetorial X, de classe C",

r > 1, € hiperbdlico se todos os autovalores de DX (p) tem parte real nao nula.
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Definicao 1.18. Com a notagdo da defini¢cao anterior, o indice de estabilidade de X em p € o

numero de autovalores de DX (p) que tem parte real negativa.

Teorema 1.19 (Teorema de Grobman-Hartman). Sejam X : U — R? um campo vetorial de
classe C' e p um ponto singular hiperbélico de X. Entao X, em p, € localmente topologicamente

conjugado a DX (p) : R? = R?, em 0.

Para mais detalhes e demonstragao ver [25], pagina 226.

h
TN \
A y
Y A
\__/
h -1

Figura 1.2: O Teorema de Grobman-Hartman.

=

1.3 Aplicacao de Primeiro Retorno de Poincaré e ndice de

Estabilidade

A transformacao de Poincaré associada a uma érbita fechada v de um campo vetorial é um
difeomorfismo 7 que definiremos a seguir. Essa transformacao pode ser usada para auxiliar na
compreensao do comportamento do campo em uma vizinhanca de ~.

Seja y(t) = {¢i(p), t € [0, to]} uma 6rbita periddica de periodo ¢y de um campo vetorial
X :U — R? declasse C", » > 1, com p € S, onde S é uma secao transversal a X em
p. Pela continuidade do fluxo ¢, para todo ¢ € S suficientemente préximo de p, a trajetéria
¢+(q) permanece proxima a -y, onde t estd em um intervalo pré-fixado. Definimos 7(¢) como o
primeiro ponto onde a érbita ¢;(q) intersecta S. Chamando o dominio de 7 de Sy, observamos

que p € Sy e (p) = p (ver figura 1.3).
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S

e(q)

jhlicde de(q)

Figura 1.3: Aplicacao de primeiro retorno de Poincaré para um campo vetorial planar.

Note que, algumas propriedades do campo X, proximo a v, podem ser analisadas através da
transformacao de Poincaré w. Por exemplo, as érbitas periddicas de X, em uma vizinhanca de
7, sao dadas pelos pontos fixos de , isto é, pelos pontos ¢ € Sy tal que 7(q) = ¢q. Além disso,
o comportamento assintotico das orbitas de X, proximas a 7, também podem ser analisados

através de m, ja que lim 7"(q) = p implica que tlim d(¢(q),7y) = 0.
n—00 —00

Definicao 1.20. Com as notagoes acima, uma orbita fechada v € um atrator periodico quando

existe uma vizinhanga V., de «y tal que para todo q € V, temos tlim d(o¢(q),v) = 0.
—00

Usaremos o Teorema 1.15 e o Corolario 1.16 para dar mais precisao a definicao da
transformacao 7.

Seja V}, a vizinhanca de p dada no Corolario 1.16. Como ¢y,(p) = p, existe uma vizinhanca
So de p em S tal que ¢y, (q) € V), para todo ¢ € Sp. Seja £ : V,, = S a aplicac@o definida no

Corolario 1.16. Definimos 7 : Sg — S da seguinte forma

m(q) = & () = (@) = ¢(7(q), @) €5,

onde ¢ = ¢y,(q) e a dltima igualdade segue do item (b) do Corolério 1.16.

Outra expressao para a transformacao m é dada por

m(q) = ¢(to + 7(¢(t0,9)), q),
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onde 7 : V, = R é o tempo 7(x) que as drbitas por x € V, levam para retornar a S. Segue, pelo
Teorema das Fungoes Implicitas, que 7 é de classe C” e disso segue que 7 é da mesma classe de
diferenciabilidade de X.

Para definirmos a inversa 7=! : S — S de 7, basta tomarmos o campo —X. Assim, 7 é um

difeomorfismo de classe C".

Definicao 1.21. Sejam X : U — R? um campo vetorial de classe C*, ¢ : Q@ — R? o fluzo
associado a X e C' C U. Dizemos que C' é positivamente invariante pelo fluxo ¢ se ¢,(C) C C
para todo t > 0 e que C € negativamente invariante pelo fluxo ¢ se ¢4(C') C C para todo t < 0.

Por fim, dizemos que C € invariante pelo fluzo ¢ se C' € positiva e negativamente invariante.

Proposicao 1.22. Sejam X : U — R? um campo vetorial de classe C*, v um ciclo limite para
X eV, a vizinhanca de vy tal que v € a tunica Jrbita fechada de X que intercepta V.. Entao

existem apenas os sequintes tipos de ciclos limite (diminuindo V,, se necessdrio):
(a) estdvel, quando tliELn d(¢e(q),v) =0, VqgeVy;
—+o0
(b) instavel, quando tlim d(¢e(q),v) =0, YV geVy;
——00

(c) semi-estdvel, quando tligrn d(¢e(q),y) = 0, ¥ g € V, N Ext(y) e tlim d(pi(q),y) =
——+o00 ——00
0, V¢ e V,NInt(y), ou o contrdrio, onde Ext(y) corresponde ao exterior de vy e Int(7y)

ao wnterior.
Para mais detalhes e demonstragao, ver [25], pdgina 228.

Observagao 1.23. Com as notagoes da proposicao anterior, seque que vy € um ciclo limite se,

e somente se, p € um ponto fixo isolado de w. Além disso,
(a) v € estavel < |m(x) — p| < |x — pl|, para todo x # p suficientemente prézimo de p;
(b) v € instdavel & |m(x) — p| > |x — p|, para todo x # p suficientemente proximo de p;

(b) v € semi-estdvel < |m(x) —p| < |x—p|, para todo x € SN Ext(y) suficientemente prozimo
de p e |n(x) —p| > |x —p|, para todo x € SN Int(vy) suficientemente prozimo de p, ou ao

contrario.

Observagao 1.24. Como 7 € diferencidvel, se ©'(p) < 1 podemos concluir que € estdvel e se

7'(p) > 1 que 7 € instdvel.
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Defini¢ao 1.25. O divergente do campo X = (P,Q) € o trag¢o da matriz jacobiana de X, ou
seja,
0P Q)

%(ﬂf,y) + (7, y).

div(X(z,y)) = trD(X(z,y)) = By

O teorema a seguir nos da condi¢oes sobre a estabilidade de um ciclo limite analisando o

divergente do campo.

Teorema 1.26. Sejam X = (P,Q) : U — R? um campo vetorial de classe C1, v uma drbita
periodica de X de periodo T e w : Sy — S a transformacdo de Poincaré em uma secao

transversal S em p € . Entao:

7o) = | ) av(xXGonar) e ( [ ' (Grom+ Paw)a). 0

oP  0Q

T
Em particular, fazendo I = / (8_ + 5 > (y(¢))dt, seque que vy € estdvel se I < 0 e
0 Zz Y

instavel se I > 0.

Para mais detalhes, ver [25], pagina 229.

1.4 Conjuntos w-limite e a-limite

Sejam X : U — R? um campo vetorial de classe C” com, r > 1, ¢(t) = ¢(t, p) a trajetéria

de X passando por pem t =0 e I, = (w_(p), ws+(p)) o intervalo maximal de ¢(t, p).

Definigao 1.27. (i) Se wy(p) = 400 definimos o conjunto w—limite de p por w(p) = {q €

U; existe uma sequéncia (t,) com t, — +0o e ¢(t,,p) = q}.

(1) Se w_(p) = —oo definimos o conjunto a—limite de p por alp) = {q¢ €

U; existe uma sequéncia (t,) com t, — —o0 e ¢(tn,p) — q}.

Exemplo 1.28. Seja X : R? — R? dado por X (x,y) = (x,—y). Assim, ¢(t,p) = (c1et, cae™).

Consequentemente,
e Sep=(0,0), entao a(p) = w(p) = {(0,0)}.
o Sepe{(x,0); x#0}, entao a(p) = {(0,0)} ew(p) = 0.
o Sep e {(0,y); y#0}, entdo afp) =0 e w(p) = {(0,0)}.

o Sepe {(x,y);xy # 0}, entio w(p) = a(p) = 0.
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Exemplo 1.29. Seja X : U — R? e ¢(t,p) uma drbita periddica de X de periodo T. Entdo
w(p) = a(p) = {o(t,p), t € R}.

Proposi¢ao 1.30. Sejam X : U — R? um campo vetorial de classe C", r > 1 e vy, = ¢(t,p) a
orbita passando por p emt =0, onde p € U. Se q € 7, entdo w(p) = w(q).

Demonstragao. Como g € 7,, existe t € I, tal que ¢ = ¢(¢,p). Suponha que v € w(p). Assim,
existe uma sequéncia t,, — +oo tal que ¢(t,,p) — v. Logo,

v=lm ¢(tn,p) = lim ¢(t, —t,¢:(p)) = lim o(t, —t,q).

n—+00 n—-+4o00

Assim, existe sequéncia t, —t — 400 tal que ¢(t, — t,q) — v. Portanto, v € w(q) e

consequentemente w(p) C w(q). De forma andloga, mostramos a outra inclusao. O

Dessa forma, o conjunto w—Ilimite é propriedade da oérbita de um ponto e nao apenas do
ponto. Assim, podemos falar em conjunto w—limite de uma orbita como sendo o conjunto
w—limite de qualquer um dos pontos da érbita.

Observe que o mesmo resultado é valido para o conjunto a—limite.

De modo geral, seja ¢(t) = ¢(t, p) a trajetéria de um campo vetorial X : U — R? pelo ponto
p € U e seja ¥(t) = 1(t,p) a trajetéria do campo vetorial —X pelo ponto p. Logo 1 (t,p) =
¢(—t,p) e, consequentemente, o conjunto w—limite de () é igual ao conjunto a—limite de ¢(t)
e o conjunto a—limite de () é igual ao conjunto w—limite de ¢(¢). Assim, podemos estudar

as propriedades gerais dos conjuntos a—limite e w—limite para apenas um dos conjuntos.

Teorema 1.31. Sejam X : U — R? um campo vetorial de classe C", com r > 1 e ¢(t) =
o(t, p) =, a drbita que passa por p em t = 0. Se vy, C K, onde K é um conjunto compacto

entao:
(a) w(p) # 0.
(b) w(p) é compacto.

(¢) w(p) € invariante pelo fluzo, isto €, se q € w(p) ey, € a trajetdria que passa por q, entao

Vg C w(p).

(d) w(p) € conezo.
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(e) Seja v uma trajetoria de X. Se w(vy) C 7y, entao w(y) =y ey € um ponto singular ou

¢ uma orbita periodica.
Para mais detalhes e demonstragao ver [9], pagina 12.

Observacgao 1.32. Se 1y, nao estd contida em um conjunto compacto entao o conjunto w—limite

de v, w(v), pode nao ser conexo, como mostra a Figura 1.4.

@ \0)-Iimite
/

Figura 1.4: Um conjunto w—limite desconexo.

Teorema 1.33 (de Poincaré-Bendixon). Sejam X : U — R? de classe C", v > 1 ep € U tal

que v = {o(t, p); t >0} C K com K um conjunto compacto.
(a) Se w(p) contém somente pontos requlares, entao w(p) € uma drbita periddica.

(b) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) € formado por wm nimero finito

de orbitas requlares que tendem para os pontos singulares quando t — +o00.
(¢c) Se w(p) contém apenas singularidades, entao w(p) € uma unica singularidade.

Observacao 1.34. Reforcamos que um resultado andlogo ao Teorema 1.33 € wvalido para os

conjuntos a—limites.

Observacao 1.35. O Teorema 1.33 foi enunciado apenas para campos vetoriais planares e,
em geral, nao € valido em R™, n > 2. Isso se deve ao fato do Teorema da Curva de Jordan nao

ser valido no R™, com n > 2.

Teorema 1.36 (da Curva de Jordan). O complementar no plano de uma curva fechada e
simples tem duas componentes conexas abertas disjuntas, uma limitada e a outra ilimitada,

sendo a curva a fronteira comum das duas.
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Para demonstrar o Teorema 1.33 precisamos dos seguintes lemas.

Lema 1.37. Sep € SNw(y), onde S é uma segdo transversal de X ey = {¢(t)} € uma drbita

de X, entdo p € o limite de uma sequéncia de pontos ¢(t,) em S com t, — +oo.

Demonstragdo. Sejam p € S Nw(y) onde v = {p(t)} = {¢(¢, ¢)} e ¢ € R?, V, uma vizinhanga
de p e 7:V, = R como no Corolario 1.16. Assim, ¢(7(q), q) € S.

Como p € w(7y), existe uma sequéncia (t),) tal que t;, — +oo e ¢(t!,) = p quando n — +o0.
Logo, existe ng € N tal que ¢(t)) € V,, para todo n > ng. Definindo t,, = ¢/, + 7(¢(t],)), para

n > ngp, temos, usando propriedade de grupo,

O(tn) = ¢(tn, q) = ot +7((1), @), @) = &(7((t, ), &L, ),

assim, pela definicao de T segue que ¢(t,) € S.

Como 7 é continua, ¢(t,) — p e 7(p(t))) — 7(p) = 0, quando n — +oo. Assim, temos

lim ¢(tn) = lim ¢(7((t,)), é(t,)) = ¢(0, p) =p.

n—-+o0o n—+00
Portanto, existe uma sequéncia (¢,) tal que ¢(t,) € S, para todo n > ng e ¢(t,) — p,

quando n — +o00. A Figura 1.5 ilustra tal situacao.

!

!

e

Figura 1.5: Sequéncia monétona dos retornos.

Lema 1.38. Seja S uma segcao transversal de X contida em U. Se v é uma orbita de X e

p € SN~, entao fy;L NS € uma sequéncia mondtona.
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Demonstragao. Seja D = {t € RT; ¢(t,p) € S}. Segue, pelo Teorema do Fluxo Tubular, que
D é um conjunto discreto. Assim, podemos ordenar o conjunto D = {0 <t; <ty <...<t, <

Seja p; = p e defina ps = ¢(t1, p)y...,Pn = O(tn_1, Pn_1). Se p1 = p2, entado vy é uma orbita
periodica de periodo t; e assim, p, = p para todo n € N.

Se p1 # po, ordenamos S tomando o sentido positivo de cima para baixo como na Figura
1.5 e consideramos p; < ps. Provemos que py < ps.

Como o campo de vetores sempre cruza S no mesmo sentido, podemos supor, sem perda
de generalidade, que o sentido é da direita para a esquerda. Assim, consideramos a curva de
Jordan J formada pela uniao do segmento pip; € S com o arco pip, da Orbita .

Observe que a trajetoria de v a partir de to permanece no interior de J, pois pela unicidade
das trajetdrias ela nao pode intersectar o arco p;p, e como ja citamos, a trajetéria nao pode
cruzar S no sentido oposto o fluxo. Consequentemente, ps < ps = ¢(ta, p2).

Repetindo o mesmo argumento concluimos a demonstragao para o caso p; < pa. O caso
P2 < pp € analogo.

]

Lema 1.39. Se S ¢ uma se¢ao transversal a X em p € U, entao S Nw(p) € no mdzimo um

ponto.

Demonstragao. Pelo Lema 1.38, SN 7; ¢ uma sequeéncia mondtona. Logo, tem no maximo um
limite. Como pelo Lema 1.37, S Nw(p) é o limite de uma sequéncia de pontos ¢(t,) € S com
t, — 400 segue o resultado.

]

Lema 1.40. Seja p € U tal que ’y; esteja contida em um conjunto compacto e v uma orbita

de X tal que v C w(p). Se w(p) contém algum ponto reqular, entdo v € periddica e w(p) = .

Demonstragao. Seja ¢ € w(y) um ponto regular e seja V, e S, o aberto e a segao transversal
dados no Corolario 1.16.

Como g € w(y) NSy, pelo Lema 1.37, existe uma sequéncia ¢, — oo tal que v(¢,) € 9,
e y(t,) — q. Como v C w(p) e w(p) é compacto entdo, pelo Lema 1.39, segue que v(t,) é

constante e, portanto, v é uma 6rbita peridédica. Resta mostrar que v = w(p).
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Observe que como w(p) é conexo e ) # v C w(p) entdo, basta mostrar que 7 é aberto e
fechado em w(p).

Claramente v é fechado em w(p).

Seja p € v e V5 e Sp o aberto e a se¢ao transversal dados no Corolario 1.16. Para provarmos
que 7y é aberto em w(p) basta provarmos que V5 N~y = V5N w(p), pois como w(p) é conexo, é
aberto e fechado em w(p) e V5 também é aberto. Como v C w(p) entdao Vz N~y C VzNw(p).
Suponhamos que exista ¢ € Vz Nw(p) tal que g ¢ V3N, isto é, G ¢ 7.

Pelo Teorema do Fluxo Tubular, e como w(p) é invariante, existe t € R tal que ¢(t,q) €
w(p) NSy e ¢(t,q) # P, pois p € v e ¢ ¢ «. Portanto, ¢(¢,q) € Sz Nw(p) e p € Sy Nw(p), com
¢(t,q) # p, o que é um absurdo, pelo Lema 1.39.

O

Demonstragao do Teorema 1.33. (a) Suponha que w(p) contenha apenas pontos regulares.
Pelo item (a) do Teorema 1.31, w(p) # 0, assim, existe ¢ € w(p). Pelo item (¢) do mesmo

teorema, w(p) é invariante e assim, v, C w(p). Logo, pelo Lema 1.40, ~, é periddica e

w(p) = Yq-

(b) Suponha que w(p) tenha pontos regulares e singulares. Seja v C w(p) uma 6rbita regular.
Se w(7) tiver algum ponto regular entdo, pelo Lema 1.40, w(p) = 7, o que nao pode

ocorrer. Logo w(y) é uma singularidade.

(c) Segue direto da conexidade do conjunto w—limite.

1.5 Integral Primeira e Sistemas Hamiltonianos

Definigao 1.41. Seja X um campo de vetores C definido em U. Uma integral primeira para
X, em U, € uma funcao H : U — R, de classe C*, que nao é constante mas permanece

constante ao longo das trajetorias de X contidas em U.

Dessa forma, H é tal que (H o v)'(t) = 0 para toda solugdo v = ~y(t) do campo X e, em
particular, cada solu¢gdo do campo permanece em uma tnica curva de nivel H. = {(x,y) €
U; H(z,y) = c}. Assim, as curvas de niveis H,, em U, sao suficientes para descrever o retrato

de fase de X em U.
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Observagao 1.42. O conceito de integral primeira depende do campo X e do dominio U do

campo.

Definicao 1.43. Seja H uma aplicacao C*. Um sistema da forma

. oH
T oy
(1.6)
. oH
V=%

com (z,y) € U € chamado de sistema Hamiltoniano.

Note que H é uma integral primeira do sistema Hamiltoniano (1.6) pois dada uma solucao
v(t) = (u(t),v(t)) da equagao (1.6) temos:

(HoY () =5+ 5 =

Logo, H é constante ao longo de cada solugao de (1.6) mas nao é constante, pois se fosse,
z =19 = 0, 0 que nao nos interessa.

Consequentemente, para descrever o retrato de fase de um sistema Hamiltoniano em R?
basta descrever as curvas de niveis H(z,y) = ¢, ¢ € R.

No que segue, mostraremos que fluxos associados a sistemas Hamiltonianos preservam area,

no seguinte sentido.

Definicao 1.44. Dizemos que um difeomorfismo h : U — U preserva drea se para qualquer

aberto limitado E C U, temos A(E) = A(h(FE)), onde A denota a drea.

Proposicao 1.45. Um difeomorfismo h : E — E, de classe C*, com E C R? preserva drea se,

e somente se, o determinante jacobiano de h tem wvalor absoluto constante igual a 1.

Demonstracao. Pelo Teorema de Mudanca de Varidveis em integrais miltiplas, segue que para

todo U C E um aberto limitado do plano:

A(U) = /U 1dx = /h 71(U)|detD(h(x))\dx.

Em particular,
A(h(U)) = / 1dz = / | det D(h(z))|dx.
h(U) U

Assim:
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(=) Suponhamos, por absurdo, que | det D(h(x))| ndo seja constante igual a 1 em E. Entéao,
existe x € E tal que |det D(h(x))| # 1. Se |det D(h(x))| > 1, como a fungao determinante é
continua, existe @ > 1 e um aberto U € E tal que |det D(h(x))| > a > 1, para todo x € U.
Logo, A(R(U)) > A(U), o que é um absurdo, ja que h preserva area. Concluimos, de forma
andloga, quando | det D(h(x))| < 1.

(<) Se |Dh(x)| = 1, entao:

A(h(U)):/U|dech(:zc)|dX:/Uldx:A(U).

Logo, h preserva area.

]

Definigao 1.46. Seja X : E — R?*, X = (P,Q), um campo de vetores de classe C' definido
num aberto E C R? cujo fluzo ¢(t,x) = ¢4(x) estd definido para todo (t,x) € R x E. Dizemos

que o fluzo do campo X preserva drea se
A(o(U)) = A(U),

para cada U C E de drea finita e para cadat € R, ou seja, se para cada t fizado, o difeomorfismo

¢y - E — E preserva drea.

Proposigao 1.47 (Férmula de Liouville-Ostrogradski). Se X : E — R? € um campo de classe

C", 1 <r < oo, entdo o fluzo ¢y(x) de X € de classe C" e vale:

t
det D(y(x)) = exp ( / div(X(¢s(x)))ds> |
0
Para mais detalhes e demonstracao ver [8], pagina 407.

Teorema 1.48 (Teorema de Liouville). Se um campo vetorial planar de classe C' tem

divergente nulo, entao seu fluro preserva drea.

Demonstragao. Como, por hipétese, div(X(¢s(x))) = 0 segue, pela férmula de Liouville que
det D(¢4(x)) = 1 e, portanto, pela Proposigao 1.45, ¢, preserva érea.
L]

Note que o Teorema 1.48 nos d4 algumas relagoes entre as trajetorias de um campo vetorial

planar, pois considerando um feixe de trajetérias com condicoes iniciais em um aberto U € R?,
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com fluxo ¢;(U), como esse fluxo preserva drea nao é possivel que todas essas trajetérias se
afastem (respectivamente, aproximem) umas das outras, ja que isso causaria uma expansao
(respectivamente, compressdo) da area inicial. Assim, se existir uma diregdo em que as
trajetérias se afastem (respectivamente, aproximem) uma das outras também deve existir
uma outra diregdo em que elas se aproximem (respectivamente, afastem), o que pode tornar a

evolucao temporal da regiao U ao longo do fluxo muito complexa.
Proposicao 1.49. Fluzos associados a sistemas Hamiltonianos preservam drea.

Demonstracao. Basta mostrarmos que o divergente do campo associado ao sistema (1.6) é nulo.

OH OH
Seja X = (8_’ _8_) o campo associado ao sistema (1.6). Assim, como H € C?
Y T
0 (0H 0 o0H
div(X) = — | — —(——— | =0.
VX0 =5 (3y> +3y( 31’)
Logo, campos vetoriais planares Hamiltonianos preservam area. ]

Observacao 1.50. Tanto as definicoes, quanto as proposi¢oes e os teoremas que foram
enunciados, anteriormente, nesta secao sao vdlidos para dimensoes maiores. Optamos por

enuncid-los no R? tendo em vista o restante do trabalho.

S S
1 M1
ar) X2

Ot Ot

Figura 1.6: O que nao ocorre em um fluxo que preserva area.

Seja 7 : S — S uma aplicagdo de primeiro retorno de Poincaré em uma segao transversal
local S de um campo vetorial X.
Observe que, se existirem pontos x1,xs € S tais que x; # X2 e 7(x;) = Xo entao o fluxo ¢,

de X, no tempo t do primeiro retorno da trajetéria leva U em W = ¢,(U), como na Figura
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1.6. Como x; # X, segue que A(U) # A(W) e, portanto, o fluxo de X nao preserva érea.
Consequentemente, se o fluxo de um campo planar preserva area e se 7 : S — S é uma
aplicacao de primeiro retorno de Poincaré, onde S é uma secao transversal local do campo
entao 7 é a aplicacao identidade.

Logo, desta observacao e da Proposicao 1.22, segue que sistemas Hamiltonianos nao tem
ciclos limite. Além disso, se (zg,yo) ¢ um ponto singular do sistema (1.6), entdo o traco da

parte linear de (1.6) em (g, yo) é nula pois o divergente de um sistema Hamiltoniano é nulo.

S

n = identidade

Figura 1.7: Um fluxo que preserva area

Definigao 1.51. Seja X = (P, Q) um campo de vetores C* em U. Dizemos que X € exato em

U se
or _ 9Q
or Oy’

para todo (x,y) € U.

Observacao 1.52. Se U é simplesmente conexo e X € exato, entao X é Hamiltoniano.

~ 0 0
De fato, o campo X = (—Q, P) ¢ C*, pois X = (P,Q) ¢ C'. Além disso, 8_y<_Q) = %P e,
. . - . OH OH
portanto, o campo X € conservativo, isto €, existe H : U — R tal que X = VH = o (9_> )
T Y
Assim, considerando H = —H, temos
OH  oH OH  oH
—:——:Qe—:——:—P
ox ox oy oy

Logo, X é Hamiltoniano.
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1.6 Fator Integrante e Fator Integrante Inverso

Uma ferramenta importante na teoria qualitativa das equagoes diferenciais é a existéncia
de um fator integrante para um campo vetorial, pois é possivel obter uma integral primeira a

partir desse fator integrante. A seguir definiremos o que é um fator integrante.

Definicao 1.53. Uma aplicacdo C*, M : U — R é um fator integrante do sistema

&= P(z,y) 7)
J=Q(z,y)
em U se € solug¢ao da equacao diferencial parcial linear
oM oM B oPr oQ
P('r?y)a_x(xa y) + Q(ma y>a_y($7 y) - (%(%, y) + a_y(l'a y)) M(x,y), (18)

para todo (x,y) € U.

Observagao 1.54. M € um fator integrante do sitema (1.7) se, e somente se,

0 0
%(MP) = _8_y(MQ)'

Observacao 1.55. A partir de um fator integrante M do campo vetorial (1.7), construimos

uma aplicacao H dada por
Hie.y) = [ M) Play)dy + i),

onde h(x) € escolhido de modo que % —MQ@Q. Dessa forma, H € uma integral primeira
x

para (1.7).

Definigao 1.56. Uma aplicagio C*, V : U — R é um fator integrante inverso do sistema (1.7)

em U se € solucao da equacao diferencial parcial linear

Pl G () + QG (o) = (Gote) + Go@n) ) Vel (19

para todo (x,y) € U.

Observagao 1.57. O fator integrante inverso de um campo vetorial C' é uma ferramenta
importante no estudo de ciclos limite, pois ele nos fornece a regiao do plano onde esse ciclo

limite estda contido.
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Observagao 1.58. V ¢ um fator integrante inverso em U se, e somente se, R = v ¢ um fator

integrante em U \ {(x,y) € U; V(x,y) = 0}, pois:

R = % satisfaz (1.8) em U\ {(x,y) € U;V(z,y) =0} &

OR oR oP  0Q 10V 1oV (0P  0Q\ 1
<:>P%+Q8_y_ (8x+8y>R<:> PV28x VZoy (8x+8y>\/<:>

1 ov ovy\ 0P  0Q ov ov._ (0P  0Q
@V(P%+Qa—y)—ax+ay®Pa +Qay—<ax+ay)‘/@

& Vsatisfaz (1.9) em U.



CAPITULO

Critérios Sobre a Existencia de Ciclos Limite

Neste capitulo, apresentaremos dois critérios para estudar existéncia ou nao existéncia e
unicidade de ciclos limite em campos vetoriais planares e aplicaremos esses critérios em algumas
familias de campos vetoriais planares quadréticos e cibicos (ver [12]).

Consideraremos, ao longo desse capitulo, U um aberto de R?, campos vetoriais X = (P, Q) e
fungoes V' ambos de classe C'! e definidos em U tal que o conjunto ¥ = {(x,y) € R?; V(x,y) =
0} seja localmente uma variedade unidimensional exceto, possivelmente, em um nimero finito

de pontos.

2.1 Primeiro Critério

Nesta secao, exibiremos um critério para determinar a nao existéncia ou existéncia de ciclos

limite em campos vetoriais planares.

Definig¢ao 2.1. Quando as fungoes P e Q do sistema (1.7) sao polinomiais dizemos que X =

(P,Q) ¢ um campo vetorial polinomial em R* e seu grau € definido como o mdrimo dos graus

de P e Q.

Definigao 2.2. Sejam R[x,y] o anel de polinémios nas varidveis x e y com coeficientes em R e
V € Rz, y]. Dizemos que a curva V(x,y) =0 é uma curva algébrica invariante para o sistema

(1.7) se existir R € Rlz,y] tal que

Plav) G (e.0) + QG 0) G (2.) = BV (z.), 2.)

para todo (x,y) € U.

36
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Um método para encontrar uma solucao de (1.7) é encontrar uma curva algébrica invariante

para este campo vetorial, pois assim, em pontos de ¥, temos:

w@y<%¥%)23vzmﬁw@yvvza

Consequentemente o campo (P,(Q) é tangente a curva V(z,y) = 0 e, portanto, esta é
formada por trajetérias desse campo. Logo, a curva V(z,y) = 0 é invariante pelo campo de

vetores (P, Q).

Observagao 2.3. Note que, se o sistema (1.7) tem grau n entdo a fun¢ao R = R(z,y) como

na Definicao 2.2 tem, no mdximo, grau n — 1.

Exemplo 2.4. Considere o sistema
(2.2)

As fungoes Vi(z,y) = = +y, Va(z,y) = = e Vi(z,y) = —y satisfazem a equagao (2.1)
com Ry(z,y) = x —y, Ra(x,y) = v e R3(x,y) = —y, respectivamente. Logo, Vi(z,y) = 0,

Va(z,y) =0 e Vi(x,y) = 0 sdo curvas algébricas invariantes para o sistema (2.2).

Observacao 2.5. Observe que, se y(t) = (u(t),v(t)) € uma trajetoria fechada, de periodo T,
para o campo de vetores X = (P, Q), entdo y(t) é uma curva de classe C* e assim, considerando

sua reparametrizagcao por comprimento de arco, temos ||y (t)|| = 1 para todo t € [0,T]. Logo,

lmws %_/}2 WY@ |t = /R (1)) dt.

Defini¢ao 2.6. Um anel periddico para o sistema (1.7) consiste de uma vizinhanc¢a fechada de

uma trajetoria fechada de (1.7) e toda preenchida por trajetorias fechadas desse sistema.

No préximo teorema, usamos a equagao (2.1) para estudar solugbes periddicas do campo

vetorial (P, Q). Tal resultado foi apresentado em [12].

Teorema 2.7 (Primeiro Critério). Sejam (P,Q) um campo vetorial C' definido em U,
(u(t),v(t)) uma solucio periddica de (P,Q) de periodo T, R : U — R uma aplicagio C*
tal que fOT R(u(t),v(t))dt #£ 0 e V =V (z,y) uma solucio C* da equacao (2.1).

Entao, a trajetoria fechada v = {(u(t),v(t)) € U; t € [0,T]} estd contida em ¥ = {(x,y) €
U; V(z,y) =0}, e ndo estd contida em um anel periodico do campo (P,Q). Além disso, se o

campo de vetores (P, Q) é analitico, entdo vy € um ciclo limite.
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Demonstragao. Sejam R(t) = R(u(t),v(t)) e V(t) = V(u(t),v(t)) onde (u(t),v(t)) é uma
solugdo periédica de (P, Q) de periodo T e R(t) e V(t) satisfazem as hipé6teses do teorema.
Considere a equacao diferencial

Z = R(t)z,

2(t) = 2(0) exp ( /0 tR(s)ds) .

Como V(z,y) é uma solugao de (2.1) , temos:

cuja solucao geral é

p_Vde Vde OV OV

“oudat Tovar " Fan TG, 1Y

Logo, z(t) = V(t) é uma solugao de Z = R(t)z. Entao, V(t) = V(0) exp (f(f R(s)ds).

Como (u(t),v(t)) é uma solugdo periédica de (1.7) de periodo T entdao V(T) = V(0)
e como, por hipétese, fOT R(t)dt # 0, segue que V(0) = 0 e, consequentemente, V(t) =
V(0) exp ( s R(s)ds) — 0, para todo ¢ € [0, 7.

Portanto,

V(u(t),v(t)) =0, Vte|[0,T] =~ C .

Agora, suponha que 7 esteja contida em um anel periédico. Assim, existe uma vizinhanca
fechada A de v preenchida por trajetérias fechadas. Note que v pode ser a fronteira de A.

Como [ R(s)ds = fOT R(t)dt # 0, se A é suficientemente pequeno entao, como R € C1,
fv’ R(s)ds # 0, para qualquer trajetéria fechada v C A. Dessa forma, v/ C ¥ para toda
~' C A, isto é, A C X, o que é um absurdo pois ¥ é localmente uma variedade unidimensional.
Portanto, v nao esta contida em um anel periddico.

Na teoria de campos vetoriais planares analiticos, é conhecido que uma érbita periddica ou é
um ciclo limite ou esté contida em um anel periddico (ver [16]). Como a segunda possibilidade
nao pode ocorrer, segue que 7y é um ciclo limite para o campo de vetores (P, Q).

[]

Observe que o Teorema 2.7 mostra que quando conhecemos explicitamente as trajetorias
V(z,y) = 0 do campo de vetores (P, Q)) através da equagao (2.1), para uma dada fungao R nds,
adicionalmente, temos informagoes sobre as solugoes peridédicas do campo, ja que se v é uma

trajetéria fechada do campo, entdo ou v C 3 ou fOT R(u(t),v(t))dt = 0.
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Nas duas secoes seguintes, aplicaremos o Teorema 2.7 para determinar a nao existéncia
ou existéncia e unicidade de ciclos limite em algumas familias de campos vetoriais planares

polinomiais quadraticos e ciibicos.

2.2 Ciclos Limite em Sistemas Quadraticos

O estudo de ciclos limite em campos vetoriais polinomiais é um problema de extrema
dificuldade. Muitos resultados foram obtidos nessa linha e no caso de campos vetoriais
quadréticos destacamos o trabalho de Ye Yan-gian ([30]) onde ele classificou os sistemas

quadraticos que podem ter ciclos limites nas trés seguintes familias:

& =0x —y + 122 + may + ny?

(2.3)
gy =x(l + ax + by)
quando a = b =0 (familia I), a # 0 e b = 0 (familia II) e b # 0 (familia III).
Usando o Teorema 2.7, estudamos os préximos trés resultados, como em [12].
Proposicao 2.8. Suponhamos que para o sistema quadratico
=0z —y + 12 + may + ny?
(Y (Y Y (2.4)

y=2x+bry
com In >0 el*+n? > 0, existe uma funcdao polinomial V(z,y) que satisfaz a equagdio (2.1)
para alguma funcio R(x,y) = ax + By, com B # 0.
Se este sistema quadrdtico tem trajetorias fechadas, entao elas estio contidas em ¥ =

{(z,y) e R% V(z,y) = 0}.
Demonstracao. Suponhamos que exista uma trajetéria fechada v, de periodo T, do sistema
(2.4) tal que 7 nio esteja contida em ¥ = {(z,y) € R?; V(z,y) = 0}, entdo segue do Teorema
2.7 que f7 R(s)ds = fy(a:p + Py)ds = 0.
Primeiro assumimos que b = 0. Assim, (2.4) se reduz a
i =0z —y + 2% + may + ny?
y=x

T T
Como g = z, entao /xds = / xdt = / ydt = y(t)‘g = y(T) — y(0) = 0, pois v é
0 0

y

periédica, com periodo T'. Agora como  # 0 e 0 = /R(s)ds = /(ax + By)ds, segue que
vy

2l
/yds = 0.
.
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T T 1 T
0 0 v 0

”
0. Assim, da primeira equacgao do sistema, temos

Oz/ids:/(5w—y+lm2+mxy+ny2)ds:l/x2ds—|—n/y2ds,
gl gl g gl

o que é absurdo, pois In > 0, ou seja, possuem o mesmo sinal, e 2 +n? > 0. Tal absurdo surgiu

do fato de termos suposto que v € X, logo v C ¥ e, portanto, o caso b = 0 da proposi¢ao estd

provado.

Agora suponhamos b # 0.
Afirmacao: A reta r: 1+ by = 0 é invariante pelo fluxo do sistema (2.4).
De fato, sobre a reta r o sistema (2.4) se reduz a
:t—lx2+<5—@>x+l+£
N b b b2 (2.5)
y=0
Considere M(x,y) = 1+ by. Observe que a reta r consiste do nivel zero de M. Agora,
VM = (0,b) e, assim, VM é ortogonal ao campo (2.4) nos pontos sobre r. Logo r é invariante

pelo fluxo de (2.4).

Portanto, v nao intersecta a reta M (z,y)=0, ou seja, 1+ by é sempre diferente de zero sobre

o 1 [y 1/T<d )
xds:/ ds:—/ dt = — —In(1+by) | dt = 0.
[y L 1+ by bJo 1+by b J, \dt ( )

Como /xds =0, /R(s)ds = 0e 8 # 0 segue, de modo analogo ao caso anterior, que
il

~

v. Logo,

/yds = (. Por fim, como y = x + bxy, temos 0 = /g)ds = /(I+ bry)ds = /xds —i—b/xyds
ol Y Y v

.
e b # 0, segue que /xyds =0.

.
Concluimos a demonstracao de modo anédlogo ao caso b = 0.

Corolario 2.9. O sistema quadrdtico

T =0x —y+ 2>+ mzy + ny?
y y+ny 26)
y=x+bry

(1+n)?+d(m + mn + dn)
%n

com b = ,on(l+n)#0 en >0 nao tem trajetorias fechadas.
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Demonstragao. Note que o sistema (2.6) é obtido do sistema (2.4) fazendo [ = 1.
Verifiquemos se os coeficientes de (2.6) satisfazem as demais hipdteses da Proposicao 2.8.
Como n > 0 segue que In > 0e > +n?=1+n?> 0.

Agora, considere a funcao dada por

Viz,y) =1+ 2+n) ;— n)

(F52em)
xr —2ny + 5 r—ny)| .

(14+n)? 4+ 8(m + mn + dn)

Como b = 52 , V(z,y) = 0 determina uma curva algébrica invariante
n
1
para o sistema (2.6) com R(x,y) = 2 (m — —gny>
De fato, como
(1+n)z
2| ————— 1
oV _2ltn) ( 5 ny ) 1+ )
or ) o ’
1
g—‘y/ :—Qn—2<%—ny) n,
e

2
RV:2(x— Ij;ny> <1+—2(1§n)x—2ny+ (—Otsn)x—ny) ),

segue que a equacao (2.1) é satisfeita.
1 —2(1
Como R(z,y) =2 x—% ,temosa:266:¥

(2.6) satisfaz as hipéteses da Proposicao 2.8, logo, se existe uma trajetéria fechada ~ para esse

# 0. Portanto, o sistema
campo, teremos 7 C ¥ = {(z,y) € R?* V(z,y) = 0}.

1 2 1 2
x—2ny+( —gnx—ny> :0<:><1+< —gnw—ny)> =0«

+n 1+n 1+n 1
r—ny=0&ny=1+ Ty =

Por outro lado,

2(1+n)

V(z,y) =01+ 5

1
=1+

T+
nd n’
logo, 3 nao é uma elipse e como essas sao as Unicas conicas fechadas, segue que o campo dado

pelo sistema (2.6) ndo tem trajetérias fechadas.

]

Como mencionamos, o Teorema 2.7 mostra que quando nés conhecemos explicitamente as

trajetérias V(z,y) = 0 do campo de vetores (P, Q) através da equagao (2.1), para uma dada
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fungao R, nés temos informagdes adicionais sobre as solugoes periddicas de (P, Q). Em geral, é
dificil conhecer as trajetorias explicitamente, com excecao dos pontos singulares.
A préxima proposigao usa os pontos singulares na origem a fim de obter informagoes sobre

solugoes periddicas do Teorema 2.7.

Proposicao 2.10. Considere o sistema quadrdtico

& =d0x — vy + lx? + maxy + ny?
y y+ny 2
y = z(1 + azx + by)

com 62 — 4 < 0 e seja v uma trajetoria fechada deste sistema. Se

§(x? — dzy + y?) + (21 — da)z® + (2(m + a) — 6(b + )2y + (2(n + b) — dm)xy? — dny?
x? — dxy + y?

R(z,y) =
entdo [\ R(s)ds = 0.

Demonstracao. Suponhamos que T seja o periodo da trajetéria fechada ~.

A fungdo V(z,y) = 2* — dzy + y? é uma solugao de (2.1) para o campo (P, Q) associado a
este sistema, com a R(z,y) definida no enunciado.

Como 6% —4 < 0, ¥ = {(z,y) € R V(x,y) = 0}={(0,0)}, pois supondo x # 0 ou y # 0,
V(z,y) pode ser vista como uma equacao do segundo grau em y ou em x, cujo discriminante é
negativo em ambos os casos.

Além disso, (0,0) é um ponto critico do sistema e, portanto, y(t) # (0,0) paratodo t € [0, 7.
Logo, (Ro7)(t) = R(t) estd bem definida.

Assim, pelo Teorema 2.7, f7 R(s)ds = fOT R(t)dt = 0, para toda trajetéria fechada v do
sistema (2.7).

O

Note que, com as notacoes do teorema anterior, (0,0) ¢ I' = {(z,y) € R?; R(z,y) = (0,0)},
ja que (0, 0) nao pertence ao dominio da R. Além disso, como f7 R(s)ds = 0 para toda trajetoria
fechada v e R é continua concluimos que vy N T # (. Logo, conhecendo I' temos informagoes

sobre o tamanho dos ciclos limite em torno da origem, se esses ciclos existirem.

2.3 Ciclos Limite em Sistemas de Vorobev

Nesta secao, usaremos o Teorema 2.7 para estabelecer condigoes para termos ciclos limite em
sistemas de Vorobev, que consiste de um tipo de familia de campos vetoriais, a dois parametros,

que é uma perturbacao de um centro linear por um polinémio de grau trés.
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Definigao 2.11. Um sistema de Vorobev é um sistema cubico da forma:

i=—y+azr(x? +y*—1
i ( Y ) com a, b e R. (2.8)

g =x+by(z®+y*—1)
Vorobev provou que o sistema (2.8) com ab > —1 e (a—b)? > 4 tem o ciclo limite 22 +y* = 1
em torno da origem, ver [29].

Recorde que se y(t) = (u(t),v(t)) é uma solugao periédica do sistema (1.7) de periodo T e

I= ' 8_P+8_Q (u(t),v(t))dt (2.9)
/0 (ax dy

entdo, pelo Teorema 1.26, v(t) ¢ um ciclo limite estavel se I < 0 e um ciclo limite instavel se
I > 0. Quando I # 0 o ciclo limite é chamado hiperbdlico.

Observe que a curva v definida por 22 + y*> = 1, que pode ser parametrizada por (t) =
(x(t),y(t)) = (cos(t),sin(t)), é uma trajetéria fechada para o sistema (2.8), pois chamando de
(P, Q) o campo vetorial associado ao sistema de Vorobev, temos:

C;_Z(t) = (—sin(t),cos(t)) = (P(y(t)), Q(~(t)).

O préximo teorema melhora o resultado de Vorovev sobre ciclos limite para o sistema (2.8)

(ver [12]).

Teorema 2.12. Seja v uma trajetéria fechada do sistema (2.8) definida por x* + y* = 1.
Definimos By = {(z,y) € R*% 2?4+ y*> < 1} e Ry = {(z,y) € R%2? + y? > 1}.

(a) Sea+b=0 eab#0, entdo v € o unico possivel ciclo limite do sistema (2.8).

(b) Sea+b+#0, entio v é um ciclo limite hiperbélico que € estdvel se a +b < 0 e instdvel

sea+b>0.

(c) Sea+b#0 eab>0, entioy é o unico ciclo limite de (2.8) e a origem é o unico ponto

singular.

(d) Sea+b#0e—1<ab<0, entao o sistema (2.8) nao tem trajetdrias fechadas em Ry
e se twer alguma trajetoria fechada em R, ela serd um ciclo limite hiperbdlico com a
mesma estabilidade de . Além disso, o sistema (2.8) tem cinco pontos singulares, um

em Ry e quatro em R,.
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(e) Se que a+b#0 eab < —1, entao se o sistema (2.8) tem alguma trajetoria fechada em Ry
respectivamente em Ry ), esta deve ser um ciclo limite hiperbolico com estabilidade igual
(resp p 9
respectivamente, oposta) de v. Além disso, o sistema (2.8) tem nove pontos singulares,
8

cinco em Ry e quatro em Rs.

Demonstracao. Comecaremos provando as afirmagoes sobre os nimeros de pontos singulares
que aparecem nos diferentes itens do teorema.
Claramente a origem é sempre um ponto singular do sistema (2.8). Além disso, os outros

pontos singulares do sistema sao solugoes das seguintes equagoes:

ar’ + by =0 e 2° +9y* =14 (2.10)

1
V—ab

De fato, primeiro observe que se £ =y = 0 entao x = 0 < y = 0. Dessa forma, nos pontos
singulares diferentes da origem temos x # 0 e y # 0. Além disso, nos pontos singulares se
r#0ey#0entdoa #0eb#0, poisa=0= y =00 que ndo é possivel, assim como
b=0=2=0.

Agora, de # = 0 temos 2% +y> — 1 = i, consequentemente,
ax

b2 2 b2
O:y:x—irby(:cQ—l—yZ—l):x—l—i:uzojaﬁ—l—bgf:o.
azx azx

—az?

b

S S i\/_g“g 11,/_1¢ 2 214 1
T f— - = R = _ €T = .
y ax ax b ab Y v/ —ab

Portanto, se ab > 0 a origem é o tinico ponto singular do sistema (2.8), pois a e b possuem

Como az? + by? = 0 entdo y = + e assim, como 2% +y? — 1 = 4 segue que
ax

o mesmo sinal e entao az?® + by* é sempre positivo (se a > 0 e b > 0) ou sempre negativo (se
a<0eb<0),jaasegunda expressao nao esta definida pois —ab < 0. Com isso, mostramos a
quantidade de singularidades do item (c).

Agora analisaremos o caso a +b # 0 e ab < 0.

Observe que a equacao ax? + by* = 0 consiste em um par de retas passando pela origem,
—a
—|z|, a equagao z? +y* = 1 +

1
b v —ab

circunferéncias e a solugao de (2.10) é a interseccao desses dois conjuntos.

pois ax? + by’ =0 = y = consiste em um par de

Quando consideramos a equacao 2 + y?> = 1 + , temos uma circunferéncia de raio

1
v —ab
maior do que 1. Logo a solucao de (2.10), quando consideramos o sinal positivo, é formada por

quatro pontos que estao em R,.
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1 1
.Se —1<ab<0entaol—
v/ —ab o —ab

e, portanto, nao existe ponto singular em R; diferente da origem, ja que nao pode ocorrer

<0

Agora consideramos a equacao 2 + 3% =1 —

1 1
2,2 . . .
r+y =1-— < 0. Além disso, se ab < —1 entao 0 < < 1 e, consequentemente,
Y v —ab v —ab 4
1
2+t =1- consiste em uma circunferéncia de raio menor do que 1. Logo a solugao

v —ab

de (2.10), quando consideramos o sinal negativo e ab < —1 é formada por quatro pontos que
estao em R;.

Dessa forma, se ab < 0, entao existem quatro pontos singulares em Ry. Se —1 < ab < 0
nao existem pontos singulares em R; diferentes da origem, logo o sistema (2.8) tem cinco
pontos singulares, um em R; e quatro em R,. Por fim, se ab < —1, entdo o sistema (2.8) tem
nove pontos singulares, cinco em R; e quatro em R,. Com isso mostramos a quantidade de
singularidades dos itens (d) e (e).

Mostraremos agora, os demais afirmagcoes do teorema.
(a) Este item serd demonstrado no Lema 2.22, nas préximas segoes.

(b) Observe que a solucdo periédica 7 tem parametrizagao dada por (u(t),v(t)) =
(cos(t),sin(t)), com periodo T = 27. Temos:

P
a—zSax2+ay2—a e a—Q:3byQ+bav2—b.
ox oy

Assim,

I /OT (‘;—]; 4 83_2) (u(t), o(t))dt =

= /%[(Ba + b) cos®(t) + (3b + a) sin®(t) — (a + b)|dt = 2(a + b).

(2.11)

Portanto, pelo Teorema 1.26, segue o resultado.

(¢) E facil ver que a funcdo V (z,y) = 22+y?—1 é solucdo de (2.1) com R(z, y) = 2(ax?+by?).

Seja (u(t),v(t)) uma solucdo periddica de periodo T' do sistema (2.8). Definimos:

J = / TR(t)dt: / TR(u(t),v(t))dt:2 / T(au2(t)+bv2(t))dt. (2.12)

Pelo Teorema 2.7, segue que se J # 0 entdo a trajetéria fechada {(u(t),v(t)); t €
0,7]} € X = {(z,y) € R* V(x,y) = 0}, que é o circulo z* + y* = 1. Como ab > 0 e

a+b#0, segue que J # 0 e, portanto, (c) estd provado.
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De agora em diante, assumiremos ab < 0 e que a solugao periddica (u(t),v(t)) do
sistema (2.8) é diferente de 7. Logo, (u(t),v(t)) esta contido em R; ou em Ry. Faremos,

agora, algumas consideragoes e, em seguida, mostraremos os itens (d) e (e) do teorema.
T
Seja J = / R(t)dt, com R(z,y) = 2(azx? + by*) como no item (c).
0

Como V(z,y) = 2% + y* — 1 satisfaz (2.1) para tal fun¢ao R, segue pelo Teorema 2.7
que J = 0 pois, caso contrario, teriamos (u(t),v(t)) = 7, o que ndo ocorre. Assim, pelas

equagoes (2.11) e (2.12), temos
[T [oP  8Q B
. /O (% 4 a_y> (u(t), o(t))dt =

= /T(BauQ(t) + av?(t) — a + 3bv*(t) + bu®(t) — b)dt =
= /0 (a(u?(t) +v*(t) — 1) + b(u?(t) + v*(t) — 1))dt + 2/0 (au?(t) + bv*(t))dt =

= (a+0b) /T(uz(t) +0*(t) = 1)dt + J = (a +b) /T(u2(t) + v (t) — 1)dt.
’ ’ (2.13)
Como a+b # 0 e u?(t) +v*(t) — 1 # 0, entao I # 0 e, portanto, (u(t),v(t)) é um ciclo

limite hiperbdlico para o sistema (2.8).

(e) Se (u(t),v(t)) C Ry (respectivamente, (u(t),v(t)) C R;), entdo o sinal de I é o mesmo
(respectivamente, oposto ao) de (a+b). Logo, de (2.11), v e (u(t),v(t)) tem estabilidades

iguais (respectivamente opostas).

(d) Neste caso, —1 < ab< 0ea+0b+#0 e jivimos que a origem é o tinico ponto singular do
sistema (2.8) em R;. Analisando a parte linear do sistema, concluimos que os autovalores

associados a origem sao

- —(a+b)£/(a+b)?—4ab+1) —(a+b)x£+/(a—b)?—4
12 = 5 = 5 .

Logo, se (a—b)?—4 < 0 entdao A\;, Ay € C e a origem é um foco atrator se —(a+b) < 0,
ou seja, se a + b > 0 ou um foco repulsor se a + b < 0. Agora se (a — b)? —4 > 0 entao
A, Ay € R e a origem é um né atrator se a + b > 0 ou um né repulsor se a + b < 0.

Assim, por (2.11) segue que a estabilidade de «y é contraria a da origem.
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Suponha que exista uma trajetéria fechada de periodo T', o = {(u(t),

u(t)); t € [0,T7},

em R;. Por (2.13) segue que I # 0 e, assim, a é um ciclo limite hiperbélico, o que é um

absurdo pois 7 e a origem tem estabilidades contrarias.

Portanto, nao existe trajetéria fechada em R e concluimos a prova de maneira analoga

ao item (e).

Exemplo 2.13. O sistema

iP=—y—x(@®>+y
j=z+yl®+y

2-1),
2_1)

(2.14)

¢ um sistema de Vorobev com a = —1 e b= 1. Logo, pelo item (a) do Teorema 2.12, o sistema

(2.14) tem um tinico ciclo limite, v definida por x> + y* = 1.

Figura 2.1: Campo de vetores e ciclo limite v do Exemplo 2.11.

Exemplo 2.14. O sistema
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(2.15)

¢ um sistema de Vorobev com a = —1 e b = —2. Logo, pelos itens (b) e (¢) do Teorema 2.12,

v definida por x* + y*> = 1 € o tinico ciclo limite de (2.15) e é hiperbdlico estdvel.

Exemplo 2.15. O sistema

&= —y+3w(x* +y> - 1),

Y=+ 4.5y(x* + y?

—1)

(2.16)
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Figura 2.2: Campo de vetores e ciclo limite v do Exemplo 2.12.
Figura 2.3: Campo de vetores e ciclo limite v do Exemplo 2.13.

a0, exibiremos um outro critério para determinar a n

s

Para os proximos resultados, precisaremos de alguns novos conceitos, definidos a seguir.

Nesta sec
ciclos limite em campos vetoriais planares, tal resultado foi apresentado em [12].

2.4 Segundo Critério
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Podemos associar ao campo de vetores (P,Q), em U, uma um-forma diferencidvel w =

Qdx — Pdy.

Defini¢ao 2.16. (i) A um-forma w = Qdx — Pdy € dita exata se w = dH, para alguma
aplicacio H : U — R, H € C?.

P
(i) A um-forma w = Qdx — Pdy € dita fechada se dw =0, ou seja, se aa— + Z—Q =0.
r Oy

Observagao 2.17. (i) Se w € ezata, entio o sistema (1.7) associado ao campo (P,Q) é
Hamiltoniano pois, por definicdo, existe uma aplicacio H : U — R, H € C?, tal que

w=dH. Logo,

Qdm—deza—Hd:U+8—de:>Q:a—H e P=
ox dy ox

(i) Se uma um-forma w € exata, entao ela também serd fechada, pois

H H

Assim, como H € C?,

Q 9

dy Oy

<8H) _O°H  °H 0 (8}[) oP 0Q 0P

o5 ) T oyor owdy ox\oy )" ar Gy "o (T w=0

A reciproca do item (ii) da observacdo anterior ¢é valida quando estamos em regides

simplesmente conexa, como afirma o seguinte corolario.
Corolario 2.18. Se W € uma regiao simplesmente conexa, entdo toda forma fechada w € exata.

Para mais detalhes, ver [27], pagina 306.
A partir daqui assumimos que a componente W de U \ ¥ é simplesmente conexa.

Afirmagao: Se M é um fator integrante do sistema (1.7) segue que

&= M(x,y)P(z,y),

' (2.17)
y=M(z,y)Q(z,y).
com (x,y) € W ¢ Hamiltoniano.
De fato, observe que o sistema (2.17) é Hamiltoniano se, e somente se, a equagao:
O (M) P(a.y) = o (M. )Q(e.y) (218)
ax ) y Y y - ay Y y ) y ) N
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é satisfeita, pois se o sistema (2.17) é Hamiltoniano, entao existe H, de classe pelo menos C?,

tal que
OH oH (0 O*°H
= =27 L (mPp) =
* oy MP oy 8:5( ) 0xdy
= =
OH 0H 0 0*H
. OH vo - 2% 9 (MO — —
y 8.:6 ? Q ax ? L ay( Q) ayax7
2 2
Agora, como H é de classe C?, gxg; = gy;{ﬂ = %(MP) = —%(MQ) e, portanto, (2.18)
¢ satisfeita.
Por outro lado, se (2.18) é satisfeita, entdo M P = /%(Mp)dx =— / (,%(MQ)dx e pela
Regra de Leibniz (ver [19], pag. 143), temos que /ag(MQ)dx = 82 /(MQ)dx, logo
Y Y
MP = 9 /(MQ)dw (2.19)
=3 : :
Chamando H = — [ MQdz, temos, por (2.19) que:
OH OH
e MO = - == ———
Ox © ¥=y Ox
e
OH 0 :
a—y_a—<—/Mde) = MP =1z.

Portanto, (2.17) é Hamiltoniano.
Além disso, (2.18) é equivalente a (1.8), como vimos na Observagao 1.54.

Afirmacao: Os sistemas (1.7) e (2.17) s@o topologicamente equivalentes em U \ X.

t
1
De fato, consideramos o seguinte reescalonamento de tempo 7 = / W)ds. Pelo Teorema
0 s
d 1 1
Fundamental do Caélculo, temos @ = . Fazendo esse reescalonamento em
dt M (t) M(z,y)
(1.7), temos:
( dx
der gt
E - W - M(I7y)P([E,y),
dt
dy
dy _ at _
E - % - M($7y)Q($,y),

\ dt
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1
M(s)
no campo dado por (2.17) o que implica que esses campos sao topologicamente equivalentes em

Dessa forma, o reescalonamento de tempo, 7 = / t ds, leva o campo dado por (1.7)
0

U\ X. Logo, como (2.17) é Hamiltoniano em cada componente simplesmente conexa de U \ X
segue que, se o sistema (1.7) tem ciclos limite ou pontos singulares que nao anulam o divergente
do campo entao eles estao contidos em ¥ ou em uma componente nao simplesmente conexa de
U\ 2.

Por fim, note que, um reescalonamento na variavel ¢ nao muda o sinal do traco da parte
linear do sistema em um ponto singular, pois fazendo o reescalonamento de tempo 7 = at,

a > 0, no campo X = (P, Q), segue que

de dvdt 1. dy dydt 1
dr  dtdr o

—=——=—x €
dr dtdr «
o que implica que a parte linear do sistema obtido apds o reescalonamento de tempo nada mais

1
¢é do que a parte linear do sistema inicial multiplicada por —.
o

Com isso, provamos a seguinte proposigao (ver [12]).

Proposigao 2.19. Sejam (P, Q) um campo de vetores C' definido em um subconjunto aberto

U de R* e M um fator integrante deste campo definido em U \ X.

(a) Se~ € um ciclo limite de (P, Q), entdo v estd contida em ¥ ou em uma componente nao

simplesmente conexa de U \ X.

(b) Se p € um ponto singular de (P, Q) tal que o divergente de (P, Q) € nao nulo em p, entdo

p estd contido em ¥ ou em uma componente nao simplesmente conexa de U\ X.
Como consequéncia, temos o seguinte coroldrio (ver [12]).

Corolario 2.20. Sejam (P, Q) um campo de vetores C* definido no subconjunto aberto U de

R? eV =V(x,y), V:U — R, um fator integrante inverso para (P, Q).

(a) Se~ éum ciclo limite de (P, Q), entdo vy estd contida ou em ¥ = {(x,y) € U; V(z,y) = 0}

ou em uma componente nao simplesmente conexa de U \ 2.

(b) Se p € um ponto singular de (P,Q) tal que o divergente de (P,Q) € ndo nulo em p,
entdo p estd contido ou em ¥ = {(x,y) € U;V(z,y) = 0}, ou em uma componente nao

simplesmente conexa de U\ .
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Demonstracao. E imediato da Proposicao 2.19, pois ja vimos que se V é um fator integrante

1
inverso para o campo (P, Q) entdao M = % ¢ um fator integrante para o mesmo campo, em

U\ . m

O préximo teorema melhora o item (a) do Coroldrio 2.20 e nos d4 um segundo critério sobre

existéncia de ciclos limite em campos de vetores planares (ver [12]).

Teorema 2.21 (Segundo Critério). Sejam (P, Q) um campo de vetores C' definido em um
subconjunto aberto U do R? e V um fator integrante inverso para este campo, isto é, V satisfaz
a equagao (1.9).

Se v é um ciclo limite de (P,Q), entao v estd contido em ¥ = {(z,y) € U;V(x,y) = 0}.

Demonstragao. Seja v um ciclo limite de periodo T'. Como ja vimos, V(x,y) = 0 é formada por
trajetorias do campo de vetores (P, @), entdao se V(z,y) = 0 para algum ponto de 7, segue que
V(x,y) serd nula em todos os pontos de . Assim, assumimos que V' nao se anula em nenhum
ponto de . Logo, pela continuidade da V', existe um anel €, tal que v C 2 C U onde V é nao
nula.

1
Como V' é um fator integrante inverso para (P,Q) em U entao v é um fator integrante

1
para este campo em U \ ¥ e, como Q2 C U \ ¥ entdo, em particular, v ¢ um fator integrante
para este campo em §2.

1
A partir da um-forma diferenciavel w = Qdx — Pdy, consideramos a um-forma —w =

1 1 1
(VQ) dr — (VP) dy. Observe que 7Y é fechada em (2, isto é, d ( ) = 0, pois:

1\ 0 /[1 0 (1. N 1 (. 0V oP QY _
d(?““)—%(vp)%—y(#)— w(PaH ) ( * )‘

1 ov ov 1 ov ov
=72 (Pa +Qa—y>v+v2 (Pa —i—Qa—y)—O.

1 1
Por [27], teorema 9, pagina 364, a um forma fechada 7Y ¢é exata em () se /Vw =0.
Y
Como v é uma trajetéria fechada de periodo T para o campo de vetores (P, Q) entao, pelo

Teorema de Green,

[ [(E)er (br)or fL (4)-§ (2e)oa- o

onde D ¢ a regiao limitada por 7.
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Isso implica que a um-forma lw é exata em ). Entdo, existe H : Q — R, H € C?,
tal que %w = dH e, além disso, o campo V(P’ @) é Hamiltoniano com integral primeira H.
Consequentemente, H é constante ao longo das trajetorias de %(P, Q) em Q.

Como v é um ciclo limite em (2, entao toda trajetéria em uma vizinhanca N de v,
suficientemente pequena, tem v como um conjunto w — limite ou o — limite. Entao, pela
continuidade de H, segue que H ¢é constante em N. Logo, H é constante no aberto N N€2 C €2,
o que é absurdo pois H é uma integral primeira.

Portanto, existe um ponto p = (xg, yo) € 7 tal que V(p) = 0, o que implica que V(z,y) =0

para todo (x,y) € 7, ou seja, 7 C X.

Agora podemos demonstrar o item (a) do Teorema 2.12, no seguinte lema.

Lema 2.22. Seja v uma trajetoria fechada do sistema (2.8) definida por x> + y*> = 1. Se

a+b=0eab#0, entioy é o unico possivel ciclo limite do sistema (2.8).
Demonstracao. Lembre que, (2.8) é o seguinte sistema:

= Pz,y)=—y+ax(z®>+y> -1
(@9) Y ( Y ) com a, beR.
y=Q(z,y) =z +by(a®+y* - 1)

Considere V (z,y) = 2* + y* — 1. Temos:

(8P+8_Q

%2 8y> V= (a(z® +y* — 1)+ 2az® + b(z® + y* — 1) + 20y (2®> + y* — 1) =

= ((a+b)(x* +y* — 1) + 2ax® + 20y*) (2* + y* — 1) = (2az”® + 2by*)(2? + y* — 1) =

LoV N ov

I oy’
Logo, V' é um fator integrante inverso para o campo (P, (). Assim, pelo Teorema 2.21 segue
que, todo ciclo limite de (2.8) esta contido em ¥ e, portanto, v é o unico ciclo limite possivel

do sistema (2.8).



CAPITULO

3

Bifurcacoes e Configuracoes de Ciclos Limite

Neste capitulo, apresentamos duas aplicagoes do Teorema 2.21, a primeira delas é sobre
bifurcagoes de ciclos limite a partir de perturbagoes de um centro linear (ver [12]) e na segunda
aplicacao estudamos as configuragoes de ciclos limite no plano, isto é, mostramos que toda
configuracao de curvas fechadas, simples e disjuntas no plano pode ser realizavel como o conjunto

de ciclos limite de um campo polinomial (ver [21]).

3.1 Bifurcacoes de Ciclos Limite a partir de centros

Nesta secao, estudamos bifurcagoes de ciclos limite a partir de um centro linear de campos
vetoriais planares. Essa teoria pode ser desenvolvida para campos C", mas aqui consideramos
apenas campos analiticos.

Trabalhamos com sistemas planares da forma

&= P(x,y) +ep(z,y,¢) (3.1)
y=Q(z,y) +eq(z,y,¢)
onde P, @), p e ¢ dependem analiticamente de suas varidveis, € é um parametro pequeno e
quando € = 0 a origem ¢ um centro do sistema.
Dizemos que o sistema (3.1) com € = 0 é o sistema nao perturbado. Nosso problema é
determinar o nimero e as posicoes das familias de ciclos limite que bifurcam das trajetérias
fechadas do sistema nao perturbado quando ¢ varia.

Existem trés métodos classicos para analisar este problema. O primeiro é baseado na

aplicagao de primeiro retorno de Poincaré, o segundo no método integral de Poincaré-Melnikov

o4
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e o terceiro no método da integral abeliana (para mais detalhes ver, por exemplo, [7], se¢ao 6
do capitulo 4 de [14] e segdo 5 do capitulo 6 de [3], respectivamente). Aqui apresentamos um
outro método (ver [12]), baseado no Teorema 2.21. A ideia bésica de todos esses métodos é
usar as solugoes gerais obtidas dos sistemas nao perturbados para o calculo das solucoes dos
sistemas perturbadas. Como veremos, a partir do método aqui apresentado, também obtemos
a forma global dos ciclos limite bifurcados em funcao de z, y e €. Esta forma global nao pode
ser obtida pelos métodos classicos.

Para ilustrar o uso do Teorema 2.21 no estudo de bifurcagdes de ciclos limite a partir de
centros, consideramos o centro linear (P(z,y),Q(x,y)) = (—y,x) e o perturbamos com um
campo de vetores polinomial arbitrario de grau n, tendo a origem como um ponto singular.

Isto é, consideramos o sistema perturbado

T=-y+e Z a;z'y’
o 3.2
y=x+¢ Z bijr'y’

i+j=1

e olhamos para as solugoes analiticas do fator integrante inverso do sistema, V' =V (x,y, ¢).

Observagao 3.1. O fator integrante inverso V € analitico nas varidveis x, y e € exceto,
possivelmente, nos pontos criticos de (3.2). Para ver isso, basta repetir os argumentos da
demonstracao padrao de existéncia e unicidade de solugoes de uma equacao diferencial parcial
linear com boas condi¢oes iniciais (ver, por exemplo, [17]). Tal prova se reduz, essencialmente,
ao problema de existéncia e unicidade de solucoes de duas equagoes diferenciais ordindrias.
Assim, usando o fato de que as solucdes de uma equacdo diferencial ordindria analitica sdo
localmente analiticas, que composicoes de funcoes analiticas sao analiticas e a dependéncia
analitica das solucoes de um sistema analitico ordindrio com condigoes iniciais e parametros

temos que V' é analitica nas varidveis z, y e £ (ver, por exemplo, [25]).

Definicao 3.2. Seja n um numero natural. Chamamos de duplo fatorial e denotamos por n!!

0 numero
k

nll = [ (n — 2i),

=0

onde k = [g] — 1.
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Seja p(p) o polinémio de grau m + 1 definido por:

plp) =Y pir*, (3.3)
=0
onde ‘
1 L
pj = m kZ:O(Q] + 1 —2k)11(2k — D) (agj11-2k.2k + bok2j41-2k),

comn =2m+ 1sen éimpar e n=2m+ 2 se n é par.

Teorema 3.3. Para € suficientemente pequeno, se p(p) tem h raizes reais simples, com 0 <
h<m,p=1r2 comi=1,....hep=0 também é uma raiz simples de p(p) entio o sistema
(3.2) tem no mdzimo h ciclos limite que sao assintéticos aos circulos de raio r; centrados na

origem, quando € — 0.

Demonstra¢ao. Como (3.2) é analitico, ja que é um sistema polinomial, pela Observacao 3.1,
temos que o fator integrante inverso V = V(z,y, ) associado a este sistema ¢é analitico. Logo,

expandindo a funcao em série de Taylor, em torno de ¢ = 0, podemos escrever:
V =V(z,y,e) = Volz,y) + eVi(z,y) + O(e?). (3.4)

Afirmacao: Os termos de ordem zero e um, em ¢, da equacao

ov ov <8P 6Q)V

})Ei;'%‘cazﬁy - Oz +‘Eﬁ;

sao, respectivamente:

- y% + xaa—‘;o =0 (3.5)
€
_y%§+x%§:f, (3.6)
onde
n—1 n+1
F@,y) =Vo D ((r+Dapsre+ (s + Dbpar)a"y® = V5 Y 2(ar-14 + broca)2’y®,  (3.7)
r+s=0 r+s=2

com V denotando a derivada de Vy = Vy(z,y) com relagao a varidvel 2 + y? e onde assumimos
que se algum coeficiente a;; ou b;;, na expressao de f, tenha um dos subindices negativos, entao

esse coeficiente é nulo.
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De fato, temos:

ov B oV ovi 0 2
_—i—Q——( y—l—aZany)( + %+8_x0<8))+
i+j=1
avo avl 0 - Vo IV
o ) o))

oV oV; 8V .
+€<_yaxl : Ozazjxy +_Zbl]xy> ( )

i+j=1 i+j=1

Por outro lado,

oP  9Q ol s .
<8$ + ay) V = <5 Z (r+1)ar1,2"y° + ¢ Z (s 4+ Lbrsr1z"y ) (Vo+eVi+0(e?) =

r4+s=0 r4+s=0

n—1
=<V Z ((r + Dap1.2"y* + (s + Dbysp1z”y®) + O(7).
r+s=0
Disso, segue que o termo de ordem zero ¢ o dado na equagao (3.5). Logo, Vy = Vy(z? + y?),
pois:
A% WV
—y—+r—=0& (— -V = 0.
Yar T, (=y,z) -V

Agora, se 7(t) é um caminho contido em uma curva de nivel de Vy(z,y), como VVj é
perpendicular a toda curva de nivel Vy(z,y) = ¢, ¢ € R, temos 7/(t) - VVu(7(t)) = 0, para todo
t. Logo, podemos parametrizar v(t) = (x(t),y(t)) = (acos(t), asin(t)).

Portanto, toda curva de nivel V;; = ¢ é formada por circunferéncias e assim, podemos escrever
Vo = Vo(2? + y?).

Para o termo de ordem um, em &, observe que a partir do termo de ordem zero supondo,

sem perda de generalidade, que x # 0 temos:

o _yoVy

Oy oz Ox (3:8)
Dali,
oV, oV AV & OV
) 0;171 +x 6; + 8$0 z]x ?J +_0 Z szx y =W Z ((r+1)a7“+178+(8+1>bT,8+1)xry8'

i+j=1 i+j=1 r4+s=0
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Logo,
ov; oV, aVy i w y OVq n .
oyt -t Y% iyl — 2270 bz’
yax +x(9y or 4 Gty x Ox Z Y
i+j=1 i+j=1
n—1
Vo > ((r+ Vgt + (s + Dbpar)a’y* =
r+s=0
n—1
= W Z ((r+1Darp1s+ (s+ 1)bysi1)x"y’ —
r+s=0
1 9V - i1, j - i g+l
327 (.Z 2oty D 'y
i+j=1 i+j=1
Fazendo
r=1+1 e s=7 em Z Qaijxiﬂyj
itj=1
e
r=ie s=j+1 em Z 2b;;x'y !
i+j=1
segue que:
ML Ny nz_l (1) s o+ (54 Dbpags )27y — N0 nZH a1 ot bys )iy
Yy 8:1: ay - 0r+s:0 r+1,s r,s+1 Yy 2 ax =, r—1,s r,s—1 Y.
Logo, para concluirmos a afirmacao, resta mostrar que
, 10V
0 2z Oz
Para isso, chamamos u = x* + y%. Assim, Vp = Vp(u) e
WVyg dVoou  dV dVy 1 0V,
— =22V =——=——.
ox du 0r  du * O du 2z Ox

Para encontrarmos solugbes da equagao (3.6), vamos resolver o sistema de equagdes
diferenciais ordindarias

1 1 1
— —dr = ~dy = —dV, 3.9
y x ~ Y f 1, ( )

pois toda solucao de (3.9) é solugao de (3.6), ja que

1 1 1 /0V; oV, oV foov
—dr = =dV, = = [ Zdr + 24 L e 22
y fV1 f(3$x+8yy)$5’x y oy

Assim,

(Y oy
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1 1
E, portanto, uma funcao Vi que satisfaz ——dx = ?dvl satisfaz (3.6).
Yy

Por outro lado, se

W o _f

1 1
L L(M, OV N oV ov
ox oy «w

L
:zsy_f [\ Oz dy

Assim,

E, portanto, uma funcao Vi que satisfaz —dy = ?dvl satisfaz (3.6).
T

Logo, toda funcao que satisfaz (3.9) satisfaz (3.6) e, assim, podemos encontrar solugoes de

(3.6) resolvendo (3.9).

Agora,

1 1
— —dr = —dy = rdr = —ydy = 2> + y* = c = d°, (3.10)
y x
e
1 1 A% oy A% A%
—dy:—dVl:>idy:dV1:—lda:+—ldy:>—1:0 e —1=i:>\/1:/idy.
x f x ox dy ox oy «w x

Da equagao (3.10), definimos

g(a2,y)_/f(z’y)dy_/f( 222—_1524/)@

(3.11)

Assim,

Vi(z,y) = / f(a;’ y>dy =g(a®,y) = g(a® + v, y)

é uma solucao de (3.6), ja que é solugao de (3.9).
Observamos que, nos pontos (y/a? — y2,y) as fungoes V; e V{ s@o constantes, pois:

Vo(va2 — y2,y) = Vola® — y* + y?) = Vo(a®)

Vo(vVa? —y2y) = Vg(a® — y* + %) = Vg(a®).
Para simplificar os cdlculos de g(a? y), levamos em conta a simetria circular do nosso

problema e passamos para coordenadas polares fazendo x = acosf e y = asinf. Assim,

g(aQ,asinﬁ):/f(acose’asme)acosé’dgz/f(acos@,asin@)d@.

acosf
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Logo, o calculo de g(a?, asinf) se reduz ao cdlculo de integrais da forma [ sin® 6 cos” 0df.
Pela se¢ao 2.51 de [13], temos:

sas—1 r—1
0 0 —1
/ sin® 0 cos” 00 = o s (sin2 R —— ) +
s+r s+r—2

(s —1)(r—1) e 2
GIGTr—2) /sm 0 cos"“0do,

r—+1
/sin@cosrﬁde - 0,
r+1
. s+1
/SiHSQCOSQdH _ o 0.
s+1

Disso, e usando as integrais trigonométricas mais conhecidas, segue que as primitivas de tais
integrais sao polinomios nas variaveis sin f e cos # além de, eventualmente, um termo linear em
6 que aparece apenas quando r e s sa0 pares.

Usando as férmulas para integrais dadas em 2.512 e 2.512.2 de [13], concluimos que o termo

linear da integral [ sin* @ cos® 0df é

(20— 1! 2k —1)1 (20 — N2k — 1! B
(20 +2k) (2L + 2k —2) - ... (214+2) 20 25R(k+D(k+1—1)-...- (I + 1D
(2k — )20 — 1!
= . 12
2k (k +1)! (3.12)
Devemos anular o coeficiente do termo linear #, pois como 6 = arctan <y>, a funcao
x

g(z* + y%,y) pode nao estar bem definida.
Afirmagao: Se juntarmos todos os monomios onde z"y® aparecem com 7 e s pares em

f(z,y) e se os integrarmos, entdo obteremos que o coeficiente de 6 em [ f(acos6,asin@)df é

P (p)Volp) = p(p)Vs(p), (3.13)

onde p(p) ¢ o polindmio definido em (3.3) e p = a?.

De fato, observe que, quando passamos de n impar para n + 1 par, nao aparece novos
monodmios z"y® com 1 e s pares em f(x,y), pois na expressao de f(z,y), da equagao (3.7),
temos r + s = n. Logo, para provarmos a afirmacao, usamos indugao sobre n = 2m + 1 impar.
Lembre que, por definicao a;; = 0 e b;; = 0 quando 7 < 0 ou j < 0.

Se n =1, entao

f(@,y) = Vo(p)(aro + bo1) — Vi (p)(2a1,02* + 2(ag, + bio)zy + 2b0,1y°), (3.14)



3.1 Bifurcacgoes de Ciclos Limite a partir de centros 61

e assim, os tnicos termos de f(x,y) com r e s pares sdo
Vo(p)(aro +bo1) — (2a1,02% + 2b015°) V5 (p)- (3.15)
Fazendo x = acosf, y = asinf e integrando (3.15) com relacao a 6, obtemos:
[ i) ar0+ 1) = 2t cos? 0+ b sin )V ()0 ~
= ((a1,0 + bo,1)Vo(p) — plaro + bo1)Vy(p))0 — plaie — bo1)Vy(p) sin cos 6. (3.16)

Por outro lado, como 1 =n = 2m + 1, entao m = 0. Dai, da equagao (3.3), obtemos

plp) =D _pip ™ = pop = (aro +boa)p = p'(p) = (a0 + bo1),
=0

e, portanto, de (3.13), temos

P (p)Volp) — p(p)Vi(p) = (@10 + bo1)Vo(p) — (a0 + bo1) Vs (p),

que é o coeficiente de 6, da equagao (3.16).

Agora, na hipétese de inducao, assumimos que a afirmacao é valida para n = 2m — 1, isto

é, para
2m—2 2m
fx,y) =V Z ((r+Darsrs + (s + Dbpsia)z’y®) — Vg Z 2(ar-1,5 + brs—1)2"y"),
r+s=0 r+s=2

o coeficiente de 6 é dado pela equacao (3.13).
Para n = 2m + 1 = 2(m + 1) — 1, acrescentamos os seguintes termos a f(z,y) dada na

hipotese de inducao:

2m 2m+2
Vo Z ((r+ Dapy1s + (s+ Dbpsyr)z’y®) = Vg Z 2(ar—1,5 + brs—1)2"y").
r+s=2m—1 r4+s=2m+1

Observe que, se m = k + 1 entao:

k k
plp) =D i+ pmp™ e P(p) =D (G + Dpip’ + (m+ 1)pnp™.
7=0 7=0

Logo, para mostrarmos (3.13), precisamos provar que os monoémios de f(xz,y) tais que z"y*
tem grau r + s = 2m, com r e s pares, multiplicados por V(p) e os mondémios que tem grau

r+s=2m-+2, comr e s pares, multiplicados por V{(p) contribuem com a equagao (3.13) com:

(m + 1)pmp™Vo(p) — pmp™ V5 (p). (3.17)
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Os monominos z"y* de f(x,y), da equacao (3.7), com grau r + s = 2m com r e § pares,

somados sao:

Z ((2m + 1 = 2k)agm41-26260°™ > y>*) ) + Z ((2k + 1)bom—ok 2617 2Fy*) Vo(p)—
k=0 k=0
_Z (2a2m+172k,2k372m+2 2% Qk) V’ Z W21 2o Lq2m2=2k 2k) V’( ).
k=0 k=0

Fazendo kK = m — k no segundo somatorio e K = m + 1 — k no quarto somatério, obtemos

que a equagao anterior é equivalente a:

Z(Qm + 1= 2k) (azmr1-20.262°™ Y + bop 21—k y? ™) Vo(p)—
k=0

_ Z 9 (amﬂizk’%xzmﬂ 2k 2% | b2k,2m+172kx2ky2m+2 Zk) Vi(p). (3.18)
k=0

Pela definigao de p,, e pela equagao (3.12), temos:

(i) O monomio (2m + 1 — 2k)agmi1-2k.2kVo(p)z*™ 2y contribui com o coeficiente de 6 na
integral [ f(acosf,asinf)df com

(2k — D)NN(2m — 2k + 1)!!

2m
S a™, (3.19)

pois:
(2m + 1 — 2k) /((a cos 0)*™ % (a.sin 0)*)df = (2m + 1 — 2k)a®™ / sin?* 0 cos?™ k) 9dg.

Logo, usando a equagao (3.12), segue que o monoémio em questao é o seguinte:

o (2 = )12 — 2k — )11 (2K — 1)1N2m — 2k + 1)

2 2m
(2m +1—2k)a S S :
Analogamente,
(ii) O mondmio 2agm+1_2k.2k Vg (p)x?™+2=2ky%k contribui com
2m (m +1)! '
(iii) O monodmio (2m + 1 — 2k)bog am 112k Vo(p)x?*y*™ 2% contribui com
2k — DN (2m — 2k + 1)!

2mip|
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iv) O monomio 2boy 9t 12k Ve (p)22Fy?™ 22k contribui com
) 0
2m (m +1)! a (322)
Assim, (3.18) contribui para o coeficiente de 6 com:
S (2m+ 1= 2k)1(2k — 1 m
Z om )l( A A2m-+1—2k2k + Dok 2m+1-2)p" Vo (p)—
— m!
N (2m A+ 1 —2k)1(2k — 1 "
Z 2m(m, )+ i) L (a2m1-2k,2% + Dok 2ms1-21) 0" Vi (p) =
k=0
= (m + 1)pmp™Vo(p) = Pmp™ Vi (p)-
Logo, a afirmagao esta provada.
Para anular o coeficiente de 6, por (3.13) temos:
P'(p)Volp) = p(p)Vs(p) = 0. (3.23)

Como p(p) s6 tem raizes simples segue, de (3.23), que p(p) = 0 implica Vy(p) = 0. Além
disso, supondo p(p) # 0, obtemos, de (3.23), pela regra do quociente, que

(%(p)>'p2(p) PN (V()(p)>/:0:> YWlo) _ . Ler.

p(p) p(p) p(p)

E, portanto, Vo(p) = cp(p), ¢ € R, onde podemos escolher ¢ = 1.

Pelo Teorema 2.21, segue que os ciclos limite de (3.1) estdo contidos no conjunto
Y ={(z,y) € R%EV(z,y) = Vo(2? + y*) + eVa(z,y) + O(e?) = 0}.

Como, por hipétese, p(p) tem 0 < h < m rafzes simples, positivas, com p = r?, para
i=1,...,h, e p =0 ¢ também uma raiz simples de p(p), fazendo ¢ — 0 segue, pelo Teorema
da Fungao Implicita, que o sistema (3.2) tem no méximo h ciclos limite, que sdo assintéticos

aos circulos de raio r;, como queriamos.

Definicao 3.4. Chamamos de sistema de Lienard, um sistema da forma

Tz =—y+ Fl(x,
y+ F(z,y) (3.24)
y=uw
O préximo resultado é devido a Blows e Perko [6] e melhora um resultado anterior de Lins,

de Melo e Pugh [20]. Podemos obté-lo como um caso particular do Teorema 3.3, como em [12].
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Corolario 3.5. Para € # 0 suficientemente pequeno, o sistema de Lienard (3.24) com F(z) =
2m+1

€ g a;x' tem no maximo m ciclos limite centrados na origem quando € — 0, se a equacao de
i=1
graum em p =13,

() 1 +3 +5 +35 P 1 2m + 2 m (3.25)

=—a — — —_— A2m , .

alp) = 5o + gosp + 050" + ogars’ oam+2 \ 41 )12

tem m raizes reais positivas p = 7“]2-, 7=1,...,m.

Demonstragao. Se no sistema (3.2) tomarmos n = 2m+1, a;0 = a; parai =1,...,n e todos os
2m—+1

outros coeficientes a;; e b;; nulos, obtemos o sistema (3.24) com F(z) = ¢ Z a;x". Neste caso,
i=1

J
Z(zj +1-— 2]{7)”(2]{? - 1>!!(a2j+1—2k,2k + b2k,2j+1—2k) = (2] + 1)!!a2j+1,
k=0
pois se k # 0, os coeficientes ag;—1—2x,2x + bok,2j+1-2 580 todos nulos, assim segue que

21(j+1)!
E, portanto,

1 (27 + Dt i1
ZPJPH Z‘Z—+1))a2j+1ﬂ7+ .

Por indugao sobre j, segue que:

i+ =—(2j+2)2j+1)...(j +2), j=0,1,2,... (3.26)

951
De fato, para j = 0 a expressao (3.26) é facilmente verificada.
Na hipétese de inducdo, assumimos que (3.26) seja valida para j = k.

Assim, para j = k + 1, temos:

2FE+1)+ 1) =2k+3)2k+ D! = 2k+3)2k+2)(2k+1)...(k+2).

=t

Por outro lado,

s Gl D+ 2@+ 1) 1) (1) +2) =

Sers2(k+ 22k +3). (k+3) =

= o (2k+3)2k+2)(2k +1)...(k+2).

Logo, segue o desejado e, consequentemente,

2+ 1 1 | 1 2+ +1)...(j+2)
VG I AN D (U 42) = g G+ =
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B 1 27 42
T 92j+1 j+1 )

Agora,
- 2;+1H A 1 (2542 .
Z )! azjs1p " = Z 92j+1 (j +1 azj+1p" " = 2pq(p),
j= §=0
e, como por hipétese, ¢(p) tem m raizes reais, simples, positivas, p = r , 7 =1,...,m segue
que p(p) satisfaz as hipdteses do Teorema 3.3 e disso, segue o resultado. O

A proxima proposicao mostra como usar o Teorema 2.21 para obter a forma dos ciclos limite

que bifurcam de um centro. Tal resultado foi apresentado em [12].
Proposicao 3.6. Para € # 0 suficientemente pequeno, o sistema de Lienard

&= —y+elayr + asr® + asx®
Y (a1 2 5”) (3.27)

y=ux
tem no mdximo um ciclo limite se ajaz < 0. Além disso, este ciclo limite € assintotico ao

4a1

circulo de raio quando € — 0 e a sua forma € dada pela curva

Vo+eVi+0(%) =0 (3.28)

Vo = (Gl + §a3($2 + y2)) (:1:2 + y2)

1
Vi = T [12a2x — 8ayasy® + 3ajaz(5x® + 3xy?) + 6asaz(3x? + 42?y? + y*) + 9a3(2® + x3y?)] y.

Demonstragio. O sistema (3.27) é um sistema de Lienard com F(z) = e(ax + ax® + azz®) =
3

€ E a;x" e, seguindo a notacao do corolario anterior, temos n = 3 e m = 1. Assim,
i=1

1 3 4@1

== —azp = =0&p=——
q(p) 501+ gasp q(p) p 34,

e, portanto, p > 0 < ajaz < 0.
Logo, pelo Corolario 3.5, segue que para ¢ suficientemente pequeno, o sistema (3.27) tem

no maximo um ciclo limite se ajaz < 0. Além disso, este ciclo limite é assintético ao circulo de
4&1

raio \/_ 3@

Resta mostrar que a forma deste ciclo limite, até os termos de ordem dois, é dada pela curva
(3.28), com V; e Vi dadas no enunciado. Para isso, repetimos o método da demonstragao do

Teorema 3.3.
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Como (3.27) é analitico, j& que é um sistema polinomial, o fator integrante inverso V =

V(z,y,¢e) associado a este sistema é analitico. Logo, podemos escrever:
V =V(z,y,e) = Vo(z,y) + eVi(z,y) + O(c?). (3.29)

Como vimos na demostracao do Teorema 3.3, o termo de ordem zero, em ¢, da equacao

oV oV orP 0 ) oV oV,
P_ﬁx + Q—ay = (% 8—3) V' é dado por —ya—; + q;a_yo =0, onde V, = Vo(:c2 + y2)'
oV; A%
Além disso, o termo de ordem um, em ¢, é dado por —y—a; + x—ayl = f, com f(z,y) dada

na equagao (3.7).
Vamos calcular f(x,y) para esse caso particular. Temos:
oVy ovy 0 9
% + 5& + %0(5 ) +

MW , Vi 0 o\ _( W OV
-I—x(ay +66y +8y0(5))—( U +Iay)+

ov ov B 2 3
P%_FQa—y = (—y+e(mzr+ asx® + azx ))(

Vi Vi |V b :
+5(—ya +$ay+8$(a1x+a2x +agz”) | + O(e7),

X
¢,
aP 8Q 2 2 2 2
% + a—y V= 5(611 + 2a0x + 3asx )(Vb + eVl + 0(6 )) = 6%(@1 + 2asx + 3asx ) + O(E )
Logo,

flz,y) = Volar + 2a0x + 3a3z?) — 2V (122 + asx® + azx?), 3.30
0

onde V{ indica a derivada em relacao a z? + y?.

Para resolvermos

v, o

resolvemos o sistema de equagoes diferenciais ordinarias

1 1 1
——dr = —dr = —dV1,
Yy T f
e obtemos
[
Vi= [ =dy.
z
Definindo,

’ )dy,

ot = [ I/
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temos
Vi(z,y) = / @dy =g(a®,y) = g(a® +°,y)

¢ uma solugao de (3.31).

Fazendo x = acosf e y = asinf, segue que,

f(acosf,asinf)

g(a* asinf) =

acosGd@z/f(acos@,asin@)d&.

acosf

Logo, o célculo de g(a?, asinf) se reduz ao cdlculo de integrais da forma [ sin® 6 cos” §d6.
Na demonstracao do Teorema 3.3, vimos que as primitivas de tais integrais sao polinomios nas
variaveis sin e cos § além de, eventualmente, um termo linear em 6 que s6 aparece quando r e s
sao pares. Vimos também que devemos anular o coeficiente do termo linear 6, e que se juntarmos
todos os mondmios onde z"y® aparecem com r e s pares em f(x,y) e se os integrarmos, entao
obteremos que o coeficiente de 6 em [ f(acos@,asin®)df ¢ dado pela equagao (3.13), onde p(p)
é o polinomio definido em (3.3) e p = a?.

Anulando o coeficiente de 6, segue da equagao (3.13) que p(p) = cVy(p), ¢ € R e escolhemos

c¢ = 1. Neste caso, como m = 1, temos:

2] +1 3 3
E pip’ = E ,,a2]+1pj =a1p+ 1613,02 = (al + Z%P) p-
Logo, como p = x? + y?, segue que
3 2 2 2 2
Volz,y) = (@ + Jas(@” +37) | (27 +¢7).

Resta agora obter a expressao de Vj(z,y), para isso, substituimos Vy(z,y) na equagao dada

por (3.31) e a resolvemos, obtendo, com a ajuda de softwares, a expressao V;(z,y) desejada.

O

3.2 Configuracoes de Ciclos Limite em Campos Vetoriais Planares

Nesta secao, mostraremos que toda configuracao de curvas fechadas, simples e disjuntas do
plano é topologicamente realizdvel como um conjunto de ciclos limite de um campo vetorial
polinomial. Além disso, a configuracao pode ser realizavel por ciclos limite algébricos. No
teorema aqui estudado, forneceremos um campo vetorial polinomial que realiza uma dada

configuragao.
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Defini¢ao 3.7. (a) Uma configuragao de ciclos limite é um conjunto finito C = {C4,...,Cy,}

de curva fechadas, simples e disjuntas do plano.

(b) Dada uma configuracao de ciclos limite C' = {C,...,Cy,}, a curva C; € dita primdria se

nao existe curva C;, da configuracao C, contida na regiao limitada por C;.

(c) Duas configuragées de ciclos limite C = {Cy,...,C,} e C' = {C},...,C,} sio

(topologicamente) equivalentes se ewistir um homeomorfismo h : R* — R? tal que
h (U oi) =Jc
i=1 i=1

(d) Um campo vetorial X realiza a configuracio de ciclos limite C' se o conjunto de todos
os ciclos limite de X for equivalente a C'. Neste caso, dizemos que a configuracao C é

realizdvel por X.

Observe que, se C' = {C1,...,C,} e C"={C1,...,C! } sdo (topologicamente) equivalentes,

entao m = n.
Definicao 3.8. Um ciclo limite € dito algébrico se for uma componente de uma curva algébrica.
O objetivo principal dessa se¢ao é demonstrar o seguinte teorema, apresentado em [21].

Teorema 3.9. Seja C = {C4,...,C,} uma configuragao de ciclos limite e seja r o nimero de

curvas primdrias dessa configuracao. Entao:
(a) A configuragao C € realizdvel por um campo vetorial planar.

(b) A configuracio C ¢é realizavel como uma configuracao de ciclos limite algébricos por um

campo vetorial de grau menor ou igual a 2(n + 1) — 1.

Antes da demonstragao, introduzimos o conceito de logaritmo complexo que sera usado na

mesma (para mais detalhes, ver [11]).

Definicao 3.10. O logaritmo de um nimero complezo z = re? # 0 ¢ definido por
logz =1Inr+i0 =In|z| + iarg(z).

O logaritmo esté definido para todo nimero complexo z # 0 e se reduz ao logaritmo real

quando 6 = 0.
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Como a féormula acima permite atribuir ao logaritmo varios valores distintos, dependendo
do argumento usado para o nimero z, dizemos que ela é uma funcao multivalente. Esta funcao
é, a rigor, impropria, mas é usada por conveniéncia. Por esse motivo, para enfatizar, ou evitar
quaisquer duvidas, as vezes, usamos a expressao funcao univalente.

Observe que, para que o logaritmo seja uma funcao univalente basta restringirmos o
argumento de z a um intervalo do tipo 2km < 0 < 2(k+ 1)m com k£ = 0,£1,42,... Quando
k = 0 obtemos o que chamamos de valor principal do logaritmo. Além disso, observe que
qualquer restricao do argumento a um intervalo de comprimento 27, a < 0 < «a + 2, introduz
descontinuidades na funcao log z ao longo do raio pela origem e de argumento a.

Da anélise complexa, temos

—log z = E
dz 27T
além disso,
log(z122) = log z1 + log 2o = In(ry7re) +i((01 + 02) + 2(ky + k2)7), (3.32)

onde k; e ky sdo inteiros arbitréarios, z; = e’ e zy = rye'?2.

Observe que, a férmula (3.32), é valida, com o seguinte significado: o conjunto de valores
possiveis de log(z122) coincide com o conjunto dos valores possiveis de log z; + log 2.

No caso em que 2z; = 25 = 2z = re? a equagdo (3.32) se reduz a
log 2* = 2log z = Inr? +4((20) + 2(2k)7).
Definicao 3.11. Dados dois nimeros complexos z e 3, com z # 0, definimos 2° por
LB _ Blogz.
Assim, Blog z é um dos logaritmos de z” e
log 2¥ = Blog z + 2kmi.

Observe ainda que, quando consideramos o argumento principal 0 < 6 < 27, temos k = 0

nas formulas anteriores.

Demonstragdo. (do Teorema 3.9). Seja C = {C1,...,C,} a configuragdo de ciclos limite dada
no enunciado do teorema. Para toda curva primaria C; escolhemos um ponto p; no interior da
componente limitada por Cj.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que:



3.2 Configuragoes de Ciclos Limite em Campos Vetoriais Planares 70

(a) Cada curva C; é um circulo definido por
filwy) = (@ — )"+ (y —y:)* =7 =0 (3.33)

parat=1,...,n.

(b) As curvas primarias da configuragdo C' sao as curvas C; e os pontos p; escolhidos tem

coordenadas (x;,y;), para j =1,...,r.
Para todo ponto p; escolhido, definimos:

fn+2j71(xay) = (‘/E - xj) + Z(y - y]')a

(3.34)
fot2i(m,y) = (2 — ;) —i(y — y;),
ondei=+/—1lej=1,...,r.
Consideramos a funcao:
n+2r
F= e o ot ot et fsr = TR (3.35)
k=1
Cco1m /\1 ::)\n: 1, )\n+2j—1: 1+Z7 /\n+2j:1—i,i:\/—1 ejzl,...,r.

Afirmagao 1: A fungao F dada em (3.35) pode ser escrita como
F(z,y) = A(z,y)B(z,y)C(z,y),

onde

- Yy—Y; . ~
Neste caso, a funcao arctan ( | deve ser entendida como a fungdo arg(z — z;), onde

T — Ty
z=x+1y ez =x;+1y;.
De fato, a fungdo A(z,y) nada mais é do que produto dos n primeiros termos de F.

Observe que, para todo 1 < 7 < r, temos:

(fafajoa) - (faity) = (@ =) +ily —y)) - (0 —25) —ily —y;)" " =

. (3.36)
= (@ =)+ =) (=) +iy =)' - (2 — ) = ily —;))").
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Para simplificar a notagao, chamamos (v — x;) =a e (y — y;) = b. Assim,

(a + bi)" = exp(ilog(a + bi)) = exp(iln |a + bi|) - exp(— arg(a + bi)),
(@ —bi)~" = exp(—ilog(a — bi)) = exp(—iln|a — bi|) - exp(arg(a — b7)).

Logo, como |a + bi| = |a — bi| e arg(a + bi) = — arg(a — bi), temos:
(a+bi)" - (a—bi)™" = exp(—2arg(a + bi)).

Voltando a notacao inicial, temos:

(z—2;) +ily —y)) (x— ;) —i(y —y;)) " = exp(—2arg((z — z;) +i(y — y;))) =

= exp (—2 arctan (%)) . (3.37)
J

Assim, quando fazemos o produto, para todo j = 1,...,r obtemos, a partir das equacoes
(3.36) e (3.37), os termos B(z,y) e C(x,y) definidos acima.

Observe que a funcao F' é uma funcao real, pois A, B e C' sao fungoes reais. Logo,

n+2r n—+2r
H =log F = log (H f,jk) =" Alog fi, (3.38)
k=1 k=1

é também uma funcao real, onde log indica o logaritmo complexo.

Logo, H estd bem definida e seu dominio é

{(.’L’,y) € RQ;(I‘,y) §é UCiU{pla---vpr}} .

i=1

Afirmacgao 2: O campo de vetores

t=Plzy) (3.39)
y=Q(z,y)
onde,
n+2r n+2r 8
Plz,y) ==Y A ( 11 fzxy)a—(aﬁ y)
k=1 =1, Ik
e

Qz,y) = > M (H fza:y> f( )

satisfaz o item (b) do Teorema 3.9.
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n—+2r
De fato, chamamos V = H frx. Primeiro, observamos que
k=1
OoH @ OH -P
e T e 3.40
or V' Oy vV (340)

pois:

OH 5(103; F) 1 8F n+2r )\ . afk n+2r n+2r %
ox ox F 9z ne2r Z H kz:; F fr

H I=1, I£k
k=1

e’

n+2r n+2r

o[ 11 4) %
Q k=1 =1, Ik n+2r}\ %
v - n+2r - Z k=

IT 5
k=1

A outra igualdade segue de forma analoga.

Dessa forma, como H e V sao fungoes reais, segue que P e () sao funcgoes reais e,
consequentemente, o campo vetorial X = (P,Q) é real. Além disso, da definicdo de P e
@, segue que X é um campo vetorial polinomial de grau no méximo 2n + 2r — 1. De (3.40)

segue que 0 campo
1 1
—X=(=nr
% (V VQ>

or_ o ovon
or oydxr Oz Oy’

¢ Hamiltoniano e

2
0Q _v 0°H L oV OH
dy oxdy Oy o

Assim, como H € C?, temos:

oP  0Q oV OH oV OH oV oV
(8x+8y)v ox 8yv Jy 8xv 8x+Q8y

Logo, V' é um fator integrante inverso para X.

Note que V estd bem definida em todo o R?, j4 que é uma funcao polinomial e que ¥ =
{(z,y) € R%V(x,y) = 0} = (UL, C:) U{p1,...,pr}. Dessa forma, pelo Teorema 2.21, se o
campo de vetores X tiver ciclos limite eles estarao contidos em 3, ou seja, serao os circulos

CZ', 2:1,...,n.
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Para concluir a demonstragao, devemos provar que todos esses circulos, C;, i = 1,...,n,
sao ciclos limite para o campo de vetores X.

Afirmacao 3: F' é uma integral primeira do campo X.

De fato, seja y(t) = (z(t), y(t)) uma solugdo qualquer do campo de vetores X. Para mostrar
que F' é uma integral primeira para X usaremos a equagao (3.40) e o fato de H = log F' implicar
F = exp(H). Com isso, temos:

oF dx OF dy

(Fe®) =50 a T oyt

_ exp<H)‘;—IZP + exp(H)%—};Q — exp(H) (_ - _) _

Assim, (Fov)'(t) = 0, para todo t € R e, portanto, F' é uma integral primeira para o campo
vetorial X.

Como F' é uma integral primeira para o campo X, os circulos C;, i = 1,...,n, sao formados
por solugoes do campo, ja que eles estao contidos no nivel zero de F'.

Provemos, agora, que todo circulo C;, ¢+ = 1,...,n, nao tem pontos singulares e, portanto,
é uma Orbita periddica.

Suponhamos que (zg,y0) € C; seja um ponto singular de X, dessa forma, P(zg,yo) =

Q(zo,y0) = fi(xo,y0) = 0. Pela definicao de P(x,y) e Q(z,y) e como f;(xg,y0) = 0, segue:

n+2r n+2r f n+2r 8f
0 = P(x0, Yo) Z Ak ( IT fi@o.ue ) ——(20,90) = ( IT fi(zo. v ) dy —— (%0, Y0),

I=1, 1k I=1, i
(3.41)
e
n+2r n+2r f n+2r f
0=Q(z0,50) = >_ M ( II filzo w ) —— (20, 90) = < 1T fi@o.mo ) (0, Yo)-
k=1 I=1, 1k I=1, i
(3.42)

Como (z9,70) € C; segue, das equagoes (3.33) e (3.34) e do fato que as curvas C; sdo
disjuntas, que f;(xo,yo) # 0, para todo j = 1,...,n, j # i. Além disso, por definigao, \; # 0,
para todo k =1,...,n+ 2r. Assim, (3.41) e (3.42) implicam que

ofi afi

O (20,40) =0 = 8—;(1?0790) = 2(vo — 7)) = 0=2(yo — ¥i) = To = T € Yo = Yi,
o que é absurdo, pois (zg,yo) € C; e (x;,y;) é o centro de C;.
Portanto, todo circulo C;, i = 1,...,n é uma érbita periddica do campo X.
Por fim, provaremos que C; é um ciclo limite, para todoi=1,...,n.
Note que todos os circulos C;, i = 1,...,n e todos os pontos p;, 7 =1,...,r estao no nivel

zero de F' e que essas sao as Unicas orbitas de X contidas nesse nivel de F'.
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Suponhamos, por absurdo, que C; nao seja um ciclo limite do campo de vetores X, com
j €{1,...,n}. Assim, existe uma curva periddica a(t) = {(z(¢t),y(t)), t € [0,T]}, diferente de
C1, ..., C, e suficientemente proxima de C;, de forma que os pontos de {pi, ..., p,} contidos na
componente limitada por C;, digamos {pi,...,ps}, s@0 os mesmos pontos que estdo contidos
na componente limitada por «(t). Observe que, a existéncia da curva «(t), nessas condigoes,
¢ garantida pois existe apenas um numero finito de pontos contidos na componente limitada
por C; e, como C; nao é um ciclo limite, existem infinitas trajetérias fechadas, suficientemente
proximas de Cj.

Como «f(t) nao pertence ao conjunto {Ci,...,C,}, e F é uma integral primeira para o

campo de vetores X, existe h # 0 tal que

Fa(t),y(t) = A(z(t), y()) B(x(t), y(t)). exp <—2 > 9m(t)> =h, (3.43)

t - Ym . .
onde 6,,(t) = arctan (yéti—y) =arg((z(t) +iy(t)) — (xm + iYm))-
z(t) — T
Por defini¢ao, as fungoes A(z,y) e B(x,y) sao limitadas sobre «(t). Além disso, quando

entendemos 6,,(t) como arg((z(t) + iy(t)) — (xm + iym)), observamos que, para m = 1,...,s,
os angulos 6,,(t) tendem, simultaneamente, para +0o ou —oo, quando t — oo enquanto que,
param = s+ 1,...,r os angulos 0,,(t) permanecem limitados, quando ¢ — oo.

Observe que, existe pelo menos um ponto p; dentro de cada circulo Cj, visto que escolhemos
esses pontos dentro de cada circulo primario da configuracao C' e, ou o circulo é primario ou
existird um circulo primério dentro dele. Disso e da equagao (3.43) segue que h — 0 ou h — oo,
0 que é absurdo.

Portanto, C; ¢ um ciclo limite para o campo vetorial X. Como j € {1,...,n} é arbitrario,
o teorema esta provado.

]

Observe que, na demonstracao do teorema fornecemos uma expressao explicita para o campo
de vetores polinomial satisfazendo o item (b) do Teorema 3.9. Claramente, o item (a) segue
diretamente do item (b).

Apresentamos a seguir, dois exemplos que ilustram o Teorema 3.9.
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Exemplo 3.12. Seja C = {C},Cs}, onde C;, i = 1,2 sao, respectivamente, os circulos dado

por:
z,y) =% +y%—1,
fi(z,y) Y (3.44)
fg(fl'f,y) = 'T2 + y2 —4.
FEscolhendo p; = (0,0), temos:
T,Y) =+ 1y,
fs(z,y) .y (3.45)
f4($, y) =T —1y,
Assim, usando as expressoes de f;, i = 1,...,4 dadas em (3.44) e (3.45), o campo vetorial

(P,Q) dado em (3.39) e com o auzilio de softwares computacionais temos que o campo que

realiza a configuracio C' € o sequinte

P(x,y) = 8x — 8y — 1023 + 2022y — 10zy? + 203 + 225 — 62ty + 4a3y? — 12223 + 2zy* — 6¢°

Q(x,y) = 8z + 8y — 2023 — 1022y — 20zy® — 104> + 62° + 22ty + 1223y? + 4a?y® + 6zy* + 21°.
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™
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Figura 3.2: Campo vetorial que realiza a

Figura 3.1: Configuracao C' do Exemplo 3.12. configuracao C' do Exemplo 3.12.
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Exemplo 3.13. Seja C = {C1,Cy,C3}, onde C;, i = 1,2,3 sdo, respectivamente, os circulos

dado por:
filz,y) =2" +y* — 1,
folz,y) = (z —4)* + (y = 5)* -9 (3.46)
fala,y) = 2% +y* —4
Escolhendo p; = (0,0) e po = (3,5) temos
fa(z,y) =z + iy,
T,Y) =T — 1y,
f5(z,y) Y | (3.47)
Jo(z,y) = (& = 3) +i(y — 5),
fo(w,y) = (x—3) —ily —5),
Assim, usando as expressoes de f;, i = 1,...,7 dadas em (3.46) e (3.47), o campo vetorial

(P,Q) dado em (3.39) e com o auzilio de softwares computacionais temos que o campo que

realiza a configuracao C' € o sequinte

P(z,y) = 4 + 13602 + 1360y — 2402° + 1020822y — 2402y + 10208y° — 16602 —
459223y — 9840222 — 45922y — 8180y* + 30025 — 23802ty + 200023y? — 42402293+
17002y" — 1860y° + 29025 + 165625y + 32102%2 + 331225y + 555022y + 1656217+
2630y5 — 6027 — 60425y — 7402%y? — 202024y — 130023y* — 2228225 — 620xy° — 812y +
1028 + 6827y + 1402%y? + 20425y + 360xty* + 20423y + 34022y° + 68xy” + 11095 —
628y — 24253 — 362ty — 242%y" — 697,

Q(z,y) = 4 — 108822 — 108842 — 104162% + 32022y — 104162y + 320y + 59202 +
652023y + 72482y + 6520zy> + 1328y* + 26402° — 1800y + 476023y? — 220023+
2120zy* — 400y° — 1888x°% — 23402°y — 4008x*y? — 4680x3y> — 23522%y* — 23402y°—
2321% + 55227 + 64025y + 18642°y? + 1360zy> + 207223y* + 80022y° + 760xy° + 80y"—
762° — 10027y — 23625y — 30025y — 2522%y* — 30023y® — 1002%y® — 100xy” — S8y+
627 + 24x7y? + 362°y* + 24235 + 6275,
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Figura 3.4: Campo vetorial que realiza a

Figura 3.3: Configuragao C' do Exemplo 3.13. configuracao C' do Exemplo 3.13.
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