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Introduccion

Gran parte de la ciencia de nuestro tiempo estd escrita en el lenguaje de las ecuaciones diferen-
ciales. Desde que estas aparecieron en los trabajos de G. W. Leibnitz (1646-1716) y de I. Newton
(1642-1727), cada vez més parcelas del saber encuentran en ellas un lenguaje apropiado para fijar
y desarrollar sus conocimientos. La astronomfa, concretamente la mecénica celeste, la fisica y la
quimica ven en las ecuaciones diferenciales la expresién més natural para sus leyes. La ingenierfa,
la economfa, la ecologia, etc ... utilizan el lenguaje de las ecuaciones diferenciales para modelizar
fenémenos y simular su comportamiento en experimentos que dificilmente pueden realizarse en
los laboratorios. Este hecho ha propiciado que el estudio de las ecuaciones diferenciales sea una
de las 4reas de mayor aplicacién dentro de las matematicas.

Determinar una expresién de una solucién fue durante mucho tiempo el objetivo de todo el
que se acercaba al estudio de las ecuaciones diferenciales, atin cuando no todas las ecuaciones
tienen soluciones expresables en términos de funciones elementales (J. Liouville (1809-1882)). Sin
embargo, y a pesar de los miltiples intentos por avanzar en esta linea, el nimero de ecuaciones de
las que actualmente conocemos métodos para su resolucién es insignificante dentro del conjunto
de todas ellas. Incluso cuando es posible encontrar una expresién de la solucién esta puede ser
tan complicada que su andlisis suponga enormes dificultades.

Fue H. Poincaré (1854-1912) quien, a finales del siglo XIX [Sur les corbes définies par une
équation différentielle (1881-1886)], abrié una nueva via en el estudio y comprension de las ecua-
ciones diferenciales. Con él las soluciones abandonan el terreno del célculo para pasar a con-
siderarse elementos geométricos (drbitas), dando origen a la Teoria cualitativa de las ecuaciones
diferenciales. A las bases asentadas por Poincaré se unieron los trabajos de A. Liapunov (1857-
1918) sobre la estabilidad del movimiento, y las investigaciones desarrolladas por I. O. Bendixson
(1861-1935) y por G. D. Birkhoff (1884-1944).

El nuevo enfoque persigue comprender la dindmica de un sistema modelizado por una familia
de ecuaciones diferenciales (ordinarias), X = f (¢,x;A), sin necesidad de calcular una expresién
de sus soluciones. Desde el punto de vista de la Teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales
esta comprensién pasa por: (1) describir el retrato de fases de cada una de las ecuaciones; (2)
determinar una relacién de equivalencia entre los diferentes retratos de fases y clasificarlos en
base a esta relacién; (3) describir los cambios en el retrato de fases que ocurren al pasar de una
clase de equivalencia a otra. A estos tres apartados nos referimos como el programa de la Teoria
cualitativa de las ecuaciones diferenciales.

El retrato de fases de una ecuacién diferencial consiste en expresar el dominio de definicién de
la ecuacién, esto es, su espacio de fases, como unién de todas sus dérbitas. Puesto que las drbitas
son variedades de dimensién menor o igual a 1, estas tinicamente pueden ser puntos, y en tal caso
las denominamos puntos singulares; curvas homeomorfas a la circunferencia S!, que denominamos
drbitas periddicas; o curvas homeomorfas a la recta R. Usualmente, sélo un nimero finito de estas

11



12 ' Introduccidn

érbitas determinan el retrato de fases, al conjunto formado por estas érbitas lo denominamos
configuracion de separatrices. Representar graficamente la configuracién de separatrices es lo que
denominamos describir el retrato de fases.

La Teoria cualitativa proporciona resultados, y en su defecto técnicas, para el andlisis local de
los retratos de fases. El Teorema de Hartman—Grobman [18] (1963) describe, bajo hipétesis muy
generales, el comportamiento de las érbitas en un entorno de los puntos singulares. Sin embargo,
solamente existen resultados que ayudan significativamente a describir el retrato de fases global de
una ecuacién diferencial en variedades de dimensién 1 o 2. De entre estos destacamos el Teorema
de Poincaré-Bendixson que, en condiciones de compacidad, garantiza que los conjuntos limite de
una 6rbita son: puntos singulares, érbitas periddicas o ciclos de separatrices.

En realidad no se tiene un conocimiento completo, ni siquiera en el plano, del retrato de fases
global de cualquier ecuacién diferencial. Preguntas importantes como el ndmero de ciclos limite
(6rbitas periddicas aisladas dentro del conjunto de las érbitas periédicas) y su distribucién en el
plano contintian abiertas en cuanto abandonamos el 4mbito de las ecuaciones diferenciales lineales
[44]. Este problema restringido a las ecuaciones diferenciales polinomiales en el plano se conoce
como la sequnda parte del Problema 16 de Hilbert, y fue propuesto por Hilbert (1862-1943) en
1900.

En cierto sentido, dos ecuaciones pueden tener una descripcién equivalente desde el punto de
vista de la Teorfa cualitativa atn cuando se diferencien en otros aspectos. La relacién de equiva-
lencia més utilizada y que conserva la estructura topoldgica del retrato de fases es la denominada
equivalencia topolégica. Se dice que dos sistemas son topoldgicamente equivalentes si existe un
homeomorfismo entre sus respectivos retratos de fases que transforma las érbitas de un sistema en
las del otro conservando la orientacién. Para algunos autores, como por ejemplo M. M. Peixoto,
la equivalencia topolégica no conserva necesariamente la orientacién de las drbitas.

Basandose en el trabajo de L. Markus [32], D. Newman garantiza que, para campos vectoriales
sobre variedades de dimensién 2 con todos sus puntos singulares aislados, la configuracién de
separatrices determina la clase de equivalencia topoldgica del retrato de fases [34] (1975). Otra
caracterizacién de las clases de equivalencia topoldgica de ecuaciones diferenciales sobre variedades
de dimensién 2 se debe a M. M. Peixoto [36].

Desde que en el afio 1937 el fisico A. A. Andronov (1901-1952) en unién con el matemdtico L. S.
Portrjagin (1908-1988) introdujo el concepto de estabilidad estructural, el andlisis de los cambios
en la configuracién de separatrices ha ocupado un lugar principal en la Teoria cualitativa de las
ecuaciones diferenciales. Sin entrar en detalles, un campo vectorial es estructuralmente estable
si su retrato de fases es equivalente al retrato de fases de cualquier campo vectorial que estd
“préximo” a él. Una caracterizacién de los campos vectoriales 2 dimensionales estructuralmente
estables se debe a Peixoto [37].

Por otra parte, la configuracién de separatrices de un retrato de fases puede cambiar al variar
ligeramente el pardmetro. Estos cambios se denominan bifurcaciones y el valor del pardmetro
donde suceden valor de bifurcacidn. La representacion de los valores de bifurcacién y la descripcién
del cambio en la configuracién de separatrices es lo que se denomina conjunto de bifurcaciones.
Podemos afirmar que, si el retrato de fases contiene la “esencia’ del comportamiento dindmico de
una ecuacién, el conjunto de bifurcaciones representa la “esencia’ del comportamiento dindmico
de una familia de ecuaciones diferenciales.
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En esta memoria aplicamos el programa completo de la Teoria cualitativa de las ecuaciones
diferenciales a la familia de los sistemas fundamentales.

Siguiendo el trabajo de J. Llibre y J. Sotomayor [29], llamamos sistemas fundamentales a la
familia de ecuaciones diferenciales

% = Ax + @(kTx)b, (0.1)

donde A es una matriz 2 X 2 con coeficientes reales, x € R, kb e R2\ {0} y3: R — Res la
funcién lineal de tres trozos y simétrica respecto del origen

mio — (mg—mi)u si o< —u,
P(o) =< moo si —u<o<Luy, (0.2)
mioc+(mg—mi)u si u<o,

con u > 0.

Cuando mg = my, la funcién @ es lineal y el sistema (0.1) es lineal, por lo que en este
trabajo consideramos que mg # m1. Si sustituimos la funcién & en la ecuacién (0.1) y definimos
A=A+ mibk?, B=A+mgbkT, b= (mg—mi)uby k =u"k, la ecuacién (0.1) se reescribe

como
Ax+b sikTx>1,

x={ Bx si }kai <1, (0.3)
Ax~-b sikTx < —1.

A partir de la expresién (0.3), es frecuente referirse a la ecuacién (0.1) como un sistema lineal
de tres trozos y simétrico.

En cada una de las bandas del plano de fases Sy := {x ¢ R? : kTx > 1} y S_ == {x €
R? : kTx < —1} el sistema es lineal no homogéneo, y su comportamiento estd caracterizado por
la traza y el determinante de la matriz A, que denotamos por ¢ y d, respectivamente. Sobre
la banda Sp := {x € R? : ]ka < 1} el sistema es lineal homogéneo, y su comportamiento
estd caracterizado por la traza y el determinante de la matriz B, que denotamos por T' y D,
respectivamente. Las fronteras de estas bandas estdn formadas por dos rectas distintas y simétricas
respecto del origen T'y := {x € R2 : kTx =1} y I'_ = {x € R? : kTx = —1}. A los pardmetros
D, T, d y t les denominamos pardmetros fundamentales y son los pardmetros respecto a los que
describimos las bifurcaciones.

Sobre las rectas I'y y T'_ el campo vectorial es Lipschitz, pero no es diferenciable. Desta-
camos esto por que gran parte de la Teorfa cualitativa, en particular la Teoria de bifurcaciones,
esta desarrollada bajo condiciones de diferenciabilidad del campo vectorial. Esto impide poder
aplicar algunos resultados conocidos al estudio de los sistemas fundamentales. Sin embargo, el
comportamiento lineal a trozos de los sistemas fundamentales permite llevar a cabo todo el pro-
grama de la Teorfa cualitativa, desde la descripcién de los retratos de fases hasta el estudio de las
bifurcaciones, obteniéndose la riqueza dindmica propia de los sistemas no lineales.

A partir de la expresién (0.3), es sencillo definir la familia de los sistemas lineales en dos
trozos y la familia de los sistemas lineales en tres trozos no necesariamente simétricos. Pese a
que no consideramos su estudio en esta memoria, estas familias, junto con sus generalizaciones a
dimensiones superiores, han sido las més estudiadas en la literatura que se ocupa de los sistemas
lineales a trozos, véase por ejemplo el trabajo pionero de Andronov [3]. Para una descripcion de
los retratos de fases y de los conjuntos de bifurcaciones de los sistemas lineales a trozos en dos
zonas véase [16]. Para un estudio sobre el conjunto de bifurcaciones de los sistemas fundamentales
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en R3 véase [27]. Aspectos sobre los retratos de fases de los sistemas lineales a trozos en tres zonas
y no simétricos se encuentran en [39].

Motivaciones

Partiendo de los sistemas diferenciales lineales, un primer paso natural en el estudio y compresion
de los fenémenos no lineales consiste en considerar campos vectoriales lineales a trozos. Del mismo
modo que la linealizacién local es ampliamente utilizada para el estudio del comportamiento local
del flujo, los sistemas lineales a trozos ayudan a entender la riqueza de comportamientos observada
en el mundo no lineal.

Sin embargo, las aportaciones més numerosas al estudio de los sistemas lineales a trozos
proceden del 4mbito de las aplicaciones, como por ejemplo la Teor{a de control y el disefio de
circuitos eléctricos. La lista de trabajos que actualmente se publican en estas dreas entorno a
estos sistemas da una idea de su importancia. Simplemente citar los trabajos de M. Komuro (23],
L. O. Chua y A. C. Deng [9], L. O. Chua y R. Lum (31] y [30], Chai Wah y L. O. Chua [42] y J.
Alvarez, R. Sudrez y J. Alvarez [1].

En el siguiente ejemplo mostramos una aplicacién habitual en la que aparecen, de forma
natural, los sistemas fundamentales, y que justifica el interés que despiertan estos sistemas en el
4mbito de las aplicaciones. Para una introduccién a la Teorfa de control véase [25], (8] y [33].
También en el disefio de circuitos eléctricos aparecen frecuentemente ejemplos modelizados por
sistemas fundamentales, véase por ejemplo (3] y [10].

Con frecuencia las no linealidades de un sistema se modelizan mediante funciones diferencia-
bles, y asf se utilizan con provecho las técnicas y resultados de la dindmica diferenciable y de
la teorfa local de bifurcaciones. En muchos problemas, considerar funciones lineales a trozos es
una alternativa cuyos resultados se ajustan mejor cualitativa y cuantitativamente a la observacién
experimental, [3] y [14]. Tipicamente, las funciones lineales a trozos que se utilizan son: la satu-
racién, para modelizar amplificadores y motores, véase la Figura 0.1(a); las zonas muertas, para
modelizar vélvulas y motores, véase la Figura 0.1(b); la friccién no lineal en el caso de motores,
véase la Figura 0.1(c); y el relé de dos estados, véase la Figura 0.1(d).

Un ejemplo clésico en Teorfa de control es el llamado problema de control de posicién de
un motor. Consiste en disefiar un dispositivo movido por un motor, capaz de situarse en una
posicién predeterminada 6;, posicién de referencia. Este problema aparece frecuentemente en la
automatizacién industrial, por ejemplo en robdtica al intentar controlar la posicién de un brazo
mecanico.

En la Figura 0.2 representamos el esquema de un sistema de control de posicién de un motor.
El mecanismo consta de cuatro elementos: un amplificador operacional de funcién caracteristica
fa (v); un motor de corriente continua de funcién caracteristica Tas (v), con un tacémetro incor-
porado; un juego de engranajes, con una relacién de velocidades de n a 1; y un dispositivo de
control proporcional de constante K. Asf disefiado, el esquema se corresponde con un dispositivo
de control por realimentacién del estado.

Sif,, I,y F, (éo) (respectivamente, Opr, Ing y Fa (9M)) son la posicién, el momento de inercia
y la fuerza de rozamiento del eje de salida (respectivamente, del eje del motor), la ecuacién del
movimiento del dispositivo es

(n21M + 1‘0) bo=nTh ( fa (K (6; — 0,) — knfo; 92)) — 12 Fy6o ~ Fobo, (0.4)
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v
/

v
v

(c) (d)

Figura 0.1: No linealidades tipicas: (a) saturacién; (b) zona muerta; (c) friccién; (d) relé de dos
estados.

véase [8]. Notese que hemos supuesto que las fuerzas de rozamiento son proporcionales a la
velocidad angular.

El caso lineal: primera aproximacion

Algunos componentes electrénicos estdn disefiados de manera que sus respuestas son propor-
cionales a las entradas. En consecuencia, suponemos que las funciones caracteristicas del ampli-
ficador operacional y del motor son lineales, esto es, f, (v) = Gv y Tj (v) = Krv. Considerando
que 8; = 0, el sistema estd descrito por la ecuacién diferencial lineal homogénea

(n?In + o) o + [n? (KrGh + Fur) + F,| 6o + (nK7Gk) 65 = 0.

Saturacién en los componentes

Pese a que no es restrictivo suponer que la funcién caracterfstica del amplificador es lineal, si es
una idealizacién pensar que este comportamiento se mantiene para cualquier voltaje de entrada.
Un amplificador tiene un rango finito de salida que no puede superar, por muy elevado que sea
el voltaje de entrada. Por tanto, un modelo més realista del problema ha de considerar una
saturacién como funcién caracterfstica del amplificador, véase la Figura 0.1(a).

Tomando

Gé, siv > b, ( 0 1 )

fa(w)=< Gu si|v]|<6gy , A= \ _ ,
~G bq siv < —6g, 0 — (n?Fu + Fo)/ (nIn + Do)

z1 = 0,, T2 = 6o, k = (K, nk)T, b = (0,-nKr/(n®Iy +.[o))T y 8; = 0, la ecuacién (0.4) se
transforma en X = Ax + f, (ka) b, que es un sistema fundamental, véase (0.1).
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r
‘ I
.- I Engranaje
—%—@i—l K ! . { \’| HM 7
| |
- 1
- |
Control .- 4 Lm]l|
Amplificador = — 1
A Operacional. e e e e e — - - J 1 6,
Motor Eléctrico -

A

Figura 0.2: Esquema de control de posicién de un motor.

Del mismo modo que el amplificador operacional, el motor de corriente continua es operativo en
un rango de valores determinado, superado el cual, la respuesta del motor permanece constante.
En consecuencia, un modelo més realista incorpora una caracteristica del motor, Ty, del tipo
saturacién. Tomando ahora k7 = (-GK, ~Gnk)T, b = (0,n/ (n?Iy +Io))T, y x1, To, 0; y A
como en el caso anterior, la ecuacién (0.4) se expresa como X = Ax + Ty (ka) b, que es un
sistema fundamental.

Friccién de Coulomb en el motor

Podemos suponer que el problema de la saturacién en el amplificador y en el motor se pueden
eliminar simplemente eligiendo componentes con unas prestaciones superiores a las que “supues-
tamente” requiere nuestro sistema. Sin embargo, todo motor necesita de una tensién minima
para vencer las fricciones internas y comenzar a girar. Para tener en cuenta este fendmeno pode-
mos suponer que la funcién caracteristica del motor es una zona muerta, véase la Figura 0.1(b).
Tomando

Krov siv > b,
Ty (v)=4¢ 0 si |v] <o,
—Kpv siv < —bpM,

y A, k, b, x y §; como en el caso anterior, la expresién (0.4) se transforma en X = Ax+Ty (ka) b.

Resultados principales

Desde que en, [3], Andronov y sus colaboradores se ocuparon del estudio de los campos vectoriales
lineales a trozos, y en concreto de los sistemas fundamentales, distintas partes de sus retratos de
fases se han ido describiendo por diferentes autores. El mismo Andronov demuestra la existencia
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de ciclos limite para algunos sistemas fundamentales,-y propone el estudio de la aplicacién de
Poincaré entre las rectas I'y y ' como herramienta 1til en la bisqueda de ciclos limite y en el
analisis de su estabilidad.

(a) (b) () (d)

(e) (f)

(¥ ()

Figura 0.3: Retratos de fases de los sistemas fundamentales con D >0y T < 0.

Algunas cuestiones relativas al retrato de fases local entorno a los puntos singulares de los
sistemas fundamentales con pardmetro D > 0 se encuentran en [1]. Es en el trabajo de J. Llibre y
J. Sotomayor, [29], donde se inicia el estudio de los sistemas fundamentales desde el punto de vista
propio de la Teorfa cualitativa de las ecuaciones diferenciales. En este trabajo se describen los
retratos de fases y el conjunto de las bifurcaciones de los sistemas fundamentales con pardmetros
D > 0yT < 0. Destacamos que en [29] no se estudia el comportamiento del sistema entorno al
infinito, por este motivo, de las 11 clases de equivalencia que representamos en la Figura 0.3, los
autores identifican Uinicamente 5. Ademds, las técnicas utilizadas en el estudio de los ciclos limite
difieren de las indicadas por Andronov. Una revisién de este trabajo aparece en la Seccién 4.2.

Basdndose en el estudio de la aplicacién de Poincaré, en [30] y [31], L. O. Chua y R. Lum
estudian la configuracién de ciclos limite de los sistemas lineales con dos y tres trozos, respecti-
vamente. Los dos trabajos estén fundamentados en una conjetura que, si en el primero de ellos
es cierta, como han probado E. Freire, E. Ponce y F. Torres [14], en el segundo es errénea, como
se demuestra en la Seccién 4.5 de esta memoria.

El conjunto de las bifurcaciones de los sistemas fundamentales también ha sido motivo de
andlisis por otros autores. Por ejemplo, Llibre y Ponce caracterizan en [28] los valores del
pardmetros en los que el sistema tiene una bifurcacién de Hopf en el infinito.
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Figura 0.4: Retratos de fases de los sistemas fundamentales con D>0yT=0.

(a) (b) (© (d)
(e) ® (&)
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Figura 0.5: Retratos de fases de los sistemas fundamentales con D >0y T > 0.
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Figura 0.6: Conjunto de bifurcaciones cuando D es constante y positivo.

Siguiendo el punto de vista de la Teorfa cualitativa de las ecuaciones diferenciales, en esta
memoria clasificamos topolégicamente la familia de los sistemas fundamentales con D # 0; pro-
porcionamos el retrato de fases global correspondiente a cada una de las 56 clases de equivalencia;
y definimos las variedades de bifurcacién en el espacio de pardmetros fundamentales, (D, T, d,t).

Los resultados principales que probamos en esta memoria se resumen en los siguientes cuatro
teoremas.

Teorema A. El retrato de fases de un sistema fundamental con pardmetro D > 0 es topolégica-
mente equivalente al correspondiente en la Figura 0.8 st T < 0; en la Figura 0.4 siT = 0; o en
la Figura 0.5 si T > 0.

Teorema B. La Figura 0.6 representa la interseccion del conjunto de bifurcaciones de los sis-
temas fundamentales con el espacio D igual a una constante positiva.

Teorema C. El retrato de fases de un sistema fundamental con pardmetro D < 0 es topoldgica-
mente equivalente al correspondiente en la Figura 0.7 i T <0, 0siT >0 yt2—4d>0; yen la
Figura 0.8 si T >0 yt?—4d < 0.

Teorema D. La Figura 0.9 representa la interseccion del conjunto de bifurcaciones de los sis-
temas fundamentales con el espacio D igual a una constante negativa.

El dltimo dibujo de cada una de las Figuras 0.3, 0.4, 0.5, 0.7 y 0.8 representa las intersecciones
de las variedades de bifurcacién con el plano D y T constantes. Para poder seguir facilmente la
evolucién de los retratos de fases al variar los pardmetros (¢,d), y comprender asi la naturaleza
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de las bifurcaciones, hemos ordenado los retratos de fases colocéndolos segiin el giro de las agujas
del reloj.

Los conjuntos de bifurcacién cuando D > 0 son las variedades 3 dimensionales Heo, SN oo, N,
HeL, {T = 0} y las superficies O, VB; y VBa, véase la Figura 0.6. Destacamos que en la Figura
0.6 estamos considerando el valor del pardmetro D fijo y positivo. Por este motivo las variedades
de bifurcacién 3 dimensionales estin representadas por superficies y las superficies de bifurcacién
estan representadas por curvas.

Figura 0.7: Retratos de fases de los sistemas fundamentales con D < 0y T <0;0conD <0,
T>0yt?>—4d > 0.

La variedad Heo se corresponde con una bifurcacién de Hopf del punto del infinito, véanse
las Figuras 0.3(a) y (b). La variedad SN« se corresponde con una bifurcacion silla-nodo de dos
puntos situados sobre la variedad del infinito, véanse las Figuras 0.3(b), (c) y (d) para el caso
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Figura 0.8: Retratos de fases cuando D < 0, T > 0y t2 — 4d < 0.

supercritico, y las Figuras 0.3(h), (i) y (a) para el caso subcritico. La variedad N se corresponde
con una bifurcacidn pitchfork en el infinito, véase las Figuras 0.3(d) y (e) en el caso supercritico,
y las Figuras 0.3(g) y (h) en el caso subcritico. Finalmente, la variedad H.L se corresponde con
una bifurcacion heteroclinica, véase la Figura 0.3(f). Resulta particularmente interesante observar
¢6mo sobre la superficie de bifurcacién O, donde intersectan las cuatro variedades anteriores, se
producen las cuatro bifurcaciones simultaneamente. Las superficies de bifurcacién VB y VB3 no
corresponden a ninguna bifurcacién dinamica y se debe a que los parametros fundamentales no
determinan univocamente la forma canénica real de Jordan de las matrices fundamentales.

Por otra parte, la variedad {T = 0} se corresponde con una bifurcacion de Hopf-vertical. Esta
bifurcacion, en la que una érbita periddica bifurca de un centro, ha sido motivo de estudio por
Freire, Ponce y Torres [14].

Los conjuntos de bifurcacién cuando D < 0 son las variedades 3 dimensionales H,, HoL,
NHie, SN oo, Wi, Wi, Ny las superficies O, VB1, VBg y {T = 0}, véase la Figura 0.9. De
nuevo, en la Figura 0.9 suponemos que D es un valor fijo y negativo, por lo que las variedades de
bifurcacién 3 dimensionales las representamos por superficies, y las superficies de bifurcacién por
curvas.

La variedad H, se corresponde con una bifurcacién de Hopf del punto del infinito junto con
una bifurcacién Hopf-vertical de dos puntos singulares finitos, véanse las Figuras 0.7(a), (b) y
(c). La variedad H,L se corresponde con una bifurcacién homoclinica, véase la Figura 0.7(d).
La variedad N'H,. se corresponde con una bifurcacién silla-nodo de ciclos limite, véase la Figura
0.7(f).

Al igual que sucede en el caso D > 0, las variedades SN y N se corresponden con bifurca-
ciones silla-nodo y pitchfork de puntos singulares contenidos en la variedad del infinito. También
las superficies VB1 y VBs describen el mismo tipo de bifurcaciéon que en el caso D > 0.

Las bifurcaciones asociadas a las superficies W{" y W3 no se pueden describir inicamente como
bifurcaciones locales, méas bien se corresponden con bifurcaciones globales y tienen su origen en
el hecho de que un vector propio de la matriz fundamental A sea paralelo a las rectas I'y y I'_,
véanse las Figuras 0.7(i) y (p) o las Figuras 0.7(k) y (1).

Del mismo modo que en el caso D > 0, la superficie de bifurcacién O, interseccién de las
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Figura 0.9: Conjunto de bifurcaciones cuando D es constante y negativo.

variedades de bifurcacién Heo, SNoo, HoL y N, realiza las cuatro bifurcaciones simultaneamente.
La superficie de bifurcacién {T' = 0, t = 0}, donde intersectan las variedades de bifurcacion Heo
y H,L, también supone la sintesis de las dos bifurcaciones.

De forma simultanesa e independiente con esta memoria, el profesor Francisco Rodrigo ha des-
crito en su Tesis Doctoral [39] los retratos de fases y el conjunto de bifurcaciones de la familia de
los sistemas fundamentales. Sin embargo, existen importantes diferencias entre los dos trabajos
que queremos destacar. En primer lugar, el trabajo del profesor Rodrigo estd dedicado, exclu-
sivamente, a los sistemas fundamentales que en esta memoria definimos como sistemas propios.
Sin entrar en detalles, los sistemas propios son los sistemas fundamentales que tienen definida la
aplicacién de retorno y, por tanto, pueden presentar ciclos limites en su retrato de fases. Por este
motivo, en [39] no aparecen identificadas las superficies de bifurcacién Wiy Ws.

En [39] el autor no estudia el comportamiento del flujo en el infinito, por tanto, no detecta
las variedades de bifurcacién VBi, VBs y SN en el caso D > 0, ni las variedades VB1, VBs y
SN o en el caso D < 0. Finalmente, a pesar de distinguir el cambio de comportamiento que se da
a ambos lados de la variedad N'H., Unicamente puede conjeturar la existencia de la variedad de
bifurcacién N'Hje, sin llegar a probar que, en efecto, la interseccién de NH,. con el plano D < 0
y T' constante es una curva.

Estructura de la memoria

La memoria est4 organizada en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 recopilamos los fundamentos de
la Teorfa cualitativa de las ecuaciones diferenciales en el plano. Este capitulo contiene tnicamente
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los resultados bésicos que utilizamos en el resto del trabajo y estd restringido a las ecuaciones
diferenciales ordinarias auténomas. Para simplificar la exposicién de algunos conceptos, por
ejemplo el de flujo, nos hemos limitado a las ecuaciones con flujo completo, que se corresponde
con el tipo de flujo de los sistemas fundamentales. Por esto, las versiones que presentamos de
algunos resultados, como por ejemplo el Teorema de Hartman—Grobman, son mds restrictivas que
las que habitualmente aparecen en la literatura.

Del Capitulo 1 destacamos las Secciones 1.5 y 1.9. La primera por que contiene, de forma
compacta, parte de la teorfa existente sobre sistemas diferenciales lineales en el plano. A esta
seccién hacemos referencia frecuentemente a lo largo de este trabajo, muchas veces de forma
implicita. En la Seccién 1.9 formalizamos algunas ideas sobre la compactificacién del flujo, con el
fin de aplicar esta a los sistemas lineales a trozos. La compactificacién de Poincaré es ampliamente
utilizada en los sistemas diferenciales polinomiales para estudiar el comportamiento del flujo cerca
del infinito. Sin embargo, pese a que algunas ecuaciones diferenciales pueden ser satisfactoriamente
compactificadas, no hemos encontrado una sistematizacién de su uso fuera del las ecuaciones
polinomiales.

En el Capitulo 2 comenzamos el estudio de los sistemas fundamentales, X = Ax +¢ (ka) b,
aplicando a estos los teoremas de existencia y unicidad de soluciones y de dependencia respecto
de las condiciones iniciales y pardmetros. En este capitulo probamos que el comportamiento del
sistema estd determinado a partir de sus matrices fundamentales A y B = A + bk?. Lo que
justifica que, salvo en casos muy singulares (sobre las superficies VB; y VBz), los pardmetros
fundamentales (D, T, d,t), sean los ideales para describir la dindmica de los sistemas fundamen-
tales. Igual que sucede en el caso de los sistemas lineales, esto permite considerar que una de las
matrices fundamentales esté expresada en su forma canénica real de Jordan.

En este capitulo aparecen también resultados sobre el nimero y retrato de fases local de los
puntos singulares, tanto finitos como infinitos, as{ como sobre la existencia y configuracién de
érbitas periédicas. Para abordar el estudio del niimero de érbitas periédicas y el retrato de fases
en un entorno de estas, en el Capitulo 3 estudiamos las aplicaciones de Poincaré.

Las aplicaciones de Poincaré entre las rectas I'y y I (recordamos que 'y y I'— son las
rectas donde el sistema fundamental deja de ser lineal) estdn determinadas por sistemas lineales,
homogéneos o no homogéneos. En consecuencia, en el Capitulo 3 estudiamos de forma sistemética
todas las aplicaciones de Poincaré generadas por un flujo lineal y asociadas a dos rectas distintas
y simétricas respecto del origen. Para ello parametrizamos las aplicaciones de Poincaré de forma
que resultan invariantes por transformaciones lineales.

Los trabajos que se han ocupado del estudio de las aplicaciones de Poincaré generados por flujos
lineales, al menos hasta donde conocemos, parametrizan las aplicaciones de Poincaré situando,
mediante un giro, las rectas 'y y T'— en posicién vertical. Esto fija definitivamente la forma de las
matrices fundamentales. El punto de vista que desarrollamos en esta memoria permite estudiar
las aplicaciones de Poincaré eligiendo, en cada caso, la forma de la matriz que resulte més comoda.
Por lo general consideramos que la matriz est expresada en formar canénica real de Jordan.

Aparte de la simplificacién que supone en el estudio de las aplicaciones de Poincaré, la
parametrizacién que introducimos permite caracterizar la region del espacio de pardmetros fun-
damentales donde podemos garantizar la existencia de las aplicaciones de Poincaré. Aparece asi
la variedad algebraica Wi U Wy que estructura el espacio de pardmetros de forma que la ubi-
cacién de las variedades de bifurcacién resulta més inteligible. Otra consecuencia del uso de
esta parametrizacién permite establecer conexiones entre los sistemas que tienen definidas las



24 ’ Introduccién

aplicaciones de Poincaré y los sistemas que en Teoria de control se conocen como observables.

En el Capitulo 4 describimos y clasificamos todos los retratos de fases de los sistemas funda-
mentales con D # 0. Proporcionamos también expresiones de las variedades de bifurcacidn, y a
partir de estas, estudiamos su posicién en el espacio de pardmetros fundamentales. Finalmente,
describimos la evolucién de los retratos de fases al variar los parametros (¢,d), determinando, de
paso, las bifurcaciones que obtenemos.
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