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JHay caos en la calculadora?

Rafael Ortega

Si tienes una calculadora cientifica a mano, puedes
hacer el siguiente experimento: escribes un ntimero al
azar y después presionas muchas veces la misma tecla.
En muchos casos acaba apareciendo un namero fijo,
por ejemplo

ED D .0

v I VA e IV e

B & N .. E

La tecla més misteriosa es [@ . En este caso siem-

pre se acaba en el numero 0'7390851 ... si la calculadora esta en radianes.
La cantidad en pantalla es un ntimero que va cambiando (sucesion)

Loy L1,L2y .oy Ly ..
La tecla que repetimos representa una funcion

f=sinx, Vo ,Inz, cosz,...

@] [f] — [Fan]
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2 .Hay caos en la calculadora?

Consideramos
Tor1 = f(zn), n=0,1,2,...
donde f: I — R es una funciéon dada e [ es un intervalo en R. Puede ocurrir
que las soluciones dejen de estar definidas a partir de un cierto n.
Ejemplo. x,.1 =Inx,, f(r) =Inz, f:]0,00] > R, g =€, 11 =1, 25 = 0,
3 no esta definido.
Para evitar estas situaciones supondremos que la funcion f cumple f(I) C

I. En ese caso, y para cada x¢ € I, hay una solucion {z, },>o bien definida.
Hay un método grafico para resolver ecuaciones en diferencias

Y BN

Zo X1

[e=n)—— [ ) ——[=feo=a]
y=f() y=u

Este proceso se puede repetir:

Xo 1

X2 xr3...
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La ecuacion logistica

Pensamos en una poblacion y designamos por x,, el
tamano de esta poblacién después de n periodos. Por
ejemplo, se puede considerar un bosque y x,, designa el
nimero de arboles después de n anos. Consideramos

a = tasa de fecundidad por habitante y periodo

[ = probabilidad de muerte en un periodo.

Si suponemos que a y 3 son constantes con

Thomas Malthus a>0, 0< ﬁ <1
(1766-1834)
obtenemos

Tpil =Tp+az, — B,

; muertes

nacimientos

= Tpi1 = ATp, A=14+a—0.

En este caso la poblacion sigue una progresion geométrica (modelo malthu-
siano).
Supongamos ahora que « y 8 dependan del tamano de la poblacion

a=a(r), f=p).

Asi, si la poblacién aumenta en exceso es logico pensar que la probabilidad
de muerte aumenta mientras la tasa de fecundidad disminuye; es decir

a N
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Llegamos al modelo no lineal

Tpi1 = Tp + a(zy) 2, — B(2) Tp
=1+ alz,) — B(zn)) zp.

Elegimos las funciones monétonas mas simples':

alr)=a—bzx, p(x)=c+dux,
a,b,c,d >0, 0<ec< 1.

Se obtiene
Tpii=1+a—c—(b+d)x,) z,.

Reduciendo parametros:
Tpt1 = (A—Buay)x,; A/ B>0.
Todavia es posible eliminar un pardmetro si se efecttia el cambio de escala
AX =2 donde A > 0 es un parametro a determinar.
Sustituyendo en la ecuacion,
AXo1 =(A=BXX,) )\ X,.
Si hacemos p = A, A = A/B obtenemos
Xopi=p(1-X,)X,, p>0.

Pensemos en una poblacién de organismos microscopicos para la que x,
designa la extension del cultivo. Lo podemos medir en mm?, cm?,... y se
tendran relaciones del tipo AX,, = z,, ;Cuanto vale A\ en cada caso?

Hemos llegado al modelo

i = il = ) (1)

con p > 0. Como no queremos poblaciones negativas supondremos que hay
un tamano maximo para la poblacion

0<zg, <1

Asi trabajamos con I = [0,1], f,(z) = p(1 — x)x. Para que todo marche
exigiremos f,(/) C I.

'En principio es criticable que 3 pueda ser > 1, 0 a < 0.
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La funcién f, alcanza su maximo en z = % de

manera que

| 1}2 1

A partir de ahora supondremos 0 < p < 4; de esta manera las solucio-
nes {r,} estan bien definidas en el futuro y permanecen en [0, 1]*.

El modelo logistico continuo fue propuesto por Pie-
rre Frangois Verhulst (1804-1849). Se trataba de una
ecuacion diferencial con la que Verhulst esperaba pre-
decir la evolucién de poblaciones humanas. Casi un siglo
maés tarde el mismo modelo se usé para estudiar pobla-
ciones animales (insectos, micro-organismos. .. ) y tam-
bién el crecimiento de plantas (girasol...) El modelo
discreto que hemos presentado es mucho mas reciente.
Su estudio se inici6 a partir de un articulo del bidlogo
Robert May aparecido en 1976. Vale la pena leer el li-
bro de May [1], que es ya un cléasico de la ecologia, y
P.F. YERHULST. también el articulo de Li y Yorke [3] que fue pionero

desde el punto de vista matemaético.

A pesar de su aparente sencillez la ecuacion logistica puede tener com-
portamientos muy complejos. Empezamos estudiando otras ecuaciones cuyo
comportamiento es més simple.

DinAmica para f creciente
Suponemos que [ es un intervalo cerrado y f: I — I es continua y estric-

tamente creciente. Partimos de zg € I. Si 21 = z¢ la condicién inicial es un
punto fijo de f, f(z9) = xo, y encontramos una soluciéon constante

{l‘(), Lo, Loy Loy - - - }

Si x1 # xy hay dos posibilidades

2La critica anterior a la eleccién de o y 3 pierde importancia.
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]
a)

11>z = f(21) > f(m) = flz2) > fla1)
Il I I I
i) T T3 T

y la sucesion x,, es estrictamente creciente.

b)
vy <zo = f(21) < f(20)
I I
) I

y {x,} es estrictamente decreciente.

En el caso a) se pueden dar dos posibilidades x,, — +oc o bienz, — ( € [
segln la sucesion esté acotada o no.

En el caso b) puede ocurrir z,, - —cc 0 z,, = ¢ € I.

En los casos en que hay convergencia a ( se tiene que este ntimero ha de
ser fijo por f. Es una consecuencia de la continuidad de f pues

¢ Tpa1 = flan) — f(O).

En resumen, para f estrictamente creciente y continua las soluciones son
constantes o estrictamente mondtonas, y pueden converger a un punto fijo
de f o a infinito.

o T

punto fijo ¢, Tn /¢

UrnB
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Ejemplo (Algunas teclas de la calculadora).

Hay dos puntos fijos ( = 0, 1. Dado xy € ]0,1[ se cumple zp < x; < 1y
por tanto x, 1. De modo anéalogo se discute xy € |1, 00].

B [e8] o] [eol

Tntr1 = ex"7 I =R

Lo

A partir de la férmula de Taylor se deduce la desigualdad e* > 1 + z,
V x € R. Asino hay puntos fijos y todas las soluciones van a +0c0. Observamos
que
T, = e > 1429 > xp.

DinAmica para f decreciente

De nuevo I es un intervalo cerrado pero ahora f: I — I es continua y
estrictamente decreciente.
Hay un nuevo fenémeno: la aparicion de 2-ciclos:

xo €I, x1 #x0, T2=1T0

Solucion: {xg, x1, zg, 21, .- }.

Esto ocurre para f(z) = —z, 41 = —n, {1,—1,1,—1,... }. El nombre de
2-ciclo se puede asociar a la siguiente grafica:
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X0 T

y = f(x)

Supongamos ahora que o € I no corresponde ni a un punto fijo ni a un
2-ciclo. Es decir, z¢ # x1, x9 # T5. Supongamos por ejemplo zy < x3. Como
f es decreciente,

x0<x2:x1:f(x0)>f(x2):x3:x2<x4...

Observamos que {zy,} es estrictamente creciente y {za,,1} es estrictamente
decreciente. Distinguimos dos casos:

1) z9, — +oo.

Observamos que se cumplird x9, 1 — —00, pues en otro caso To,i1 —

pe Iy dexy, = f(xe, 1) se sigue que xo, — f(1).
//‘S)
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2) 9, — ¢ € I (aqui hemos usado que I es cerrado).

De x9,11 = f(x2,) se sigue que también xq,,1 es convergente; xo, 1 —
€ I. Ademas p = f(C). De la ecuacion xq, 9 = f(xe,41) se sigue que

¢ = fw).
Hay dos posibilidades:

2a) ¢ = p es un punto fijo.
{zn} = ¢

b
v

2b) ¢ # p forman un 2-ciclo.

y = f(x)

En resumen, las soluciones son oscilantes y si no se escapan a infinito
convergeran a un punto fijo o a un 2-ciclo.

Ejemplo. Vamos a justificar una observacién hecha al inicio

(e I 5 R = I =

Tpi1 = COS Ty
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Zo —7/2

y = cos(z)

Comenzamos observando que f(z) = cosz tiene un tnico punto fijo ¢,
pues g(z) = x —cos x es estrictamente creciente y h’gl g(x) = +o0o. Ademas
T—rL00

¢(=07... Como f no es mondtona en R no podemos aplicar los resultados
anteriores con I = R. Observamos que, dado zg € R, 21 € [—1,1] y 25 € [0, 1],
pues

fR) c[-1,1], f([-1,1]) = [cos1,1] C [0,1].

Como f([0,1]) C [0, 1] concluimos que
z, €[0,1] Vn>2.

Trabajaremos en I = [0, 1] donde la funcion f si es estrictamente decreciente.
Aplicando la teoria anterior sabemos que {x,} puede converger a ( o a un
2-ciclo. Vamos a probar que no hay 2-ciclos por reducciéon al absurdo. Si
p,q € I, p # q cumpliesen f(p) = q, f(¢) = p aplicariamos el teorema del
valor medio para llegar a

p—q=flq)—f(p)=f'(r)(¢g—p) =—senr(q—p)

donde r es algin namero entre p y ¢; en particular r» € ]0,1[. Entonces
Ip —q| = [senr||q — p| < |g — p| y esto es absurdo.
De las discusiones anteriores concluimos que para todo xo € R se cumple
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Puntos periédicos

Consideramos un intervalo I y una funcién continua f: I — I. Dado
N > 1 un N-ciclo es una solucién de

Tpy1 = f(xn>

que cumple g # z,, 1 <n < N, xn = xo.
Se dice también que zy es un punto periédico con periodo minimo N.
Observamos que los 1-ciclos son los puntos fijos. De las discusiones ante-
riores sabemos que no puede haber ciclos con N > 3 si f es estrictamente
mono6tona. Cuando hay cambios de monotonia es posible encontrarlos. En el

dibujo se ha senalado un 3-ciclo

$
v
N
B

Cualquier funciéon f cuya grafica pase por A, B y C tendra el 3-ciclo z,
Iy, To.
Teorema. Sea f: I — I continua y tal que existe un 3-ciclo. Entonces existe
un N-ciclo para cada N > 1.

(De acuerdo a este resultado no tenemos que esforzarnos para encontrar
una funcién que admita un 17-ciclo.)
Haremos la demostracion después de tres lemas. Antes observamos que

los puntos N-periodicos de f son puntos fijos de f¥ = f o ) of
oy = f(an-1) = fPan-—2) = = fV(20)

N _
Ty = = [ (%) = mo.
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Lema 1. Sea x € I un punto periddico con periodo minimo N > 1. Supon-
gamos que para algin entero N > 1 se cumple

@) ==
Entonces N divide a N, N|N.

Demostracion. Por definicion de periodo minimo N > N. Suponemos N > N
y dividimos para obtener N = Ngq + r donde ¢ y r son enteros, ¢ > 1,
0 <r < N. Se cumple

v = (@) = V) = o N0 P (@) = fr(a).
Como r < N y N es periodo minimo se ha de cumplir » = 0. ]

Lema 2. Sea g: [a,b] — R continua y tal que

[a,b] € g([a,0]).
Entonces g tiene un punto fijo.

Demostracion. Como a, b estan en la imagen de g encontramos «, 5 € |[a, b]
tales que g(a) = a, g(f) = b. Los puntos fijos de g coinciden con los ceros
de p(z) = x — g(x). Supongamos, por ejemplo o < (3, vamos a aplicar el
teorema de Bolzano a ¢ en el intervalo [«, []

pla)=a—gla)=a—-a>0, ¢B)=8-g(B)=8-bZ0.

Observacion. La hipotesis del lema se puede cambiar por
9([a,b]) C la, b].

Se obtiene asi el teorema del punto fijo de Brouwer en una dimensiéon. Este
famoso teorema también es valido en més dimensiones pero esto no ocurre
con el lema anterior. Vamos a construir una aplicacion continua ¢g: D — R2,
D C g(D), D homeomorfo al disco cerrado y que no tiene puntos fijos.

Para ello consideramos el espacio D
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y lo dividimos en dos regiones

17

La aplicacion g: D — R? transforma D en el anillo

B A ="

Es claro que g(D) D D. Ademés no hay puntos fijos si I se rota hasta quedar
sobre I" y I1 se rota y se estira hasta quedar sobre II’. En el proceso hemos
pegado dos segmentos pero ésta es una operaciéon continua.

Lema 3. Sea g: Iy — R continua, I C g(ly), Iy, I intervalos compactos.
Entonces eziste I intervalo compacto, Iy C Iy, tal que g(Iy) = I4.
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“ o P b \1
0

Demostracion. Suponemos I; = [a,b] y escogemos a, € Iy de manera que
g(a) = a, g(f) = b. Suponemos por ejemplo o < /3. Definimos

a, =méx{z € (o, B] : g(x) = a}.

Observamos que se trata del maximo de un compacto de R y por tanto esté
bien definido. Ademas, de la definicion de «., g(z) # a, ¥V = € ], §]. Como
g(B8) =b>ay g es continua concluimos que

g(x) >a, Yzel]a,/ll.
A continuaciéon definimos
B, = min{z € |a, f] : g(x) = b}.
(Véase la figura.) Se cumple g(z) < b,V = € [a, B.[. En consecuencia g(a,) =

a, g(B) = b, a < g(x) < b,V x € |, B[ implica g([ov, 8.]) = [a, 0], pues
g es continua. O

Demostracion del Teorema

Paso 1. Podemos suponer que el 3-ciclo cumple zy < x1 < x5. Esto no es
obvio. En principio hay 6 posibilidades

To < T < T T < To < T1
(I) 1 < To < T 1 < Ty < Ty (II)
To < Top < 1 To < T < X

UNB
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Las del grupo (I) las reducimos a la primera sin més que cambiar la condicion
inicial, zog — 1 0 9 — Xo.
Para las del grupo (II) hay que trabajar un poco mas. Todas se pueden
reducir a
To < T <Tog— —Top < —T1 < —Ta.

Si hacemos el cambio y = —x,

Tp1 = f(Tn) = Ynt1 = —Tp1 = —f(—=Yn)-

Definimos ¢(y) = —f(—y), y € J = {—z : € I}. Observamos que zy pro-
duce un N-ciclo para x,.; = f(x,) si y s6lo si —zg produce un N-ciclo
para gn+1 = g(yn). Si probamos el teorema en el caso (I) y lo aplicamos a g
obtenemos el caso (II).

Paso 2. Existe un punto fijo.
Usaremos la notaciéon para el 3-ciclo xg = a, xr1 = b, x5 = ¢, a < b < ¢,

fla)=b, f(b) = ¢, f(c) = a

a J b J" c

J' =la,b], J"=1b,cl.
Observamos que

fla)=b, f(b)=c= f(J) D J"
fo)=c, flc)=a= f(J'")DJ UJ"

En particular J” C f(J”) y el Lema 2 nos dice que hay un punto fijo en J".

Paso 3. Existe un 2-ciclo.

Vamos a buscar un punto fijo de f2 = fo f, f?(x) = x, que no sea punto
fijo de f, f(z) # x.

Para ello observamos que J' C f(J”) y, por el Lema 3, encontramos un
intervalo compacto 7' C J” de manera que f(T) = J'.
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De fX(T) = f(J') D J" D T se sigue que podemos aplicar el Lema 2
a g = f? definida en T; encontramos x € T' de manera que f?(x) = z.
Probamos que f(z) # x. En otro caso

J'"DT>x=f(x)e f(T)=J.

Asi z € J'NJ" = {b}. Esto es absurdo pues f?(x) = x mientras que f?(b) =
a #b.

Paso 4. Dado N > 4 existe un intervalo compacto T' C J” tal que f*(T) C J”,
k=1,...,N—2, fNT)=J.

De f(J") D J"” y el Lema 3 se sigue que podemos encontrar /; intervalo
compacto, Iy C J", f(I;) = J”. Ahora I, C J” = f(I;) nos permite repetir el
proceso y encontrar Iy C I; con f(Iy) = I;. Repetimos el proceso N —2 veces
y encontramos un sistema de intervalos encajados

In s CIy_sC---ClhCl cJ’
de manera que f(I) = Iy, k=2,...,N =2, f(I;) = J". Se cumple
N2 (In) = [P Ung) = -+ = fA(L) = f(L) = J".

Aplicando f, fN"YIy_o) = f(J”) D J' y usamos el Lema 3 con g = fN~1.
Encontramos 7' C Iy_o: fN"HT) = J'.
Se cumple 7' C [, = f¥(T) C f*(I;) = J"sik < N — 1.

Paso 5. Existe un N-ciclo, N > 4, con condicion inicial en T'
D) =T = M) = () DT DT
Por el Lema 2 aplicado a g = fV, 3z € T

N (z) = .
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La demostracion no ha concluido. Hemos de probar que f*(z) # z si 1 <
k < N.

Supongamos por absurdo que el periodo minimo de x no es N, digamos
N* < N. Por el Lema 1 N* divide a N, N =dN*, d > 1. Asi,

PN ) = pN T ) = VN (@) = V),

=T

Por otra parte, como z € T, fN "Yz) € f¥Y(T) C J” mientras que
fN"Yx) € J. Ast fN L) € N J". De fNl(z) = b,z = fNx) = c
Hemos llegado a una contradiccion con la definicion de T' pues f(z) € J”
pero f(c)=a ¢ J".

Hemos acabado la demostracion. O

El orden de Sarkovs’kii

Ordenamos los nimeros naturales de la siguiente
manera: 355575 - -B2n4-1>- - >2-352:552-7>- - ->22.3>22.
5522. 7> 2P 3P 52P. T - 2™ L 8421

Enunciamos sin demostracion:

Teorema. f: I — I continua, I intervalo. Si [ tie-

ne un N-ciclo entonces también tiene un M -ciclo para
cada M < N.

Este resultado aparecié por primera vez en el ar-
ticulo [5] publicado en 1964 en una revista de la anti-
gua Unién Soviética. El caso N = 3 fue redescubierto
en [3], lo que explica en parte el famoso titulo “Periodo
tres implica caos”. También se puede consultar |1]| para mas informacion.

La ecuacion logistica de nuevo

Tpp1=px, (1 —x,), z,€[0,1], 0<p<4.

Observamos que si 0 < p < 1 el tnico punto fijo es o = 0 (extincion).
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Para p > 1 hay un segundo punto fijo f =1 — % (equilibrio ecologico).

También observamos que si p < 2, f,([0,1]) C [0, 5] si f,(z) = px (1 —z).
Nos podemos restringir a J = [0, %], pues si xg € I, x,, € J paran > 1. La
funcién f, es estrictamente creciente en J y por tanto las soluciones {n}n>1
son estrictamente mondtonas y han de converger a un punto fijo o 8. Si
p <1, z, — 0y hay extincion de la especie. Si 1 < p < 2 observamos
que fy(x) > xsiz €]0,6[, fo(r) <zsizelp, %] De aqui se sigue que si
xo > 0, zg € ]0, 1], entonces o — (3. La poblacion no se extingue y tiende al
equilibrio. Las cosas son mucho més complicadas para p > 2. Por ejemplo,
para algunos valores de p aparecen 3-ciclos. Asi, si exigimos que zy = %

UNB
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genere un 3-ciclo,

1 1 1, 1
Lo = 5> 1‘12110; xzzzﬂ 1—1P,

2
1, 1 1, 1
- () - oo b)

La ecuacion zy = x3 conduce a un polinomio de grado 7 que admite la
raiz p = 3/832...

1/2
Vamos a estudiar con detalle el caso limite p = 4 porque para este valor

del parametro disponemos de una féormula explicita para las soluciones. Dado
7o € [0, 1] buscamos 6 € R de manera que zy = sen®(f). Entonces

r, = sen®(2"0)

es la solucion de
Tpi1 =4z, (1 —x,).
Para comprobarlo usamos la formula del dngulo doble
Tpi1 = sen?(2 - 2"0) = [2sen(2"0) cos(2"0)]?
= 4sen?(2"0) cos*(2"0) = 4sen®(2"0)[1 — sen?(2"0)]
=4z, (1—mx,).
A partir de esta formula vamos a comprobar que se cumplen 3 propiedades:

1) Existen infinitos puntos periédicos (N-ciclos).
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Buscamos ¢ de manera que 0 < 0 <20 <40 <80 =0+7m = 0= 7. Es
claro que la solucién

T

x, = sen> (2"?) es un 3-ciclo.
En consecuencia sabemos que hay N-ciclos para cada N > 1. También puedes
calcularlos.

2) El efecto mariposa.

Dado xg € Iy > 0, existe xjy € I, |xg—xf| < d tal que, para algann > 1,
|z, —ak| > =.

[Partimos de la ley logistica, que es determinista, pero suponemos que al

comenzar el proceso cometemos un pequenio error (se sustituye zy por xf).

Esto es lo normal, pues usamos un nimero finito de cifras decimales. A muy

largo plazo x,, y z estan muy alejados. Una pequena perturbacion (el vuelo

de una mariposa) puede producir un gran efecto a largo plazo (la tormenta).|
La funcién f(6) = sen?f es 7w-periddica y se cumple

|f(01) — f(02)] < |01 — 0a]

(usa el Teorema del valor medio).

I I
N T

0 7T/2 e

Escribimos zy = sen?(#) y buscamos ¢ € [0, 7] de manera que

1
|sen? (2760 + () — sen?(2"0)| > 5

(la grafica de f prueba que siempre es posible encontrar tal ()

(e

om < 6 sin grande.

xh = sen’ (9—1—2%), |zg — xg] <

UNRB
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]
Se cumple |z, — 27| > 3.
3) La orbita densa.

Existe zy € I tal que

{xo : n € N} es denso en [0, 1].

o0

Construimos un nimero I' = } 22, &, € {0, 1} de acuerdo a la siguiente ley:

n=1
eny=41.0 ,. 1 ,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,...}.
{ea} ={0_ L ¥

Escribimos todas las “palabras” de una letra 0, 1. A continuacion todas las de
dos letras 0,0; 0,1; 1,0; 1,1; todas las de tres. .. Esta construccion recuerda
mucho a un cuento de Borges (La Biblioteca de Babel).

Con un poco de trabajo se puede probar que zy = sen®, § = 7" cumple
los requisitos.

Algunos matemaéticos afirman que estas tres propiedades son una defini-
cién de Caos. Se puede consultar [2].
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