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Variaciones sobre el tema de las

maquinas que calculan

Josefina Alvarez, Isabel Marrero

Tal y como las conocemos hoy en dia, las mé-
quinas que calculan, sean calculadoras o compu-
tadoras, no pueden desarrollar cualquier tarea,
pero pueden darnos admirablemente mucha in-
formacion, siempre que dispongamos de los co-
nocimientos necesarios y las instruyamos ade-
cuadamente.

Comenzaremos el articulo discutiendo algu-
nas situaciones en las que nuestro cerebro parece
ser la mejor “maquina de calcular”, continuando con varios ejemplos muy sen-
cillos que muestran como las maquinas que calculan nos desafian a formular
preguntas muy bien pensadas. A lo largo de la exposiciéon tomaremos algunos
desvios y ofreceremos otras conexiones y ampliaciones, incluyendo abundan-
tes referencias bibliograficas.

1. El caso de los calcetines mezclados

El maestro presenta este problema a la clase: “En un cajon hay una mezcla
de calcetines blancos y grises. ;Cudntos calcetines necesitamos coger como
minimo, sin mirar, para estar sequros de que tenemos un par del mismo
color?” La mayoria de los ninos comienzan a buscar en sus mochilas. El
maestro, perplejo, pregunta “; Qué estan buscando?”, a lo que uno de ellos
responde “La calculadora”.

Esta anécdota, aparecida en la seccion Humor de uno de los ntimeros de
la revista digital Matematicalia [11], podria inspirar un agitado debate sobre
el papel que las calculadoras deben jugar en los planes de estudio, algunos
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EN UN CATON TeNeis UNA MEZCLA DE
CALCETINES BLANCOS Y CALCETINES GRISES...
GCUNNTOS CALLETINES NECESITAIS COGER,
SiN MIRAR, PARA ESTAR SEGUROS DE TENER
UN PAR DEL MisMO COLOR...Y

PUEDE SABER
QUE ESTAIS
BUSCANDO... 7

considerdndolas una buena herramienta didactica y otros restringiendo su
uso por temor a que la calculadora no sea mas que una muleta.

A los efectos de este articulo, dejaremos de lado cualquier consideracion
sobre la dependencia de las calculadoras que la anécdota sugiere y, simple-
mente, nos preguntaremos si una calculadora podria haber ayudado a estos
ninos. La respuesta es probablemente negativa, porque a esa temprana edad
no es comun que se piense en “preparar’ a la calculadora. Para responder
al problema de los calcetines usando una calculadora tendriamos que imple-
mentar una simulacioén, cosa que seria improbable que estos ninos hicieran
espontaneamente. En este contexto, la calculadora se usa en general para
“hacer cuentas”.

El cerebro de un nifo, sin embargo, esté perfectamente dotado para mane-
jar la situacion, porque puede descubrir como generar y analizar los posibles
casos: un calcetin no es suficiente, un par podria incluir uno de cada color,
pero una terna debe contener necesariamente dos calcetines blancos o dos
grises.

En este ejemplo, podemos decir que la utilidad de la calculadora esta
limitada por los conocimientos de quien la maneja. Es decir, el que una
calculadora nos pueda dar la respuesta, depende no s6lo de como hacemos la
pregunta, sino de nuestro contexto.

Este no va a ser el caso en las dos situaciones que mostraremos a conti-
nuacion, en las que vamos a plantear problemas matemaéticos de formulacion
sencilla, cuya resolucion estéa fuera del alcance de las méquinas que calculan.
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La primera de las situaciones tiene que ver con ...

2. Los primos lejanos

Dado un ntmero natural N cualquiera, es posible encontrar N ntmeros
consecutivos, que no son primos. En otras palabras, el espacio entre ntimeros
primos consecutivos puede tornarse arbitrariamente grande. Una manera de
verlo es el considerar la sucesion de niimeros dada por la féormula

(N+1)!+j,paraj=23,..., N+1. (1)

Es claro que estos numeros son consecutivos. Ademas, el j-ésimo nimero
es claramente divisible por j.
Por ejemplo, si N = 7, la formula (1) nos da los ntumeros

40322,40323, . ..,40327,40328,

que por cierto no son los tnicos, ni los mas pequenos. Si buscamos un poco
“a mano”’, encontraremos la sucesion

90,91, 92,93, 94, 95, 96,

que también cumple las condiciones del enunciado.

Precisamente, usando una computadora para N pequeno hallariamos su-
cesiones adecuadas pero sin ninguna regla aparente y eso dificultaria el dedu-
cir la solucion tan elegante que tiene el problema. Por otra parte, recordemos
que ya el matemaético alejandrino Euclides (ca. 300 A. C.) prob6 que hay una
infinidad de nimeros primos [18]; de mas esta el decir que la computadora no
sabria como “buscar” esas sucesiones, para todo N, en los infinitos “agujeros”
dejados por los niimeros primos.

Por cierto, uno de los problemas mas dificiles en la teoria de ntimeros
es el establecer como se distribuyen los niimeros primos entre los nimeros
reales positivos. Concretamente, el problema es el estudiar la funcion 7 (z) 6
“funcion contadora de primos”, definida como el niimero de primos menores
o iguales que .

Aunque en la historia de la funcién 7 (x) hay muchos personajes [25],
podemos decir brevemente que el matemético aleman Johann Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) fue uno de los que conjeturd que debe de existir el
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Es decir, que la funcion 7 (z) es asintética a la funciéon - para r — oo.
La confirmaciéon de esta conjetura es una consecuencia del llamado teorema
de Hadamard y de la Vallée-Poussin, probado independientemente, en 1896,
por el matemaético francés Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) y por el
matematico belga Charles-Jean Etienne Gustave Nicolas Levieux, Baron de
la Vallée-Poussin (1866-1962).

La formula (2) muestra que, en cierto modo, los nimeros primos abundan,

aunque sabemos que pueden mantenerse a distancias muy respetables.

3. Las ecuaciones diofanticas

Este nombre se refiere a ecuaciones polindémicas en dos o mas incogni-
tas con coeficientes enteros para las que se buscan soluciones también ente-
ras [21]. Toman su nombre del matemaético alejandrino Diofanto (ca. 200 D. C.)
[30], quien inici6 su estudio.

Por ejemplo, las ternas (m? —n? 2mn, m?+ n?), para nimeros naturales
m,n cualesquiera, muestran que la ecuacion diofantica

2

R
tiene un nimero infinito de soluciones enteras. Cuando m > n, esas ternas
se llaman pitagoricas [26], porque dan los lados de un tridngulo rectangulo.

El matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665) afirmo que para cada
numero natural n > 3 la ecuacién

no tiene soluciones enteras. Es bien sabida la fascinante historia de esta con-
jetura, conocida como “el ultimo teorema de Fermat” y finalmente probada
en 1995 por el matematico inglés Andrew John Wiles (n. 1953).

Afortunadamente, no todas las ecuaciones diofanticas son tan dificiles de
atacar. Por ejemplo, el hecho de que la ecuacion

? +y? =327

no tiene soluciones enteras puede probarse usando resultados clasicos de la
teoria de nimeros. La demostracion estd muy bien explicada en la pagina
35 del reciente libro [3] escrito por el matematico espanol Antonio Cordoba
(n. 1949). Es una demostracion sencilla que, para no alargar demasiado las
cosas, vamos a omitir.

. Seria posible que una computadora llegue a la misma conclusién? Des-
pués de todo, las computadoras actuales tienen una capacidad de calculo
inmensa.
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La dificultad estriba en que después de un millén de pruebas, o de un
trillon, o del nimero que queramos imaginar, quedara atin un ntimero infinito
de casos por comprobar; éste es un problema muy serio, porque las maquinas
que calculan no saben lidiar bien con conjuntos infinitos. Esto fue también
lo que ocurri6 en el caso de los primos lejanos. Como veremos mas tarde, se
trata de una dificultad con amplias ramificaciones.

Aunque hemos comenzado con una nota pesimista en relacion a la capa-
cidad de nuestras méaquinas de calcular, las siguientes secciones mostraran
coOmo estas méaquinas pueden darnos muy buenas respuestas, siempre que sea-
mos conscientes de sus limitaciones y pongamos cuidado en céomo formular
las preguntas.

4. (Es ésta la respuesta correcta?

Si pedimos en una clase que los estudiantes calculen la derivada de

1 — 22
1+ 22’

podemos esperar que la respuesta serda dada en muchas formas. Por ejemplo:

—2z(1+2%) —(1—-2%2z
1+ 22 ’
—2x—22% —2x+223
(1 + 22)? ’
4x

142424 24
4x

i 22417

Incluso puede ser que algiin chistoso responda

d [1—a?
dx (1 + x2> '

Un calificador humano descartaria de inmediato la tltima opcién y podria
verificar facilmente que todas las otras respuestas deberian ser marcadas co-
mo correctas. Un programa de calificacion automética por computadora tam-
bién rechazaria la ultima opcién, pero no podria anticipar todas las posibles
formas correctas de la respuesta. ;Coémo decidiria entonces? El primer paso

consistiria en seleccionar una de las respuestas como “la respuesta correcta”.
Hecho esto, uno de los métodos serfa el incorporar un sistema de algebra
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computacional, capaz de efectuar las manipulaciones simbolicas necesarias
para deducir cualquier otra respuesta. Un segundo método, mucho menos
costoso y que se utiliza muy a menudo, es el que exponemos a continuacion.

“La respuesta correcta” es evaluada, con una precision predeterminada,
para varios valores fijos de x. El programa corrector almacena entonces los
resultados de estas evaluaciones. Cuando tiene que decidir si una respuesta es
correcta, lo que hace es evaluarla, con igual precisiéon, en los mismos valores
de z, comparando los resultados con los que tiene almacenados. Si coinciden
dentro de un cierto umbral de error preestablecido, el programa califica la
respuesta como acertada.

Para dar un ejemplo concreto, uno de los programas de correccién auto-
matica usa los siguientes valores de z:

T

0,123 456 789 012
0,345 678 901 234
0,890 123 456 789

Es decir, para este programa la respuesta correcta es, en realidad, un
conjunto de tres niimeros. La igualdad de dos expresiones simbdlicas se reduce
asi a la igualdad aproximada, dentro de un margen de error preestablecido,
de ciertos ntmeros.

Esta es una forma ingeniosa de marcar rapidamente como correctas o
incorrectas las respuestas a problemas que evaltian el conocimiento de reglas.
Sin embargo, hay que tener presente que un programa de calificaciéon por
computadora no puede decidir la seriedad de un error y, hasta el momento,
ninguno de los programas disponibles comercialmente parece ser capaz de
evaluar un problema con varios pasos que combine texto y célculos.

5. Numeros casi enteros

La prueba de la irracionalidad del nimero

V163

usa matematicas de altos vuelos. Para no perder el hilo de nuestra discusion,
vamos a aceptar por ahora que e™ 163 es irracional, dejando para mas adelante
la explicaciéon del porqué.

Una vez conocida esta irracionalidad, cabria pensar que cualquiera de
nuestras potentes calculadoras podria darnos muy buena informacién sobre
su valor numeérico, explicando al mismo tiempo por qué lo llamamos casi
entero. Pues bien, no es éste el caso.
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Una calculadora grafica puede mostrar evaluaciones numéricas con hasta
doce digitos, antes de recurrir a la notaciéon cientifica. Hablamos de calcula-
doras graficas con el fin de establecer claramente el tipo de calculadora de
bolsillo al que nos referimos. Por supuesto, la capacidad de graficar no jugara
ningtn papel en nuestra exposicion.

O sea que usando la aritmética de doce digitos, el nimero €™ se con-
vierte en

2,625 37412642 x 107,

o bien
262 537412642 000 000 .

La calculadora no nos dirfa nada més, y una computadora, por si misma,
no lo haria mucho mejor. Sin embargo, equipada con un sistema de &lge-
bra computacional podria mostrar evaluaciones numéricas con muchos mas
digitos. Por ejemplo, usando una aritmética de veinte digitos, e™V163 g

262537412640 768 744,28 .
Usando una aritmética de cuarenta digitos obtenemos

262537412640 768 743,999 999 999 999 250 072595 7 .

Asi pues, usando esta gran precision, podemos ver que nuestro niimero
irracional difiere del entero 262 537 412 640 768 744 en menos de 1072, lo cual
explica el nombre de casi entero y su lugar en la seccion Bestiario Numerico

del libro [4].

Como veremos mas adelante, estos curiosos nu-
meros casi enteros aparecen en relacion a varias ra-
mas de la matematica. Otro ejemplo es el nimero
e”‘/@, que fue propuesto por el genio matemético in-
dio Srinivasa Ramanujan (1887-1920).

Usando veinte digitos, el nimero es

24591 257751,999 999 838

y por lo tanto difiere de un entero en menos de 1076.
Es decir, necesitamos herramientas de computacién bastante refinadas
para extraer la verdadera naturaleza de estos ntimeros.
Aqui paramos, por ahora, con los casi enteros, pero prometemos regresar,
no soélo con la irracionalidad de e™163 sino con mas cosas relativas a estos
nimeros tan curiosos.
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6. Imaginemos ...

...un circulo de radio r y circunferencia L, e imaginemos también que
incrementamos su circunferencia en una unidad:

L L+1

gy <

Por ultimo, imaginemos que colocamos ambos circulos concéntricamente
) Y
preguntandonos cuél es la separacion entre ellos, es decir, cuanto vale R —r:

L

<— R—r ="

/7

L+1

Una simple manipulaciéon algebraica nos dara la respuesta. Como

L=2nr

L+1=271R,
la diferencia R — r debe de ser

L+l L1
27 or 27’

R—r

en la unidad que estemos usando para medir L, independientemente del circu-
lo inicial. Esta respuesta, que quiza sorprenda, fue justificada en la seccién
¢ Qué pasaria si ... 7 de Matematicalia [10).

Por supuesto, % puede ser aproximado con un grado de precision arbi-
trario. Por ejemplo, usando la aritmética de doce digitos en una calculadora
grafica,

QL = 0,159154 943 092,

™

UFRB



Josefina Alvarez, [sabel Marrero 9

mientras que usando la aritmética de veinte digitos en un sistema de algebra
computacional,

1
oy = 0,159154 943 09189533577 .

™

Observemos que, en ambos casos, el cero que hemos escrito a la izquierda
de la coma decimal no aparece en la pantalla.

No hay duda de que la respuesta %, obtenida manipulando letras sin
ninguna complicaciéon numérica, es la exacta. ;Qué pasaria si empezaramos

con un circulo “numérico” Por ejemplo ...

7. ;Qué ocurre con L = 10'* metros?

Necesitamos imitar nuestra manipulaciéon algebraica anterior, sélo que en
este caso usaremos nimeros:

2mr = 10",
o bien
1012
T = ﬁ .

Usando la aritmética de doce digitos en una calculadora,
r = 159154943 092.
De igual modo,

27 R=10"%+1
102 +1

R= 27

Utilizando la misma aritmética de doce digitos en una calculadora encon-
tramos que
R =159154943092,

y, por lo tanto,
R—r=0,

respuesta que, como sabemos, no es correcta. ;Qué ha sucedido?

Los valores exactos de los niimeros 10'? y 10'2 +1 tienen trece digitos, asi
que la calculadora presenta ambos como 1 x 10'% o, en su propia notacion,
1.E-12. O sea que la calculadora no puede mostrar el efecto de anadir uno
al digito décimotercero.
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Esta es simplemente una de las muchas complicaciones que surgen del he-
cho de que ninguna de las maquinas que calculan puede trabajar a un tiempo
con la infinidad de ntimeros que componen nuestro sistema. Por el contrario,
ellas usan colecciones finitas de niimeros, llamadas sistemas de punto flotan-
te, que dependen de cuantos digitos se usan en las manipulaciones internas de
la maquina y de cuéntos digitos se muestran. Desafortunadamente, en estos
sistemas abreviados, las respuestas dependen del orden en el que efectuamos
las operaciones y de cuidndo le pedimos a la maquina que haga evaluacio-
nes numéricas. Por ejemplo, al buscar R — r en una calculadora, podemos
proceder como sigue:

2m 2m

o2m’

1012 4+1 102 B 1012 1 1012 B 1012 102 1
2T 2m 2T 2m o1

de donde obtenemos la respuesta
R —1r=20,159154943 092,

la cual es correcta dentro de la precision que puede alcanzar la maquina.
Observemos que en este segundo enfoque hemos efectuado manipulaciones
simbolicas hasta que el causante de los problemas niimericos, 102, es elimi-
nado; s6lo entonces evaluamos numéricamente la expresion simbolica %

Estos efectos del redondeo pueden manifestarse tanto en calculadoras co-
mo en computadoras. Ellos juegan un papel muy sutil e importante en el
diseno de algoritmos numéricos para operaciones tan basicas como, por ejem-
plo, la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y el calculo de la inversa
de una matriz. Varios ejemplos espectaculares y muy sencillos se pueden ver
en la seccion 1.5 del libro [12].

Incidentalmente, 102 m es el orden de magni-
tud de diez mil veces la circunferencia ecuatorial del
planeta Jupiter, a la que la NASA [14] da el valor
439 264 km.

Por simplicidad, estamos suponiendo que dos nu-
meros son del mismo orden de magnitud cuando,
escritos en notacion cientifica, tienen el mismo ex-
ponente. Una definicién un poco distinta aparece en
[31].

Por supuesto, hemos elegido este nimero enorme
precisamente porque pone de manifiesto las limitaciones que acabamos de
observar.
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8. De regreso a la Tierra

La NASA [13] asigna a la circunferencia ecuato-
rial de la Tierra el valor 40030 km.

Si imaginamos esta vez que alargamos la circun-
ferencia en 1 cm y realizamos los mismos calculos
que en la seccidon anterior, la calculadora nos daré
para R y r los valores

4 1
o 003 000 00

= 637097 237,356,
2T
p — 2003000000 _ 0z 097 937,107
2T
de donde
R—1r=0,159.

Esta vez la calculadora nos proporciona solo tres digitos significativos correc-
tos. La causa de esta falta de precision es distinta a la que observamos en el
caso de Super Jupiter. Aunque aqui la calculadora nota el uno agregado al
ultimo digito de r, el problema es que operamos con niimeros, cuatro mil tres
millones y pico, y 27, 6 %, que son enormemente diferentes. Si queremos
obtener una respuesta mas precisa, la naturaleza de las reglas aritméticas
hace necesario que usemos para 27, O ﬁ, dependiendo de cémo hagamos la
operacion, mas digitos de los que puede manejar la calculadora.

Este fendmeno se nota en las tasas de cambio, en los intereses bancarios
y en las tarjetas de crédito. Por ejemplo, a una cierta hora del 26 de octubre
de 2014, la cotizacion del dolar estadounidense en euros fue dada [32] como
0,789 26 euros por cada dolar. Por supuesto, para muchas transacciones, decir
que la cotizacion es 0,78 6 0,79 dodlares, resulta suficiente. Pero en caso de
estarse manejando dinero a nivel de bancos o de paises, todos esos decimales
se tornan necesarios para asegurar un resultado mas preciso.

Y ahora si, terminamos nuestra exposiciéon con lo prometido:

9. La irracionalidad del nimero ¢™V'% y otras
cosas

;. Por qué es €™V1%3 un ntimero irracional? Pues porque no es algebraico, es

decir, no es raiz de ningin polinomio distinto de cero con coeficientes enteros.
En otras palabras, el numero es irracional porque es trascendente [29]. Esta



12 Variaciones sobre el tema de las maquinas que calculan

respuesta, aunque probablemente defraudaré al lector, es la tinica posible,
pues no parece conocerse una demostracion directa de la irracionalidad. O
sea, que si queremos justificar la irracionalidad de este nimero, tenemos
que cambiar la pregunta: jpor qué es e™V1!63 un nimero trascendente? La
respuesta tiene una historia interesante que ahora contaremos brevemente.
Otros muchos detalles y resultados pueden verse en el libro [9].

Entre los veintitrés problemas que David Hilbert
(1862-1943) enuncié en las Actas del Segundo Congreso
Internacional de Matematicos reunido en Paris en 1900, el
nimero siete pide probar o refutar lo siguiente:

Dado cualquier nimero algebraico a # 0,1 y dado cual-
quier nimero irracional algebraico b, la expresion a® es un
{ ndmero trascendente.

* Républiqueyll Como ejemplos especificos, Hilbert menciona a los nu-
Démogratique : V2 - . .
- TR<L Ml meros 2V y e”. Es importante observar que Hilbert propu-
' ~ 50 el séptimo problema pensando en los ntimeros complejos
como su universo. En este contexto, e™ es un valor de la
potencia compleja i~ . En general, a’® es una expresion multivaluada, asi que
es mas correcto decir que cualquier valor de a® seré trascendente.

Hilbert predijo incorrectamente que su conjetura tardaria mas tiempo en
resolverse que “el tltimo teorema de Fermat”.

En 1929, el matemaético ruso Aleksandr Osipovich Gel-
fond (1906-1968) probd que e es trascendente [5] y ade-
mas indicé como usar su método para probar la trascen-
dentalidad de los nimeros pertenecientes a los llamados
cuerpos cuadraticos imaginarios [27]. El matemaético ale-
man Carl Ludwig Siegel (1896-1981) extendi6 el resultado
a los cuerpos cuadraticos reales [27], pero no publicé es-
ta extension, que fue también obtenida por el matematico
ruso Rodion Osievich Kuz’'min (1891-1949), quien si la
publicé en 1930. Todos estos resultados parciales tienen
el estilo de las demostraciones de la trascendencia de los
nimeros 7 y e |17, introduccion|. La trascendencia de e fue probada por
el matematico francés Charles Hermite (1922-1901) en 1879, mientras que
la trascendencia de 7 fue probada en 1882 por el matemaético aleman Carl
Louis Ferdinand von Lindemann (1852-1939).

Gelfond retomo el séptimo problema de Hilbert y en 1934 publicé una
demostracion de la conjetura completa [6]. En 1935, el mateméatico aleman
Theodor Schneider (1911-1988), discipulo de Siegel, publico la suya [16], ob-
tenida independientemente como parte de su tesis doctoral. Al parecer, Sch-
neider supo de la demostracion de Gelfond precisamente el dia en que envid

D. Hilbert

A. O. Gelfond
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su propia demostracion a los Comptes Rendus.

Mas tarde, Schneider contaria que Siegel habia presen-
tado la conjetura en un curso sin decir que era el sépti-
mo problema de Hilbert, y que s6lo identifico el problema
cuando Schneider le mostr6 su prueba.

En la actualidad la verificacion del séptimo problema
de Hilbert es conocida como el teorema de Gelfond y Sch-
neider. Las pruebas de ambos autores reconocen a los ni-
meros complejos como universo y emplean el método de
reduccion al absurdo. También puede decirse que ambas

T. Schneider demostraciones tienen el sabor de los resultados obtenidos

en el siglo XIX sobre la trascendencia de los nimeros 7 y
e [17, capitulo 2].

Aunque la prueba de Gelfond parece usar herramientas mas avanzadas
que la de Schneider, los expertos no solo reconocen que su base es rela-
tivamente simple, sino, ademés, que constituye un ejemplo bellisimo de la
colaboracién entre ideas algebraicas e ideas analiticas. Por esta razén, vamos
a dedicar unas lineas a hablar sobre ella.

Para comenzar, mencionemos que Gelfond enuncia la conjetura de Hilbert
en la siguiente forma:

Dados dos nimeros algebraicos o, 5 # 0,1, si el numero n = =% es
wrracional, entonces tiene que ser trascendente.

Este enunciado es efectivamente equivalente al de Hilbert.

Para probarlo, empezamos por suponer que la conjetura de Hilbert es
cierta y declaramos que 7 es un irracional algebraico. Observemos que la
expresion n = }E—o‘ puede escribirse en la forma o = (7. Pero entonces la
potencia 8" debe de ser trascendente, lo cual contradice el hecho de que « es
algebraico.

Reciprocamente, supongamos que el enunciado de Gelfond es cierto, que
a es algebraico y que b es irracional. Podemos escribir la potencia a’ en la
forma b = 111:1 ‘;b Si afirmamos que a® es algebraico entonces podemos concluir
que b tiene que ser trascendente, lo cual establece el contrarreciproco del
enunciado de Hilbert o, equivalentemente, el enunciado directo.

La demostracion de Gelfond, al igual que la de Schneider, esta muy por
encima del tipo de matematicas que quisiéramos desarrollar aqui en detalle.

Lo que podemos decir es que, entre las ideas algebraicas que Gelfond
usa, se destaca una cierta desigualdad, involucrando nimeros algebraicos,
que es una herramienta esencial en todo estudio de trascendencia. Las ideas
analiticas provienen en su mayoria de la teoria de funciones de variable com-
pleja. Por ejemplo, aparece la formula de Jensen [23], debida al matematico
holandés Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925) y también la
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formula de Cauchy para las derivadas de una funcién holomorfa [20], probada
por el matematico francés Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Otro ingre-
diente analitico es un resultado de Leopold Kronecker (1823-1891) sobre la
aproximacion diofantica, es decir, la aproximacion de nimeros reales usando
nameros racionales [7].

En el articulo [8] se puede encontrar una version extendida de estos co-
mentarios, incluyendo la desigualdad para ntimeros algebraicos, los resultados
de Kronecker y Jensen que hemos mencionado y también una explicacion de-
tallada de la demostracion de Gelfond. Tubbs [17] analiza las dos pruebas de
la conjetura, asi como varias extensiones. Ademés, presenta minuciosamente
los resultados sobre la irracionalidad y la trascendencia de 7 y e que forman
la base del estudio moderno de los nimeros trascendentes.

Por ejemplo, en su demostracion de la irracionalidad de e, el matematico
francés Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) comienza suponiendo que
e es racional. Por un razonamiento simple que usa el desarrollo en serie de e,
Fourier llega a concluir que un cierto entero positivo es menor que uno. Tubbs
observa que, méas alla de sus muchas dificultades técnicas, ambas pruebas
de la conjetura de Hilbert conservan una estructura similar al resultado de
Fourier, siendo la parte mas dificil el probar que un cierto entero no es nulo.

Algunas referencias [22] enuncian el séptimo problema de Hilbert con b
irracional, sin suponer que es algebraico. El caso en que b es trascendente
aun esta abierto; en particular, no se sabe si los ntimeros 7°¢, 7™ y €° son
trascendentes. Tampoco se conoce una caracterizaciéon de los nimeros a y b
para los cuales la potencia a® es trascendente.

Si no se supone que a y b son ambos algebraicos, el resultado no es cierto en

general. Por ejemplo, sabemos que el nimero /2 *~ es trascendente, mientras

que
V2
(ﬁf> IV ACACIPY

Después de esta digresion sobre el séptimo problema de Hilbert, volvamos
a la trascendencia del nimero ¢™163. Si usamos el teorema de Gelfond y
Schneider, lo que nos queda por hacer es escribir €™V163 en la forma a®, donde
a es algebraico y b es algebraico e irracional. Mas generalmente, escribiremos
en esa forma al namero €™ ¢, donde ¢ es un nimero real distinto de cero. Esto
lo haremos usando niimeros complejos, viendo que €™ ¢ es el valor principal
de la expresion i~2¢. En efecto,

—i2¢ —i2c(lni) _

sl T
i —e 2ci(Infi[44 G+i2km)

(S

para k= 0,41, 42, +3,..., expresion que se reduce a e™¢ para k = 0.
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Observemos que i es algebraico porque es raiz del polinomio X2 + 1,
y que el nimero —¢2c también es algebraico, por ser raiz del polinomio
X? +4c2 En cuanto a la irracionalidad del nimero —i 2 ¢, recordemos que
un numero es irracional cuando no es racional. Los ntimeros racionales son,
por definiciéon, un subconjunto de los niimeros reales, asi que si tomamos a los
numeros complejos como nuestro universo, que es lo que Hilbert y la teoria
de Gelfond y Schneider hacen, todo ntimero complejo con parte imaginaria
distinta de cero es irracional.

Como consecuencia de esta discusion, también el nimero e™38 g tras-
cendente.

Por cierto, aunque e™163 es llamado la constante de Ramanujan, el nu-
mero tiene poco que ver con el matematico indio. El nombre fue pergenado
por el mateméatico canadiense Simon Plouffe (n. 1956), quien se inspird en
una broma que Martin Gardner (1914-2010), el gran popularizador de las
matematicas, jugb a los lectores de su columna en Scientific American. En el
ntimero de abril de 1975, Gardner afirmé que e™v1% era exactamente un ente-
ro y que esto ya lo habia conjeturado Ramanujan en 1914. Aunque Gardner
aclaré la broma unos pocos meses mas tarde, el nombre persistié. En realidad
fue Hermite quien, en 1859, observo la naturaleza peculiar de e™V163,

Las paginas [19] y [28] incluyen méas informacion y otros ejemplos de nu-
meros casi enteros, con los que se pueden repetir los experimentos numéricos
que hemos hecho. Por ejemplo:

sen 11 = —0,999 990 206 . . . (3)
e™ — 7 =19,999099979 . .. (4)

La igualdad (3) tiene su origen [19] en la identidad trigonométrica
9 1
sen”11 = 5(1 — c0s22),

donde el nimero 22 es el numerador de la fraccion 2 que aproxima a m [24].
Asi,
cos22 ~ cos(7m) =cosm = —1.

Usando otro convergente de la aproximacion de 7 en fracciones continuas,

22 333 355 103993
T 7710671137 33102 7

se obtiene de forma similar

sen 3—25 =0,999999999 886 . ..
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No se sabe si hay una explicacion plausible de la igualdad (4), méas alla
de su incuestionable validez numérica.

En su pégina web personal, http://www.plouffe.fr/, Plouffe menciona,
entre otros, los ejemplos

3

Z 6327T7Z;L—7—1 = 10,000 000 000 000 000 190 161 767 888 663 . . .
n>1
713
Z:l 2B ] 119,000...0000959374585. ..
n= 31 veces

La referencia [15] presenta una manera de generar ntimeros casi enteros,
usando una cierta clase de nimeros reales algebraicos llamados niimeros de
Pisot. El famoso ntimero dureo %5» es un numero de Pisot; otro ejemplo es
el namero 1+ v/2. El articulo da la definiciéon y los resultados basicos sobre
estos nimeros. Para no extendernos demasiado, aqui sélo diremos que si a es
un nimero de Pisot, entonces

lim ||a"]| =0,
n—oo

donde ||a||, para cualquier nimero real a, es la distancia entre a y el ente-
ro mas proximo. Es en esta propiedad en la que se basa la generacion de
casi enteros. Por ejemplo, la siguiente tabla muestra los valores de algunas
potencias de a = 1 + V2.

n | a®

10 | 6725,999 851 323 220 026

20 | 45239073,999 999 977 895

30 | 304278 004 997,999 999 999 996

40 | 2046 573816 377 473,999 999 999 999 999 511

El articulo [1] da una manera de generarlos usando las llamadas formas
modulares, de gran interés en la teoria contemporanea de niimeros. Los auto-
res de este articulo también presentan una excelente introduccion al concepto,
nada simple, de forma modular.

En definitiva, estos niimeros casi enteros, que en un primer vistazo parecen
magicos, tienen una razon de ser, vinculada a conceptos muy interesantes.

A lo largo de esta seccion han aparecido frecuentemente los nimeros alge-
braicos. En |2, capitulo 7| hay una presentacion muy amena y sencilla sobre
ellos.

En los trabajos que hemos mencionado y en sus referencias, se puede
encontrar muchisima informaciéon adicional. Por nuestra parte, aqui ponemos
el punto final a la secciéon y al articulo.
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