ALGUNAS ALGEBRAS DE FUNCIONES DIFERENCIABLES
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Si I es un intervalo, acotado o no, y si A es un espacio
normal de sucesiones de nGmeros complejos que contiene a ®
(espacio de las sucesiones casi nulas), como en [1] va-
mos a considerar el espacio g‘(I) de funciones £ :1I 4, C

de clase C* tales que

[= -]

(n)

pu(f)= s £ ||-|u|<o°para toda uel
n=0 n
en donde se désigna
le™) = sup lf(“) )],
tel

y se supone a EX(I) provisto de la topologia definida por
las seminormas Pu ( uei).

Asi para (Mn) sucesién de términos positivos y
= -1 - Up . n
n= e e = {(G2): 1in Yluy -0}
se obtienen las clases clé&sicas

£ (1) = ¢ (M)

(ver L4] ) y en el caso
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A= (Mp') 1% =[(_n
= n _{(—m—‘): Suplunl <co}
las clases
2 (I) =D (M)
anidlogas a las consideradas en [2].
Aquf tratamos de imponer a ) condiciones bajo las gque
g (I) es &4lgebra topolégica.
Es obvio que son equivalentes:
(a) Para toda ue€) existen u'e) tal que

GO lug| < wlfur L si 0<k<n

(a') Para toda ue)l existen u',u"el y una constante C> 0

tales que vion
i lu Hun —k‘ .
lunl < Cc -k ok si 0Sk<n
()
Propogicién 1.~ Si )\ cumple (a) entonces B (I) es &lgebra

topclbgica pues la multiplicacién de funciones cumple que

para toda ue ) existe ve) tal que

£ : f
pu ( g)v SPV ()pv (g)

Proposicién 2.- Si A es estable frente a las transformacio

nes diagonales del tipo u = (kn) u (o sea (knun) €3 si

i no negativa existe otra u'e}
(un)ex) y si para toda ue€) g

y una constante M> 0 tales que
s M ouow (0<k<n)
u, u' u <k<

LI 4

entonces g)‘;(I) es dlgebra topolégica.

Proposicién 3.- Sea )\ tal que para cada u €} no negativa

existe otra u' ¢) tal que
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u o< uk' u' (0<k<n)

Si (Mﬁ) es sucesién de términos positivos y ademés

(1) (;’) M M <M (0O<k<n)

o bien

2) Mk M“_ < Kn Mn (0<k<n) y ) es estable frer_11te a las
transformaciones diagonales u- (k®)u entonces g(Mn n (1)
es 8lgebra topol6gica.

Esta proposicién se aplica al espacio de sucesiones
h [O] ={ u: (Iunl) mayorada por alguna (kn) conk>0 },
en el que los (k) con k>0 forman una familia cofinal de

sucesiones u¢h [O] no negativas tales que

u =u ou, {(0<k<n)

Yy es invariante frente a las u *ﬁkn)u (k> 0) de modo que,
siM M _, <K M (0<k=<n) §M“1h [O}(I) es dlgebra topo-
léqica;

Lo misrﬁo sucede con CI {'Mn} pues se cumple que h(«®) es

estable frente a las u — (k" )u y ademéds °©

Proposicién 4.- En h(w ) toda sucesién estd mayorada por otra
u=(un) de términos positivos decreciente y para cada ugh(ow)

de este tipo con u, =1 existe otra anfloga u' € h(e) tal
que

u = ' ou (0<k<n)

Demostracifén.—- Basta limitarse a (un) conu >0y ademds se

puede suponer a (u ) decreciente con u, = 1 y definir u' del

siguiente modo:

us=1 vy, si n>1 por induccién
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u' = max ‘—uﬂ'- ) —&‘_ﬂ _il_?_ni , ,\/u

n uO u/' 2n
La proposicién 3 - (1) se aplica también a DI{Mn}, que serd 41
gebra topolégica si (}r:) M M =M (0sk<n). En este caso

se trata de un dlgebra de Banach pues su topologfa es la defi-

nida por la norma P, con u = ( %) .

n
En el estudio de las dlgebras es importante conocer a los

elementos inversibles.
Si £ ¢ (I) es inversible en &' (I), o sea, si existe
\
g €8 (I) tal que fg = 1, necesariamente existe 6> 0 tal que
[£(t)] =8>0 ' Vter
puesto que g estd acotada.

Diremos que g‘ (I) es de inversién si se cumple el recipro-

co, O sea, si

feg (D, [£0)] 2650 = = cg(D).

Proposicién 5.~ Si g (I) es &lgebra de inversién, los elemen-

tos de inversién constituyen un entorno uniforme (luego también
para ].aq topblogia normal) de la unidad 1 € gx (I) y con ello se
cumplen:

(a) Todo cardcter ¥ € Sp t—;* (I) es continuo.

(b) Todo ideal maximal Mem | & (I1)] es cerrado.

(c) sp gx {I) es compacto (para la topologfa de Gelfand).

Y
Demostracién.- Toda fe £ (I) tal que || £ - 1]} < 1 serd inver
sible pues si |l £-1ll = 1 -6, necesariamente |f(t)] =26, V te1I.
Tales funciones constituyen un entorno uniforme de la unidad. Por

lo tanto se cumple (b) y también (a).



En cuanto a (c) basta observar que Sp E_X (I) es cerrado en
A(; paralA = !x (I) vy es relétivamente compacto en A'o ya que es_
t& contenido en el polar de U si U es entorno absolutamente con
vexo de cero en A tal que 1+ U estd constituido por elementos
inversibles. '

Por lo tanto tienen, interés los resultados que aseguran el
que un &lgebra gx (I) sea de inversién y como en [3) y [S]resul-

ta:

Proposicién 6.- Consideremos X\ estable frente a las u- (k*) u.

Para que £ (I) sea de inversién es suficiente que para cada

weX (o sea Tlw, u | < e Y uel) exista vel tal que lw ) <v,
n/V . .

) An = \—nl'— sea casi creciente, o0 sea
A < KA ¥neN

n n4

para al9una constante K = 1

Y
Demostracién.-Sea fe¢? (I) tal gue ‘f(t)| 21 VteIygf =1.
X
Se trata de comprobar que g€ & (I).

v
Se cumple "f(n) Il < v, conA = n—n' tal que

A‘SKAB si s<n

Sean r tales que

_ 1
KAnrn = -—3—-

de modo que para 1< S<n se cumplen, pamt,e I

(s)
£ (ta)
L —_% < K A
s! - st = ®
y si se designa
£ (to) £ o)
Q(Z)=f(t0)+—f!_'—‘z+...+_?_!—z

43



(s)

se cumple Q (0) = £ (to) y en |z]| < r_es
1
n ——
a 8 8 1 s 3 1
=21 - > 1- =) 21-—_ =
la()] =1 I, KA r 2ok (5) 2 =5
)
3
De las integrales de Cauchy resulta
(n) _ | n! dz n! 2, _
|a ™ x| = | 271 J Z9Q(2) 2 L
z =x_ 2

= 2

n!

2'n!(3KAn)n y con ello

n
n

]lg(nnl < 2'n!(3K)n—lr:L = 2(3K)nvn

lo que demuestra que geg g (D).
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