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INTRODUCCION

Esta memoria recoge alguno de los resultados inéditos
que han aparecido al iniciar un tratamiento "algebraico" de
la topologfa. Dado que el conjunto de cerrados de un espacio
topolbégico tiene estructura de reticulo distributivo con
elemento mdximo y minimo, el estudio sistematico de dicha
estructura en paralelo a la de anillo, aparecif como el
camino idéneo para introducir en topologfa un lenguaije més
algebraico.

La nocién de espectro presentaba el mdximo interés en
cuanto permitfa recuperar ciertos espacios topol6gicos par
tiendo de retfculos — al igual que las variedades algebrai
cas afines son los espectros de k — dlgebras finito-genera
dad y sin radical -~ . El Capitulo I se inicia con la defi-
nicién de espectro primo de un reticulo — aqui y en ade-
lante "retfculo" abrevia a "retfculo distributivo confeLg.
mentc mdximo y minimo" — gue es en cierta manera dual de
la conocida en anillos. Toddbel capitulo gira enlﬁorno a
esta nocién: en los dos primeros pardgrafos se caracterizan
respectivamente los espacios espectrales — espectros de
reticulos — y las aplicaciones espectrales — aplicaciones

continuas inducidas por morfismos de retficulos—El pardgra

fo 3 se ocupa de las representaciones de un reticulo en sus

distintos espectros y en particular da la caracterizaci6n
de los espacios espectrales rioetherianos y de los espacibs
que son espectros minimales de retficulos. El capitulo aca-
ba trasladando la noci6n de dimensién de Krull de anillos
a reticulos.’ : - ' '
El Capitulo II de aplicacién a la topologia general,

muestra el interés del estudio sistemdtico realizado en I,



en relacién al problema de compactizaciones y cuasi-compac
tizaciones de un espacio. En particular, para un espacio
completamente regular se caracterizan aquellos retficulos de
cerrados, cuyo espectro maximal es una compactizacién del
espacio. Esta caracterizacién es por tanto un método cons
tructivo de compactizaciones.

Este trabajo se mueve también,en el horizonte de una
teorfa general de la dimensién cochomolégica de un espacio
o mAs concretamente en el del problema de hallar ﬁafé la
mismz una cota en términos "algebraicos". El problema si
gue abierto. .

Con todo en el Capitulo III se da, para un cierto domi
nio de espacios, un método de cdlculo de la cohomologia de
un espacio con valores en un haz. ELl método consiste en
la construccién de una resolucién "flasque" para un haz sobre:

1/ espacios finitos Ty-separados — vy mds generalmente
espacios en que cada punto tiene un entorno minimo — median
te haces de gérmenes de cocadenas de un cierto complejo se- )
mi-gimplicial.

2/ espacios espectrales noetherianos mediante un proce
so de paso al limite a partir del caso 1.

Las resoluciones construidas estdn en la linea de la
cohomologfa combinatoria de Lubkin (9).

Como corolario, se obtiene el conocido teorema de la aco
tacién de la dimensién. cohomolégica de un espacio noetheriano
por su dimensién de Krull. '

El hecho — demostrado en el apéndice — de que la coho
mologia dé un compécto con valores en un haz coincida — en
21 sentido que alli se determina — con la cohpmologia del
espectro primo de Gn retficulo cualquiera;que sea base de cerra
dos; parece abrir nuevas perspectivas para el problema de la
dimensién. '

El capitulo O recoge en lenguaje algebraico las nociones
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bédsicas y bien conocidas de retfculos. Es por tanto un capi
tulo de referencias.

Es una obligacién y a la vez una gran satisfacién termi
nar estas lineas, expresando mi agradecimiento al profesor
Dr. Rafael Mallol sin cuyo estimulo este trabajo no hubiera
visto la luz; y lo hago extensivo a todos mis profesores de
licenciatura que me dieron la formacibébn matemética bésica e

indispensable para poder iniciarme en la investigacién.



CAPITULO 0: RETICULOS DISTRIBUTIVOS: PASO AL COCIENTE ¥ 1O~

CALIZACION.

En este capitulo se dan las definiciones y resultados
previos que delimitan el campo, objeto de estudio de esta me-
moria. '

El capitulo gira en torno a tres puntos:

1/ la nocién de ideal y la nocién dual de filtro-de un
reticulo distributivo. ’

Los enunciados fundamentales son:

a) cada ideal es interseccién detodos los ideales primos
que lo contienen.

b) existe una correspondencia biyectiva entre los idea-
les primos y los filtros primos de un reticulo.

¢) para reticulos de dual complementado, caracteérizacién
de los ideales primos minimales como aquellos que s6lo contie
nen divisores de cero.

2/el paso al cociente en reticulos distributivos. A diferen
cia de lo que ocurre en anillos, el niicleo de un morfismo en
tre retficulos no determina la imagen; pero el reticulo cocien-
te A/p es un objeto universal para los morfismos de A ae nficleo
pe )

3/ la localizacién de un reticulo A por un gistema mul-
tiplicativo S es imagen epimérfica de A. Si ¥ es el filtro ge

nerado por S se verifica: ASZ A$ y (As)*:: A*Ky " 1o que de

muestra que el proceso de localizar es exactamente dual del
proceso de paso al cociente.

El ejemplo G.l1 tiene el interés de traducir algunos de
los resultdos y definiciones dadas,en términos de topologia ge

neral, cuando A es el reticulo de cerrados de un espacio to-

polégico X.
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Notacién: En toda la memorigun retficulo denotard un reticulo

distributivo con elemento minimo y elemento mdximo. Si 2 es

¢

un reticulo, a? designa su reticulo dual.

Proposicién 0.1:

1/ A es un retfculo si y s6lo si en A existen dos ope-
raciones notadas +,:sujetas a verificar:

a) son asociativas, conmutativas y tienen elemento neu-
tro notados 0,1 respectivamente.

b) V a,b,c ¢ A se verifica: (a+b).c = a.c + bec.

c) V a ¢ A se verifica: a.0 = 0

a+l = 1.

d) V aed se verifica: a.a = a.

2/ Invirtiendo el orden de las dos operaciones en un re
ticulo A&, se obtiene el reticulo A*.

En lo gue sigue,un retficulo A serd un conjunto con dos

operaciones que verifican las propiedades anteriores. .,

Definicién 0.1:

Sea A un reticulo. Un ideal q de A, es un subconjunto de
A tal que: .

1/ si a,b ¢ g entonces a+b ¢ q-

2/ siacgh ybeq entonces a.b g q.

Las nociones de ideal primo, maximal o principal de un
anillo, se trasladan sin dificultad al dominio de retficulos.

Definicién 0.1':

Sea A un reticulo. Un filtro § de A es un subconjunto de
A tal que es un ideal de a%*,

Si A es un reticulo de partes de un conjunto, donde la su
ma es la reunién y el producto la interseccién; la noci6én da
da de filtro coincide con la usual, ya que:

1/ si a,b ¢§ . entonces a.b ¢¥

2/ si a‘e A yb e§ entonces a+b ¢ § .



Proposici6én 0.2:

Sea A un reticulo. La aplicacién que asigna a un subcon
junto de A su complementario; define una biyeccibn entre el
conjunto de los ideales primos de A y el conjunto de sus.fil

tros primos.

Comprobacién:

Si p es un ideal primo de A, notamos A - p su complemen
tario.

La proposicién resulta, habida'cuenta de las propiedades
de la aplicacién paso al complementario, del hecho de s=r

A - p un filtro primo.

Definicién 0.2:

Sea A un retficulo. Un ideal primo minimal es un ideal

primo y tal gue su complementario es un filtro maximal.

Defincién 0.3:
Sean A, y A, reticulos. Una aplicaci6n ¢: A;———> B, s
dice que es un morfismo de reticulos si:
1/ @ conmuta con las dos operaciones:
owlasb) pl(a)+ (b)
pla.b) pla) . (b)
2/ @(0) =0 y o(l) = 1.

]

Definicién 0.4:

Sea A un reticulo y g un ideal. Llamaremos reticulo co-
ciente de A médulo ¢ , notado A3/q al conjunto cociente por la
relacién de equivalencia: a~b «———— > existe ¢ € q tal que
a4+ q=Db, q;dotado de las operaciones inducidaé por las de
a.

Proposicién 0.3:

Sea A un reticulo y ¢ un ideal. Se verifica:
1/ la proyeccibén canbnica A-———E—-——-)-A/q es un epimorfis

mo de retfculos de nfGcleo 4.



2/ p establece una aplicacién biyectiva entre los idea-

les de A que contienen a ¢ y los ideales de A/q.

Comprobacién:

1/ es inmediato.

2/ se demuestra igual que para anillos, salvo el siguien
te punto: sean g, # 92 dos ideales de A que contienen a gq.
Entonces p{q,) # plgq,) Ya que si aeqy, Yy @ £qy. si existiera
b e ay tal que p(a) = p(b) entonces existe g ¢ q tal que
a,q =b4+qg lo que implica a=a(a,.q) = a(b4+q) € qp-

Proposicién 0.4:

Sea A un reticulo y g un ideal. Se verifica:
1/ q es primo si y s6lo si A/q es sin divisores de cero.
2/ q es maximal si y s6lo si A/q = (0,1} - reticulo con

dos inicos elementos -.

Comprobacifn:

1/ se demuestra igual que en el caso de anillos.

2/ es corolario de la Proposicién 0.3, y del hecho de
que en un reticulo, un elemento # 1 es no invertible y genera
por tanto un ideal propio.

Corolario:
En un retficulo, todo ideal maximal es primo.

Proposicién 0.5:

Sea A un reticulo. Se verifica:

1/ Una imagen epimérfica de A no queda determinada por
su nGcleo. )

2/ A-—£L~>A/q es un objeto universal para los epimor
fismos de A de nGcleo q.
Demostracién:

1/ Sea p un ideal primo, no maximal de A. La aplicaciébn:

®

a s {0,1}

]
o

a —— 5 pla) si aep

]
e

si ap!p



es un epimorfismo de reticulos de nlcleo p. Por la Proposi-
ci6n 0.4 apartado 2/ A/p # (0,1} y esto demuestra 1l/.
2/ Sea B -9 A, un epimorfismo de reticulos de nicleo

q- Entonces, el diagrama .

P

A—_——»A/p

.

~

® \\\\\\\\» §  donde p{a} = gla)
a ' :

1

es conmutativo.
En particular existen morfismos no inyectivos de nGcleo O.

Si p es un ideal primo no maximal:

a/p ___9_~_; (0,1} " gonde ©® es la aplicacién del aparta-

do 1/, es uno de ellos.

Proposicién 0.6:

Sea A un reticulo de Boole y ¢@:A —— > A, un morfis-

mo de nficleo 0. Entonces ¢ es inyectiva.

Comprobacibn:

a) Si gla) =1 - > a

1. En efecto 8i a desig

na el complementario de a: 0 = o(a.d) wla). (@ =
=(p(§)————>€=0.

b) Sea gpla) = p(b). Se verifica:

p(asd) = @(a)+p(d) = ()40 (@) =@ (bya) — byd=1

0

pla.a) = gla).p(a) w(b).w(ﬁ):=@(b.§)——;>b.§ﬁ0
lo que demuestra b = a.

Proposicién 0.7:

En un reticulo de Boole todo ideal primo es maximal.

Comprobacién:
Sea p un ideal primo del reticulo de Boole A. Sea



p A {0,1}

a wla)

0 si ac¢p

1 si agp.
A partir de la Proposicién 0.5 apartado 2/ el diagrama:

A P

A/p

®

(0,1}

es conmutativo. La Proposici6én 0.6 asegura que g es isomorfig
mo y la Proposicién 0.7 se sigue entonces de la Proposicién
0.4 apartado 2/.

Definicién 0.5:

Sea A un retfculo.

1/ Llamaremos radical de A, notado rad A, al ideal inter
secci6bn de los ideales primos de A.

2/ Llamaremos radical de 3acobson de A, nbtado radJ A,
al ideal interseccién de los ideales maximales de A.

Proposicién 0.8:

'Sea A un reticulo. Se verifica rad A = 0.
Demgstracién:
La misma que para anillos sin elementos nilpotentes. Ver
por ejemplo (1) de la bibliografia pdg. 5.
Corolario: .
Sea A un reticulo y g4 un ideal. Entonces g es igual a

la interseccién de los primos que lo contienen.

Comprobacibn:
Basta aplicar la Proposicién 0.8 al retficulo A/q y tener

en cuenta la Proposicién 0.3 apartado 2/.
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Proposicién 0.9:

Sea A un reticulo. Se verifica:

radJ A ={ x| no existe 1¥ y ¢ A tal que x4y = 1}.

Comprobacifn:
a) Sea x ¢ rad\_‘r A. Existe entonces un ideal mdximal p tal

que x ¢ y. Por ser p maximal (p,x) = (1) y de aqui

l=ax4p——> 1 = 14X =axX4X 4 P~ X4 P.

b) Sea x ¢ A tal que existe 1 # y ¢ A tal que x,y = 1.
Entonces (y) es un ideal propio y por tanto estd& contenido en
un ideal mdximal p. En estas condiciones x £ p Y a fortiori

A.
x £ radJ
Los elementos de radJ A serdn llamados los no-divisores
de cero al dual.

Teorema 0.l: de representacién de Birkhoff.

Todo reticulo A2,es isomorfo a un reticulo de partes de un

conjunto.

Demostracién: Notaciones:

Specp A denota el conjunto de los filtros primos de A.

(a)o denota el conjunto de filtros primos de A que contienen a .

Definimos: ) @ ’:?(Specp a)

a (a)o

1/ © es morfismo de reticulos ya que:

(a+b)y = (@)y u (D)
(a.b)y = @y n (D)g.

2/ @ €s inyectiva: En un retficulo si a ¥ b, entonces los
ideales (a) y (b) son distintos. El corolario a la Proposicién

0.8 asegura eﬂtoncequue (a)y # (b),.
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Definicién 0.6:

Sea A un reticulo. Se dice que A es complementado si
V¥ a ¢ 8, el filtro de sus divisores de cero al dual:
¥ = {b ¢ Al a + b =1} es principal. El generador — que es
Gnico — de dicho filtro principal se llama el complemento de
a; lo notaremos a,.

Si 3™ es complementado, diremos que A es de dual comple-
mentado y esto equivale a que ¥ a ¢ A, el ideal de sus divi-

sores de cero es principal.

Proposicién 0. 10:

Sea A un reticulo complementado, g :A ——m—> 3

pla) = a, la aplicaci6én paso al complemento.

Se verifica:
1/ gl(a.b) = gla) 4+ o(b).

2/ Cp3=cp

3/ a g Imag ¢ si y s6lo si g2(a)

[}
[

Lema 0.1:

Sea A un reticulo de dual complementado. ag¢d y (b) el
ideal de los divisores de cero de a. Entonces a +b no es
divisor de cero.

Comprobacién:
Sea (c) el ideal de los divisores de cero de a, b. En-

tonces: (a4+b).c =0 —> a.c = O-V——fce (b) «——5 ¢c.b = ¢

y de aqui: 0 = (a;_b).c = c.

Proposici6n 0.11:

Sea A un reticulo de dual complementado y p un ideal pri
mo de A. Entonces v es minimal si y s6lo si p contiene Gni-

camente divisores de cero.
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Comprobacién:

1/ Sea y primo minimal. A -y =§ es entonces un filtro
maximal y por tanto si a ¢ p se verifica: (a,¥§) = A. Esto

asegura que existe b QF tal que a.b = 0.

2/ Sea p un ideal primo tal que todos sus elementos son
divisores de cero. Supongamos que exista un ideal primo p,,
estrictamente contenido en p. Sea a ¢ p Yy a ¢ par ¥ (b) el
ideal de divisores de cero de a. Por ser p, primo: b e p,cp
v de aquf as, b ¢ p. El Lema 0.1 asegura que a4+ b no es divi-

sor de cero y esto demuestra lo absurdo de nuestra hip6tesis.

Corolario: Caracterizacién de reticulos de Boole:

Sea A un reticuloc de dual complementado. A es un reti-

culo de Boole si y s6lo si todo ideal es maximal.

Comprobacién:

1/ Si B es un reticulo de Boole, la Proposici6n 0.7 ase

gura que todo ideal primo es maximal.

2/ Si B es de dual complementado y todo ideal primo es
maximal, la Proposicién 0.11 asegura que todo 1 # agh es
divisor de cero. Sea (b) el ideal de los aivisores de cero de
a. Por el Lema 0.1, a4 b es no divisor de cero; por tanto

a,b =1, es decir b es el complementario de a.

Definicién 0.7: Limite inductivo de retfculos:

Sea I un conjunto ordenado filtrante decreciente; y Ai(i e I)
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una familia de retfculos tal que para cada par i > j existe

un morfismo.

£, . : A, ————> A, verificando:
1] 1 J
1/ fii = identidad Vieg I
2/ fik = fjk o fij para toda terma i > j > k.

En el conjunto suma de los Ai(ie I) definimos la rela-

cién de equivalencia: Ai > X, ~ xj € Aj si existe k ¢ I, kgi,

k j tal que £,.(x.,) = £ (x.).
< 3 q 13( i) Jk( J)

El conjunto cociente, m6dulo esta relacién de equivalen-
cia tiene estructura de reticulo, inducida can6nicamente por
las estructuras de los Ai(i ¢ I). Se le llamard limite induc

tivo de los Ai(ig I) .relativo a los morfismos fij y se nota-

ré liw ind a..
leI

Definicién 0.8: Localizacién de reticulos:

Sea A un reticulo, S un sistema multiplicativo de A tal
que 1 ¢ Sy of S.

S con la relacibn: s, > S. «———>» 8..8S. = 8_.; €§ un or-
1 ] 3 J

den filtrante decreciente.

Si si ¢ A notamos por As el reticulo (a.sila e¢d}:; y para

i
todo par de elementos de S,si > sj definimos:
A 5 A
fij s, S,
1 . 3
a.Si — > a.sj

De lo dicho hasta aqui se sigue que estamos en las con-
diciones de la Definici6n 0.7 y por tanto tiene sentido hablar

de lim ind As . Este limite inductivo serd llamado el locali-
Sie S i
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zado de A en S y notado As.

Proposicién 0.12:

Sea A un retfculo y S un sistema multiplicativo de & tal
que 1'¢S y O ¢ S.

Entonces existe un morfismo epiyectivo g : A———--)AS.
Comprobacién:

l1z2s; Y] s, eSSy de aqui todo elemento de As tiene
un representante en A, = A. De aqui p(a) = (a} es epiyectiva.

Proposicién 0.13:

Sea A un retfculo, S un sistema multiplicativo de A tal
que 1 ¢ Sy O ¢ S: y § el filtro generado por S. Se verifi-

ca AS = AS .

Comprobacidn:
S es cofinal en § ya que si b ¢ ¥ entonces existen

aghysegStalgueb=a,;8 ——> b.s = s.

Proposicién 0.14:

Sea A un retficulo.,S un sistema mdltiplicativo de A tal
que 1 ¢S yO ¢S, y Y el filtro generado por S.
. . * 3
Se verifica (As) = 8% /s .
A partir de la Definicién 0.4 y de la Definicién 0.8,
se comprueba inmediatamente que la aplicacién:
)*

. oa*
B: A /&—————————~—> U\F

(ay — o (@) aondg @ es la aplicaci6n

de la Proposicién 0.12, es un isomorfismo de reticulos.

La Proposicién 0.14 resulta entonces de Proposici6én 0.13.
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Es evidente ademds que ® = © p donde p: A%———.,A*4§
es el morfismo canbnico de paso al cociente.

Proposicién 0.15:

Sea A un retficulo y .S un sistema multiplicativo de A tal
que 1 ¢ Sy O { S.

Entonces q,:11\ —_— AS donde @ es la aplicacién de la
Proposicién 0.12, establece una correspondencia biyectiva en-
tre los ideales primos de A que no cortan a S y los ideales
primos de AS.
Demostracién:

a) Se reduce al caso: S filtro de A ,via la Proposicibn 0.1:
y teniendo en cuenta que para un ideal y de A sip ns=%,p n¥=¢g
donde § es el filtro generado por S.

b) Cagso S = § ; La Proposicién 0.3, 2/ asegura que el
morfismo canénico: A*__EL__,A*/S establece una corresponden
cia biyectiva entre los filtros primos de A que contienen a
§ vy los filtros primos de (A*/g)*,

A partir de la Proposicién 0.2, p establece entonces una
correspondencia biyectiva entre los ideales primos de A que
no cortan a § y los ideales primos de (A*/g)*.

‘ La proposicibén se sigue ahora de que g = g © p donde
# es la aplicaci6n definida en la demostracién de la Proposi
ci6én 0.14.

Proposicién 0.16:

Sea & un retficulo complementado y q =(c) un ideal prin-

cipal de A. Entonces A/q es complementado y {a}c = {ac).

Comprobacién:
En 8/, el filtro ¥= t{b}f(a} +¢{p} = (1)} estd gene-
rado por (ac} ya que:
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{a} 4+ (b} = (1} «—> a 4 b4 c =1 es decir b . c per

tenece al filtro generado por ac y por tanto bg ci.ac== b4 c.
En A/q esta igualdad se escribe (b}.+{ac} = (b} es decir (b}

pertenece al filtro generado por {acl.

J

Notacién:
En los ejemplos siguientes, si X es un espacio topolégico

y V una parte de X, V denotaré el cierre de V;Ay vo sa interior?

Ejemplo 0.1:
Sea X un espacio topol6gico y A su reticulo de cerrados,

con las operaciones unifn e interseccién de conjuntos.
1/ Existe correspondencia biyectiva entre el conjunto de

filtros primos principales de A y el conjunto de cerrados irre

- ducibles de X. En efecto: ¥ = a¥c es primo si y s6lo si para
todo par a,b ¢ A tal que (a,b) c-= c,se verifica que ¢ es irre
ducible.

2/ A es complementado.
En efecto: si a ¢ B, el filtro §= {blay b =1} es principal

de generador X -a.

3/ Los no-divisores de cero de a* son los cerrados de inte

rior vacio.

En efecto: c® = $p «——> X~c =X .

En la literatura, los cerrados de interior vacio se llaman
cerrados por todo.no densos y estdn caracterizados como las fron

teras de cerrados.

a/ radJ A = conjunto de cerrados de X, por todo no dnsos.
Basta tener en cuenta la Proposicién 0.9 y 3/.

5/ Los filtros minimales de A son los filtros primos gue no

contienen ningin cerrado por todo no denso.
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Basta tener en cuenta la Proposicién 0.11, dado que A es com-
plementado.
6/ Sea ¢ ¢ B un cerrado de X. El reticulo de cerrados de

c es A .
[of

7/ Sea U un abierto de X. Entonces el retficulo de cerrados
de U es isomorfo a A/ (X-U).
En efecto, si A(U) designa el retficulo de cerrados de U,

definimos:

©:A/(X-U) a(v)

- {c} —> ¢cNnU

estd bien definida ya que: (¢} = {d} «— c+U-X =4 + X-U

e-»CcnNU=4dn U lo que demuestra adémas que ¢ es inyectiva.
Es evidente ahora que ¢ es isomorfismo. ) )

7/ Era de esperar, dado que 2* es isomorfo al reticulo de
abiertos de X con las operaciones unién e interseccién de con
juntos.

8/ Si U es un abierto de X, A(U) es complementado, y el
complemento de a n U es X-a n U.

Basta tener en cuenta 7/ y la Proposici6én 0.16.
Ejemplo 0.2: .

Sea X un conjunto ordenado. Un subconjunto ¢ de X se lla-
ma c:ediente (respectivamente decreciente) si z > x (respecti-
vamente z < X) y X ¢ C implica z ¢ C.

Definimos en X la siguiente topologia: los cerrados de X
son el g y los subconjunto crecientes.

1/ 81 x g X  X=(y|l yzx).

2/ La unién cualquiera de cerrados es cerrada. En parti-

cular el cierre de un subconjunto es la unibén de los cierres
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de susg elementos.

3/ 8i x ¢ X, x tiene un entorno minimo U(x) = {y[ Y < X}.
En fecto, si V es un abierto que contiene a x: ¥ ¢ X-V y pues
to que X -V es creciente: U(X) n X-V = g —— U(x) c V.
3/ se sigue ahora de lo siguiente: 8i y & %, x { T——> x ¢ X-V
ey ¢ X-V. Por tanto existe un abierto que contiene a x y no
contiene a y. Dado que — a partir de 2/ — 1la interseccibn
cualquiera de abiertos es abierto, U(x) es abierto.

4/ Si A es el reticulo de cerrados de X, radJ A = cerrados

de 3 que no contienen ningin subconjunto decreciente. En efec
to: a.partirldé 4/ del ejemplo 0.1, c e rad, A si y s6lo si
c’= ®-

4/ se sigue ahora de 3/.

Por ejemplo si X ¢ X no es un elemento minimal: X ¢ radJ A.

5/ 81 A es el reticulo de cerrados de X, A es el dual com
plementado.

En efecto: 8i ¢ ¢ A por 3/ {J U(x) es el minimo abierto que
XecC

contiene a ¢. De aqufi X - | U(x) = (y|V xe ¢ (x,y) es no
xec

acotado superiormente) es el generador del ideal de los divi-
sores de cero de c.
3 partir de 4/ y 5/ hemos obtenido un ejemplo de un re-

ticulo &1 y su dual complementados, pero que no es de Boole.



CAPITULO I : LA NOCION DE ESPECTRO EN RETICULOS.

.

El capitulo gira'en torno a la nocién de espectro primo
de un reticulo, nocién que corresponde a la definida en ani-
llos pero con la topologfa dual. De hecho se define el espec
tro primoc de un retfculo A como el conjunto de sus filtros
primos con la topologia que tiene como base de cerrados los
conjuntos (a)0 a €A donde (a)O designa el conjunto de
filtros primos que contienena. A diferencia de lo que ocurre
en anillos,esta base es cerrada por la unién e interseccién
finitas y por tanto puede tomarse también como base de abiex
tos. Al hacerlo asi se obtiene el espacio topolbgico dual, ho

" meomorfo al espectro primo del retfculo dual.

La eleccién de nuestra definicién se justifica por lo
siguiente: la aplicacibén: a — (a)O es entonces un morfis-

mo del retfculo A en el reticulo de cerrados de SpecP A.

Enunciamos brevemente los resultados del capftulo, por

pardgrafos.

1/ Espectro primo de un retficulo: El estudio de las pro-

piedades topol6gicas del espectro primo, culmina con la carac
terizacién de los espacios topol6gicos que son espectros pri-
mos de reticulos, en adelante 1lamados espacios espectrales.
La caracterizacién dada aqui, define también el dominio de los
espacios que son espectros de anillos. Ver (7) de la bibliogra
fia.

2/ Propiedades functoriales: Un morfismo de retficulos in

duce de manera contravariante una aplicacién continua entre es

pectros primos. A diferencia de lo que ocurre en anillos los
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morfismos inyectivos inducen aplicaciones continuas epiyec-

tivas y no s6lo densas.

Destacamos: a) la caracterizacién dada de los morfis-
mos espectrales, entendiendo por tales las aplicaciones con-

tinuas entre espectros inducidas por morfismos de reticulo.

b) la conmutacién del paso al espectro con el limite in

ductivo, en el siguiente sentido:

. 1im ind a = i a
Spec_P :L‘m ind i lim proy Specp i
iel iel

donde el homeomorfismo es respecto a la topologfa limite pro
yectivo. En particular esto permite caracterizar los espacios
espectrales como limites proyectivos de espacios finitos

To—separados.

3/ Representacién de un reticulo en sus distintos espec-

tros: El estudio sistemdtico de la representacién de un reti
culo en sus distintos espectros =~-primo, maximal, minimal y

atémico - permite obtener las siguientes caracterizaciones:

a) la de los espectros de reticulos tales que todo fil-

tro es principal, como los espacios espectrales noetherianos.

b) la de los espacios topollgicos que son espectros mi-
nimales de un reticulo. Con todo aquf el retfculo no estd uni
vocamente determinado: un mismo espacio puede ser el espectro

minimal de retficulos no isomorfos.

c) la.de la propiedad Hausdorff para el espectro maximal.
Con esta propiedad de separacién el espectro maximal resulta

ser un retracto del espectro primo.
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d) la de las condiciones de separacién para el espectro
atémico.

4/ Dimensién de Krull: La definici6én dada para reticu-

los es copia de la conocida en anillos, y resulta ser igual
a la dimensién de Krull del espectro primo, entendiendo por
tal el extremo superior de las longitudes de cadenas finitas

estrictamente crecientes de cerrados irreducibles.
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Espectro primo de un reticulo.

Definicién 1.1:

Sea A un reticulo. Llamaremos espectro primo de A, nota-

do Specp 4, al conjunto de los filtros primos de A dotado de

la topologfa definida por {(a)0 | @ e A} como base de cerra-

dos. - (a)0 designa los filtros primos de A "que contienen a -.

La topologia anterior estd bien definida ya que se veri-

fica:
b = .
(a)0 u ( )0 fa+ b)O
b = (a.b
@)y N ( )0 )0
= 1 = Spec_ A.
(0)0 @ (Lo P p
Notaciones:
En adelante:
SPeCM A - espectro maximal de A - denotard el subespacio

de Specp A cuyos elementos son los filtros maximales.

specm A -~ espectro minimal de A - denotard el subespﬁéio
de SpecP A cuyos eleémentos son los filtros primos minimales.

Specy A - égpéctro real ae é - denotard el subespacio de
Specp A cuyos elementos son 1os'filtros primos principales.

sPecat a3 - espgctro atémico de A - denotard el subespacio

de Specp A cuyos elementos son los filtros maximales principales,
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llamados también filtros atémicos.

M m R at
(ay , (a) , (a) , (a) denotard la interseccién de
0 0 0

(a)o con el respectivo espectro.

Si ¥ es un filtro de A, V(§f)-variedad de ¥ - -designa

al conjunto de filtros primos de A que contienen a ¥ .

Proposicién 1.1:

Specp A¥  es homeomorfo al conjunto de los filtros pri
mos de A, dotado de la topologfa definida por {(a)O | a ¢ B}
como base de abiertos.

Comprobacién:

Basta tener en cuenta la Proposicién 0.2.

En adelante, llamaremos a Specp LAINY espacio topolégico

dual de Specp A,

Propogicién 1.2:

Sea A un retficulo. Se verifica:

1/ Sea U ¢ SpecP A; vy ( Fi i ¢ I} el conjunto de los

elementos de U. Entonces U = V{ N Yi).
ieI

2/ Los cerrados de SpecP A son el ¢ y los subconjuntos
V(?):donde § es un filtro cualquiera de A.

~separado (para todo par de pun

3/ Specp A es un espacio TO

=t0s existesun abierto que contiene a uno de ellos y no contiene

al otro).
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A, S A a i - -
4/ SPecM A pecm y Specat son espacios T, - separa
dos (los puntos son cerrados).

5/ Sea Uc Spec_ Ay {§ ie I} el conjunto de los ele-
P i

mentos de U. Entonces U es denso en SpecpA si y s6lo si

8] %_= 1.
igI
Demostracién:

1/ Ssiace¢a (a)ODUequivalea Yie 1 Yie (a)0 vy

esto a su vez es equivalente: a ¢ ) 371 .

igl
De aqui:U = @, = al (a)o =Vvi ng)
(a)ODU ae ~ § ieI
igl

2/ Por 1/ todo cerrado de Specp A es de la forma V(§) don

de § -es un filtro de A.

Si ¥ es un filtro de a: V(F) = s} (a)o y por tanto V(§)
ae¥
es cerrado.

Se verifica ademds: §, ¢ §, implica V(%) o Vv ().
3/ Sean §, # ?2 € Specp A. Entonces ¥, E’Ta o

$, ¢ T, - pues en caso contrario ¥, =Y, y a partir de 1/
Y., = Yz -. En e‘l~primerAcaso‘ Specp A '.sz es un abierto que
contiene a ¥, y no a 5, .

Es claro que SpecR A es tamb:i:én un espacio To-separado,
pues es subespacio de un esgpacio Tofseparado.

4/ Inmediato a partir de 1/.

Ademds es evidente que los puntos cerrados de Specp A son
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los puntos de SpecM A,

5/8i N ¥, =1 por 1/, U es denso en Spec_ A.
igr 1 P

Si 'mI ¥3 # 1, a partir del corolaric a la Proposicién
1le

0.8, existe un §¢ Specp A tal que Y4 .n_ %;i. De nuevo

igI

por 2/, U entonces no es denso en Specp A,

En particular 5/ asegura que Specm A es denso en SPecp A.

En efecto:

—~—

n Fns T @) SRS U -
?ﬁ € Specm A pMmaxlmal - pMmaxlmal

Proposicién 1.3:

Sea A un reticulo y & un filtro de A. Entonces SpecpAy

es homeomorfo a V(F).

Comprobacién:

A partir de la Proposicién 0.14 y 0.3 2/ existe una co-
rrespondencia biyectiva canfénica entre los filtros de A que
contienen a ¥ y los filtros de A+ .Esta correspondencia aplica

los filtros primos en primos y conserva el orden. la primera con

~dicibn asegura que Specp A y V(F) estdn en correspondencia

§

biyectiva, y la 22 el homeomorfismo topolégico.

Proposicién 1.4: .

Sea A un reticulo. Se verifica:

1/ Specp A es conexo si y s6lo si ningGn elemento de A ad-

mite un complementario.
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2/ Specp A es irreducible si y s6lo si (1) es un filtro

primo.

3/ Los cerrados irreducibles de Specp.A son los cierres
de puntos.

Demostracibn:

4/ Sea a ; A un elemento que admite un complementario:

[
+
g
It

1 (a)0 U (b)o = Spec_ A
Esto implica P y por
a.b=0 _ @ygyn = ¢

tanto Specp A no es conexo.

Reciprocamente: si Specp A no es conexo:

Spec A = V(§,) y V(5,) S, n ¥, =1
Esto. implica

[ V(F1)‘ﬁ V(Yé) (?1; ?2) =23

(§,., F5) = A asegura la existencia de elementos e ¥,

a, ¢F, tales que a,.a, = 0. Pero a, 12, ¢ ¥4, n¥, y por tan
to a; ya, = 1. Por tanto a; ¢ & admite un-complementario y

esto termina la demostracién de 1/.

2/ S8i (1) es un filtro primo, (1) ¢ Specp A y entonces
5pecp A= (I)‘y por'tégto es irreducible.

Reciprocamente: Supongamos Specp A Iir?educible. Si

¢ A son tales que a, 4 a, = 1 se obtiene:
Spec, A = (a1)0 U (az)o y por la irreducibilidad de Specp A:
= Spec_ A 6 (az)0 = Specp A. Pero esto es equivalente

P
a:a =1 6 a, = 1 lo que demuestra que (1) es un filtro
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3/ Por la Proposicién 1.2 2/ los cerrados de Specp A

son los conjuntos de la forma V(F) donde § es un filtro de

A. Por la Proposicién 1.3: V(§) = Specp A_ , y 3/ se sigue

¥
ahora de 2/ pues en AS: el filtro (1) es primo si y sb6lo si

¥ es primo de A.

Notacién:

Por un espacio cuasi-compacto entenderemos un espacio
topolégico X tal que todo recubrimiento abierto de X, édmi
ta un subrecubrimiento finito.

Reservaremos la nocién de compacto para un espacio

Hausdorff cuasi-compacto.

Teorema 1.1:

Sea A un retficulo. Se verifica:

1/ SPecp Ay SpecM A son espacios cuasi-compactos.
2/ ¢ Specp A—(a)o | a e A} es el conjunto de los abier-
tos cuasi-compactos de Specp A. Por tanto Specp A es un espa

cio en el que los abiertos cuasi-compactos constituyen una
base de abiertos, base que con la Gnién e interseccién de con

juntos tiene estructura de reticulo.

Demostracibn:

1/ Sea (%.) ig¢ I, una familia de cerrados de Specp A

0

tal que toda subfamilia finita sea de intersecci6én no vacia.

Dado que ﬁ (ai)o = (a; ... an)0 esto asegura que el pro-
N :

ducto de cualquier nimero finito de a; i ¢ I es nulo. De aqui

(a; ie I) generan un filtro propio:; y por el lema de Zorn

existe un filtro maximal FM que lo contiene. Entonces
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¥ e .n i i
M ieT (ai )o lo que demuestra que la interseccién de la

familia total es no vacfa. Pasando a los abiertos complementa-

rios esto demuestra que Specp A es cuasi-compacto.

El razonamiento anterior, ésegura gue la cuasi-compacidad
es también una propiedad de SpecM A,

2/ 8i aen, Specp A - (.':1)O es cuasi-compacto. En efecto:
(spec A - (@) ) N (q), =g es equivalentea:-(a) 5N (g) .

p 0" et 0 o 07ie1 *°0
El corolario a la Proposicién 0.8 asegura entonces que a perte
nece al filtro generado por (Ci ieI), Por tanto existe un nG-
mero finito de ¢ Cseees c  tales que @ = (by 4+ ¢)...(b +c)=

= b 4cy...c . De aqul (a)0 > (¢ ...cn)o = jril(cj)o lo que

es equivalente a: (Specp A - (a)o) a (c;), = ¢ y esto demuestra
j=1

la cuasi-compacidad de Specp A - (a)o.

70

Todo abierto cuasi-compacto de Spec A es de la forma
P

Specp A - (a)o. En efecto: si Spec_ & - N (ai)O es cuasi-com

igl
pacto (Spec_ A - N (ai)o) N (aj_)0 = ¢ implica la existen
iel ieI
cia de un nlmero finito de aj; ie¢I : a; ... a, tales que
(Spec_ A - N (ai)o) n (a ...an)o = ¢ y esto a su vez asegu-

iel

ra (a,...an )OC inI (ai)o. Puesto que A 0e0, A son de las
€ _ R

a; ie¢I esto vimplica- (ay ... an)o= N (a'i)b'

ieI
Proposicién 1.5:
Sea A un reticulo. La aélicacién
. L T (spec_ A)

P

a ———— (a),
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es un isomorfismo del reticulo & en el retfculo de los cerra-

dos de Specp A, complementarios de abiertos cuasi-compactos.

Comprobacién:
Es una nueva formulaciédn del Teorema 0.1, a partir del

apartado 2/ del teorema anterior.

Corolario:

Sea A un reticulo. Las 3 condiciones siguientes son equi

valentes.

1/ A es un reticulo de Boole. , '

2/ Todo filtro primo de A es maximal.
3/ Specp A es compacto.
Demostracién:

1/ —s 2/ ha sido demostrado en la Proposicién 0.7.

2/ —» 3/ Sean F, # 92 € Specp A. Puesto que todo fil
tro primo de A es maximal, la Propdsiciéﬁ 012 asegura que
A ~-Y, y B -Y, son ideales maximales de A. Por tanto:

a ~-¥%,,a-F,) =A lo que implica: existen a; ¢ & - $q4

a, ¢ A -§F, tales que a, 4 a, = l. Entonces Specp A -(a1)O y

Specp A —(aa)0 son abiertos disjuntos, entornos respectiva-
mente de ¥, y ¥,. Esto demuestra que Spec_:p A es Hausdorff

y por el Teorema 1.1 1/ Specp A es compacto.

3/—> 1/ Si‘Specp A es compacto, los cerrados de SpecpA

son los subconjuntos compactos™ De aqui los abiertos compac

tos de Specp A son los abiertos'que también son cerrados. 2

partir del Teorema 1.1 2/ el conjunto de dichos abiertos con
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la unién e interseccibén de conjuntos, tiene entonces estruc
tura de retfculo de Boole. La Proposicién 1.5 asegura ahora

que A es de Boole.

En particular este corolario demuestra:

1/ E1 Teorema de representacién de Stone: Sea A un reti

culo de Boole. Existe entonces un espacio compacto X tal que
A es isomorfo al retficulo de los cerrados de X que son tam-
bién abiertos.

En efecto: basta tomar X = Specp A,

2/ En el corolario a la Proposicién 0.11 la condicién
de ser A de dual complementado es sobreabundante.
En efecto A es un retficulo de Boole si y s6lo si todo

filtro primo es maximal.

Teorema l.2: Caracterizacién de los espectros primos de retf-
culos.

Sean X un espacio T. ~separado. Las dos condiciones si-

0

guientes son equivalentes:

1/ X es el espectro primo de un reticulo.

2/ X verifica: a) el conjunto de sus abiertos cuasi-com
pactos es una base de abiertos, que con la unién e interseccién
"de conjuntos tiene estructura de reticulo.
bi Los cerrados ifredﬁcibles de X son los cierres de puntos.
Demostracién: )

1/ — 2/ Si X = Specp A, X verifica a) por gl Teore-
ma 1.1 2/ y verifica b) por la Proposici6én 1.4 3/.

2/—— 1/ Sea A el retficulo de los cerrados complemernta-

rios de abiertos cuasi-compactos de X.

Definimos: X % __, Spec A

— = ¥ = tacghA Xga
x % (aed | x¢a}
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¢ estd bien definida: § es un filtro primo ya que si

X

a;be Yxe——é Xg asb <« x¢a 6 Xgb «—> ae'S'x 6 be&’x.
¢ es inyectiva: En efecto si x, # X,, por ser X un espacio

To-separado: %X, # ¥,. Dado que a =x aquello impli
ae Fx

: ¥ §_ .

ca x, £ X,

P es epiyectiva: En efecto:

lLa condicién a) asegura en particular que X es cuasi-com

pacto y por tanto para todo filtro § de A : N a # o.

ae ¥
Si a@&‘ a=4d entonces §= { ceA|cod } - hacemos no
tar gque d no tiene por qué pertenecer a A - . En efecto:

Fc{ceA\ch) y reciprocamente si c ¢ A ¢o> d, X-c¢

es un abierto cuasi-compacto y de aqui la igualdad:

6 = X-¢c) nd=(X-¢c) N a, implica la existencia de un
ag¥
n
nmero finito: a,,...,a_ eV tales que: (X-c¢c) N a; = ¢-
i=1

Esta igualdad asegura ¢ > rr)’ a
{1

i © -equivalente:

c+@...a =c— cef.

Si ¥ es un filtro primo deA2 y N a = d entonces d
aeg¥
es un cerrado irreducible de X. En efecto si suponemos lo
contrario d = 4, 4+ d2 con d, #4da vy d2 # d, entonces la con
dicién a) asegura que A es una base de cerrados y por tanto

existen c,, <,

ces C,+ Cp €Y Y C.C, ¢§ con lo que se llega a contradi-

¢ A tales que ciadi,_ci d i =1, 2. Enton

ccién pues 5 es primo.

Entonces por b) si § es un filtro primo de A&, N a,_es
ag¥

el cierre de un punto de X y esto demuestra que ¢ es epiyectiva.

@ es homeomorfismo. Si d es un cerrado de X, entonces por ser
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A base de cerrados,existen c; e A i¢ I tales que

d= N <. Puesto que xg¢d =N c; equivale a
el igI
Fx e N (ci)o se verifica: ¢ N ci) =N (ci)o y esto
iel iel ieI

demuestra que ¢ es homeomorfismo.

Definicibn 1.2:

Diremos que un espacio topol6gico T0 separado es espec

tral si verifica una de las dos condiciones equivalentes del

Teorema 1.2.

PROPIEDADES FUNCTORIALES

Proposicifn 1.6:

Sea A'—2 4 A un morfismos de reticulos. Entonces ®

define de forma canénica una aplicacién ®*= SpecpA-——a Specpﬁ'.
Se verifican adem&s las relaciones:

1/ para todo filtro § de d' : (¢%) L v(s') =
=V ((p F')) donde (p¥§') designa el filtro generado por ¢§'.
Esto asegura que ¢@* es continua.

2/ para todo filtro ¥ de & : ¢ V(F) = V(c;;_l ).

Demostracibn:

Definicién de w¥: Si ¥ es un filtro primo de A, se com

prueba inmediatamente que @-l £ = {a’ e'A'] pla') ¢ ¥} es
. -1 i
un filtro primo de A'. Entonces w* §F = ® ¥ es la aplica-
cién de Specp A en SPecp A' definida canfnicamente por la ¢.
1/ queda demostrado por la'siguiente cadena de equivalen

cias triviales: Fe V ({pF)) = §F> (p §') m_l$' 5 ¥

—s @%F e V(F') «= Fe¢ (cp‘”')_l v(s').
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Dado que los cerrados de Spec A' son los subconjuntos
P

de la forma V(%'), 1/ asegura que w* es continua.

2/ queda demostrado por la siguiente cadena de equivalen
cias: §' ¢ v(w_lS‘) — §' o m—IS' — sia' g §' entonces
a' ¢ @_15 «- sia' # §' entonces gla') ¢fe— si a' ¢ ¥
existe §; ¢ V(F) tal que gp(a') ¢ §Fy « si a' ¢ §' existe
¥; € V(F) tal que: a' ¢ w_l.Y1 = @* §¥,. Esto Gltimo es equivalen
te a decir que todo entorno abierto de §' de la forma

Specp A' - (a')o tiene con w* V{§) interseccién no vacfa; y

dado que {Specp A - (a') | a' ¢ A'} es una base de abiertos

0
de Specp A' esto equivale a F§' e ¢ V(F).

Proposicién 1.7:

Sea ¢ : A'——— A un morfismo de retficulos. Se verifica:
1/ Si ¢ es epiyectiva, w* es inyectiva y homeomorfismo de

Specp A en Imag @*.

la/ En particular si A es un retficulo y p un ideal, -

Specp A/p es homeomorfo al subespacio de Specp A formado por.

los filtros primos ¥ tales que ¥n P = ¢.

2/ Si ¢ es inyectiva,vm* es epiyectiva.

Demostracién:

1/ Sean ¥, # Yz € sPecp A. Entonces
@*Y1 = w_l ¥, # w_l §, = o ¥, ©pues ¢ es epiyectiva. Esto
demuestra que @* es inyectiva. )

A partir de la Proposicién 1.6 2/ para todo filtro ¥ .de
A : EE_GTET = V{( w_l §) y de nuevo por ser ¢ epiyectiva se
comprueba inmediatamente: V (w-lF')4n Imag w* = ¢* v(¥).

Esto demuestra que @* es cerrada como aplicacién de'Specp'A

en Imag @*,
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la/ En particulér si p es un ideal de un reticulo 3,

la Proposicién 0.14 asegura (A/p)*: (") y entonces la Pro
p

posicién 0.15 afirma la existencia de una correspondencia

biyectiva entre ideales primos de (A'w')p e ideales primos de
N .
A que no cortan a p. la/ se sigue ahora de 1/.
2/ a/ Se verifica: Imag w* o) SpecM A'. En efecto si §'

es un filtro maximal de A', entonces ¢ §' genera un fil-
tro propio de A, pues si existieran a, e A, f1 e § 1i=1...n
tales que 0 = (a, + f1)...(an+fn) = a 4 f,...f entonces

£,...f =0 vy por ser ¢ inyectiva, §' no seria un filtro

1 n

propio de A'. Por tanto, existe por el lema de Zorn un fil-
tro maximal ¥ de A tal que ¥> ¢ §'. De aqui ¢# ¥ o §F vy
por ser §' maximal ¢*57= F'.

b/ Sea ¥F'e Specp A' un filtro no maximal. Entonces

$' ¢ Imag @*. 1a demostraci6én es una reduccién a la situacibn
a/ por paso al cociente. .

‘ En efecto sea p' =Aa' - §' 1ideal primo de d' y p el ide
al de A generado por gp'. Entonces la aplicacién:

Ayt —2 W B/p

(a j—— (93"}

es un morfismo inyectivo: — los elementos de p son de la
forma a. ¢ (p') con agd, p' ¢ p' como se comprueba inmedia-

tamente. De aqui (gpa'} = {ob'} — o a +a.p P =

m(b'.;p') y por ser g
()= Fl=({a'}|a'es’)

es el inico filtro maximal de A'/p' Yy por a/ existe un filtro

=@ b' 4 a.gp' implica ¢f(a'4+p')

inyectiva: a' 4 p' = b' 4 pP' {a'}y
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F e Spec_ B/p tal que F' =¢° §F . El filtro
5= y

p
{acgd | (a} ¢ T e Specp A 5t = ¢*§' lo que demuestra

b/.

Definicién 1.3:

Sean X = Specp A, X' = Specp A' dos espacios espectrales.

Una aplicacién continua f : X— X' se dice que es espectral si

existe un morfismo de retfculos ¢ : A'— A tal que f = é*

cuando no haya lugar a confusién, cometeremos a menudo

el siguiente abuso de notacién: escribir a' por (a')o.

La Proposicién 1.6'1/ afirma que si £ es espectral para
todo a' ¢ A' se verifica: g(a') = f_l(a').

Teorema 1.3:

Sea X = Specp A un espacio espectral. Existe entonces un
espacio espectral compacto X y una aplicacién espectral

f : X— X biyectiva.

Demostracifn:

Sea B el reticulo de Boole generado por A y por (X-alaed},
es decir todo elemento de & se obtiene por unién e interseccibn
finita de elementos de A y de elementos de {X-a | aech}.

Sea i :BAc-a & la inyeccién natural. Por la Propo-

sicién 1.7 2/ la aplicacién: Specplx_i_+ 5pecp b =X es epi

yectiva y continua. El corolario a la Proposiciébn 1.5 afirma

que.§ = Specp A es un‘espacio espectral compacto, y por tan-

to el teorema queda demostrado si comprobamos que i* es in-

yectiva.

i* es inyectiva: Sea 5 € Specp A tal que i*F = x.

Entonces: Yo { 2 ¢ a | xed } vya que
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si xee, ceF va que i* § = x
Ye GA/

si xgc, X—cefya que § es primo,

cy (X-c)=1y cg¥

Pero { & ¢ a | x e a } es un filtro primo de A y puesto que &
es de Boole,es maximal; de aquf §= { a ¢ B | x e 3} lo que

demuestra la inyectividad de i*.

Definici6n 1.4:

Sea X un espacio espectral. Con las notaciones del teore-

ma anterior, X = SpecP A ger4d llamada la topologfa totalmente
inconexa de X.

Teorema 1.4: Caracterizacién de las aplicaciones espectrales.

Sean X = SPecp a, X' = Specp A' dos espacios espectrales

y £: X—— X' una aplicacién continua.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

1/ £ es espectral.

2/ Si U' es un abierto cuasi-compacto de X', entonces
f_lu' es un abierto cuasi-compacto de X.

3/ £ es continua respecto a las topologfas totalmente in-
conexas de X y X'.

4/ f es espectral respecto a las topologias totalmente inco

nexas de X y X'.

Demostracién:
1/ —s 2/. En efecto sea f = J‘, donde A'__EL, A es un mor
fismo de retfculos. Por el Teorema 1.1 2/ los abiertos cuasi-com

pactos de X' son los subconjuntos de la forma X' - a', a‘' ¢ A'.
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Entonces f_l(x' -a') =X - f—l(a') =X - ¢ (a') como hicimos
notar en la Definicién 1.3.

2/— 4/. Por 2/ se verifica: ¥ a' ¢ A' f-l(x‘—a') =
=X - f-l(a') es un abierto cuasi-compacto de X y por tanto

f_l(a') ¢ A. Puesto que A' estd generado por los elementos de

_l A
A' y los de {X' —a' | a' ¢e A'} v £ conserva uniones e inter
secciones finitas, f~1 : A'—> B es un morfismo de reticulos.
Entonces f = (f—l)*: X = Specp P SpecP 2' = X' es espectral.

4/—, 1/. La demostracién de esta implicaci6én se basard

en el lema: Sea X = Sp'ecp A. Entonces los elementos de A son

subconjuntos cuasi-compactos de X. — seguimos la notacién del
Teorema 1.3. —.

Demostracién del lema: Los elementos de A son de la for-

n
ma g ci(x-di), . d. ¢ A. Dado que la unién finita .de cuasi-
i=1 .
compactos es cuasi-compacto el lema queda demostrads sl compro
bamos: Y ¢, dgA c.(X-d) es un cuasi-compacto de X.
Esto filtimo es evidente: c.(X-4) N ai = ¢ implica
igI

(x-4d) aj c=¢ pues (X-d) es un abierto cuasi-compacto

I Do

j=1

de X y ¢ un cerrado.

La demostracién de la implicacién es ahora como sigue:
Puesto que f : X X' es espectral sea ¢: ;'———4 a el
morfismo de retficulos tal que f = @*. Si comprobamos que
o®') A}entbhces_w art A'ew—» A es un morfismo de reticulos
)*

y manifiestamente (¢|AL = f lo que. demuestra que f : X— X'

es espectral.

p@') c A : En efecto si a' ¢ A: X—f_l(;')- = f-l(x' ~a')=

= p(X'-a') ¢ B es un abierto de X pues f es continua. Por el

lema es un abierto cuasi-compacto de Xy por el Teorema 1.1 2/
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su complementario £ 1(a') = pla’

3/—w 4/ Sea f:X_ 4 X'

) € A,

una aplicacién continua. Por

ser X' espectral compacto, A' es el conjunto de los cerrados

de X' que son también abiertos.

fil(g') es un cerrado de X que

£

.
H

A'—5 A es un morfismo de
pectral.

4/—» 3/. Es evidente.

Proposicién 1.8:

Sea X Specp A un espacio

cio.

Y es espectral y la inyecc

Por ser f continua, si a’ € a

es también abierto. Entonces

=1 3
)

retfculos y £ = (f es es

espectral e Y ¢ X un subespa-

ién natural de Y en X es espec

tral si y s6lo si Y es cerrado en la topologfa totalmente in-

conexa de X.

Demostracién:

1/ Sea Y espectral e i: Y X

ma 1.4, i es continua respecto a
nexas de X e Y. Pero Y

cacién continua de un compacto e

espectral. Por el Teore-

las topologfias totalmente inco

es un compacto y la imagen por una apli

s compacta; dado que X es Haug

‘dorff esto asegura que Y es un cerrado de X.

2/ Sea Y un cerrado de X vy

del diagrama A R v

obtenemos: Spec_ A ¢ ——2! 5
Peep O vy

Imag (j* o ﬁ*) =Y

Imag (poj)*
i* es biyectiva; y por la Proposic

con la topologfa restriccién de

yy = (@ac¢&|asY}. A partir

donde

c X

. 2

ién 1.3: Ima < Spec_ A =Y
g P pe p ¥y

la de X.

ya que por el Teorema 1.3
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3 partir de la sucesibn: A —i——>(poj) ac?s AS'Y

donde ¢ es epiyectiva y j, © ¢ = p 0o j obtenemos:
j* o) p* = cp* o j':'. Dado que j;(' es epiyectiva y cp* es inyecti

va obtenemos finalmente Specp (poj) AZ o SpecP(POj) A=Ye X.

Esto demuestra que Y es espectral y es claro que la
inyeccién natural de Y en X viene entonces inducida por el
morfismo de reticulos: ¢: 3 ———>(poj) A.

Proposicibén 1.9:

Sea Ai iegI una familia de retficulos verificando las

condiciones para que sea posible pasar al limite inductivo.:
lim ind

— ver Definicibn 0.9~ . Se verifdca: Spec_ -~ 5 A, es
P jerx 1
canénicamente homeomor fo a lim proy Spec_ B ..
iel
Demostracidn:

Sean VY i 2 j ©y¢ Ay Aj los morfismos res-

pecto a los cuales se toma el limite inductivo y Vi ¢ I sea

1i ind
o el morfismo canénicamente definido de Ai en _.iln_> Ai .
ieI
Es bien sabido que si i = j entonces @ =cpj [ wij -
Definimos la aplicacién:
s lim ind A 1 s a
ec > A, > c .
P P iel 1 ie T pe p 1
¢
'
F —_— ¥F),
(mi )l e I
. . , lim ind :
1/ @ es inyectiva: Sean F#¢ & ¢ Specp—————> A, -
ieI

»

Existe entonces a ¢ lim ind, Ai que pertenece a uno de
1e¢I

ellos y no al otro. Por la definicién de limite inductivo,
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existe JjgI y aj € Aj tal que ¢.(a.) = a. De aqui
ey : i)
©3 - j ’
2/ % es continua ya que si p; designa la proyeccién
de [ Spec Ai sobre su coordenada i-esima, se verifica:
igI
YV iglI, P; 09 = wi es continua.
lim ind

3/ ® es un homeomorfismo de Spec_ ——— — ~ 5 A, en
iel

Imag ¢. En efecto: sea ¥, un filtro cualquiera de .
Spec —M—lﬁ—) Ai - A partir de la definicién de ¢ es una

iegl
comprobacibén ver gque:

Tt 3 T -1

oV{F) c 1 95 VIF) = ilr Vip; §4)

ieI .
donde esta Gltima igualdad viene dada por la Proposicién 1.6

2/.

Entonces ] V(cp-il §4) n Imag o = @ V(§,) ya que si
igI

- *
€ I V(q;il §,) entonces @, $ > §4. 36T

(cp* §)
. iel

’ieI

y esto impli‘ca s ®; qf; §o cp_icp;l §4, i e I e incluso

¥ o _U P4 cp-;l ?1 = 5'1 . Esto demuestra que gpV(¥,) es un
ie I

cerrado de Imag ¢ y por tanto se verifica 3/.

4/ Imag ¢ = lim pro Spec_ . A,
- P i
1 eI

Imag ¢ lilfl proy Specp Ai ‘es claro pues ‘dado (q)"i" §) iel
ieI
' # *
= . s = -
)y ¥ (p. o cpij) ®; §

3¢
j j

. *
si i> (.. ©

J CDiJ ® ‘
Imag ¢ > lim proy. Spe‘::.p A: - En efecto sea (Si)ieI

leI
e Jlim proy Spec 'Ai y por tanto para:todo i > j se verifi
iel P
1

- ¥*
: - .= ¥.=75,.
ca cPlj ¥] cpij i Yl
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Sea = {a ¢ lim ind Ai | existe jelI y a, e ya
iel -

tal que @j(aj) =a}.

si a, be¥ a

o;(2;) =@ lgyag)e @5 e ¥ ——Honazefy

y esto asegura que dados dos elementos de ¥, admiten repre-

sentantes en un mismo %{. De aquf es inmediato comprobar gque
. s A .
¥ € Specp 119 ind i
ieI

Por Gltimo o § = {(a; ¢ B, gyfag) e Fy = Fi ya que

. H . . p—
sia, e wiF existe jel vy bj € % tal que @i(ai)—qﬁ (bj)

y esto asegura la existencia de un k<i,J tal que Ppixlai)=
= ®jx(bj) donde @ik (by)efy y por tanto a; ¢ §; . De aquf

@¥= (Fi)i€I y esto termina la demostraci6n de 4/.

Proposicién 1.10:

Un espacio topolégico X es espectral si y s6lo si
X =  lim proy Xi donde los xi son espacios topolégicos
iegI
T,-separados con un nGmero finito de puntos.

Demostracién:
Lema previo:

Sea X un espacio T,-separado con un ntmero finito de pun
tos — en adelante diremos simplemente que X es finito —. Enton

ces X = Spec_ A.
pe P

En efecto: a) cada subconjunto de X y en particular cada
abierto de X es cuasi-compacto.
b) todo cerrado irreducible de X es el cierre de un punto,

pues cada cerrado c de X tiene un ntmero finito de puntos
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X4.-.X, Yy entonces ¢ = X, +4...4X% .
El lema resulta ahora del razonamiento seguido en el
Teorema 1.2.

1/ 8i X = Specp A, entonces A se puede expresar como 11

mite inductivo, respecto a las inclusiones naturales,de sus sub

reticulos finite: A — 1im ind Ai . Por la proposicién ante-

iegl
rior: X o~ _lim proy Spec_ A. donde Spec_ A. son espacios
: © p i p i
el

finitos Tgy~separados.

2/ Reciprocamente, sea X ~ JLim proy Xi donde Xi son

iel

espacios finitos Tofseparados y sea Ai el retficulo de cerrados

de X.. Para todo j<1i sean ¢, : X,
* j ij 3

continuas respecto a las cuales se toma el limite proyectivo.

"”’”’xi la aplicaciones

Entonces @;% : Ai_____>Aj son morfismos de reticulos y tie-
ne sentido definir 1lim ind Ai. Por la Proposiciébn anterior:
lim ind, &, =~ _lim proy Spec_ A, ~ lim proy X. a r
Specp . i P p p i ~ S § pa
iegl igl il
tir del lema previo. Esto demuestra que X = Specp lim ind Ai

igl

REPRESENTACION DE UN RETICULO EN SUS DISTINTOS ESPECTROS.

Definicibn 1.5:

Sea A un reticulo y X un espacio topolégico. Una represen
tacién de A en X es un morfismo ¢ de A en el reticulo de cerra

dos de X.
La representacién se llama fiel si ¢ es inyectiva. La re

presentacién se llama completa si ¢ es epiyectiva.

Ejemplo 1.1:

Dade un reticulo A el morfismo ¢p(a) = (a), se llama la
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representacién natural de A en Spec_ A. Por el Teorema 0.1
esta representacién es fiel. P

De manera andloga definiremos la representacién natural
de A en cada uno de sus espectros. Asi wm(a)=(a)g es la

representacién natural de A en Specm a.

Proposicién 1.11:

Sea A un reticulc. Las siguientes conddiciones son equi-
valentes:
1/ La representacién natural de A en Specp A es comple-

ta.

2/ Specp A es un espacio noetheriano, es decir todo
abierto de Specp A es cuasi-compacto.

3/ Todo filtro de A es principal.
4/ La interseccién de una familia cualquiera de abiertos

. 3 . R
cuasi-compactos de SpecP A es un abiertc cuasi-compacto.

Demostracién:

1/ -——52/ por 1/ los abiertos de SpecP A son los sub
conjuntos de la forma Specp A - (a), con agh; y estos por

el Teorema 1.1 2/ son cuasi-compactos.
2/ .3/ Sea ¥ un filtro cualquiera de A. Por 2/

Specp A - V(f) es un abierto cuasi-compacto y de nuevo por

el Teorema 1.1 2/ existe ae¢A tal que Spec A-\ ° =

= Specp A -(a)g . En esta situacién el corolario a la Propo-

sicién 0.8 asegura que ¥ es el filtro generado por a.

3/ ——— >4/ Hacemos notar que en los siguientes razo-
namientos consideraremos siempre Specp a* como el conjunto
de los filtros primos de A con {(a), | @ ¢A} como base de abier
tos, lo que es licito por la Proposicién 1.1. El Teorema 1.1 2/

3*
asegura entonces que los abiertos cuasi-compactos de Specp A
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son precisamente los elementos de dicha base.

Dicho esto, pasamos a la demostracidn de nuestra
implicacién: Sea c i ¢ I una familia de elementos de A
y ¥ el filtro generado por ella. Entonces

'0 (ci)O = V(f) y puesto que ¥ es principal, existe ag?d
igI
tal que N (ci)O = (a)y. Por tanto la interseccién de una
iel
familia cualquiera de abiertos cuasi-compactos de Specp a¥*
sigue siendo un abierto cuasi-compacto.

4/ ——>1/ Puesto que los abiertos cuasi-compactos de
Specp 2*  son los conjuntos de la forma (a)o, a¢A; dada una
familia cualquiera c,; i ¢ I de elementos de A, 4/ asegura
la existencia de b ¢ A tal que N (ci)o = (b), y esto de-

iel
muestra 1/.
Corolario:

Sea A un reticulo que verifica alguna de las condiciones

equivalentes de la proposicién anterior. Entonces se verifica:

1/ Ccada punto de Specp 2% tienc un entorno minimo que es

ademds cuasi-compacto.

2/ E1 cierre de un subconjunto de Specp 2% es igual a la

unién de los cierres de sus puntos.

3/ Los cerrados de Specp 2* son los subconjuntos decre-
cientes, es decir c c Specp A es cerrado si y s6lo si T, ec

y ¥Y,c § implica §, e c.
Comprobacién:
1/ Sea § un filtro primo de A. Por la condicién 4/ de

la proposicién anterior [ (a)g = V(§) es un abierto cuasi-
a€F

compacto de Specp ¥ puesto que {(a)y, | ae A} es una base de
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3%
abiertos deSpecpA es claro que V(§f) es el minimo abierto
de Specp 2* que contiene a §.

2/ Se sigue de 1/. En efecto si ¢y i eI es una fami-
lia de cerrados de Spec A* y S¢ U ci entonces
P iegI
Fe N (Spec a¥* -ci) y si U(F¥) designa el entorno minimo
iel P
de ¥ se verifica: U(F) ¢ N (Spec A*-ci) lo que demueg
iel P
*
tra que U ci es un cerrado de Spec_ A .
iegl P .
3/ es inmediato a partir de 2/ teniendo en cuenta que si
§ es un filtro primo de A y ¥ designa el cierre de ¥

A* _*___ A* s ..
en Specp entonces g { Ei € Specp | ?it: }

Proposicién 1.12:

Sea A& un reticulo wm(a) = (a)g su representacién natural

.

en Epecm A, Se verifica:
1/ q,fa) = spec A ——— "2 = 1.
2/ K =
/ Ker ® =rad; A
3/ Los elementos de Imag @, son también abiertos de

Specm A. En particular Specm A es Hausdorff.

4/ Para toda familia a;. i ¢ I de elementos de & tal que
kl(ai)g = Spec A, existe una:subfamilia £inita a,...a tal
igX
que ﬂ (a.)? = Spec_ A.

. j m

j=1

S/ Si A es un retficulo complementado, se tiene:

a) Imag P es ‘un reticulo de Boole.

b) Imag Cn = A/Kef ¢
m

c) Speca a = Specp Imag wm y por tanto es'éompacto.



46

Demostracién:
1/ Por la Proposici6n 1.2 5/ sabemos que Spec A es den

so en Specp A y esto demustra 1/.

2/ Sea ag¢ radJ A y supongamos exisgte §£ € Specm A tal
que a? Fm, Por la Proposicibén 0.2, A - ;m es entonces un ideal
maximal y por tanto (A-—?m,a) = A lo gue implica existe b ¢ Sm

tal que a4+ b=1; y por tanto a g’radJ 3. La contradiceién a la

que hemos llegado asegura que radJ A < Ker L

Reciprocamente si a ¢ Ker ¢, S8 b tal que a+b = 1. Pues

to que ¢m(a) = ¢ la igualdad anterior asegura wm(b) Specm a;

y por 1/ b=1 1lo que demuestra que a ¢ radJ A,
3/ sea a £ Ker g Y sea ¥=7 b, ed | a+b;=1}.

De aqui: V b, ¥ (a)g U (bi)g = Spec_ A y por tanto:
m
(@), u { N (b.)?) = Spec A. Dado que si a ¢ ¥ existe b¢ §
7 bes * m " "
tal que . a4 b = 1 obtenemos (a)? N (bi)z = ¢ y por tanto

bieY
m . .
(a), es abierto pues es el complementario de un cerrado.

Si Fm y ?ﬁ son dos filtros minimales distintos, exis

; m
te a que pertenece a uno de ellos y no pertenece al otro. (a),
y su complementario son entonces abiertos disjuntos y cada uno
de ellos contiene a uno de los filtros Sm' YA . Por tanto
Specm A es Hausdorff.
m .
4/ Por la Proposicién 0.2, U (ai)0 = Specm A ' es equiva-
: iel
lente a afirmar que la familia (ai, i ¢I) no estd contenida en
ningGn ideal maximal de A; por tanto existe un nGmero finito

de elementos de la familia: a,...a, tales que a,4...4a, = 1.
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n . .
Es obvio que U (aj)g = Specm A y esto demuestra 4/.
j=1
. m m
5/ a) Si A es complementado: (a), Ty (ac)0 = Specm ay

m m
por el lema 0.1 (a), n (ac)o = g. Por tanto Imag ¥, €8 un
retficulo de Boole.
m

b) Sean (a)? = (b}, . Entonces a) asegura que
acb-o-bc a ¢ Ker ®, Y puesto que aya, b =(a+ac)(a+b)=b+a.bc=
= b.+.ac b4.bca ha guedado comprobada la existencia de
d ¢ Ker P tal que a4+d=b4; d. Esto demuestra b).

¢) Spec_ Imag ¢ es homeomorfo por b) a Spec A/geor

p m p Om

y por la Proposici6én 1.7 la/ este Gltimo es homeomorfo al
subconjunto de SpecP A formado por los filtros primos que no

cortan a Ker I Dado que Ker O = radJ A y que A es com_

plementado, la Proposicibén 0.11 asegura que aquel subconjunto

es exactamente Specm a.

Corolario:
Sea A un reticulo que verifica alguna de las condiciones

equivalentes de la Proposicién 1.11. Entonces Specm A es fini

to.
Comprobacién:

Puesto que todo filtro de A es principal, en particular
lo son los filtros minimales. El corolario es ahora inmediato

a partir de 4/ de la proposici6én anterior.

Teorema 1.5: Caracterizacién de los espectros minimales de reti-

culos.

Sea X un espacio topolégico. Las condiciones siguientes
son equivalentes:

1/ Existe un retfculo 3 tal que X = Specm A.

2/ X es un espacio Hausdorff y tiene una base de cerrados
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tal gue: a) dicha base tiene estructura de reticulocon 1la unién
e intersecci6én ordinarias de conjuntos.
b) si una familia de cerrados de la base recubre X, existe una
subfamilia finita gue también recubre a X.
Demostracién:
1/———52/. Ha quedado demostrado en la Proposicién 1.12.
2/——>1/. Sea A el reticulo de la base de cerrados de
X que verifica las condiciones a) y b).

f
Definimos: X —m——————— Specm a

= (a¢gA X e @l
X — Fx {aed | x¢a}

f estd bien definida es decir Sx es un filtro minimal de A.

En efecto sea c ¢ SX. Por ser X Hausdorff :c {J di =X y
x£d;

por la condicién b), existe un nGmero finito 4,...d4, de cerra

dos que no contienen a x tales que c4+d,+...4d, = 1. Por tan-

to si ¢ ¢ $x existe d=4d, 4oo.4d 4 $x tal que c+d =1
y esto equivale a (A-—Sx, c) =2, Vceg Sx lo que demuestra

que Fx es un filtro minimal.

f es invectiva: En efecto por ser X Hausdorffya una base de cerra

dos N a = x.
a€ SX

f es epiyectiva: es egrivalente a demostrar que si ?ﬁ eSpecm A

entonces N a; # ¢. Esto Gltimo es fdcil de ver: por ser
a.e §
i¥ “m
¥ minimal.si a, ¢ § existe b, ¢ § tal que a.4+b, = 1. Por
m i m. i m i i
tanto ( N ai)u (N bi) =X ysi n a; =g¢ entonces

a,. igl ‘ a,
i€ Sp € i€ 5,
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por la condicién b) existe un nQ finito de bi: bt"'bn tales

n
que U bj=X es decir by4+...+b, = 1 con lo que llegamos a
j=1

l1...n

(W8
1]

contradiccibén pues bj € Ym

f es ahora un homeomorfismo.

Proposicién 1.13:

Sea A un reticulo tal que SpecM A es denso en Specp A

specM A es un espacio Hausdorff si y s6lo si, dados dos fil-
tros maximales de 3 cualesquiera, no existe ningtn filtro pri
mo contenido en ambos.

Demostracifn:

1/ Sean FM , SM € SpecM A y supongamos que no existe
ningGn filtro primo contenido en los dos. Por la Proposicién
0.2 esto eguivale a (A - ?M' A —?M) = A y por tanto existen
a ¢ $M y b g FM tales que a+b = 1. —

Esto asegura la existencia de cerrados:
. M . oy M Mo A
M £ (), vy FM £ (b), tales que (a)y, (b)), = Spec,
y por tanto SpecM A es Hausdorff — pfsese a los abiertos com
plementarios de dichos cerrados — .

2/ Reciprocamente supongamos que SpecM A es Hausdorff y

sean $M ) FM € SpecM A. Por ser Hausdorff existen cerrados

' Mo, M
de la base de SpecM a YMg’(a)O ’FM £(b), tales que

(a)f U (b)g = SpecM 4., Puesto que SpecM A es denso en Specp A
esto asegura a4+ b = 1 y por tanto (B - SM, A-$&) = A. Esto

termina la demostracién.

Proposicién 1.14:

Sea A un retficulo tal que SpecM A es un espacio Hausdorff
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y denso en Specp A.

Entonces SpecM A es un retracto de Specp A, es decir exis
te una aplicacién continua f: Specp A-~——-——->SpecM A tal que
fgSpecM A es la identidad.

Demostracién:

Por la Proposicién 1.13 podemos definir la aplicacién:

£
A —
SpecP SpecM a

§p ——> SM = Gnico filtro mdximal que contiene
a §_.
P

f es continua: Para verlo bastard comprobar que para todo

- M M . - M
acd, £ l(a)0 n SpecM A = (a),, pues entonces si F¢ £ l(a)O

existe SM € SpecM A tal que a¢ § y Y ¥ y por tanto

M M

- M
se £ @y,

Pasamos pues a comprobar la igualdad: ;:IT;;gr)SpecM A=
= (a)%. Sea a g YM e SpecM A. Por ser YM médximal existe

be $M tal que a.b = 0. Puesﬁo que SpecM A es compacto, es
normal (dados dos cerrados disjuntos tienen entornos abiertos
disjuntos) y de aqui existen ¢, d ¢A tales que (a)? n(c)§==¢,

M M M M
(Blgn (A)g =¢ v (c)g u (d)g = Spec, A. Dado que Spec, A es

denso en Specp A esto equivale a : a.c = 0 b.d =0y c;d = 1.

s - fug A -
Puesto que b ¢ &M , 44 yM y por tanto Specp (d)y, es un
- M
abierto que contiene a YM. Si Y¥e¢ £ l(a)° ,c £§ obviamente y
- M
por tanto d ¢Y . Esto demuestra gque (Specp A-{d)y)n £ l(a)0 =
= ¢ y por tantoc FM £ ful(a\g. Esto demuestra la igualdad

pues el contenido en el otro sentido es obvio.
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Proposicién 1.15

Sea A un retficulo tal que Speca A es denso en Specp A,

t

3/ Entonces Specat A es un espacio Hausdorff si y sélo si,

dados dos filtros at6micos cualesquiera de A, no existe ningtn
filtro primo contenido en ambos.

Si la representacién natural de A en Specat A

Pae () = (c‘:\)it es fiel y completa se verifica:

2/ Specat A es un espacio regqular, si y s6lo si, dado un
filtro atémico cualquiera de A y un filtro maximal cualquiera
de A, no existe ningGn filtro primo contenido en ambos.

3/ Specat A es un espacio normal, si y s6lo si dados dos
filtros maximales cualesquiera de A, no existe ningln filtro
primo contenido en ambos.

Demostracién:

1/ Se demuestra exactamente igual que la Proposicién 1.13.

2/ Supongamos que se verifica la condicién y sgea
§e Spec,, a y §¢ (a)zt. Para cada S'i e.(a)zl p\{esto'que
(a- 5., & - Si) = A existen bi £% Yy ¢y £ si tales que
bi+ci = 1. Si (a)r{:1 = {S‘i ieI} se verifica entonces
(a)tg n ('ci)lé1 = ¢ Yy puesto que Spec, B es cuasi-compacto

ieI
(Teorema 1.1 1/) existe un nfimero finito Cy...C tales que
{a.c, ...cu)gI = ¢. Si designamos: c=c,...c; Y b=Dbyy...4b
obviamente b 4¥ , byc =1y (a)l:,l n (c)lg = 4. Por tanto

at at
&,{(b)aot’ (a)aotﬂ(c)aotzQ) y (g u () = Specat,A lo que demues

tra que Specat A es un espacio regular.
Reciprocamente: sea Spec;t A regular. Sean ' Se Spec tIA
a

y S’M € SpecM A cualesquiera. Entonces existe ae ’SM 'y ags,

at
0

S @y (@5 n (@)

es decir § £ (a), . Por ser Specat A regular existen cerrados:

at

at
o )

at
= ¢ tales que SpecatA —(b)o U (a~0
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— la afirmaci6n anterior presupone que la representacién na
tural de A en Specat A es completa — . Puesto gque la represen
tacibn de A en Spec N A esg fiel, lo anterior se traduce:

a
existen b ¥, c g S’M tales que by c = 1 y por tanto

(A-% , A~ &‘M) = A o0 equivalentemente: §n ‘FM no contiene

ningfin filtro primo.

3/ Supongamos que se verifica la condicién y sean a,bg¢A
tales que (a)3% n(m3% = ¢. sean (a)g =(F, 1e1} v
(b)l(:I = { ‘Fj j ¢ J} . Puesto que la representacibén de A en

M M
Spec_, A es fiel (@) n(blg =¢ vy deaqui ViegIy V¥ied

se verifica: existen

4+ a = - ¥ - 5=z
tales que cij vdyg 1 pues (A Ei' a )
4, . 5.
i3 4 ?’j
" M M
Por tanto para cada i¢I: N (dij)o n (b)g = ¢ y por ser
jed

Spec:M A cuasi-compacto existen di B "'din tales que

1
M
. . = g. Si . =4, ...4,
(dy,---8, b)y = ¢. Si ahora notamos 4, =d,, in Y
ci =cil+ "'+cin se obtiene: -
: b = +d, = il
c; £ §; d-P=0 y c+di=l Vi

M . M . . .
Puesto que () (ci)" n(a)y = ¢ un razonamiento idénti-
iel '
co al anterior demuestra que existen c,d¢ A tales que c.a = 0,

d.b=0 y c4d=1. Si ahora hacemos la representacifn natu

ral de A en Specat A obtenemos:



at t t t
@3 0 @2 =g, @ @3 =y vy @ s =

= A
Specat

lo que demuestra que Specat A es un espacio normal.
Reciprocamente: sea Specat A un espacio normal. Sean

§F , §Fe SpecM A. Por ser maximales existe a ¢§ y be §' ta

at
les que a.b = 0. De aqui (a), n (b)zt ¢ Y por ser Spec_ . a

normal existen cerrados:

t
@55 0 @3"

at at
. y {€)g n (d) o

A
Specat

at at
(@)g n (b)q @
—~ también aqui hemos usado que la representacién natural de A

en Speca A es completa — . Dado que la representacién natu-

t
ral de A en SPecat A es fiel, lo anterior se traduce: exis-
ten c,d¢A tales que c.a = 0, d.b=0y c4+d = 1. Dado que
c d§ y d ¢ § esto demuestra que (A- Y, A= §') =2 o equi
valentemente §n§5 no contiene ningGn filtro primo.
Corolario:

Sea A un retfculo, tal que su representacién natural en

5pecat A eg fiel y completa. SpecM A es compacto si'y sélo

si Specah A es normal.
3

Comprobacién:
El que la representacién natural de A en Spec_, A sea

fiel implica que Specat A es denso en Specp a y a fortiori lo
seré SpecM A. El corolario es ahora inmediato a partir de la

Proposicién 1.13 y de la Proposicién 1.15 3/.
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DIMENSION DE KRULL DE UN RETICULO

Definicibén 1.6:

Sea A un reticulo. Llamaremos dimensién de Krull de A, no
tado dimk A al estremo superior de las longitudes de cadenas
finitas estrictamente crecientes ypsc p; c---c p, de ideales
primos de A — se recuerda que la longitud de una cadena es
igual al nfimero de elementos de que consta menos uno —.

Lema 1.1:

Sea A un reticulo. Se verifica:

1/ dimk 3 = al extremo superior de las longitudes de
cadenas finitas estrictamente decrecientes de filtros primos
de Aa. A

2/ dimk 3 = dimk SpecP A donde dimk Spe::p A denota al

extremo superior de las longitudes de cadenas finitas estric

tamente crecientes de cerradcs irreducibles de Specp A.

Comprobacién:
1/ Inmediato a partir de la Proposicién 0.2.

2/ Inmediato a partir de 1/ y de la Proposicién 1.4 3/
pues si dos filitros primosg verifican §, 52 entonces

V(§,) o V(5,).

Lema 1.2:

Sea 3 un reticulo.-dimk A =0 si y s6lo si A es de Boole.
Comprobacién:

Ha quedado demostrado en el corolaric a la Proposicién 1.5.
Lema 1.3:

Sea A un reti;ulo. Se verifica:

1/ €i dim A es finita, dim A = dim a¥*,

2/ €i dim_A es infinita, dim A" es tembién infinita.
Comprobacibn:

1/ es obvio.

|
>

2/ se sigue de 1/ dado que a¥* =
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Proposicién 1.16:

Sea A un reticulo complementado y B el conjunto

{1, a ¢gdlasb=1l—>b =1} _
Entonces B es un retficulo y dimk B > dimk A,

Demostracién:
La comprobacién de que B es reticulo es inmediata. Sea

i :
B e _.—-»4 la inyeccibn natural, entonces

it
Spec_ A ———>l Spec_ B
P p
¥ — §Sn B es epimorfismo.

La proposicién quedard demostrada, si comprobamos que
para todo par de filtros primos S, 2 52 de A se verifi
ca: ¥, n 83 ¥. ~ B. Y esto es fdcil de ver:. en efecto si

a ¢ Y. v a ¢ V.Y a, designa el complemento de a, se veri-
fica aCeYzc$1 y de aqui a.aceb‘ y a.a_ £3,. Por

el Lema 0.1 a.a_ e B y por tanto §, n 83 ¥, n B.



CAPITULO II : APLICACIONES A LA TOPOLOGIA GENERAL.

En este capitulo se aplican los resultados del capitulo
precedente a la topologfia general. Esta aplicacién se hace
asignando a cada espacic topol6gico X su retficulo de cerra-
dos A, y trata dos temas:

1/ Caracterizaciones de espacios: Destacamos en este punto:

a) Caracterizacién de las condiciones de separacibén en términos
de Specp A.

b) Caracterizacién de los espacios noetherianos como aquellos
cuyo reticulo de cerrados es tal que todo filtro es principal.

2/ Cuasi-compactizaciones y compactizaciones de un es-

pacio. Sefialamos como resultados principales:

a) Si X es un espacio Ty-separadc y A su reticulo de cerrados,
Specp A es una cuasi-compactizacién de ¥ tal que tods apli-
caci6én continua de X en un compactc Y, extiende a una aplica

cibn continua de sPecP A en Y.

Andlogamente si X es un espacio T,-separado y A su reticu
lo de cerrados, SpecM A es una cuasi-compactizacién de X con
la misma propiedad de extensién. De aqui se sigue que para

aquellos espaciocs para los que SpecM A es Hausdorff, SpecM a

es un modelo de la compactizacién de Stone~Cech. E1 dominio

de dichos espacios se caracteriza en la 12 parte del capfitu-
lo- comn el de los espacios normales.

b) Para el dominio de los espacios completamente regulares,
existen reticulos "suficientemente buenos" de cerrados cuyo
espectrc maximal son compactizaciones del espacio. Estc da

un método constructivo de compactizaciones de un espacic com
pletamente regular, método que en particular, construye un mo
delo de la compactizaci6n de Stone-Cech de un espacio no nor-
mal, y la compactizacién de Alexandroff de un espacio localmen

te compacto.
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CARACTERIZACIONES DE ESPACIOS

icifn 2.1:

Sea X un espacio topolSgico y A su reticulo de cerrados.
Se verifica:

1/ X es To—separado si y s86lo si X es homeomorfo.a un
subespacio de SpecR aA.

2/ X es T,-separado si y s6lo si X es homeomorfo a Spegﬂzh.

Comprobacién:
1/ si X es T -separado, para cada par de puntos

Xy # %, ¢ X se verifica x, # §2 . Entonces la aplicacién:

£
_
X SpecR A
X — 5§ =({agh|Xc a}
X

estd bien definida, pues X es un cerrado irreducible y por
tanto genera un filtro primo: es inyectiva y manifiestamente
es un homeomorfismo.

El reciproco. es obvio pues SpecR A es T,-separado.

N6tese que X, T0~separado es homeomorfo a SpecR A s8iy
s6lo si todo cerrado irreducible de X es el cierre de un pun
to.

2/ Sea X, T,-separado. Entonces la aplicacifn:

£
- A
X —_ Specat

X ———— 5> § = (aghd| xc¢a)
X

estd bien definida pues x¢ STx y si ad § a.x = 0 lo que
- x
demuestra gque Yx,filtro generado por x es miéximal. Es mani-

fiestamente inyectiva y también epivectiva, pues si §=(a) es
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un filtro atémico de A Yy Xega e §, Y puesto que § es

maximal §= Sx' Es claro por Gltimo que f es ahora un
homeonorfismo.
N6tese que dado que £ es un homeomorfismo, entonces la

representacién de A en Speca A es fiel y completa pues si

t
ai i ¢ I es una familia de elementos de A sge verifica:

n (a )at = ( n a )at
jer 1° fer 1 °

El reciproco es obvio pues Specat A es un espacio

T, -separado.

Proposicién-2.2:

Sea X un espacio T1¥separado y A& su reticulo de cerrados.
Se verifica: A

1/ X es Bausdorff si y s6lo si dados dos filtros at6émi
cos cualesquiera de A, no existe ningGn filtro primo contenido
en ambos.

2/ X es regular éi y s86lo si dados un filtro at6mico
cualquiera de A'y un filtro m&ximal cualquiera de A,né
existe ningGn filtro primo contenido en ambos.

3/ X es normal si y s6lo si dados dos filtros m&ximales
cualesquiera de A no existe ningGn filtro primo contenido en

ambos.

Comprobacién:
Por ser X un espacio T,-separado es homeoniofo a Specat A

y la representacién natural de A en Specat A es fiel y com-

pleta — proposicién anterior— .
Ahora nuesgtra proposicién se sigue inmediatamente de la

Proposicién 1.15
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Proposici6én 2.3:

Sea X un espacio topolégico y A su reticulo de cerrados.
Se verifica:

1/ X es un espacio irredu si y s6lo si Specp A es irredu

cible.

2/ X es un espacio conexo si y s6lo si Specp A es conexo.

Comprobacién:
1/ Si X es irreducible entonces (1) es un filtro primo

de A y por Proposicién 1.4 2/ Specp A es irreducible.
La misma proposicién asegura gque Specp A irreducible,im-

plica gque (1) es un filtro primo de A y esto es equivalente
a que X sea irreducible.

2/ Si X es conexo, no existe ningGn cerrado de X que sea
también abierto, y por tanto ningin elemento de A admite un
complementario. Por la Proposicién 1.4 1/ eso implica que

Specp A es conexo.

La misma proposicién asegura que si Specp A es conexo nin
gtn elemento de A admite complementario y por tanto no hay nin
gn cerrado de X que sea tambén abierto. Por tanto X es conexo.

Proposicién 2.4:

Sea X un espacio To—separado y A su reticulo de cerrados.
X es noetheriano si y s6lo si todo filtro de B es principal.

Comprobacién:

Si X es un espacio T,-separado y noetheriano, dada una

0
familia cualquiera de cerrados c; igIdeX, X- N c¢. es
X ier >
un abierto cuasi-compactc y por tanto dado que
X - N _c;)nN ¢, =¢g existe una subfamilia finita ¢, ...c/
igI 1 igr % n '

tal que (X - M c¢,) ( c. =¢% o equivalentemente

. i’ 3

isI j=1 -

n

N ¢. = N c.. Esto asegura que todo filtro de A es principal



60

va que la interseccién de todos sus elementos , pertenece enton
ceés al filtro.

El reciproco es obvio ya que si A es principal por la
Proposicién 1.11, Specp A es un espacio noetheriano y dado
que por la Proposicién 2.1 1/ X es un subespacio de Specp A,
es también noetheriano.

Nota: Como es obvio,la caracterizacifn de cuando un es
pacio X .T,-separado es noetheriano puede hacerse en términos
de verificaci6n para su retfculo de cerrados A, de cualquiera
de las condiciones equivalentes de la'Proposicién 1.11.
Corolario:

Sea X un espacio T,—-separado noetheriano. Entonces el
n@mero de sus componentes irreducibles es finito.

Comprobacién:

Si X es T,-separado y noetheriano y A su reticulo de cerra
dos, todo filtro de A es principal. De aqui los filtros mini
males de A son los filtros generados por las componentés irre
ducibles de X. Basta ahora tener en cuenta el corolario a la
Proposgicién 1.12.

Proposicién 2.5:

Sean X, c X, espacios topolégicos T,-separados y A,, A2
sus respectivos retficulos de cerrados. X, es un subespacio de
Xé s8i y s6lo si la inyeccién natural de X, en X, extiende a
una inyeccién espectral y homeomorfismo en, de Specp 3, en
Spec_ A,_.

pe p 2
Comprobacién:
8i X, es un subespacio de X,, la aplicaci6n:
®
A, ———— 3,
a — > a8 n X, es un morfismo epiyectivo de

reticulos vy de aqui:
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*
P
Spec | Ay — s Spec a,
¥, — s ?- 51 es una inyeccién

espectral que prolonga la inyeccién natural de X, en XZ. Por

la Proposici6n 1.7 1/ Specp A, es adem&s homeomorfo a Imag d%

El reciproco es obvio pues X, es un subespacio de Specp A,

el cual a su vez,es subespacio de Specp A,. "

Nota: Si X, es un subespacio de X,, Specp Af—?—>8pecp A,
la inyecci6én espectral que prolonga a la inyeccién natural de
X, enX,, vy SM es un filtro maximal, no atémico de 3, en-
tonces ;p* SM no estd contenido en ningin filtro de (p“(SpecatA1j
ya que w*?h =(aegh, |anX ¢ SM} c o ( Yxl) implica: si

b ¢ SM entonces ¥, ¢ b en contra de ser FM un filtro maximal

4

no atémico.

Esto aclara porque lés subespacios de un espacio Hausdorff
o regular siguen teniendo la misma propiedad, mientras que es
ta situacién no es cierta para la propiedad de normalidad.

2 3 * .
En efecto: Specp A= (SpeCp a)c Specp B, Yo ¥,coft, si
y s6lo si ¥, cF,.

1/ Dados dos filtros atémicos cualesquiera de A,, sus
imigenes por w* son filtros atémicos de A2 y si X, es Hausdorff
por la Proposicién 2.2 1/ no existe ningGn filtro primo de
A, contenido en ambos. Por la misma Proposicién X, es entonces
Hausdorff.

2/ Dado un filtro atémico Sa y un filtro mé&ximal FM

i3

: 3 * :
cualesquiera de A, entonces @ ?M < @ Fa y si X, es regular
la Proposicibén 2.2 2/ asegura entonces gque no existe ningfin

filtro primo de A, contenido en @# SM Yy w* § . La misma pro
* a
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posici6n asegura entonces que X, es regular.
3/ Dos filtros maximales de A, pueden tener como imagen
por m*,filtros primos de A, contenidos en un mismo filtro m&
" ximal de Az' De aqui la normalidad de xg no implica la norma
lidad de X, .
Propogicién 2.6:

Sea X un espacio T1—separado. X es cuasi-compacto si y
s6lo si X es homeomorfo a SpecM A donde A es el reticulo de
cerrados de X. )

Comprobacién:

Si X es cuasi-compacto y ¥Fun filtro de adA, N a # ")
ae¥

pues por ser § wun filtro las intersecciones finitas de ele
mentos de ¥ son no vacfias. De aqui todo filtro maximal de
A es atémico. Por la Proposicién 2.1 2/ entonces X es homeo
morfo a SpecM A.

El reciproco es obvio pues en el Teorema 1.1 1/ quedé de

mostrado que Spec, & es un espacio cuasi-compacto.

M
Corolario:

Sea X un espacio T1—separado, A un retficulo de cerrados y
a ¢ A. Entonces a es cuasi-compacto si y s6lo si es homeomorfo
a (a)g.
Comprobacién:

Si aghAy Yes el filtro generado por a, entonces el
reticulo de cerrados de a es AF . Por la Proposicién'1.3:

. M
SpecP A = V(§) = (a), y manifiestamente SpecM A"F_':(a)o . El1

&
corolario se sigue ahora de la Proposici6n 2.6.

Proposicibn 2.7:

Sea X un espacio T,-separado y cuasi-compacto y A su retf
culo de cerrados. Sea B un retfculo contenido en Aa. Eggonces

B es una base de cerrados de X si y sélo si Specp A——£——>Spech
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es un homeomorfismo entre los esl;ectros maximales.
Demostracién:

1/ Supongamos que B es una base de cerrados de X. Sea
i: B ¢ 3 1la inyeccién natural. Pasando a espectros:

i*

Specp A —— Specp B, es una aplicacién continua epi-
yectiva.

a) i%* \(SpecM A ~ X) es inyectiva ya que por ser B base
de cerrados de X, separa puntos de X.

2 3 .
Spe . H = )
b) i* (Sp Sy A) c SpecM B. En efecto: si x S‘Me SpecM

sea b ¢ B tal que by i* SM = FM N B y esto implica x¢ b.

Por ser B base de cerrados existe una familia ci igI de it s

M
tal que N c; = x. De aqui b N ey = ¢ y dado que X es cuas;
iel iegI
compacto existe un nfimero finito Cys-.-.,c, de elementos de la
familia tales que ’b.c,I ... ¢, =0, Pero c, -.-C_ € i SM y por

tanto i* SM es maximal.
Dado que i es epiyectiva vy i¥ SM = SM n B b) asegu
s _
ra: i (SpecM a) = SpecM B.
E'S
c) i SpecM 3 ——————)SpecM B es cerrada. En efecto

por ser X = Specy A la representacién natural de A en SpecM a

‘es fiel y completa y se comprueba inmediatamente que si a ¢ A,

L3k M M
i@y = n B,
' b.oa
i
13
2/ Si Specp B — Specp B
§ ————— 5 ¥ B es un homeomorfismo entre

. . R M M
los espectros maximales, entonces si a ¢ A i (@)= N (bi)0 .
bPa

Dado que X =~ Spec A y que la representacién natural de A en
M
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Sp;ecM A es entonces fiel y completa esto demuestra que B es

una base de cerrados de X.

COMPACTIZACIONES Y CUASI-COMPACTIZACIONES.

Definici6én 2.1:

Sea X un espacio T,-seprado.Diremos que un espacio Y es una
cuasi-compactizacién de X.si Y es un espacio T,-separado
cuasi-compacto y X es homeomorfo a un subespacio de Y, denso
en Y. Si Y es Hausdorff y una cuasi-compactizaci6én de X, se

dird que Y es una compactizacibén de X.

Proposicién 2.8:

Sea X un espacio To—separado y & su retficulo de cerrados.

Entonces Specp A es una cuasi-compactizacién de X tal que

para todo compactc Y y toda aplicaciébn continua f : X-——oY

exigte una aplicacién continua £ : Spec-:p Aoy tal que

el diagrama:

es conmutativo

i denota la inyeccifn natural de X en Specp A definida en la

comprobacién de la Proposicién 2.1 1/.

Demostracidn: ,

Es obvio que Specp A es una cuasi-compactizacién de X, ya

que N F? = 1 implica por la Proposicién 1.2 5/ que iX=X
x€x

es denso en Specp 2; y por el Teorema 1.1 1/ Specp A es un
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espacio T,-separado y cuasi-compacto.

Sea ahora Y un espacio compacto, AY su reticulo de cerra
dosy f : X—————>Y wuna aplicacibébn continua. Entonces
-1
£f 7

A ————>2A
Y

a —_— f-l(a) es un morfismo de reticulos y por tan

to define una aplicacién continua:

(£™hH*

Spec_ A Spec A
Pp Pp

Y
S — 3 -1
T~ (£ l)S'={a ed |f (a)eS)

Pero por la Proposicibébn 2.6 Y x~ SpecM Ay y dado que Y es Haus-

dorff la Proposicién 1.14 asegura que la aplicacién

®
A — > =~ A
SPecp v Y o~ SpecM v

§ —— 5 9(F) =y donde Fy es

el finico filtro maximal que contiene a §, es continua.

Si designamos f =@ o (f—l)* se verifica:
- -1
Yx ¢ X : £(F) =0 ({aed, |f "(a) 5 x}) = cp({aeAy\f(x)ea})=

= f(x) y por tanto el diagrama:

f
X ——> Y
| Z
[ e
i l /// £ es conmutativo.

Spec_ A

ec

P P

En adelante Specp A se llamard la cuasi~compactizacién de Gro

thendieck de X.
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Proposicién 2.9:

Sea X un espacio T,-separado y A su reticulo de cerrados.

Entonces SpecM A es una cuasi-compactizacién de X tal que para

todo compacto Y y toda &plicacién continua f : X — ——>Y, exis
te una aplicacién continua E o SpecM A 5Y tal que el dia
grama :

X £ / Y

il ///'f es conmutativo.
l/ // g
/
Spec,, &

Demostracifén:

Por ser X T1—separado, iXce SpecM A y es denso en él. La

demostracibén es ahora andloga a la de la proposicién anterior.
En adelante, si X es un espacio T, -separado y A su reticu-

lo de cerrados, SPecM A se llamard la cuasi-compactizacién de
Wallman de X.

Proposicién 2.10:

Sea X un espacio T, -separado, A su reticulo de cerrados y
B - A un reticulo tal que:

a) Si bgB y x ¢ bexiste c ¢ B tal que x ¢ ¢ y b.c=0.

b) B es una bare de cerrados de X.

Entonces SpecM B es una cuasi-compactizacibén de X.

Demostracién:
e — i*

Sea Specp A —— — Specp B la aplicacién

yF — 5 §Nn8B
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definida entre espectros por la inclusi6én de B en A. Entonces

a) asegura que i“(Specat a) SpecM B, y entonces la represen
tacién de B en SpecM B es fiel. En-particular SpecM B es den-
so en Spec B.

P

Notamos por ¢ la restriccién de i* a Specat A

: A — B
® Speca't SpecM

¥ nB
X

Entonces: g es_inyectiva: ya que por b) B separa puntos de X.

o &S homeomorfismo de Spec £ A en Imag ©® : ya gue por b) si
<

a ¢ A se puede expresar en la forma a =N bi' bi ¢ B: y se

comprueba inmediatamente gque w(a)zt = N (bi)g n Imag ¢
igI

¢§Sgecat A) es denso en Spec B : como se deduce de la
ol

Proposicién 1.2 5/ teniendo en cuenta que 1 es el finico elemen

to de B gque pertenece a todos los filtros de cp(Specat a).

Definicién 2.2:

Un reticulo A se dird que es normal si Va1, a, s a ta-

.c, =0,

les que a, .a, = O existen cy.C, g A tales que: a, .c,

2
a,.c, =0 vy cy+c, = 1.

Proposicién 2.11:

Sea X un espacio T, -separado, A su reticulo de cerrades y
B - A un reticulo que verifica las condiciones a) y b) de la

Proposicién 2.19. Entonces SpecM B es Hausdorff si y s6lo si

B es normal.
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Comprobacibn:

Sea B normal; y sean 51, Sé dos filtros maximales cuales
quiera de B.Dada lamaximalidadde §, y 5, existen b, ¢ §,
b2€ 52 tales que b1'bb = 0. Dado que B es normél,existen
SN B tales que cy .b, =0, cz‘ba =0y ciy c,
ces ¢, £ ¥, <, ¢ §, vy por tanto no existe ningfin filtro pri-

= 1. Enton

mo de B contenido en ambos. Dado que SpecM B es denso en Spech
la proposicién 1.13 asegura que SpecM B es Hausdorff.

El reciproco se obtiene fécilmente dado que si Spe'cM B es
Hausdorff, por ser cuasi-compacto es normal.
Corolario:

Sea X un espacio T,-separado, A su reticulo de cerrados
Y B A un reticulo normal que verifica las condiciones a) y
b) de la Proposicién- 2.10. Entonces X es completamente regular.
Comprobacifn: '

Se recuerda que un espacio X completamente regular es un es-~
pacio de Hausdorff tal que los ceros de las funciones continuas
reales de X constituyen una base de cerrados . Es inmediato que
los subespacios de un espacio.completamente regular son comple
tameﬁte regulares y el lema de Urysohn afirma que un espacio
normal es completamente regular. Por tanto si un espacio T, -se
parado admite una compactizacién es completamente regular.

El corolario se sigue ahora de las Proposiciones 2.10 y
2.11.

Definicién 2.3:

Sea X un espacio completamente regular. Llamaremos com-
pactizacién de Stone-Cech de X, notada gX,al. elemento univer-
sal, determinado salvo homeomorfismos, de sus compactizaciones;

es decir para todo compacto Y y toda aplicacién continua

f: X ——0Y existe una aplicacién continua

f:pX——>Y que extiende a f.
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gsicibén 2.12:
Sea X un espacio T1—separado y A su reticulo de cerrados.

Entonces SpecM A =gX si y sblo si X es normal.

comprobacién:

Por las Proposiciones 2.2 3/ y 1.13 X es normal si y sblo

si SpecM A es Hausdorff.

Basta ahora tener en cuenta la Proposicién 2.9.

Proposicién 2.13:

Sea X un espacio completamente regular, £(X) su anillo
de funciones continuas y 2= {2 (f) = f_l(O)\feE(X)}. Enton
ces:

1/ 2 es un reticulo normal que verifica las condiciones
a) y b) de la Proposicién 2.10.

2/ SpecMo?£ = gX.

Demostracién:
1/ 2 es un reticulo con la unién e interseccién ordina-
rias ya que: Z(f.qg) = 2(£f) 4 Z(g).
z(£2,g92)= 2(f).2(9).
Z(0) =1 - Z(1) = 0.

2 verifica la condicién a) de la Proposicién 2f10: en efecto
si x ¢ Z(f) por ser X completamente regular,existe g ¢ € (X)
tal que g(x) = 0 y g|Z(f)= 1.
% verifica la condici6én b) de la Pfoposicién 2.10: por la
definicién de espacio completamente regular.
2 es normal:len efecto si Z(f,). Z(fz) = 0 definimos:
£
hs ————— ¢ €(X) pues Z(f2 4 £f2) = ¢.
ff + fg

Sean ahora las funciones reales: g1(x) min (h(x)- %ﬁ, 0)

g, () mdx (h(x)- —% ,0),
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que como es bien sabido, siguen siendo continuas.
1
3

tiene Z(£,).2(qg,) = 0, 2(£,).2(q,) = 0 y 2(g,)4+2(g,) = 1.

bado que Z(g1) = (xeX|h(x)< —;— } ¥y Z(g2)=(xeX|h(x)a } se

Adhora las proposicitones 2.10 y 2.11 demuestran que

' Spec, Z es una compactizacién de X.

2/ Sea Y un espacio compacto y zy su retfculo de ceros
de funciones continuas. Sfa f : X——Y una aplicacién con
£

tinua. Entonces: :éy

ya que si g ¢ €(X) £ 1(z2(q) =2z(go0 £). ' .

Por tanto define una aplicacién continua:

Z es un morfismo de reticulos

-1 3

2 (£ 7)
Spec R - &
pec_ pec X,

Pero por ser Y compacto y ,;%Y una base de cerrados, la Pro
posici6n 2.7 asegura que Y =~ SpecM ZY y por ser Y Hausdorff
la Proposicién 1.14 afirma que la aplicacifén:

Cp r~
Specp £, — T Y = spec, &

Y Y

¥

— . ¥ =y -donde 5V es

el Gnico filtro midximal de ZY que contiene a ¥- ,es continua.
Si ahora designamos: F = P o(f_l)*: SpecMZ —Y, f

extiende a £ y esto demuestra que SpecM Z = gX.

Nota: Sea X un espacio completamente reg\i].ar, € X) su

anillo de funciones continuas realesy &={Z(f) | £ ¢ €(X)}

Se comprueba f&cilmente que la aplicacién:

— e o
Spec), € (X) SPecM <

) ———)3; = {Z(f)| feP}
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es un homeomorfismo y por tanto:

1/ SpecM € (X) es un modelo de la compactizacién de

Stone-Cech del espacio X.

2/ Dado que radJ € (X) — es decir la interseccién de
todos los ideales maximales — es cero y SpecM € (X) es un
espacio normal, cada ideal primo de ¥€(X) esté& contenido en
un Gnico ideal maximal.

Definicibn 2.4:

Un espacio X'Hausdorff diremos que es localmente compac
to g8i cada punto tiene un entorno compacto. Es bien sabido
que entonces los entornos compactos de cada punto x consti-
tuyen una base de entornos de dicho punto.

Si X es localmente compacto, x* designa al espacio X unién
con un punto no perteneciente a X, gque notaremos co, con la to-
pologfa cuyos cerrados son los cerrados compactos de X y los
conjuntos de la forma cyoo donde c es un cerrado cualquiera
de X. X * se llama la compactizaci6én de Alexandroff de X.

Proposiciébn 2.14:

Sea X un espacio localmente compacto y no compacto.Sea Bel
retficulo generado por el conjurto (K, 3(-—_1(| K compacto de X}.

Entonces SpecM B es una compactizacién de X y SpecMiiz X*.
Demostracién:

1/ B verifica las dos condiciones de la Proposicién 2.10
y por tanto SpecM B es una cuasi-compactizaci6én de X. En efec
to:

‘a) Si b¢ B .y x ¢ b entonces x ¢ X-b y puesto que los en
.tornos compactos son una base de entornos del punto, existe
un compacto K de X tal que X-b o Ksx. Por tanto x ¢ Ky
K.b = 0.

b) B es una base dé cerrados de X: pues 8i x £ ¢ donde ¢

es un cerrado de X,existe entonces un compacto K de X tal que
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X - ¢ > KO sx. De aqui x ¢ X~ K y'ﬁ > c.

2/ B tiene un Gnico filtro maximal no atfémico éue nota-
remos §, . Es consecuencia de las siguientes afirmaciones:

Los puntos de X por ser compactos pertencen a B y de
agquif son los dtomos de B.

Sea K un compacto de X. SiAK € FM filtro maximal de B,

entonces SM es atbémico, ya que en caso contrario K N b = ¢
be &

y por ser K compacto existen b, ...Db, tales que K.b1...bn =0

en contra de ser SM filtro propio. -

El filtroYde B generado por la familia {X-—k | K compac-
to de X} es un filtro maximal no atémico. En efecto:

F es filtro propio pues si existieran Ki i=1,...,n com~

n
X-K, = ¢ entonces X ={J K9
i

. n
pactos de X tales que: N i
. i i=1

i=1

n
y a fortiori X = Ki con lo que X serfa compacto.
i=1

§ es un filtro no contenido en ningGn filtro atémico, pues

por ser X localmente compacto N b=g¢.
' be §

§ es un filtro maximal, ya que si K es un compacto de X,

K N b=g¢ implica la existencia de un ntimero finito b,
be¥ :

i =1...n de ele@entos de ¥ tales que K.b,...b = 0.

3/ SpecM.B es un espacio Hausdorff. Por la Proposicién

1.13 esto equivale a probar que dados dos filtros maximales
cualésquiera de B,no existe ningGn filtro primo contenido en
ambos.

bado que Spec, . B > X'~SpecatB es denso éé Specp B y da-

do que X es Hausdérff, la demostracién de 3/ se reduce por la
Proposici@n 1.15 1/ a. comprobar que dgdo un filtro atémico

Sx de B,no existe ningGn filtro primo contenido en &1 y en
Fm. Esto Gltimo es inmediato: por ser X localmente compacto

existe un compacto K de X tal que x ¢ KO Entonces XK ¢ ¥

.
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RK¢S§ vy K4X-K=1
oo

a/ SpecM B ~ X*.

En efecto,la representacién natural de B en SpecM B da
una base de cerrados y es obvio que se verifica: si K es un
compacto de X:

(K)M=K _ (Y(‘—“K)”:=x—xusm
De aqui los cerrados de SpecM B son los compactos de X y los
conjuntos de la forma c¢ ( co,donde c es un cerrado de X.

Ejemplo 2.1:

Sea A el reticulo generado por unibén e intersecci6n fi-
nita de las semirectas cerradas de la recta real R.

Entonces SpecM A es la compactizaci6én ordinaria de la
recta real por dos puntos (conjunto de los reales extendidos).

En efecto:

1/ Puesto que A contiene a los intérvales cerrados, es
inmediato comprobar que A verifica las condiciones a) y b) de
la Proposicién 2.10 y por tanto SpecM A es una cuasi-compacti-
zacién de la recta real.

2/ SpecM A consta de los filtros at6micos definidos por
puntos de R y dos filtros maximales no atbémicos. Se sigue de
las siguientes afirmaciones:

‘Los puntos de R pertenecen a A y por tanto son sus atémos.

81  Fe SpecM A contiene un intervalo. cerrado, entonces

§ es atémico.

Si ¥ denota el filtro generado por las semirectas de
+ .

la forma x = r r ¢ R, entonces $+m e SpecM A. En efecto

si b¢ ¥ ,b no contiene ninguna semirecta de la forma x2zr
. s
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y entonces existe 8 ¢ R tal que szy VY ye¢ b. De aqui

b.(x>8) = 0 y por tanto F+m es un filtro maximal.
Andlogamente si $_°° denota el filtro generado por las
gsemirectas de la forma x < r, entonces F_me SpecM a.
3/ SpecM A es Hausdorff. En efecto: A es complementado
y dado que los elementos de $+°° y de F_oo ‘'son divisores de
cero al dual, la Proposici6n 0.1l asegura gque \Y+°° y F_m
son filtros primos minimales. Por tanto, dados dos filtros

maximales cualesquiera de A , no existe ningGn filtro pri-

mo contenido en ambos, y de aqui SpecM A es Hausdorff.

4/ Si en Specy A ‘se define el orden: Sx < Sy<——> X<y

¥ 2¥ =F¥ ¥V x ¢ R, la topologia de Spec,k A coincide
+ 00 X - o M ,

con la topologia de dicho orden. Comprobacién imediata.



CAPITULO TII: COHOMOLOGIA DE ESPACIOS ORDENADOS Y ESPACIOS

NOETHERIANOS CON VALORES EN UN HAZ.

Este capitulo aborda el problema de hallar para ciertos
dominios de espacios, un método para computar su cohomologia
con valores en un haz.

1/ Espacios ordenados: A lo largo del capitulo,un espacio

ordenado es un conjunto ordenado con la topologfa cuyos cerra
dos son los subconjuntos crecientes y el ¢ . En un tal espacio
cada punto tiene un entorno minimo: el conjunto de puntos meno
res o iguales que &l. Ejemplos de tales espacios son los espa
cios finitos T,-separados y los espacios topol6gicos duales

de espacios espectrales noetherianos.

si A es un haz de grupos sobre un tal espacio, se le
asigna un complejo semi-simplicial de cocadenas con valores en
A , al que se dota de estructura diferencial. Dado que los
abiertos, de un espacio ordenado siguen siendo ordenados, la
asignacién anterior permite construir un complejo diferencial
de haces que son una resolucibn "flasque" de f . El hecho de
que cada punto tenga un entorno minimo es aqui esencial.

Al tomar secciones en dicha resolucién "flasque" se ob
tiene el complejo semi-simplicial de cocadenas con valores en
A y por tanto los grupos de cohomologfa de &ste, coinciden
con los grupos de cohomologia del espaciocon valores el haz
R . La demostraci6n de que la cohomologfa del complejo se-
mi-simplicial de cocadenas coincide con la del subcomplejo
de coéadenas'no—degeneradas,da la acotacién de la dimensién
cohomol6gica del espacio por su dimensién de Krull.

2/ Espacios noetherianos: E1 problema se resuelve en un
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doble paso: A/ Espacios espectrales noetherianos: Si X es

un espacio tal que X = li - . -
pa q imegrloy Xl donde los Xl soni espa
cios finitos T,-separados -y £  un haz de grupos sobre X,
se le asigna el complejo diferencial limite inductivo de los
' complejos semi-simpliciales de cocadenas de los espacios Xi

con valores el haz ®; A — haz imagen directa por la proyeccién
3

natural de X en Xi ~— . También aqui, pero por un proceso mu-
cho mds laborioso, dicha asignacién permite definir un com-
plejo diferencial de haces que es una resolucién "flasque"
de { tal que al tomar secciones se obtiene el complejo pri-
mitivo. Sus grupos de cohomologia, limite inductivo de los
grupos de cohomologfa de los complejos semi-simpliciales de

cocadenas de Xicon valores en 95 R coinciden entonces con

los grupos de cohomologfa de X.convalores.el haz f.

De agui se sigue:

a) la cohomologia del espacio X convaloresel haz [ es
lfmite inductivo de la cohomologia de los espacios Xi con va

lores el haz 05 A .
3¢

b) la demostracién de qué todo retfculo de dimensién de
Krulln y tal que todo filtro es pfincipal, es limite induc
tivo de retfculos finitos de dimensi6én de Krull < n, da la
acotacién de la dimensién cohomolégica del espacio por su

dimensién de Krull.

B/ Espacios 'noetherianos no _espectrales: Si X es un tal

espacio y A su reticulo de cérrado.s, Specp A es espacio espec

.tral noetherianc y entonces la cohomologfa de X convalores en
un haz coincide con la de SpecP A en el sentido siguiente:

1/ Ssi f es un haz de grupos sobre Specp A; se verifica:
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% (spec A, ) = 8P (X, R)X)  Vp2 0

2/ Si f es un haz de grupos sobre X, se verifica:
HY(x,4) = H'(spec A, i )  VYp2 0O

donde i*JZ designa el haz imagen directa de Jf por la in=-

yeccibén natural de X en Specp a.,
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COHOMOLOGIA DE ESPACIOS ORDENADOS CON VALORES EN UN HAZ

Definici6én 3.1:

Sea X un espacio topol6gico. Llamaremos dimensién coho-
molégica de X, notada dim X, al menor entero n tal que para

todo haz de grupos R sobre X se verifica:
B @, L) =0 Yi>n

Definicién 3.2:

Sea X un conjunto ordenado con la topologia cuyos cerra-
dos son el g3 y los conjuntos crecientes — ejemplo 0.2 — y
X un haz de grupos sobre X.

Vamos a definir un complejo semi-simplicial de cocadenas
de X convaloresen J .

Un simplice de orden p de X, sp,es un morfismo del orden de

= 0,1... en X
Ap { P}

°p

Ap ———> X

{0 Lo P} ———> XoSX S ...SX

Notaremos Xp el conjunto de los simplices de orden p de X.

Si x ¢ X notamos U(x) el conjunto {yeX| y < x}. Como se
demostré en el ejemplo 0.2, U(x) es el minimo entorno del punto
X. ' A

Asignamos a cada sp e Xp el grupo P(U(spﬁo)),ﬂ ) de las
secciones del haz f en el abierto U(sP(O)); y por Gltimo nota-

mos: CP(X,&) = I
. s ¢ X

P(U(sp(O)). ), p=20.
P P

El grupo graduado C* (X,{) = (Cp(X,J?_))p tiene entonces

>0
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estructura de complejo semi-simplicial de cocadenas. En efecto:

si f: p es un wmorfismo del orden,
p— > lg

el diagrama A 5

>

»

define una aplicaci6én: X —m ————» X
q P

s ——> 8 o f

q a

y esta a su vez por trasposicién, permite definir un morfismo

de grupos:
c® (x.8) E % (x, )
c,=(a(sp))s e x —— £ a donde:
p .
(f a) (sq) = restricci6n de q (s, o f) a u(s (0)), Vsqexq

En la definicién anterior, la palabra restricei6én desig-
na el morfismo de restriccién de haces:

F(U(Sq(f(o))),ﬂ)-—~f——~—>ITU(Sq(0)),ﬂ)-
La necesidad de restringir a(sq<>f).a U(sq(O)) es clara, vya

. = q -
ue si fae € (X, ), (Fa) (s ) (U(s_(0)),8) Vs e X .
q ae ( Y, (£a) ( q € r q ¢ %4
Se comprueba ahora inmediatamente, que la asigﬁacién a

cada morfismo del orden f: AP > Dy’ de un morfismo de
' &

C_ g .
grupos: f:C (X,4) ———————>Cq(X,&) es functorial es decir:
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H
[

identidad —m ™ —————>

Hh>
]

identidad

£f=f of £, o £,

2

|
i}

1 1

y por tantoc*(x,&) es un complejo semi-simplicial de cocadenas.

Definicibén 3.3:

Manteniendo las notaciones de la definici6én anterior, va-
mos ahora a definir una diferencial sobre el complejo ctx,q) .
Sea n>1. Para cada 0 < i < n se define, la aplicacién

estrictamente creciente:

An—l n

{0,..n-1}——  5{0,1... 1, ... n}

n

y sea _f‘:'l : C _1(X,JL) —-———»Cn(x,&) el morfismo de grupos

inducido por Frll'
Se define ahora: d: C_l_"--l (x,d4) ————-—acn(x,&)
n . _- :
a= 3 (D' F ().
. n
i=0

. 2
La comprobacién de que 4@ <= 0 es un cdlculo: es efecto si

n-1 ’ : . .
aeC (x,) vy Shael es el sfimplice X, <...< xn+ % tiene:
2 . nsl =i P i —j _ L.

(a” ) (sn+ l) =3 ("l)JFm.l(.Z_( 1) F {a)) (sml) = restricci6n

o =0 i=0
. n+l 3 j-1 i - “
.a U(xo.) de jEO(—l) (izo(—l) S a{X%p S.,” X, S... xjs ...xm_l) +

n.‘; 1 i-1 - N .
+ £ (-1) a(xos...xjs...xis...xn+l)) = 0 ya que en el suma
i=j+l
. torio anterior par.a cada simplice Xq < "';is"';(js"'xm.l apa-
recen los términos
J+i -
(-1) alxg<... %, < RJ 5...xn+1) y
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_qyJ+i-1 ~ ~
(-1) a (xq S.. X s...xj 5...xn+l).

Por tanto C* (X,4) con la 4 definida,tiene estructura de grupo
diferencial graduado y por tanto tiene sentido hablar de sus
grupos de cohomologfa. Dichos grupos serdn notado en adelante

B (X,d8).
+

Proposicién 3.1:

Con las notaciones de las definiciones anteriores, si X
tiene elemento madximo que notaremos a, entonces:

H:‘ (X.8) =0 Yn > 0.

Demostracidn:
Se reduce a la construccién de un operador de homotopia

T tal que Td + AT = I donde I denota la identidad.

Lo P T P-
pefinimos: C (X,R) ————> C l(X,Jl)
a > Tq donde Ty se define por

la siguiente f6rmula: si s es el simplice x;5...<X

p-1 p-1
(Ta) (s }y = (-1)P (xy< x_ .< a)
g el p—l Y o 05 +-» p_l_ .
La comprobacién de gque Td+ dT = I es un cdlculo inmedia-
to:
(Td+dT) (o) (x4 <...< xp) =(—l)p+l da (Xg S. - xps a) + restriccién
P i -
a U(xo) de ¥ (-l)l Ta Xy - .- X, <...% ) = restriccibn a
i=0 p
p- i+p ”
U(x,) de (-1) (Xg <-.-X.,<...X <a) .
o 1 p
i=0
1, i - 1
+(—l)p* (E (-1)" a(Xgg .-+ ¥, € ... X_ < a) +(—Dp+a(>5s---sxig)=
i=0 1 P

=0 (X< -sxP) .

La existencia de dicho operador de hopotopia, asegura que
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VnE-O,un n-cociclo es un n-coborde y esto demuestra la pro-

posicién.
Notaciones:

xt designard el conjunto de los simplices de orden p de

X que son aplicaciones estrictamente crecientes: es decir

+ . :
s X, si s6lo si s_: ——————ee X
p € ¥pstY p’ %p

{0...;:}___—>x0<x1<...<xp

Si s X s X* se dice que s_ es un simplice degenera-
pepypép q P P g

- + :
do. CT (X,R) = (a c_(X, ) (s.) =0 -Vs X designa
P fa e %p lalsg p?%p} N
el conjunto de las cocadenas de orden p que se anulan sobre
los sfmplices degeﬁerados de orden p.

Por Giltimo, dﬁ(x,&) designard el grupo graduado

>0

(c®? (x,2)
+ ‘p

Proposicién 3.2:

Con las notaciones anteriores:
1/ * (X, ) es un subcomplejo diferencial de d*(x,ﬁ).
4+

P (X,), p=0 los grupos de ‘cohomologia

2/ Si notamos H
del complejo C (X,4) se verifica:
+
o
a) H® (X,4) =H (xX,R).
++ +

b) Yp=1 H® (X,4) es sumando directo de HE(X,R).
++

Demostracién:

1/ Basta ver que si g ¢ Cf—l(x,&), dd e Cf(X,ﬂ) y esto

es inmediato: si sp = (Xp<...S$ xp) ;!x; existe 0gsr <« p tal

= x
que Xp r+1°
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Entonces: (do) (sp) = restriccién a U(xo) de

N -t alx, <..- X, < .o xp) = restriccibn a U(x,) de
i=0

) r+l

r
(=17 g (x, 5...xr_15xr+ls xp) + (=1 a(xos"'xr.fx?“xs

-1
ya que los restantes sumandos se anulan pues g ¢ Cp (x,8) .
+

D = 3 bti i 3 = 0.
ado que x. xr...l se obtiene finalmente (daq) (sp) 0

0 0
2/ a) Es obvio pues C+(X,Jl) =c (x,4).

I
2/ b) Definimos: cp(X,JL) -——l-—ecf(x,ﬂ)
a —— Hp a
+

]

donde ) s gi X
(np cn)(sP ol p) i s, € Xg

]
o

(n : . +
P a) (sp) si Sp. ¢ Xp

y designamos 1 =(f ) Entohces [ es un morfismo de comple

p pz0’

jos diferenciales es decir [ 0 d = d o J. La comprobacién 28 .

un cdlculo andlogo al de 1/. L,

siig Px,a) — P (x,4) designa la inclusih na-,
+ .

>

tural se verifica Hp o ip = identidad en Cf(x,ﬂ) .
7

Puesto qué 71 e i son morfismos de complejos iferencia-
les definen morfismos:

B (X,8) P wF(x’
e

ta) s
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H*
P P P
HT (X, Q) Y (X,A)
+ : ++
a — { N, a}
1% ﬂ; o i; = identidad en HY {(X,). Esto acaba la demostracién
++
de b).

Corolario:
Con las notaciones anteriores, si X tiene elemento maxi-

mo se verifica

p> o0 #® (x,4) = P (x, W) .
o + e

Demoastracién:

Para p = 0 el resultado lo heméé‘obtgnido en la proposi-

cién anterior.

p

5i p> 0 1la Proposicién 3.1 afirma H® (X,{) = 0 y pues-
++

to qué-por la proposicién anterior HP (X,R) es sumando direc—
: ++

p

-

to de HP(X,8), se tiene HY (X,R) = o.
. ]

Lema 3.1:

) X,Sean X, X2 conjuntos ordenados con la topologia cuyos cerra
s sac el ¢ Y los subconjuntos crecientes.
1/‘Si U es un abierto de X, , los cerrados de U son el ¢ y
N -
. N

subcoiljuntos crecientes de U. .

2/ Una\splicacién © : X, ————— X, es continua si y sélo

un morf&smo del orden.

\,

bacién:

‘" es -inmediato.

{:Sea @ un mor{ismo del orden; y C2 un cerrado de X2.

r,e yecp_l(cz)"‘;\ por ser ¢ morfismo del orden: (y) s¢(x).
hY
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Puesto que p(y) ¢ ¢, Yy ¢, es creciente: g(x) ¢ €, Yy por tanto

w_l(cz) es un conjunto creciente. Esto demuestra que @ es con-
tinua.

Sea ¢ continua; x > y puntos de X, . Por ser @ continua
m-l(—T;)) es un conjunto creciente de X, gque contiene a y.

De aqui Xe o ~(p(¥)) < so(X) € (¥) ws 0(X) 2p(y) -

Esto demuestra que  es un morfismo del orden.

Definicibén3i.4:

Haces de gérmenes de cocadenas: Sea X un espacio ordena-

do con la topologfia cuyos cerrados son el g y los subconjuntos
crecientes, y A un haz de grupos sobre X.

Para cada p » O se define el prehaz sobre X:

v —>cPu, q1v n T(u(s_(0)),8)
! P
, speUp

4

v —>cPv, 2w T rUls,(0).0)

s eV
P P

donde el morfismo de restriccibn ¢ es la proyeccibén natural

uwes U D V implica U o5 V_.
P P p P

Dado que para toda familia de abiertos Ui i ¢ I se veri

fica: ( Y U,)_ = |) (U,) -~ yaguesis (A)c U U,
ier *P gjer P ‘ » ier

sp(p) € Ui para algGn i y por ser Ui abierto entonces
sp(Ap) c Ui- se comprueba fécilmente que el prehaz definido es

-un haz. En. adelante lo notaremos fp(x,&).

Por su misma definicién ‘€p(X,&) P > 0 son haces "flasques
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Se definen andlogamente los haces €p(X,&) que también
+
son "flasques".

Teoxema 3.1:

Sea X un conjunto ordenado con la topologia cuyos cerrados
son el ¢ y los conjuntos crecientes; y A un haz de grupos so-
bre X.

Si HP(X,&) P = 0, denotan los grupos de cohomologia de X

con valores en el haz £, se verifica:

1P x, 0 = 8P x.2) =8P x.W ¥V p= 0.
+ ++

Demostracién:

1/ Los haces (ep(X,ﬁ))p> constituyen una resolucién

0
"flasque" del haz f . En efecto:
a) la diferencial d de los complejos (Cp(u, R1oY) 0
' Pz
i . P q P+l
define un morfismo de haces: € (X,R) —— , ¢ (x,4), p=0,

que seguiremos notando d.

b) definimos g: f ——5 €9(X, 1) de la forma siguiente:
[¢]
rw.8) = £, ——elf ) eC (U, ]U) donde si x ¢ U
s(fu)(x) = restriccibn de fu a U(x).

c) la sucesién de haces:

0 — s g & _,9%(x,8) __LE‘ (X, 8) e ee

es exacta ya que pasando a fibra,para x ¢ X se tiene:

0 r(Ux).0 s’ (U, 4] Ux) 2 ¢ (xR Ux))—

éuya exactitud gueda asegurada por la Proposicién 3.1 y por el

hecho de que Imag ¢ = Ker d. Justificamos este dltimo hecho
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si g € c (i), R U(x)) es tal que dg = O,entonces para todo

par de puntos X5 < X, de U(x) se verifica:

0= (da) (%, < %) = restriccién a Ulx,) de (a(%)-a(xy))

y esto es equivalente a: o = g(fu(x)) donde
fU(x)(y) = o (y) ¥y ¢ U(x).

2/ La primera igualdad resulta ahora del hecho de que

rx,efx.a) = .
3/ Para demostrar que Hp(x,ﬂ) = HP (X,2) se comprueba de
++

manera andloga que los haces (EP(X,ﬁ)) o constituyen una re-
+ P>

solucién "fasque" del haz M. La exactitud de la sucesi6n de

haces resulta aqui del corolario a la Proposicibn 3.2.

Nota:
En particular, el teorema anterior generaliza el resulta-
do del corolario a la Proposicién 3.2 en el sentido de que la

hipbtesis de que X tenga elemento médximo es innecesaria.

Corolario:
Con las notaciones del teorema anterior; si & es un haz

"fasque", el complejo de cocadenas (Cp(X,Jl))p>o es aciclico.

Comprobacién:

Es obvio pues si Jf es "fasque" HP(X,&) =0 Yp> 0.
Teorema 3.2:

Sea B un reticulo tal gque todo ideal es principal y de
dimensién de Krull finita.

t im > A < di A.
Entonces dim Specp = 1mk

Demostracién:

Si todo ideal de A es principal, todo filtro de a* es pri:
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cipal y entonces por el corolario a la Proposicién 1.11, Specp A

es un conjunto ordenado con la topologia cuyos cerrados son el
¢ Y los conjuntos crecientes.

Por tanto,para todo haz de grupos A sobre Specp A se

verifica:
n n
H (Spec RA,f) = H (Spec A&a,R) ¥n=o0.
P ++ p
Pero si n>-dimk A — por el Lema 1.3 — todo simplice de orden
n de Specp A es generado y por tanto " (Specp a,8) = 0. Esto
++

demuestra la proposiciédn.

Nota:

El Teorema 3.2 engloba el caso de los espacios finitos
Ty-separados y el caso de los espacios duales de espacios es-
pectrales noetherianos.

Ejemplo 3.1:

Sea X un conjunto ¢ue consta de 3 puntos Xx,, X, X, con

la relacién de qrden: Xy <Xy, X3 <X con la topologia cuyos

2
cerrados son el g y los subconjuntos crecientes:

X5 /*z

Por el Teorema 3.2 dimX < dimk A = 1 donde A es el reti-

cuiovde cerrados de X. ‘

vVamos ahora a construir un haz de grupos sobre X cuyo
primer grupo de cohomologia sea no nulo. Esto demostrard que
dim X = 1 y que por tanto la cota del Teorema 3.2 no es mejo-

rable.
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Sea Zx el haz sobre X, definido:
3

X 0
U(x,) ——— —> 0
U(xz) -0

U(xq) =Xy —————-—> % COn los morfismos de

restriccién evidentes.

N w

o}
Entonces C (X, Z_ )} =
+ X

)] 2 =
. . r(U(xi_,, zx) I(xg, Z ) Z.

1 3 X3
Dado que los l~simplices no degenerados de X son

s, =(xg < %) ¥y s'=(x, < x,) se tiene:

1 3

1 _ - -
C+(X’Zx ) = T(U(xs), Zxa) e T (U(x3)ﬂzx3) zZo Z.

3

Ccilculamos ahora la imagen del morfismo:
0 d

c (X, Z ) c'(x.2z, )
+ Xy + X3

. o
sigecC (X, 2 ), (da )(s,) = restriccién a x de (q (x,)=a (%)) =
+ Xy 1 3 3

= Qa (x3) € Z.

(dc)(s;)=restricci6n a xy de (a(xa)-g,(xz)) =alxg) € 2.

y por tanto Imag d = (ge Cl(x'zx ) 18(sy) = g(s)}.

1 V4 z z Zz ~
De aquf H (H, Zx Y = ® = ® - 2Z,donde p denota
++ 3 Imag d A
la diagonal de Z ¢ 2. ‘
El Teorema 3.1 asegura ahora H1(X,Z¥ ) = 2.

3
Ejemplo 3.2:
Sea X un conjunto con 5 elementos Xyo X0 Xygo Xy *g con

.

la relacibén de orden: X < X,, X, <Xy, X3 <X, Ky < Xyi dota-
do de la topologfia cuyos cerrados son el ¢ y los subconjuntos

crecientes:
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Por el Teorema 3.2 dim X < dimk A =2 ,donde A es el

retfculo de cerrados de X.

Vamos ahora a demostrar que todo haz de grupos f sobre
X tiene grupo 2 de cohomologfa nulo. Esto demostrarid que el
resultado del teorema 3.2 no se puede refinar en el sentido de
gue valga la igualdad.

Simplices no degenerados de orden 1, de X: s: ={(Xs5 < X, )

s2=(xg<x, ), sP=(xg<x,), sf=(xs<xXy), X7=(x4<xy), sf=(x,4<%;) .
Simplices no degenerados de orden 2, de X:

1=( ) 2= )
sz—x5<x4<x1 82—X5<XA<X2

Por tanto:

cl(x;&t) = Txg, Q) @ (%, )07 (x5, 2)6T (X5, 2)ST (U (x4) ,2)@T (U(x,) o)
ci(x,a) = x50 8 Plxg.0).

Vamos ahora a comprobar que el morfismo:
1 d 2 . A
Cc (X, ) ——— > C (X,1) es epiyectivo.
+ + .

. . . ,
En efecto si g ¢ C?(X,&) definimos g ¢ C*(X,ﬂ) por . las
+ 4

. T 4 a 5 [
igualdades siguientes: q(s,) = al(s,) =als;) =qls;) =0

—s(s;)

als])

als?) = - g(s?)
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y ahora es inmediato comprobar que da = B.
Esto demuestra que H (X,8) = 0 y por el Teorema 3.1
++

2
H (X,8) = 0.

COHOMOLOGIA DE ESPACIOS NOETHERIANOS CON VALORES EN UN .HAZ.

Teorema 3.3:

Sea A un reticulo tal que todo filtro es principal. Si

dimk A = n, existe una familia filtrante, respecto a la in

clusién natural, de reticulos finitos Ai c 3 1iglI,tales que

A = li@ ind Ai y dimk Ai < n Vie I.
leI
Demostracién:

Por induccidn sobre dim.k a.

Si dimk A = 0, por el corolario a la Proposicién 1.5, A

es un retficulo de Boole y manifiestamente es limite inductivo
de sus subreticulos de Boole finitos.

Sea dimk A = n y notamos p el ideal de A generado por
los dtomos de A. Por la Proposicién 1.7 1la/, Specp A/p :.SpecpA

- SPeCM A y por tanto dimk A/p = n-1. Por Gltimo la compro-
bacién de que todo filtro de A/y es principal es inmediata.

Sea ahora Ai - B un retficulo finito; y notamos por Ai el

reticulo ¢ A/p, imagen de Ai por la aplicacién canbnica:

QR G A

Por hipétesis la inducci6bn existe un reticulo finitoe Ej
tal que ii o)

j c A/p y dlmk Aj < n-1.

Sea Bé una familia de antiim&genes por p de ﬁj, que con-

tenga a Ai; y Aé el reticulo generado por Bé' Designamos por

Aj el reticulo generado por Aé y una familia finita de &tomos
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de A de manera que Aj/pnAj jad ATJ..—La existenci de tal familia finita

de fitomos estd asegurada por la finitud deAj’,— Dado que pnAj no inter

seca mids que a filtros maximales de Aj, por la Proposicién 1.7
la/:
dai A<l di a./ 1 n=-1 = n.
mk 3 + “Lk 3 Ajﬂps +

Dado que Ai - Aj' esto demuestra que todo retfculo finito

de A estd contenido en unretiulofinito de dimensién de Krull<n
y esto acaba el teorema.
Finicién 3.5:
Sea A un reticulo tal que todo filtro es principal. Sea

Ai ieI una familia filtrante — respecto a la inclusibn
natural— de retficulos finitos contenidos en A tales que

A= lim ind Ai .
il
Si A, ¢ A, notamos ¢,, : X, ————» X. la aplicacién
i 3 ji j i i
continua epiyectiva inducida entre espectros; y por
@i ° Specp A ——>Xi la aplicacién continua inducida. entre

espectros por la inclusién natural de Ai en 4.

L& hipétesis anteriores son eguivalentes por la Proposi-
i .9 decir e Spec A = lim pro X. donde los X  son
cién 1 a decir qu pe p proy i <5
mji

espacios finitos y los ¢.. aplicaciones continuas epiyectivas.
. ji :

Sea f un haz de grupos sobre Spec_ A; notaremos ¢, 2 el
. P - i
¥*

haz imagen directa de { por la aplicacién:
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: 8 A ———— s X .
®y* PGy v i

®

Para cada p = O si X] ____23;«_—+ X definimos:
P Vi p
X, gy ) s (X, )

1 J

¥* 3+

U .- dond
a —_ wlj a onde

.3 iy - .
si s : - s X., (y.. a)(8]) = restriccién a
P Ap ] wl] P

-1 j 3
5 U(SP(O)) de q(mji o sp).

Indicamos brevemente cual es el sentido de la restriccién

anterior:

3 3 -1 3
a(wji o sp) € P(U(cpji o sp(O)). wi;Q) = rlop; U(@jio sp(O)),ﬂ)

RS I | j
= Tlo] (@3 Ulpy; © 92(00).8)).

Por el Lema 3.1 2/ 954 es un morfismo del orden y de aqui

se comprueba inmediatamente gue wji Ulep. l0 s (0)) o U(s;(O))

Por tanto la restriccién anterior,es el morfismo de restriccién
- -1 i .
del haz 3 del abierto m.l (p,; Ulp,. © 87 (0)) al abierto
J 31 J1 P
_l o]
0 U(s)(0)).
3 14
Se comprueba inmediatamente que los morfismos wij veri-
fican las condiciones para que tenga sentido pasar al
c . p
lim in@ C (X., o, & ).
—_—_— 1 1
*

Proposici6n 3.3:

Q..
Para cada p > O y cada par Xj —3r X. el diagra
1
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ma:

P ..
C (Xi' cpi*.ﬂ.) *wl__]_____ CP(Xj, cpj A )
¥*

Bel Vi p+1
c (Xi;cpi*ﬂ ) i P gy A

3*

es conmutativo.

Comprobacién:
o 3
Sea g ¢ C (Xi, ¢i*ﬂ )y sp+l' Ap+1 —_— Xj

{0,1... p + 1} —— > <. ..SX

Entonces: ( wijo d) (a) (82 ) = restricci6n a w;lU(s; 1(0)) de
-

P+l
ao (g..o sj ) = restriccién a @TlU(sj (0)) de
ji T p+l j P+l
p+l( l)k ( . —~ - )
- oo . P
il G051 T Srr @5 M Seer @5 ¥y

3 _ c -1 3
{d o wij)(q)(sp+1) restriceci6n a @5 U(Sp+1(0)) de

p§l‘ ( k ' - . _ e
1) (s a) (%o <..e <... X ,) = restriccién a

k=0 13 " P+l .

el (0)). ae's (-1 oo 9 )
. Ul(s . de - Xy Seee@, X LesasiX

®3 P+l kio EAS PN P57 P57

Corolario:

: . p . . .
(llyi%nd C (Xi’ w%*ﬂ.))p;:o es un complejo diferencial de
1)

P+l
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cocadenag, cuyos grupos de cohomologia que notaremos

Hp(Specp a,), p= 0 verifica:
+

P - . . P
H (S a, =1 d H (X,, o.
+( pecp ) im in +( PN

wij 3*

K’)

comprobacién:

La proposicién anterior asegura que

( lim_ind Cp(xi, ®; a4 es un complejo de cocadenas,
St P

> =0
Yij
1imite inductivo de los complejos de cocadenas
P
C (Xi, cpi*& ) -
Es conocido — ver por ejemplo E. Godement: Topologie
algebrique et theorie des faisceaux, pg. 21 — que en esta

situacién se verifica la conmutatividad de la cohomologia
con el lfmite inductivo.
Lema 3.2:

En las condiciones de la Definicién 3.5 se verifica:

1/ Si U::Specp a - (C), es un abierto de Specp a,
U = Specp A/(d) donde (c) denota el ideal generado

por c: y todo filtro de A/(c) es principal.

2/ U = lim proy ®; U
P
c0ﬁgrobaci6n:
1/ se sigue de la proposicién 1.7 la/.
2/ es obvio pues Specp A = lim proy X.l .
wji :
Lema 3.3:

En las condiciones de la Definicién 3.5, si Ai - A,
Cyr Cp € Ai Yy cpi:Specp A ———————>Xi es la aplicacién induci

da por la inclusién natural, se verifica:
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1/ cpi(c1 +Clg = @;(cy)g U cpi(cz)O
2/ gileq - ) =0 (c)o N ®; (),

3/ cpi(sPeCp A “(Ck)o) = Xi— cpi(ck) k =1,2

Comprobacién:
Inmediato a partir del siguiente hecho: si c ¢ Aic:A

i i . .
entonces @i(c)o = (¢}, ,donde (c); designa el conjunto de los
filtros primos de Aj que contienen a c.

Lema 3.4:
En las condiciones de la Definicibén 3.5 si x ¢ U donde

U es un abierto de SpecP A, existen Ai c A finito y xg Ve U
donde V es un abierto de Specp A, tales que ¢iV es el minimo

abierto de X; que contiene a wi(x).

Comprobacién:
Sea U = Specp A - (c)y. Sea Aic A un reticulo finito tal

dgue c ¢ Ai.
Por el lema anterior ¢iU es un abierto de Xi tal que
N U =u.
®i Py
Sea U(cpi x)}) el minimo abierto de Xi que contiene a @i(x).
Puesto que @i(x) € o, U y este es abierto: wi-U:>U(wi x) .
-1 .
Si ahora designamos V = ¢, U(mi(x)), xeVy o, V=Ulp, (x))
i
y por tanto V verifica el lema.

Definicién 3.6:

Con las notaciones anteriores, si U o> V son abiertos

de SpecP A definimos, el morfismc de restriccibn:

n
Vpzo cPu, o (R]0) — > Cp(cin,cpi*( 21V))

a —>1Ia donde sf
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sp(AP) ce; Vo oy u, (Ha)(sp) = restriccibn a

ol Uls_(0)n vV de als ).
i P p

Nota justificativa:

a(SP) € F(U(SP(O)) nu. wi* (| U)) donde U(sp(O)) es el
minimo abierto de xi que contiene a sp(O). Es claro que el mi-

nimo abierto de Ui que contiene a sp(O) es U(sp(O)) n Ui'

Lema 3.5:

Con las notaciones anteriores, Yp > 0, cada par:

Xj.__gii___+ X, y cada par de abiertos U 5 V de Spec, A el
diagrama:
Cp(m. U, @, (] U)) ~——i£1—+ Plo. U, o, (20
1 1 J 3
3 s
n Il
P wi' P
Flp, v 9, (2] V) 323 .c (05 V- ®y (R VD)
* s

es conmutativo.

Comprobacién:

P

Sea c . U, o, U s_( . V. Entonces:
a e (5 wl* (R1U)) vy P Ap) < oyt
(nowij)(a)(sp) = restricecibn a m;l U(sp(O)) n v de

s -1
.- = t cién a . Ul(s_(O v d o s
(¢1] u)(SP) res rlC_l na oy ( p( ¥ n e a(cpji p)
-1
.- = striccién a U(s_(0)) vV de
(wl]on)(a)(sP) restri n wj ( p n

-1
( Y(p.. 0o 8 ) = restriccibn a o. U(s _(0)) nV de g o s.)
Ta’?l®5: © % ®3 P %5 " %p
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Definicién 3.7:

Pre-haces de gérmenes de cocadenas sobre Spec Aa:
P

Para cada n > 0 definimos sobre Specp A el prehaz:

Spec A > U — lim ind iy U mi*( 2] u))

(V) hii
. . n
Specp B SV s 11$ ind, ¢ (@i v, mi* (R]un
ij

donde el morfismo de restriccién que seguimos notando n. se
define a través de representantes: N{a} = {Ia}. La proposgi-

cién anterior asegura que esta definicién es correcta.

Proposicién 3.4:

Para cada n > 0 el prehaz definido en Defindicién 3.7 es

un haz "flasque" sobre Specp A que notaremos ‘€n(Specp a2, .

Demostracién:

Puesto que todo abierto de Specp A es cuasi-compacto,
basta comprobar las dos condiciones de haz para uniones fini-
tas de abiertos.

n
Sea U = u* donde u* = Specp A - (¢ ) son abiertos
k=1

de Spec A.
p

Si A, < A es un reticulo finito tal que ¢ € A, k=1l...n,
entonces el Lema 3.3 asegura: )
(W), k=1.: abiertos de X -1 ok ¥
®; , k=1l..n son abiertos P Yo o =
n
9, = U o, 0
k=1

r
wi(Ur) n mi(Us) = @i(U ) US) r,s =1,...,n
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Sean ahora {a4}. {a,} € .lim ind C'n(cpi U,wi (4] v

—_———
b o
ulJ *
s s k s s
tales gue sus. restricciones a cada U, k=1...n coincidan.

Es obvio t A = lim i )
vio que puesto que im_ind i se puede hallar

Af: A tal que ¢, ¢ Ai' k =1,...,n; y representantes

k

n
ais as de {ay}. {ap} en C (@i u, @5 (ﬂj U)) tales que sus

*
restricciones a cada wiUk, k = 1,...n coincidan.
-1 k k . .
Dado que o @5 U =0 k =1,...n se comprueba inmedia

k
tamente que los haces sobre ¢, U : o, (2] Uk) Y
3

k . : A
®; (8] v | ®; U son igomorfos. Esto permite considerar a;:a'
2
&

3
n

como secciones del haz ¥ (wi U, o, (S} U)) tales que sus
*

. k C .
regstricciones a Qs U, k =1,...n coinciden. De aqui a; =q'
2

y por tanto {a4} = {az}'
La segunda condicién se comprueba de manera andloga. Por

tanto, ¥n> 0 el prehaz sobre Specp A de la Definicién 3.7
n -
es un haz que notaremos 14 (SpecP A,dq).

La progosicién quedard totalmente demostrada si compro-

bamos que ‘ﬁu(Specp 3,2 ¥Yn= 0 son haces "flasques" o equi~-
valentemente, si para todo abierto U de SPecp A el morfismo

de restriccibn

: : n . . n
m: lim ind C (X;, o A ) ——1lim ind ¢ U, @; (4] v)
Wi' ) * ¥ 3
J 1]

es epiyectivo.
La comprobacién de este hecho es como sigue: sea

{a} ¢ limﬁiﬂgacn(wi U, o (J1|U)?. Por el Lema 3.3 existe

wij i



100

un reticulo finito Ai < A tal que ®; U es un abierto de Xi

1 n
Yo" o, U =U. Sea qa' € C'((pi U, @i* (k] U)) un represen-~

tante de {a}-

n
Definimos ahora g ¢ C‘(Xi.wi A) de la siguiente manera:
58

it

g (sp) a'(s,) si sn(An)ccpi U

=0 si s (8 )de; U.

La definici6n anterior es correcta, Ya que por ser @, U abier
to de Xi, si Sn(Ah) c o, U entonces U{s,(0)) @, U y de aqui:

-1 -
®; U(sn(0)) cpil @, U=1U. Esto asegura que

a'(sp) e p((pzl U(sp(0)),R). Es ‘inmediato atora que I =a'
y por el Lema 3.5 se sigue: f{g}={a}. .
Teorema 3.4:

Sea A un retficulo tal que todo filtro es principal. Sea

Ai igI una familia filtrante — respecto a la inclusi6n na-
tural — de retficulos finitos contenidos en A tales que

A = lim ind Ai .

ieglI
n
Sea A un haz de grupos sobre Specp Ay H (Specp AL,HA)
n > 0 los grupos de cohomologia de SpecP Aconvaloresen { .

con las notaciones del corolario a la Proposicién 3.3 se

verifica:
n n
Vn> 0 H (Spec B, 4 ) = H (Spec_ A, f) =

I n
= lim ind H+(Xi' 9, AR ).

wij 3*
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Demosgtracién:

1/ Lema previo: para cada n = 0, cada Ai y cada par de

abiertos U o V el diagrama:

1
Mo, U o, (2] 1) — 2 Mg, UL 9, (41 D)
3*
I T
d
oV oy (A V) T g Vg, ()W)
F

#

es conmutativo.
La comprobacién se omite por ser andloga a la de la Pro
posiciébn 3.3.
La conmutatividad del diagrama anterior, junto con la
Proposicién 3.3, permite definir un morfismo de haces:
<:'l'n e+ 1

e (spec, A.,8) (spec 2.0

2/ Definimos un morfismo de haces: ﬂ-—fL—aEp(SpecpA;ﬂ)

de la siguiente manera:

si £ ¢ I(U,Q) e(£)) = {a} dondeaeC’® (g; U,cpi*(\ﬂ.\ )

-siendo @, U un abierto de X, tal que m;l p; U= U- esta de

-1
inida: si . U, )= iccid U(x.) d .
finida: si X, €0, U q(xl) restriccién a v, (xl) e fu

3/ Teniendo en cuenta la Proposicién 3.4 el Teorema

quedard demostrado si comprobamos que:
0 1

4
0 —> f _.E__) eo (Specp A, R) ——-——)d € (Specp A,uq.)——,bd eee s

~

es un sucesidén exacta de haces. LN
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a) Ker ¢ = 0. En efecto si fx e A es tal que g(fx)==0
x
existe fu e '(U,&) representante de fx tal que z(fu)==0. Por
la definicién de g, entonces la restriccif6n de fu a cada
-1 _ -1
@5 U(xi), X, € o U es cero; dado que U= U o U(xi)
€
xi wiU
entonces fu = 0 y de aqui fx = 0.
o
b/ Imag € = ger d .
) o :
Sea g, € € (SpecP A,ﬂ)x tal que d 9.~ 0. Entonces exis

. ~1
t U, X, tal .U . . = U;
e X ¢ un N que ®; es abierto de Xl )4 wl wi U u

v o € co(mi U, 9; (4] U)) tal que (a} es un representante de

Eia

Gy

]
g Y dg = 0. En esta situaci6n, se vi6 en el Teorema 3.1 que
X

o define una sedécién o' del haz o, (£} U) y por tanto
3¢

-1 - A
a’ gr(¢i U,f). si fx € ‘Hx es el germen definido por o' se
comprueba inmediatamente gue E(fx) =9, lo que demuestra:

0
Ker d o Image .
El contenido en el otro sentido, se comprueba inmediata

mente.

¢/ Imag dn-l = Ker a" Vn>1
- n
Imag d'n 1 - Ker d es obvio.
Sea ahora £ e B ( A,%) tal que d f_= 0. Por el
a ahora A, = 0.
e x x € specP x q x
Lema 3.4 existe un abierto x ¢ V de Specp A, un Xi tal que
.mi V es el minimo abierto de Xi'que contiene a wi(x) y
- CI%ei v, 0 (R| V)) tal que (g} es un representante de

fx y d%g =0. Puesto que Py V esun.orden con elemento- m&ximo
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la Proposicién 3.1 asegura la existencia de

n n
B eC 1(@1 v, wii(&w V)) tal que ¢ g =a- Si ahora nota-
3

mos gxeep‘l(specp A,Jl)x el germen definido por (g} es obvio

que djhl Iy = fx lo que demuestra que Ker dn < Imag dihl.

Teorema 3.5:
Sea A un reticulo tal que todo filtro es principal y

dimk A = n.
Entonces: 1/ dim Specp Agn

s ¥*
2/ dim Specp A'gn

Demogtracibn:
1/ Por el Teorema 3.3, A = lim ind Ai donde los Ai son
reticulos finitos tales que dimk Ai < n.

En estas condiciones si Xi = Specp Ai, obtenemos a partir

de los Teoremas 3.4 y 3.1: para todo haz dé grupos { sobre

Spec_ A:
P P
aq L. q ‘
H (Specp A,R) = lim ind H (Xi, ®; 2 ) VYg=0
wij *
El Teorema 3.2 afirma ahora que
q
= = i A,
H (Specp 3,R) 0 Va > n dim,

2/ Ver nota al Teorema 3.2.

Lema 3.6:
Sea X un espacio noetheriano y A su retficulo de cerrados.

Sea X — > > Specp A la inyeccién natural definida en la Pro

posicién 2.1.

Si U es un abierto de Specp A, U es el minimo entorno de

Un iX en Specp A.
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Demostracién:

Usaremos el siguiente abuso de notacién: escribir X en

vez de iX.

Por las Proposiciones 2.4 y 1.11,todo abierto de Specp A
es de la forma Specp A - (d), con dga.

Es iﬁmediato comprobar que (Specp A - (d)g) P X=X - 4d.

Supongamos ahora que existe ¢ ¢ A tal que :

Specp A - (d)g o Specp 3 - (e), X -4

La 12 inclusién asegura (d)o c (c)0 > C > 4.

La 22 inclusién asegura: si x ¢ 4 ix = ?& ¢ (c),«—>x £ c
y por tanto c ¢ d. De agqui c = d lo que demuestra el lema.

Proposicién 3.5:

Sea X un espacio noetheriano, 2 su reticulo de cerrados

y £ un haz de grupos sobre Specp A.Se verifica:

r{u,q8) =r{Un X, { X), para todo abierto U de Spec A,

Demostracién:
Definimos el morfismo de grupos:

FUL) — s rUa X 8 X

g ————3 pl{s) =8|UnX
1/ ¢ es invectiva: Sean 8,: 5, ¢ 7(U,q) tales que

¢($1) = w(sz)‘ Dado que si dos secciones coinciden en un punto,

coinciden en un entorno; y que U es el minimo abierto de SpecpA

2

que contiene”’a U n X - lema 3.6 - se sigue: s, =8

2/ ¢ es epiyectiva: Sea 8' ¢ '(Un X, & X). Si xegUnV

existe un abierto x ¢ V(x) de Specp A y una seccién
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sxe r{vix),8) tal que sx(x) = g'{x). Por tanto las secciones
sx}V(x)r\X y s'|V(x)nX del haz. {1|X coinciden en un cierto

abierto W(x) N X c V(x) n X. Por abuso de notacién segquiremos

notando s_ a s_|W(x).
x X

La situacién es ahora la siguiente: para cada x ¢ Un X

existe un abierto x e W(x) de Specp Ay sx e r{w(x), £) tal

@esﬂwm)nx=swwm)nx

Por el Lema 3.6 U = |J W{x) y dado que es cuasicompac
x ¢ UnX
n
to, existen x1,...,xn e UNn X tales que U = |y w(xi). Las
i=1

s, € P(W(xi),&) definen ahora una seccién ser(U,ﬂ):s]W(xi)=sx
i - i

Lo s AW (x. - ) .
ya que por definicién sxi]W(xl)n (xj)nx slew(xl)nw(x])nx

i,9 = 1...n; y por 1/ s_ |[W(x )nW(x.,) =s_ |W(x )InW(x.).
X, i J X. i 3
1 J
Corolario:
Sea X un espacio noetheriano, A su reticulovde cerrados
y & un haz de grupos sobre X. Si i designa la inyeccién na-

tural de X en Specp A se verifica:

id] x =8
*

Comprobacién:
Todo abierto de X es de la forma U X donde U es un |

abjerto de Specp a.
Entonces: ['(U n X, i*Jll X) =P (U, i_)‘ﬂ) = r(unx, A).

Teorema 3.6:

Sea X un espacio noetheriano, A su retfculo de cerrados
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y A un haz de grupos sobre Specp A. Se verifica:

H"(spec A.f) = H'(X, 4| X)  Vnz 0.
Demostracién:
. 5 4
Sea 0 — A R A e una resolucién

"flasque" del haz f.

0 1
Es bien conocido que: 0 ——>A| X —> & | X -8 | X

sigue siendo sucesién exacta.

La Proposicién 3.5 asegura:

a) los haces ﬂ} | X son "flasques”,

b) Al tomar secciones en la resolucién de .H.y en la re-
soluci6én de X| X, se obtiene el mismo complejo diferencial.
Esto demuestra el teorema.

Corolario: _

Sea X un espacio noetheriano, A su reticulo de cerrados
y & un haz de grupos sobre X.

Se verifica: anx,ﬁ) = Hn(specp a, ;x<ﬂ) Vn> 0.

Comprobacién:

Inmediato a partir del teorema anterior y del corolario

a la Proposicién 3.5.

Proposicién 3.6:

Sea X un espacio noetheriano. Se recuerda que para un
tal espacio, dimk X designa el extremo superior de las longi-
tudes de cadenas finitas, estrictamente crecientes,de cerra-
dos irreducibles de X. '

Si dimk X es finita, se vérifica: dim X < dimk X.
Demostracién:

Sea A el retficulo de cerrados de X. El teorema 3.6 y su

corolario afirman que dim X = dim Specp A. Dado que

dimk X = dimk A — como se comprueba fécilmente — el Teorema
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3.5 demuestra la proposicién:

dim X = dim Spec - A < dim- A = dim_ X.
im 1 pecp < Klk lﬂlk



APENDICE: UN RESULTADO SOBRE LA COHOMOLOGIA DE ESPACIOS

COMPACTOS CON VALORES EN UN HAZ.:

Este apéndice da el teorema de "igualdad" de los grupos

A A -
M cuando SpecM es un re

de ccohomologfia de Specp A y Spec
tracto de Specp A;y por tanto como corolarioc la igualdad de
sus dimensiones cohomol6gicas.

Esta situacifén es aplicable a los espacios compactos en
el sentido: si B es un retfculo, base de cerrados de un compac
to X,se verifica dim X = dim Specp B.

De aqui, si el Teorema 3.5 1/ fuera generaldzable a un re

tfculo cualquiera, y por tanto dim Specp B < dimk B se habria

obtenido como cota para la dimensién cohomolfgica de X, el
extremo inferior de las dimensiones de Krull de los reticulos
bases de cerrados de X.

Seflalamos las dificultades que una tal posible generali-
zacién encuentra:

1/ La resoluci6n de un haz R dada en el Teorema 3.4 no
es vdlida aqui, ya que al no ser todo abierto cuasi-compacto
los pre-haces de la Definicién 3.7 no son haces. Esta dificul-
tad tal vez pudiera obviarse tomando Spec_ B = lim proy X,

P iglX .
donde Xi fueran espacios espectrales ordenados — en el senti
do del Capftulo III —.

2/ Supuesto que la cohomologfa de B fuera entonces 1li-

mite inductivo de las cohomologias de los Xi = Specp Ai
quedarfia por ver que si dimk B = n, existe una familia cofinal

J c I de los Xi i ¢ I tal que dimk Aj <=n V jeJ. El razona
miento seguido en la demostracién del Teorema 3.3 es manifies-

tamente no aplicable a este caso general.



Teorema 4.1:
Sea A un reticulo tal que SpecM A es un espacio Hausdorff
y denso en Specp A. En estas condiciones la Proposicién 1.14

asegura que la aplicaciébn:

i
—_— >
Spec_ A SPecM A

[ | yp = finico filtro maximal que
P

contiene a Fp; es un retracto de Specp A. Sea £ un haz de
grupos sobre Specp a.
Se verifica:

n n
H(Spec  B.R) = H (Spec, B, n, ¥V nzo.

Demogtracién:

0 1 2
Sea 0-— R > > R \4 ... una resoluci6n

"flasque" del haz & .

0
1/ La sucesi6én (1) 0—o> ]'[*J{——> T[*ﬂ _ H*ﬂ -

es una sucesi6én exacta de haces: para verlo basta comprobar que

si x ¢ SpecM A entonces (n*ﬁ)x = J?x y esto resulta de lo si-

guiente:
a) Si Ui(i ¢ I) designa la familia de entornos abiertos
de x en SpecM A, entonces n—l Ui(i ¢ I) es una familia cofinal

de los entornos abiertos denx en Specp A. En efecto sea ,

X g V= SpecP A - (alg ¥ ze¢ q_l(v n sPecM A);entonces

n(z) e Spec, A - (a)? o equivalentemente: a ¢ ptz). Por la de
finici6én de 1 : z <« l(2) y por tanto z ¢ Specp A -~ (a)y. De

-1
aqui 7 (V n Specy, A) ¢ V y esto demuestra a).
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De aqui = 11 ind U., =
q (nﬁ_&l)x ,J-_M_,I"(i n*ﬂ)_

ngi
. . ) -1 .
= lim 126 rn Ui,ﬂ) =‘Qx' a partir de a).
xen 1U1

2/ La imagen directa de un haz "flasque! es “flasque" y

por tanto (1) es una resolucién."flasque" del haz n*ﬁ . Por

la definici6n de haz imagen directa, al tomar secciones en las

resoluciones de los haces % vy H*~R se obtiene el mismo com-

plejo diferencial. Esto termina la demostracién.
Corolario 1:
Sea A un reticulo tal que SpecM A es Hausdorff y denso en

Specp A; vy & un haz de grupos sobre SPecM A, Si i designa la

inclusién natural de SpécM A en Specp A se verifica:
n n . v
H (SpecyA,&) = H (Specp A, i R ¥ n2>o0.

Dado que [ oi = identidad, T, i* f# =R y ahora basta

X

aplicar el teorema anterior.
Corolario2:

Sea A un retficulo tal que SpechA es Haﬁsdorff y denso en
Spec_ A.
P P

Entonces dim SpecM A = dim Specp A.

Comprobacidén:

Inmediato a partir del Teorema 4.1 y del Corolario 1.

Proposgicifn 4.1:

Sea X un espacio topolégico compacto y B un reticulo ba-
se de cerrados de X.

Entonces dim X = dim SpecP B.
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Demostracién:

‘La Proposici6én 2.7 asegura que por ser X cuasi—compactbi

X = SpecM B. Dado que X es Hausdorff, B es un reticulo que veri

fica las condiciones del Corolario 2; y esto da el reﬁultado
enunciado.
Ejemplo 4.1:

Sea X el intérvalo cerrado [0,1]. Sea B el reticulo gene
rado por los subintérvalos cerfados y el . B es una base de

cerrados de X y por tanto dim X = dim Specp B.
Detallamos cuales son los puntos de Specp B: si x ¢ (0,1)

sea $x el filtro atémico definido por x. Notamos ahora:

+

¥ = filtro de B generado por los elementos del'conjunto
X .

{[r,x]\05r< x}.
?x- = filtro de B generado por los elementos del conjunto
{[x,s]jx< s<l1}.

1/ ©bviamente 'Sx+ y F%_ ~ son filtros primos.:

2/ Fx* y ?x— son los dos finicos filtros primos de B
contenidos en $x . Esto resulta de los siguiente:

a) Si § es un filtro primo tal que existen nGmeros reales
0£r<x y x<s<l, tales que [r,x} e¥ ¥ [x.8] eS"eﬁtqg
ces X ¥ . : '

b) Sx+ és un filtro primo minimal ya que B es complenta-

do y todo elemento de $x+ es no frontera.

El mismo resultado es cierto para' ?x_.

Six=0 6 x =1 entonces ¥4 contiene un tGnico fil-
tro primo: el filtro cbnstituidé por todos los elementos de
B éue contienen 51 punto x y son distintos de x. La comproba-~

cién es andloga a 2/.




112

(1) ATIYAH-MACDONALD: Introduction to Commutative Algebra.
Addison-Wesley, P.C. 1969.

{2) G. BIRKHOFF: Lattice Theory. edicién revisada, A.M.S.
Colloguium Publ. XXV. Nueva York, 1948.

{3} G. CHOQUET: Topology. Academic-~Fress, 1966.

(4) L. GILLMAN AND M. JERISON: Rings of continous functions.

- Van Nostrand, Princeton N.J. 1960.

{5} R. GODEMENT: Topologie algébrique et théorie des faisceaux.
Hermann, Parin, 1964.

(6) A. GROTHENDIECK: E.G.A. I/ Le Langage des Schémas.

Publications Mathématiqgues nQ4. Parfs,1960.

(7) M. HOCHSTER: Prime ideal structure in commutative rings.
Trans. Amer. Math. Soc. 142 (1969}.

(8) J.L. KELLEY: General topology. Van Nostrand, Princeton,
N.J., 1955.

(9) S. LUBKIN: On a conjecture of André Weil. Amer. J. Math.89

(1967) . ,

(10)L. NACHBIN: Topology and order. Van Nostrand Mathematical
Studies. 1965.

(11)X. NAGAMI: Dimensién theory. Academic-Press, 1970. .

(12)F. SAMUEL: Ultrafilters and compactification of uniform

] spaces. Trans. Amer. Math. Soc.64, (1948).
f13)R.G. SWAN: Theory of Sheaves. Chicago Lectures in Mathe-
matics, 1964. )
(14)V.G. VINOKUROV: A lattice method of defining dimension.
Doklady Tom. 168 nQ3 (19€4).
- (15)H. WALLMAN: Lattices and topological spaces. Ann. of Math.
no 42, (1941).





