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IRTRODUCCION

Dados un cuerpe X ¥y un grupo G, el anilloe de
grupo K(G] es 1a K-dlgebra libre del grupe &. El
eatudio algebraico de estos anillos fue iniciade
en 1949 por I. Kaplansky, aunque no gdquiere forma
hesta que uncs diez afios mds tarde S.A, Amiteur
publica un trabajo fundamental en el estudlio de
anillos de grupo., Alrededor de los sfics setents,
log 1ibros de Herstein, Lambek y Ribenboln incluyen
material sobre anillios de grupo,., El primer libro
que trata dnicamente de mnillos de grupo es el de
D.S., Paseman (1971) ¥y posteriormente loe de Mihalev
¥ Zalesskii {1973), ¥ el de Bovdi {1974). En 1977
sparecera el més completc tratado de anillos de

grapo debido & Pessman,

Uno de los problemss meés interesantes plantea-
dos sobre el arillc de grupo es el de determinar su
redicel de Jaccbson ¥y, en particular, conocer cnéndo
el anillo de grupo ez semisimple, Fl probleme sigue
en la mctuslidad sin reseolver, aungue reclentemente

Paasmen ha calcnlsdo el redical de Jacobeon en el



caso da que 8l grupo sea localmente resoluble, Es
probable que de este resultadc puedas derivarse:

. el caeo._genersl,

En 10 que se refiere s semisimplicidad, es
conocido que KJG] es semisimple si el cuerpo es de
caracfer{atica cerc ¥y no es aigebraicc sobre §
([10},-Th° 18.3). Parece pogible que en carec-
tor{etica coro K[G] sea siempre semisimple; eosto
dltimo es equivalente a que Q[G] sea semisimple
{ {20}, cﬁﬁp.III), Es también probable que esate
resulfﬁdo sea una consecuencia de una buena gene-
ralizecién del Teorema de los cercs de Hilbert

a loe snillos no cormuistivos,

«.  En 1963, Passman estudia las Q-representacio~
nes irreducibles y finltas de un grupe G finie
tamente generado; este trebajo constituye uns
interessnte contribueidn al problema de la semi-
pimplicidad de Q{G]. Se define el radical finito
de une K-4lgebra como la interseccién de los
nicleos &a todea las reprééentacionea irreduciblesn
de dimemsion finita sobre K. Por lo tento, es evi-
dente que el fadical finito contiene al radical de
Jacobsen ¥ que ambos.radicales coineiden si todas
las reprelsen.taciones irreducibles del élgebi‘a
son finitas, Passman [8} demuestre que el radical

finito de Q[G), donds G es un grupo finitamente



\

generado, es cero 8i y sélo si el grupo G es regi-—
dualmente finito. £l resultado de Passmen es tam-— L
bién consecuencia de un teorema de Mal ‘cev, el cusl
agegura que loe grupos lineales finitamente genera-

dos son residusimente finitos.

Esta memoria esté dietribuida en tres cepitulos,
En el capftulo I estudio el radical finito de un
arillo de grupo K[G], donds X es un cuerpo de gene—
racién finita scbre Q, ¥y & es un F,C, grupo { cada ele-
mento de G tiene s6lo un némere finito de conjuga-
d408) o un grupo radicable { pars cads enterc n = 1,
la ecuacidn x"= a tiene solucidn en G para todo ae G).
A continuacidn el interés me centra en la cuestidén de
cuéndo K[G] tieme "muchas" representaciones finitas.
Concretamente, si R{K{G]) denotm la interseccidn de
1os nucieos de todas las representacionss finitaa,
el problems es conocer cuando R{K[G]) = (0). E1
problema gqueda resuslto para P.C. &Tupos ¥ cuerpos
de generacicén finita sobre Q, Las demostraciones
que doy son directas y, por lo tanto, elementales,
El estudio del radical finite depende fuertemente
de los grupos lineales irreduciblas ¥, obviamente,
e9108 tienen una estructurs més asequible qu los
grupos lineales arbitrarios. De ahi que estudiar
las representaciones finitms, ne necesarimmente

irreducibles, presents mas dificultad.



El trabajo sigue con un teorema que debo &
Paseman ¥ en ol que se raduce el esitudio de rR{K(G]})
al siguiente probleme: dar condiciones scbre e
a fin de que sea residuslmente K-lineal, Por lo tan-
to, para obtener la estruciura de R{K[G] )} hay que
resolver, por desgracia, un problema de teoria de
grupos., E1 problema tiene gaguramente unas dimen-
siones descomnales. El capitulo termina con e jem-
ples de representaciones de grupcs nilpotentes; este
apartado esté wuy relacionado con ([13], Chap.5). Par-
te de los resultadosg que aparecsn el eate capitulo

. fueron obtenidas en [6] .

Fn al capitulo IT peso & estudiar, pars grupos
niipotentes, el problema del caracier regidumlmente
lineal del grupo; reiacionando éste con el concepto,
mis conocido, del caracter residualmente finito. En

este capitulo se mejoran los resultados de[7] .

En el capitulo ITT considero grupos nilpotentes
que residualments son grupos lineales libres de tor—
gién. Por dltimo, doy condiciones necesarias ¥y su-
ficientes sobre un anillo R & fin de que los grupos
lineal total, triangular ¥ unitriangular, de grade
n > 3 gsobre R, sean residualmente finitos. Para el

¢as0 n = 2, posiblemente ol mds diffcil, los resul-



tados son lncompletos, Una parte de estos resultados
fueron presentados a las Jornadas Matemdticas

Hispano-Lusitanas de 1977.

El material necesaric pera la lectura de 1la
memoriga es minimo, por 10 que no incluyo ningin
capitule de resultasdos previos. Los resultados de-
bidos a otros autores van accmpafiados del nbmbre
del mutor ¥y su referncis, sin demostracion. Para
facilitar l1a lectura no dby lag definiciones hasta

yue van & sor utilizadas.

Deseo expreser mi agradecimiento al Profescor
Dr. Manuel Castellet de la Universidad Autdnoma
de Barcelona, Director de esta tesia, as{ como el
Profesor Dr, Doneld S, Passmen de la Universidad
de Wiseonsin, per sus estimulos que me han inapi-
rado buene parte del trabajo. Tembién al Profesor
Dr. Brian Hartley de la Universided de Warwick,

por gu intaresante sugerencia en el capitulo ITT.

Pere Menal

Barcelona, Julio de 1977






Capitulo I

RADICALES FINITOS

Dados un cuerpo K y.un grupo G, K[G] denota el
aniilo del grupo G sobre el cuerpe K. Precisando, ca-
de elemento = € K[G] es una sume formel finita & =2a,.x,
con x ¢ G 7 e cK. La suma de elementos de K[G] se
define ebmponente a componente ¥ la multiplicaeidn ss
define distributivamente usande la multiplicaeidn
del grupe G. Usualmente, se identifica cada x< G con
1.x e K[G] y asi se obtiens une irmersidém de G en el
anille X{G] . Si H @3 un subgrupo normal de G,la pro-
yaccidn candnica ¢ ——a G/H extiende de manera natu-
rel & un epimorfismo ¢y : K(¢]— > k[6/H] . S1 B = 6,
el micleo de esta aplicacidn es tw(K[G]), 1 ideal de
‘qumentacidén de K[G] . En genersl el nucles de ¢y o3
w (E[BE] )K[G], el ideal de mumentecién de K{H]en K[G].

Sea A una K~dlgebra, une representacidn
A-__+,HomK(V,V) se dice que es finita si V es de di-
mensidn finita como K-gspacio vectoriml, Ia inter-
gseccién de los micleos de todas lss representaciocnes
finitas de A se denmote por R(A). El redical finito
£%~ R(A), siguiendo la notacidén de [8] , es la inter-



soccidén de los micleos de todes las representaciones
finitas e irreducibles de A, Es claro gue R(A) < £5-Rr(A),
En el caso de que todas las representaciones irredu-
cibles sean Tinitas, 21 radical de Jacobson J(4) coin-
cide con £ -R(A). '

Sea f una propiedad de grupo. Un grupo 3 82 llama
residunlmenta /2 si para cada 1 # x € G existe un sub-
grupo norwal K tal que xg N ¥ G/R; posee la pro-
pledad J2 , En otras palabras,'G es producto subdirac-
to de grupos gue possen l1a prepiedad . En un grupoe
G, se défine ol residua R{(G) comg la intersaccidn da
tedes les gubgrupos nermales ds indice finito em G.
ael, R(G} = (D>si y silo ei & ee residualmente finito.
Para cads sntere m>1, G- e8 el subgrupo (7 xeB) .
s claro qua mﬁ;iGm <= R(¢), §1 G ea un grupo abeliano,
ps conocido qﬁe A @ | el primer subgrupo de Ulm de
¢, coincide con R{G); sk edemds la p~torsidn de G
a5ta acotada pars cads primo p, entonces R(G} es un
grupo divieible, Utilizeré libremente las siguientes
propiedades immedimtas de R{G):

1. 5i H ee un subgrupo de G, entonces ®(G) 2 R(H).

2, St G/H es residuslmente finito, entonces R{G)< H,

3, Un producte de grupes residuslmente finitos

ea residualmente finito,



1.1, E1 redical finite de E(G].

Leme 1,1, (Wallace,{22])}, Sea & un grupo residual-

mente finito y ¥ un cuerpe. Entoncess
M w(XFDk{6] = (0),

donde la interseccidn se extiende g todos los subgrupes

normales N de indice finito en &.

Lema 1.2. Sea ¥ un cuerpo de caracterfstica csro.

Entonces
R(x[6]) < £"-R(E(G]) = w(K[R()] )K{c] .

Demostracion., Supongamos primere gue 8l grupo G
ep residusimente finito., Para cads subgrupe normal R
de {ndice finito, ses K{Gl —> K[¢/K|1le proyeccién na-
turel, G/N es un grupc finito y puesto que X tione ca=
racteristica cero, es bien conocido ({5}, pag. 538) que
K(G/N]es semisimple, as{ £ -R(K[G/N]) = (0). Por tanto
£ -R{K[6]) & M) w{KIN])K[G]. Se eigue del Lema 1.1
que £ -R(X G ) = {0). Sea ahora G un grupc arbitrario,
Entoncea, G/R{G) es xl'esidualmente finito ¥y en conse-
cuencia £ -R(K[6/R(G)] )} = (0). As{
£ -R{R[G]) = w (R{R(G)] JK[G]; puesto que, la primers
inclusion del enunciado es obvie, el lems queda demos—

trado,
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Dado un cuerpo K, se dice que el grupo G ea
E-lineal mi, pars algin enters n =1, & = CL{n,K);
donde GL{n,K) es ol grupc de unidades del anillo
de matrices M{n,K) sobre X,

Sean: § g le clase de los grupos ¥-lineunles, -
= 7 18 clase de los grupoa residuslmente
fintton,

Con esta notacidn se tiera el siguiente

Iezs 1.3. Sem K 4n cuerpo de caracteristica cero,
Supopgamoed que ' es una clage de grupce cerrads por
gocientes [a8f $ ¢ (& 7 ¥ es un subgrupe normal de G,
ertonces G/F ¢ T )} tel que £ V3¢ ¢ Ry - Enton-

son, pare ceda & = [, , e tlene
w(R{G)) = £ -r{Kicl) = w(R[R(OK[E] .

Demostracién. Tunienda en cuenta el Lema 1.2,
vagta probar wen inclusidn., Sea x & R(G) ¥
0 £ ¢:K(&} ~—— H(n,¥} una representacidén finita de
kGl ., (8} ¢ € ~ Gy ¥, por bhipbtesis, ¥(G) es
residualmente finito, For tante ¢(x) = 1. El con-
junte | l=x 3 X & R{G)}}] genera el ideal
w(E [R{6)]IK[G]. Asi (R [R(6)]IK[c] = R(R{EI).
Ejemplos de grupos gue satisfacen el Lema 1.3,

1. Low grupos Pinitemente generados(Mal’cev, [15] , Th.4.2},



2. Los grupos de torsidm {si K=Q) ([15], Th. 9.33).

Corclario 1.4.

{1) {Passman [ 8]). Sea G un grupo finitemante
generadc y K un cuerpo de caracteristica cero, Eantences,
£”-R(E{G)) = (0) si y B6lo 81 G es residualmente
finlto.

{2) Sea G un grupo de torsidn. Entonces,
£"-R(Q[61) = (0) si y 3810 81 G es residualmente fimito.

El resultadc obienldo en el Lema 1.3 no es cierts
pars un clage de grupos arditraria tal como Be verd

en o Jemples posteriores.

Un grupe G se dice que es un F.¢, grupo si cada
elemento de G tiene 8élo un mimero finito de conjuga~
dos. Alzgunasg propiedades de F.C. grupos pueden veree
en { {10, pg. B1).

Fn el Teorema 1.5 utilizard ([-1’5] . Cor 5.6) que
los F.C. grupos K-linealea son extensidn finite de

8u centro,

Toorema 1.5, Sea K un cuerpo de caracteristica
cero tal que los grupos multiplicativos de sus exten—
siones finitas son residuslmente finitos y sea G um
F.C. grupo. Entonces

£"-R(K[6]) = w (K [R(6)] )K[e]. .
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Demostracién, Sea ¢ : K[G]—>4 una representa-
cién irreducible y finita de X[Cl. @ (G) es un F.C.
grupo E-linezl y por tante el centro de ({?(G} Jdenota~
do por Zl(tf(G))'tiena {ndice finito en #{G). Sea
B la K-subslgebre de A generadas por zl(?(c)). Yoy a
demestrar que B e2s semisimple, En efecto, ya quo

B es central en (P(K[G)), se puede escribir
3(B) p(R[61) = PLRIGNIB);

puesto gue A es upa X~dlgebra de dimensidr finitse,

B tambidn, Entonces J(B} e= un ideal de B nilpotente.
Se deduce de la ultima igusldad que J(B) ¢ (K(G]) es
wi idesl miipolente 6o @ {K[GI). @ (K{G]) es simple
7 por tento, J{BY ¢ (x76]} = (O)y asi J(B) = {C).
Entoncesy B es iscmorfe con un producto de cuerpes

K X...x. X, qus, obvismente, son de dimangion finits
gobre K. Por hipdtesis, los grupos K; = Ki-{O} son
regsidualmente finitos. En particulan Zl(tf (G)}) es
residualmente finito, ya que Zl(ip{(})) < sz. ..X K;.
Puesto que | ¢(6) zlitp{c;)}};w , ¢(G) es resi-
dueimente finito. Le representacidn § eos una repre-
sentecién irreducible finita arbitreria y en conse-
cuencia w (RK{R(6)1)X[6] € £ ~R(E[G]). Lle otra inclu-

gidn se sigue del Lema 1.2,

Ts ficil demostrar que los cuerpos de generacidn



finita sobre Q satisfecen las hipdtesis del Teorema 1.5,

asi se tiense

Corclario 1.6. Sea K un cusrpo de genermcidr fimi-

te sobre Q y sea G un F,.C, grupo. Entonces
£ r(x[6]) = w(R[R(G)] IX[6].

St se conoce lz estructurs de f -R(K[G]}, tembién
se conoce, e través del siguiente lema, la de cusl-

quier extensidn finita de G.

Iema 1.7. Sea H un subgrupe noxmsl de G de {ndice
finito. Sea K un cuerpc de carscteristics cerc, Enton-
cas

CPY-R(KTED) = £ -rK[H1K(G].

Pare probar esto lema hasta sustituir en la demos-
tracién de {{9], Prop. 1.5) el Lema &e Nakayama por
al aiguiente

Lema 1.8. Sea A una X-algebra y ¥ # {0) un
A- médulo por la izquisrds de dimensidn finita sobre
E. Entonces
£ r(A) £ M.

Demostracidn., M £ {0} y ¥ tiene dimensidn finita
scbre K, asi puedo elegir un submdédulo S maximel. En-

tonces £ -R(AM/S = (0) y £7-R(AJM <= S £ M.

13
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Con cbjeto de eliminar algune hipdtesis en el

Teorema 1.5, en [ 6] se plantéd le siguiente cuestidn:

gupongamos que el grupo multipliicativo K" del cuerpo X

es residualmsnte finito, entonces jconservan las ex-—

tensicnes finitas esta propiedad?. Ahora puedc contes~

tar esta pregunte negativamente con el siguiente

Ejemple 1.9. Sea perz cads entero n = 1 el cuerpo

n »
Q{cos T /2" ) que denotaré por K . Clarsmente, se tiene

Q=K1CK2C000 CKBCKIH'J.C co o

dofino K = nL‘—_! 1Kn‘ Yoy & probar primero gue £ as un

gropo residualmente finito. Nétese que todas las ex=
tensiones Timitas de §© con'beniﬁas en E tienen gredo
uns potencie de 2. Si X" no es residualmente finite,
existe 1 £ a & R(E"}. Entonces, para cada entero m =
1a ecumcidn X° = a tiene solucidu en K. 8 @ K para
un cierte n., X, es una extensidn finite de Q y, por
tanto, ({2}, Th. 127.2) Kn'r es isomorfo a un producto
Ge un grupe ciclico finite y un grupo libre. asf, o1
grapo G = Pf;g{r;l)p, donde p es.primo, es un gripo

fimito. Supongsmos que & « &, entonces & tiere orden
finito m., Si m es ums potencia de 2, dado que & £ 1,
ge tiasme que ~3 = R(E*) y esto es sbsurdo, ya que la

2

ecuaeidn x° = -1 no tiene solucidn en K, S1 m no es

4
potencia de 2, sea p um primo > 2 tal que p/m. Blijo

1,



14 be<a> tal que bP= 1., Como be G, oxiste
v €K tal que bf =%b . As{ b, o5 una raiz pz-ésima
primitiva de ls unidad, La extensidn (v, ) /3 tiene
gredo p{p-1) gque no es una potencie de 2, pues p=>2.
luego he demostrado que aéG ¥ por tanto que existe
un prime p> 2 %al que la ecumcidn xP= g no tiene
polucidén en E . Sea a; € K una raiz p-ésima de s.
Entonces (Kn(a.l} : Kn) = p, lo cusl es ahsurdo pues
p > 2.

Considsro la extensidn de K, L = X{i), donde 1?1,

si n=m2% con (m,2) =1, se tieme

1. 1.
i= (cos 1'!,"’2]:‘+1 + disen 1“1/21-+ } = 1,5,9,...
r+l ™+l .n
1 = {coaf /2 + isen /2 )} m = 3,7,11,...
P r+1 r+1 r
de la foroule 2¢0s 1/2° “men N/2° "= men11/2° e

daduce que aen 1’]/21.*16 L y,en consecuencia,la ecua-

cidn xn= i tiene solucidén en L para todo entero n= 1,

As{ i1eR(TY),

Reslmente sl Ejemplo 1.9 no 28 nuy casusl, Se

tiena 0

Progosicién 1,10, Sea X un cuerpo cuyo grupo
multiplicative es residualmepte finito, Sea 1L/X una

extensidn de Galois finits ¥ simple, Entonces, ai
RK(I’) denota R{L¥)M K, se tiene

{1} 81 1a carscteristica de X os cero, sntonces

i5
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RK{L) £<1Y, 8i y 96lo si L = K(1) y L contiene un

subcuerps ieecmorfo 2 U/} Q{cos /22y,
nzl

{2) 81 la caracterfatica de ¥ no es cerc, en-

tonces RK(L) ={1> ,

Demostracidn, Supongemos que existe un elemento
ecRy(L), & # 1. Sean x €L, n=1,2,..., tales que
a s xg . Denoto por N la norma de L scbre K. 5i
{IL:X) = r, 88 tiene que a’= N(xn}n. Puesto que £ es
repiduaimente finito, necesariamente a’= 1, Sea P un
primo que divide a r ¥ beRK(I. ) tal que O{b) = p. o
es residuslmente finito y por tanto, no contiene,
para tedo enters n, les raices pn—éﬂimae primitivas
do la unidad; as{, pusdc tomar ol menoxr entere <=1
1al gue {K"'}Pdno poses elementos de orden p. Sea
x<l tal que b = xpu: come 0({b) = p se sigue que x¢ K.
Do le eleccidn de o, e deduce que K contiene todas
188 Taices P -ésimae de la unidsd, es{ xPe K, Por
tento, 1a extensidn K(x)/K es cfclica ¥ se tlene que
L = K{x)}, y& que %L/K 25 sinple, Ademés r = p. L con-
tiene todas las reicee p —-osimas de la unidad pare
tedo n, iuege xP e EK(L). Rezonando igual como he
hecho con el elementc &, se tiene que x® = 1, As{
xP= b, Entorcem se tiene que 1 = N{x) = (-1)p+1 b.
Abora ge dan dos casos

{a) si p £ 2 entonces b = 1, Contradiccidn.



(bv) 81 p = 2 entoncea b = -1, luego I = K(i),
con 12= =1, Como =le RK(I')’ L contiene todas las rai-
cen 2%-ésiras de la unidsd pars todo n. Se puede probar
que la carecterisitica de K es cero, el ruzonamiento es
ol miemo que {{5], pag. 267}. Entonces es claro que L
contiene un subgrupo isonorfo con ngl Qf cos T /2%y,
Reciprocamente, =1 I contieme un tal gubcuerpo g

elaro que Rg(E) £ (1).

Ejemplo 1.11. Existen grapos tales que la sfirma-
cién Gol Teorema 1.5 ea falsa, En eofecto, si n>1 basta
temar & = GL{n,Q); la identidad GL{n,q)} —=GL(n,Q)
induce ups representacidén irreducible Q[6¢]—->M{n,8).
81 la fér=ule del Teorems 1.5 fuese aplicable en este
caso, se tendrfe que R{G) = {12 lo cuasl es absurdc,

Par: terminer este aspertado deré una sencilla

proposicién, médulo resultados de ¥al’cev y Zassenheuns,

Proposicidm 1.12. Sem K un cuerpo de caracieris-
tica ¢ero tal gue los grupos multiplicativos de la=
extensiones finites de K eon residusiments finitoe ¥
gen & un grupe localmente resoluble (cada subgrupo

finitemonte genersfo @5 resoluble). Entonces
£ -R(X[6]) = w(R[R(S) IE[E) .

Demogtracién, Sem § wn grupo K-lineal G <&L{a,X)

17



localmente resoluble. E1 Teorema de Zassenhaus
(Zassephaus, |15}, Th. 3.8) asegura que G es resolu-
ble. G posee un subgrupo normel T, triangulerizeble
y de {ndice firito (Mai'cev,[lS] , Th. 3.6). 5i K{G},
la E~subdlgebra de M(n E} geperada por G, es semi»
simple, tambien io es KfT} Fa que T normal en G
Por el mismo argumento resulta que K1Q “eg semialmm
7le (T es el commutader de T), T7°es un subgrupo de G
unipotente {(i-x es nilpotente para todo x<T')} y en
cOnsecuancza T =¢1v , Entonces T é8 abel*ano ¥, el
anillo‘K T} es'iSOmorfo & un producto de cuerpos
ﬁi' de d;mension finita sobre X. Por h;potesis, cada . -
Iﬁf es residualmente finito y ‘vor tanto, T también.:
Puestc‘:‘qhe‘f@g?k o, G é5 residudlmerite fimito. Ie
demostracién ‘termins teniendo en cuénta el Léma 1.2,
2. ME(G]).

Sea A un K—algebra entcnces R(A) og 1z inter-
seocion de 109 nucleos do todas las representaciones
finitas de k. B '

La estructura del redlcal finito, para las cla-
ses de grupos que se han tratado en I. 1, ge ha obte-
rido sin dificnlied. Deagraclad&mente no ocurre lo

mismo con el R(E[G]).

‘Bl ‘Teorema 2.2 qué depé, respecto a R{K[G]),



es una consscuencia aencllla del Teorema 2.3, pero la
demostracion del Teorems 2,2 es directa ¥ una parte es

congtructiva.

Lema 2,1, Sean A y B X-Algebras y L une extensiodn
de K. Entonces

(1) R{L@4A) « LaR{4).

{2} 5i R(A)

(Donde el producte tensoriasl esté tomado sobre K).

R{B) = (0), entonces R(A®@B) = (0).

Demostrecion. (1) Siwel®@ A, § 2¢ escribe de mane-
n
o dnice como X = Z. e, @ &,, donde los elementos

8y & L sen K—linezﬂmenti iniepandiente@ ¥eeE A, Sea
s 4 —=M(n,K) uns represenimcidn finita de A. =se
sgtierta de menera naturel ¢*: LoA —=>H(n,L) en 1a
SuEl of P——fpfz o, ff(ai);l Supongamos que weR{I® A},
entoncer 0 = ¢~} = Zl eitp(a.i}., Como loz coaficlen—~
tes de lou patricss tf(ai) son de £ ¥y los &; son Beli-
nealmente independientes, sa dedu..ca qua 0 =¢ ai],
l<i=<n. Iedo que ¥ o8 una representacién finita y
arbitraria de A, se tiene que 8;€ R(A) ¥ por tanto
o = Z e &3, € L@R(.&)

{2) Sea « = 7_' aieb tal que O £ 8y€4d ¥, bjeB
son K-linemimente independiantaa. He ds prebar que
« & R(A® E}. Para cada B-médule W (por ls izquierda)
dencto por An(W) su amuledor. Sea ., la familis de to-
dos los Bewddulos (1) de dimensidn finita sobre K. Por
hipétesie, R(B) = {0}, que es decir Qﬂm(w) = (0).
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Entonces, existe un We, Y tal que An{W}N <byy...;b>= (0).
Defino W, = Homg(W,¥). W, es un B-mdduio {i) de dimen-
916n finita sobre K. Sea w, la identidad del snillo W,.
Entonces, los elementos blwo""'bnwo aon K-linealmen-—

te independientes. En efecto, si Zx;byw, = 0, se

tiene que ( Zpybyw )(w) = O para todo we W y asi

z}«ib w = 0; es decir ¥ ibieﬁn(w) Se sigue de 1a elec-
cidn de % gue Z;cihi =0 7 Mg = 0. Por otre parte

R{4) = (0) y, como 8y # O, existe un A-module (1) V, de
dimensién finita sobre X, tal que eV # (0}, Sea veV,
GON @4V F0. Vg W, es un A3 médulo (i) de dimension
¢inita sobre K. Para demostrar quexd R(A®B), basta ver I
que s (VeW,) # (0). So tiene que¥{vaw,) = Z8;70b;%, .
Faesto que agv £ 0 y los elementos b;w  son K-independien-

tew, necemsrismenta x (vew,) # 0.

Sea G un grupo. Denotare por G el con;u.nto de los
_lamentoa de G de orden f:.n:.‘!-o. S:L G es un F, C grupo,
#u wonocido ([10] » PA&. 81) que G o8 un subgrupo nor—-
ral de G ¥ que g/at as uI grupo abaliano 11bre de ‘torsidn

i £ :G — G'es un homomorfismo de grupos,
' ’ e ' ¢ - :
£% K[6] —= K[G’] serd 1a extensidn de f a los anillios

ds grupo.

Teorema 2,2, Sse K un cuerpo de generacién finite

sobre Q@ y sea G un ¥.C. ,gmpo,.mtunces .

R(K{G]) = w(E[R(e)])X[6].



Demostracidn. Procederé sn varias etapas.

(1) Sea G = ¢ (donde Q° denota el grupo aditivo de Q }.
Bn este caso R(G)+= (l}y por tanto tengo gue demosirar
que R(X{G]} = {0). Del Lema 2.1 ge tiene que

’{E[61) <= X oR(Q[6]), Iuege es sufieiente demostrar
que R{Q(G])} = (0). Defino & tal efecto ia familias de

apiicacionas e B° 1,2....801 sigriente modo

Ppt Q—— GL(n,Q}

b {g)

L
-
* b v

) (&) (& s

98 un odlculo probar que cada §, es un homomorfiamo

de gmapos. Si 0 £ x € @7V, o1 polinamio minimo &e la
matriz ¢,{x) o8 {X=1)2. Pere demostrar que R(GI[G1) = (0)
taste ver que [ ) Ker ¥y = (0). Seawe( \Eer ¢ , enton-
cos o = QyeXg+ oo .+qn.xn eacrito en la forme usual,
el y xiefg" . Puesto gue @~ es lcoalmente oiclico,
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puedeo homar un erfque genere el subgrupe <x.l, e .xn> .

St x = 0, entonces & ={(Zq;}.0 . Como que 1 ¢ {1\ Rer !{’;

ee clarc que J q,=0 y « =0. Supondrd pues, gue x # O .

Pera enteros convenisntee 7*1,...,'7\11 se tiene que

of = ql."/\lx-t—'...‘ '-an.ﬂnx. Considero la fraccidn racio-

pal q{X) = 7 94X i, pulsiplicando. g (X) por un convenlen—

te }Iapuedo obtener un polinomio p{X) = X7q(X). Sea

2, el grado de p(X). Come o e/MKer tf’* se tiens gue

ff («)=0 para todo m y en particulsr pera m> D . Enton-
3

ces O= Som(x)c Zqi Y (x)}'*. Do ghi que p{ Lf’m(x)}ao

pore ol polinomio minimo de ff‘m(x) es(X-1)® y como

wom 69 deduce gue p{X}=0. En conaecuencia g;=0 y X =0,

{2} Saa & =‘Z at. Come en {'1) tenge que ver que

riCIG1)=(0). Sea o/ < Q[Z Q'] ¥ sea J&T un subcon,)unto
hni‘co , Beg por ejemplo {3 l=m, tal que of Zqi.xi
.:ﬁ&Q[ZYQJ). Sea TT ¢ Z’f Q-

>% @ 1la proyeccidén na-
Jd

turel, Entonces T(x;} , 1£4Zn, tiene uns expresidn
del tipo ﬂ{xi)=(xil,.,..,xim). Sea “"ij’ﬂ(xi}" Ti(xj},

vare L £ 3 , 1 % i,jéﬁ. {laramente eij;40. Por tanto'
egigte un hiperplano de Qm que no contiene ningin eij’
En otres palabras, exigten Ryseres™pe Q tales que

v -— & L
los mimeros Xy= Zl A4xys s 1< 1%z, son todos dig-

+ ) ’ m
tintos. Defind w i Z > QTpor WYy ,eees¥p)=Zy AT,



51 shors se supone que ueR(Q[% @]), se tiene que

{ e 1)) € R(Q[Q]) ¥, por (1), (W T)) = {0).
Entonces 0 = (W' TMHK) = q;.%;+ coe+4y.% . Por cons-
tmiceién ioa elementos 'ii ot todom distintos, luego
g; = 0 yol=0,

(3) Sea G un F.C. grupo, Supcugamos primero que G es
iibre de torsidén. Entonces G ee zbeliano, Por taato

e =1 % Q , para un conjunte conveniente de fndices I.
Como R(K[G]) < n{x[;q’]),se sigue ds (2) que R(K[G]) =
{0). Sea shora & wn P,C, grupo arbitraric. Se tiene

[o/R(5)"] e B [o/R(G)x0/6" 12 x [o/R(0) 0K [6/67],

Del Lema 2.1 (2) se deduce gue R(K[G/R(G)]) = (0) ¥
ssl R(E[6]) c wW(R[R(GY])X[G]. Para demostrar la otra
inclusidn so suficiente probar que ol residuc de unm
P. 0. grupo K=lineal es libre de torsidn., Supongemoa
pues, guio 9 es un P,0, grupo E-lineal. Entonces G

ea extensidn finita de su centro z;(c). Asf
R(G) = R(Z,(6)) = () 2 (&)™
gzl
¥ tormande <orsiones
-+ + +
R(GN = R(Z,(6)) = ¢ /)2, (617) =) (2, (6)")%
a=1 1 n>1 1

= +
R(.Zl(c-) ).
Es comooido ([15], Th.9.33) que un grupo K-lineal de
tereidn( ¥ es wn cuerpo de gomerscidn finita sobtre Q)
en finits. Entonces R(Zl(G}+) =417 y en consecusncia,



8 =1) .

El piguiente teorems lo debo & Passman y ea

fundamentel en la teor{a del R{K[G]).

Recesito un lema que €3 unsg modificacidn del
lems ([10}, pe. 129).

Lema 2.3. Sean®: Kiel—> A, ¢ k¢l ——=B
homomorfismos de K-galfebras ¥y zean n,m dos enteros
positivos., Sea C un subconjunto de G, Supongamod que
le imégeh por ¢ de ecafa subconjunto de C de cardi-
gal < n es K~linemlmente independiente y que ceda sub~
cenjunto da ¢ de cardinal = 71 tiene la miame propie-
dsd pure {,. Entonces la imagen POr (&, * K{G]—>a®3B
4o nude subeonriunte de ¢ de Icardina..u < n+m-1 g E-li~

agslmonte independienta,

Teorema 2.4. Ses ¥ {G]un anillo de grupo arbitre-
rio. See H la interseccian Ge luog vieleos “de todos los

nemomorfismos de G en gruyos K-linesles. Entonces -
r{k[6]) = W XEDKIC].

Demostracidn. Es claro que to (K[(E]XIG] <'R(X[G]).
Para demogtrar la otra i_nc;uaién pusdo SuUponer que
H =<1>y ver que R(K[G]) = (0). Semel=} o xcX[e],
o £ 0, Como que . H= (D, exmate un homomom ismo
s G—-—%GL{n ) para algu.n E con lf(xy ) ;é l, para
todo X,¥ € 90D I(soporue de X ) X ;! Y. Puedo_suponer

ademds que pera X £ ¥, Ef’(xlf—'l) no es una homotecia



(esto se puede conseguir incluyendo GL(n,K) en

GL(n+1, K) a traves del angulo izquierdo superior).
Intonces,sl x # y el conjunto{’¢(x},ff(y)} es K-lineal-
mente independiente en M(n,K).;Tomo en el Lems 2.3

¢ =sopt y €] =1, Apl el homomorfismo

T = np_’&).ft.@qu gl6l—=M(n* %) es tal que el conjun—
to {0 (X) : xesop o(} es E-linealmente independiente.
Entonces 8l # O es claro que 0 (%) # 0 y x¢R(K[G]).

Recordemos que G es residuslmente K-lineal si
para cada 1 £ x¢ G existe un homomorfismo ¥: 6——>GL(n,K)
tal que ¢ (x) # 1.

Corolario 2.5. Sea K[GJun anillo de grupc. Enton-

ces R(E{G]} = (0} wi y adlo sf G as resldualmente

K-lineal.

No es conocido cuando un grupo G es residuaslmente
K~lineal, para un cuerpo K arbitrario. 3i @ es fimi-
tamente gonerado,es conocide (Mal eev,[15], Th,4,2)
que es 10 mismo decir "residualmente lineal" que
"residuslmente finito". En el capftulo IT estudio

oste problems para grupos nilpotenies.

Un grupo G se dice que es radicable si pars cada
acG y para cada entero h > 1,la ecuacidén X = a
tiene soluecldn en G, B.H. Neumann{4] demostrd que
un grupe arbitrario puede sumergirse en un grupo ra-

dicable,
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Peoreme 2.6. Sea K une extensidn finita de un
cuerpo pursmentie trascsr.ldente sobre el cuerpoe primo P,
Sea G un grupc redicable, Entonces

(1) si & es residualmente K-linesl, necesariamen=-
te G es residualmente nilpotente y libre de torsidn.

(2) £ -r(R[E]) = w(K[G]).

Domostracidn. (1) Podemos suponer, obviamente, que

G es K-lineal, G < 6L{m,K), Sea ge G, denote por

Pg(x) 8l polinemio carmcteristico de la matriz g,

En una clausurs aelgebraice ¥ de K se tiene que
m

Pg(X} = W(X-Oii). Para cada «; y pera cada entero n
1

fije un elsmento ﬁina-K gus cumple
I L 3,
() g3, =%, (¥ Pgl/n(X] = T17 (%~ p, )

es clare, también, gque (K(ﬁin): X¥) = m, Para demostrar
que G es nilpotente, basta probar que G es unipotents
({15}, Cor. 1.21). Asi, he de ver que o’y = 1. Procede-
ré en varias etapas,

(i)cxi es aslgebraico sobre P. 5i este no es el
caso, Sea por ejemplo e{l trescendente sobre P, EZnton-
cea (P( ,f:"m): P({"l})? n., Sea L = K(f\'l}. Por hipétesis,
podemos tomar una base de trascendencia 3 ¢on 0(16- 3
¥ tal que (L: Lt)ccr_a , siendo Lt = P(8). Dado que Lt

¥ P(filn), para cada n, son extensiones de P(Xl} linsal-



mente disjuntas sobre P 1), Be tiene que
n < (E( ﬁln):Lt) = (R(p )3 L}(Lily) £ m(L:Ly)

¥, pars n suficientemente grande, ls relacidén anterior
ep falen,

(1i)«y es refz de 1a unidad. Si P es finito el
resultado se deduce de {i). Supongemos, pues, que
P = Q. Sea K, una extensién trascendente pura de Q tal
que (K:Kt)cm . S2a L le clausura algebraica de § en X,
resulta que (L:Q)<> , yagque L g K, son linealmente
disjumtos aobre Q ¥ (K:Kt)c_oo . 51 3¢ G es una rafz de
la metriz g, se deduce de (i) que Px(x.)e 1[x], Supon-
gamos que o1 NO s una rafz de 1a unidsd, L(O(l) es una
extensién finita de Q, luego p@m I.(qu'P , para p
primo, es un grupo finito; asi, existe p>m tal que
B(lé L(D(l}p . Entonces (L(Flp}zL(c{l)}= p, pero esto
es contradictorio, ya que (L(Plp): L) < m,

{iii) n(i = 1, Supongamos que Yy £ 1. Sea L como
en (1i). Se tiene

p = (L(py,): L) = (P(Py,): PV (L: P) ,

parda n suficisntemente grande el segundo miembro no
puede ser inferior ¢ igual que m,

Los grupos unipotentes en ¢mracter{stica cero son
librea de torsién. Si 1s caracteristica de K es p>O0,
sea pn_>_ m. Entonces, para todo xe G, se tlene que

n n
0= (1- )P = 1- xP . En coneecuencia, G es un grupe de

27
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torsién acotada y puesto que es radicable, necesaris-—

mente G =<1,

(2} See ¥ una representacién irreducible finita
da K[G). Entonces ¢ (w(K[G])) estd gemerado, comeo
K-—egapacio vectorial, por los elemsntos de la fonmna
1 - ¢{(x), z€G. ¢(G) es unipotente y por tanto
w{w (E[6])) es un ideal de t(x[G]) nilpotente; dedo que
%(K[G}) eg simple, se tiene que ?(ED(K[G]}) = (0)
y asi w{x[e]) < Kery ., Entonces wi{xic]) ¢ £ -RR[G]);
Pope W (K[G]} o3 un ideal meximal, por tanto
£5-R(K[6]) = w D).

Ia condicidn peceseria del Teorema 2.6 (1}Ino as
szficiente: es decir, existen grupos nilpotentes libres
ds toraidén que no son residusimente K~lineales para
ningin cuerpo K. Un ejemplo de este fondmeno ea ol
Bjemple 5,10 de {13] . & continuacién voy a dser otro

ejemple cuye idea debo a Pamsman,

Para cada conjunto ds indices I £ @ , sea (1)
el grupo geperado por loa elementos X;,¥;,% {icI) con

lss relaciones
[xi,yijz z , [xi,yj]: 1 gi i £ 3,z central en G(I).

G(1) es un grupo nilpotente de clase 2, libre de tor-

2idén y centro <z,



Proposigidén 2.7. ElL grupo G{I) es residuslmente

K-lineel, para algin cuerpo K, i vy 86lo si I ea un

conjunte finito.

Demostracion. Es conocido (Hirsch,[3]) que un
grupo nilpotente finitamente genersdo @3 residualmen-—
te finito. Entonces, gi I ea finito, G{I) es residual-
mente finito y, por tanto, residualmente K-lineal pa-
re cuglquier cuerpo K. Supongemos que I es infinito
¥y que G({I} es un grupo residualmente E-linesl para
un cierto cuerpo K. Sea ¢ : G{I) —= GL{n,K) un homo-
morfismo en el cual z —>32 ¥ 3. 8i Z tiene orden
finite; resulta que G('_Ij a8 un F.C. grupo K-lineal,
entonces |G(I): Zl(é_(_f) )]-‘:OO . Pussto que I es infi-
nite, existen i,jeI distintos tales que }33;%5 zl(c?(f})
vyas{ 1 = [‘sﬁj,ir'j‘f’;lj = £ , 1o cual s contradictorio.
Por tanto ¥ no tiene orden finito, en consecusncia
Eer¢n Zl(G{I)) = (1), Un subgrups nommal de un grupo
nilpeotente que interseeca al centro trivialmente es
necesarismente el subgrupo trivial ([13]), en consecuen-
cia Kerqﬁ: <1> ¥y ¢ @s un monomorfismo. G es, pues,
E-lineal. Fuedo suponer que < M(n,K). Voy a probar
que el conjunto {xi : ieI} ea K-linealmente indepen-

diente; esto sers une contradiccidn, ya que I es infi-

n
nito. S$i kz=1 kaik = 03 fkeK, 1keI, entonces

0=7Z fk(xikyil- yilxik)

29
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y teniendo en cuenta las relacicnes de G(I)}, ese obtiens

O0=7f(x 53 -¥; X )
15,71 i1y

puseto que X; ¥, # S sigue que fy = O. Ana-
1-1 111
logamenta, fi = 0.

I.3. Ejemplos dg representaciones de grupos nilpo-

tentes de clase 2.

En este apartedo construiré algunes ejemplos de
grupos nilpotentes de ciese 2, Es bien conocido [131
gue los grupos nilpotentes de clase = 2 son las exten-
siones centrsles de grupos abelianos. En [13] se estu-
diag les extensiones centrales wgando formas bilineasles
glternedas, ides original ée Baer. En particular, en
[13] ee dan resultedes, debidos a G, Mislin, sobre
extensiones centrales de grupos ciclicos de orden pri-
me por un grupo abelirno libre. Yo congideraréd exten-
giones centrales dg ¢ -sapacions vectorieles por Q ~ea-
pacios vectoriales, es decir grupos nilpotentes de cla-
ge < 2 ypdicables y lidbres de torsidn (grupos O-loca~

les), Empezard con algunas Gefiniciones.

El range ds un grupo abelianc es el menor entero
r con la propieded de que cualquier subgrupe finitamen-
te generado puede estar generado por r elementos. Sea

G un grupo nilpotente y <1> = Z_{(G) < 2,(6) 5...62,(C)



l1a gerie centrel superdior de G; parm cads 1<i<n
sea r, el rango del grupo abeliano zi(G)/zi-l(G)‘ El
n

range de G, r(G), es el mimero eri'

Sea K un cuerpo y sea E un K-espscic vectorial
de dimensidén firpita. Si E ostd provisto de m formas
bilineales slternedss £,: E x E — > K, escribiré
(Bs £9,...,5). Diré que (E; fl‘,...,fm) es una exten-
sidn de (E; fl'”"fm) i ECLE y fi/E xE=f,
para 1<i<m. 51 £ : EX E— 5 K es una forma bi-
lineal sltermada, denotard por rf(E) el radical de E
respecto de f, es decir rf(E) = {xe—E : 2(zx,y) =0
para todo yeE} 3+ £ es no degenerads el rf(E) = {0},
81 se tiene (E; f].’“"fm} tal que E= E 0E,@... @Em

A
¥ I‘fi(E) = Ble; Eeea...@Ei@... @Em para l<i<m, es-
oribiré

{2 fl""'fm) = (B35 270 4 «0n 4 {Bm; fm).
Con la notacidn anterior se tiene

Proposicidén 3.1. Dado el espacio (B Lireeasyd,

fi £#0 1<i<m, tal que mrf {E) = {0), existe una
_ _ i
extensidn (E; f ...fm) tel que

¥y cade forma f; es no degenerada sobre E.
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Demostracidn, Por induceidén sobre m., Sim =1, el
rosultedo es clers. Suponge, pues,que m~>1l, Sea
el....,an_una bagse de 2. Sea ¥ un K-espacio vectorial
de modo que E < V y V tiene una base vil,,..,v

im

m

1<i%n, tal que e, = 2 vij' Defino en ¥ las formas
1

Byeeee ey del siguiente modo

=)
1}
o+

[fi(ek,es} si i =
8 (v 51Vgy) = 1

0 en caso contrario;

ea inmediato verificar que (V; gl....,gm) es una exten—

a f\r (V),
8y

sidn de (Z; £ greee ,.fm) Denotando por V,

resulta que V = Vl . rgl(v). Sea Vo = ?lﬁ rgl(‘c'): en-

tonces, por hipbtesis, V /M E = {0}, Por lo %ento,

(V."/Vo; gl,...,gm} es una exiension de (E; fl,...fm).

Por construccioén se Hiene que

(V5 gy eeenngy) = (T /03 gl)_L(rgl(V)/Vos Borenory)

o

¥, claremente, (\r_ {r_ (V)/V } = (0). Por hipdtesis
2 8 & o

de induccidn existe una extensién (W; §2,...,§m) de

(rgl(v)/\’o; Byre--38,) tal que

(F5 BpreeenBy) = (Eps &l -o0 LBpi &)

y cada B, 2<i<m, es no degenerada sobre E;. Defino



=3

- E. x W tomando E. = ¥_/V y las formas f, mobre
1 1 1" o i

5]

definidas por

w < rfl(E) . fl/E1 X El

&

3 2<1<mnm ,
& 1< m

_E._Lgrfi(E) ; fi/w X W

(E; fi,,..,fﬁ} es una extonsidn de {E; fl,...,fm) que

cunple 1las condicionss de la proposicién.

En lo que sigue todos los espacios gerean Q -espa-
cios vectorisles de dimension finite y utilizare, por

comodidad, notecion multiplicativa.

A cada espacic (B; fl,...,fm) se le pueds asocimr
un grupe G(E) del siguiente modo: Sea F un Q -espacio

vectorial de dimensidén m y sea z yeosyZ UNE base; en-—

1
tonees, G{Z) es une extensidén central de F por E

1 F G(E) E =1
Xt X
fk(x.i)

. m
tal que [x,yJ=1;[z para todo x,ye G(E). 41 ele-

k ’
gir distintas bases de F los grupos G(E} que se obtienen

son isomorfos. G{E) es un grupo nilpotente de classe <2

m
radicable ¥ libre &e torsidn. Si /M T, (E) = {0}, el
1 i

contro de G(E) es exactamente F. Si (E; fl”"’fﬁ) en
uns extension de (E; fl,...,fm), entonces G(E) es una
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extensidén de G{Z).

Ejemple 3.2, Voy & ver cusl es el Zrupo G(E) aso—~
ciade ml espacio {E; f).

(1) Sea rf(E) = (0), Entonces, existe una bsase
xi,yi de E tal que, en esta base, f tiene uma matriz
del tipe
| 01 i
-1 o

0 1
""1 0 L]

£l prupe G{E) es, salvo iscmorfismos, la completacidn
radicable (racionalizmcicn} del grupo dadc por las

reiacicnes

P

e - i - N 1= .
I‘xi'xj] .[yi’yj] l L] r_x.: !yji 1 sl i # Ja
]= % , % central en G(E},

donde 1<i,j=h, siends 2h = dim,QE. Denotare & eate

graps G(E} per G(n),

(2} Se= rf(E} = E_. E descompone en suna directa

ortogonal E = Eo i B . 3 dim Eo =n y dim E, = 2h,

1
entoncea

G{E)z o™ x &(n),

Sea ahora G un grupe nilpotente de clase 2 O-local ¥



de rango finito tal que 2,(G) = r‘ztc). 508 Zy,..00%;
"una Q-base de [,{G)}, 5i E Genota & G/Zl(G), E es
un & -espacio vectorial, Sea J_tl,... ,En una base ds
EY :&,....xn representantes en &, 2e tiene que
[x;025]= '—?Zkfk(xi’xj)

donde las funciones fk= Ex E——= Q@ son formas
bilineales alternadas sobre E. El grupc G(E) aso-
¢iado al espacio (E; £y seeerfy } aa el grapo &, Puea-
to que ZI(G) f" (G}, se tieme gue ['\\r (E) = {0}

¥ fi :ﬁ 0, Se sigue de 1la Proposicién 3.1 gue existe
una extenaion (E; fl,...,fm) de (Ej fl,...,fm), tal

que

(E; f]_s--o,fm) = (E f )‘L e _]_(Em, f )

y cada £, es no degenerada sobre E

4 v Entoncea ;

G{E) = G(El) X eve X G(Em).

Sea T'Ti 1la proyeccién de G{E) sobre csda G(‘Ei). Sa
deduce del Ejemplo 3.2 que Tfi(G(E)) es un preoducto
directo de un grupo abelianc ¥y un grupe del tipo

G(hi). Sea £, : T, (G(E)) —»G(h;) 1a proyeccicn

candénica, Entonces se tiene un homomozrfismo

£= Te,r, + 6(E)——>T7 6{ny)
1Ty ; BB

¥ puesto que Kerg M ZI(G(E)) = (1), results gque 35
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Ker § =< 1>y § es un monomorfismo; es més, G{E)
en un productc subdirecto de grupoes G(n,}. Obsérvese

que m = rf FﬂQ(G(E})).
Ahora puedo probar facilmente la siguiente

Proposicidn 3.3. Seae G un grupe nilpotente de

clage = 2 libre de torsidén y de rango finito. Eaton-
ces G_, la mciogalizacién de G, as un productc sub—
directo de A X T’]'-[ G(hi), donde A ez un grupo aveliano
divisible y m = v{ M, (G}).

Demostracidn. Puesto que r{ iH(G)) = r{ (Mx(&,)),
puedo tomar G = G pave la demostracidn, Sea RyseresX,
una base gde G/‘Z.l(G} T Rygeens® repregentantes en G,
Defino G, = <x1,... . f"z{G)% . 5 A es un comple-
mentario de CQ(G) en Zl(G}, se tiene que G = A x Gy,
Entonces Zl(Gl) = l"é{té),, ¥ por tento G, es un produc—
to subdirecto TlT G(n, ). '

Es blea eonocido ([15} s PE.25) que un grupo nilpo-
tente de vango finito y libre de torsién es Q-linesl.
81 sigeiente corolaris da una cota del grado de dicha
representacidn en el caso de grupos nilpotentes de
clage < 2.

Observaré, primero, que un grupo del tipo G(h)

tiene una Q ~repressniscidn fiel de grado h+ 2.

Seen eije GL{2+ h,q ) las matrices con 1 en la



diagonal ¥ ¢ceroa en laa demds componentes salvo la

(1,j) que vale 1. Sea & &l grupo

= - P -
@ = 812,17 Pnr2, 141 Cnizy P ISR D

entonces Go = G{h) < Trl(h+2, Q).

Corolerio 3.4. Sea G un grupo nilpotente ds cla-
Be £ 2 y libtre de torsidn. Sean n = r(G), m = ={ Q(G)}
yo+p = r(zl(G)). Entonces G es un grupo Q —linesl
de grado = m( [n-(p+ m)/21+2)+2p. ({ ]indica la par-

te enterm,

Demostracién. Es bien conocido que I(G ) = (j?(c)o
¥ puesto que G es libre de torsidm, también Zl(Go) =
zl(G)o, as{ pues, al racionalizer G no cambian los
rangos considerados en 1las hipdtesis. Puedo suponer,
por tanto, gque G = Go' Teniendo en cuenta la Proposicidn
3J3G=4a1x Gl donde A e3 un grupo abelianc divisible
de rengo p, A 93 isomorfo al grupo

. < GL(2p, Q).

m
Por otra parte G-l es un producto subdirecto T | G (hi)
1

" =1 . 5 1T
y {2(Gl) }2(6) La proyeccidn natural 1T, s Gi—_._;G (hi)
37
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2h
tnduce G/ Pp(Gy) — > 6(ny)/ Mp(Gny))= Q. * . Ba
consecuencia (n-p}-m = 2h,. ¢(h;) posee una represen-—
tacién fiel en GL(h;+ 2,Q) ¥, por tanto, G; tiene uns
representacidén Q-lineal fiel de grado

< n{{n-(p+ m)/2] + 2)+ 2p.

Finalmente, daré slgunos ejemplos de grupoa nil-

potentes de clase 2 que son residualmente finitos.

Sea V un Z-mbdulo libre y £3¥ x V——>2 una
rorma Z~bilineal alternada, Supongames que eXxiste una
Z-base B , B={xtic I} , de V tal que si X;,Xj e 3
entonces If(xi,xj)f < m, para un entero n fijo. Sea G
el grupc nilpotente de clase < 2 agociado & la terna
(2, v, £). Es decir, @ estd generado por los elementos
ds % y z; con las relaciones [xi,xj] = zf(xi'xj}, z

centimal en G,

Propogicidn 3.5, Gon la notacion anterior, G es

residualmente Pinito =i ¥ 6o si G < .» A x N; donde
A a3 un grupe abelismo residualmente finito ¥ N es

finitamente generado.

Demostracidn, Sea H un grupoe residualmente finito
y F un subgrupo normal finito. Entonces H/F es tanbién
residuelmente finito; en efecto, sea i la femilis de
todos 1o subgrupos normeles de H de indice finito,
Por hipbtesis ’\\N =¢1% . Pare demostrar que H/F es

residualmente finito es suficiente ver que MNF = F,



Privialmente P </ \NF, Reciprocamante, 8i F =/ fl,...,an
¥ 2a4£F, existen subgrupos Nie vV tales que af;]' ¢ N:i.
para 1 <i<m. Si N denotes 8 ﬁNi,Noeu'V’ v a;NoF. Por
tanto a §/NEP,

Voy shora e demostrar la proposicidén. Primero su-
pondré que <z> es finito., [3(G) c<z>, luego (G) es
finito., Puesato que G ea residuslmente finito, podemos
tomar un subgrupo normal K, de {ndice finito tal que
F, M 3(G) =<1 . Entonces G <5 G/ Ty(G) x 6/F,.

Tl resultado se migue, teniendo en cuenta lo demostrado
en el parrafo anterior. Si ¢z} e3 infinite, considero
2 . ar;g Z, donde 23 ={z>== ZT: Dofino la mplicacidn

F: 3 —> pA

x l——‘y(f(x,xi))xiejg

y voy a probar que el conjunto F(3) es finito. Por
contradiceifn, 888 ¥y,¥p,... wna sucesidén de ele-—
mentos de D tales que F(yl), F(y5)s-0. 80D todos die~
tintos. Sea R un subgrupoc normal de {ndice finito en G
tal que Nn< 2> = (zs) ., ton s >2n; esto es posible
por ser 0 residuslmente finito. Puesto que G/N es finito,
existen elementos ¥y .¥y i £ j tales que 7y< Ry, Dado
que F(yy) # F{yj), existe Xxye P verificando
f(yi,xt) £ f(yj,xt). Entonces, se tiene que

=1

_ f{x, 7. )-T(x,,7:)
] t* t!
th’yiyj j = Z i J v
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puesto que [xt,yiyﬁen v IE(x,,9,) - f(xt.yj)léé‘n< s,
se tiene que z as de torsidén. Sea, pues,
B(R) = {F(x)),.00,F(xy)} con |F(B)| = u<oo . Para
cade xieﬁ sea l=h,=u tal que F(zi). = F(xhi). Defi-
no A.como el Z-mbdulo de V genmerzdo por el conjunto
{ xix;i : Xya j?} , ea claro que V = A x\’xl,”u,xu> -
Puesto que & = rf(V), ge obtiere un isomorfiamo
G~ AX N, donde N =<'x1,“.,xu,z> . 1o que terminae
la demoatracion,

Obsérvese que, si G satisface las condiciones
de 1o Proposicidn 3,5, y ademés su centro es ciclico,
ontonces G os finitemsnte generadc ¥, en particular,
numerabls, En genersl; 9i G es niipotente y su centro
gz numersble, el hecho gque & sea rapiduplmente finlto -

implica gue G[ff’1 « 51 siguiente ejemplo demuestra que

el caso |G| =H puede derme.,

= 4]

Efemplo_3.6. Sesn B = 131 (x> ({xyd>=2) y Lol
grupo ebelianc libre generadc POTY Zy Fqis Fpreee o Do~
fino @ = L x H (producto semidirecto) por las ralaciones

2 4 2L '
[‘5_17"1 Tyl = 2 E o(x=1,2,
comprueba que Zl(G) =<s> ., Parz cada n>1, R denote

... ) , z central . Se

o i .
elsubg:npo([l_[ X" oy =n9~1Bi l=izgn , ¥ 113000
Entonces,Rnr\ z> = < z>2 ¥ (’\Hn ={1>, Dado que

Hn o5 normal, C-/Rn es finitamente generado ¥ gsi resi-

dusimente finito. G os ‘repiduglmente finito, ya que .
G &———G/R, .



Capitulo II

CARACTER RESIDUAIMENTZ LINEAL DE GRUPOS RILPOTENTES

En [7] ge estudian las relacieones gue existen
entre el caracter residusimente lineal y residuslmen-~
te finito. En este capitulo generalizo ios resulia-
dos de [ 7] .

Empezaré dando notacién. Los simbolos [(6) ¥
2,(G) designan los términos de le serie central
inferior y superior de G, 3i X es un subconjunto de
G se denota por Cy{X), su centralizador,que s x & CG(X)
81 xy = yx para todo F«I. Un grupo akeliance es %
si o8 un produecte subdireeto de grupes ciclicos Oi

I

tales que CiE Z o ICi]gn para un entero n fijo,

Un grupe G se dice gque o3 residualments lineal
8i para cada 1 £ xe G existe un cuerpo K y un homo-
morfismo ¢ :G6—>GL{n,K} tal que ¢(x) # 1. .

Sez G un grupo linesl, G <G8L(n,K}, St T es la
E-subalgebra de M{n,K) generada por G, sea X<G una
E-~bese pafa 6. Entonces X es un conjunto finito y

claramente ZlfG) = CG(X).

Un grupe G diré que es un C-grupo ai existe
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un conjunte finito X tal que ZI(G) = Cg{X). Cuslquier
grupo lineal es un C-grapo. Més en gonersl, un grupod

que satisface 1s condicidn minimal sobre centralica-—

dores es un C~gzmupo, Un grupo G &8 un Co-grupo si -

G/2,(G) es un C-grupo para todo 120,

II.l. Grupos niipetentes que son residualmente C—grupos.

Tema l.l. Sea G un Co-grupo nilpotente y sea H
un subgrupe normal de G tal que H/M Zl(G) es finita~

mente generado, Entonces H es finitamente genemdo.

. Demoztracién. Procederd por induccién sobre la
clezsg ¢ de G, El caso ¢ = 1 é8 obvio. Sea X = {xl,.._a,xn}

tal qus Zl(G) = C-G(I}_._-Entonces 1z splicacidn

B By (6) — (B AZ)(6))x. . ox(8 ~2,(6))
. X — ([x,xl] ,.'..?[x,xn]) ..,_

es un homomorfismo de grupos con micleo H z,(6). As{
{H ZQ(G))/(H I Zl(G) es finitamente generado, Dado

gue G es un Co.-grupo, .G/Zi(G) es un C ~grupo. Entonces
(HZI(G)/ZI(.G))/\ .Zl(G/Zl(G)C_—' EA ZziG)/Bf\Zl{G)

¥, por tanto, se sigue por induceidn que HZl{G)/Zl{G)":‘
B/E M\ ZI(G) es finitamente gener-add ¥y el resuliedo

ea clero,



Necasito el asiguiente

Lema 1.2.(P. Hall {13]). Sean H, K, L subgrupos
de un grupo G y supbngase que N es norpal en G, 5i
dos de los subgrupos [H, K, L] + [K, L, H] ¥ [L, g, Kl

estan contenidos en K, entonces el tercerc tambidn,

Lema 1.3. Sea & un C—grupo nilpotente. Entonces
les siguientes propiedmdes son equivalentes.

(1} 1"2((;) es finitamente generado.

{2} 8i xe G, entonces <"x>G(la clausura normal
de x> en G} es fipitemente generado,

(3} G/Zl(G) es fipitamente generado,

Demogtracidn, (1)}==>{(2) es obvio, ya que (x)eg
f_‘Q{G) (%> 7 como es bien sabido, 1os grupcs nilpoten—
tas finitamente genermdos satisfacen la condicidn me-
ximal pars subgrupos. (2}=—=(3)}. Demostraré primeroc
que G es un Co-gmpo. Como lom cocisnites de & satis-—
facen (2}, es suficiente demostrar que G/zl(G) es un
C-grupo. Sea I un subgrupo de & finitamente generado
tel que Zl(G) = Cg{X). Entonces, por (2), [x, G| es
finitamente generado. Sean [xl,gl'], eee [xn.gn] ga—
neradores de [X, GJ, donde xie Iy gieG. Defino
H= <X, Byr---18, V. Entonces (x, G]g-[H, H]. Sea
F=JacG: [a, H]£2, (&)} . E1 roeultsdo se sigme
81 demuestro gque 22((}) = N. Triviglmente ZQ(G) < K.

]
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Be c¢larc que |H, N, H] = IN, H, H] =<1) . Se defu-

co del Lema 1.2 que [H, H, N] = (1)y,en particular,

gso tieme gue [X, 6, ¥] ={1) . Como X< H, también
iw, X, ¢ = (1). Be nuevo por el Lema 1.2 se tieme

que [G, N, X} = {1} Por tanto (G, N]EEZI(G). Esto

deruestre que N 5;22(6). E1 homomorfismo

G .
7,(6)——> X X ... X =

X i“‘—“"‘%( [x&xli r*'-l{xsxn])

{donde X = <fxl,...,xn> )

demuestra que ZI{G/ZI(G)) eg Pinitemente generado, Da-
do que G/Z (6} es un C_-grupo, el resultado se sigue
401 Tems 1.2. (3)==(1) Ee comocido {13} .

Tama 1.4. Sea & up grupc nilpotente tal gque
G/Zl{G) os Tinitamente generado. Entonces G es resi-

dualmente finito si ¥y séle si le-es Zl(G).

Demostracidn., Bs suficiente demostrar que
R(2,(6)) = R(G). Trivialmente R{(2,(6)) < ®r{G}. Sea
® un subgrupo de Zl(G) de {ndice finito. Entonces
# es normal en & ¥y G/N es nilpotente finitamente ge-
perado ¥y por tante residualmente finito. asi{ R(GYE N’
vy R(G) = R(Zl(c—)).

El Iems 1.4 es una consecuencia trivial de
{ [14}, Prop.1).sungue éste es suficiente parz lo

voy a necesitar.



Proposicién 1,5. Sea G un grupo nilpotente resi-

dualmente ¢ que satisface las condiciones siguientes.
(1) Para cada xeG, <x >G es finjtemente generado,
(2) ¢/ r’a(G) e3 residualmente finito y para cada
prime p la p-torsicn estd mcotada,

Entonces G es residualmente finito.

Demostracidn, Sea 1 £ x¢ G, demostraré que
x ¢ R(G). Dado que G es residualmente C, podemos consai-
derar un homomorfisme ¢ de G en un C—-grupo tal que .
@(x) £ 1, Sea G = G/(Eer 4 5(@)). Puesio que los
cacientes de G satisfacen (1), se sigue del lema 1.3
que I"2(G/Kertf ) ¥ (G/Eery )/Zl(G/KerL( ) son finita=-
mente generades. Claramente G ¢ > (G/Rer <« )x(G/ f"z(G}).
Entonces se ve facilmente gue F‘z(E) ¥ E/zl(r‘;) son
finitamente generados, Ademas, se tiene G/ Fz(fi)—:— &/ Ma(a).
Se deduce de (2) que 1la p-torsidén de G estd acotada
pare cada primc p. Por tanto R(Zl(a)) €5 uh gTupo
radicable, pero G/ [",(&) es residuslments finito y
as{ R(Z,(8)) My (E). F2(§) es finitamente genarado
¥, necesariamente, R(Zl(ﬁ)) =<1, En estas condi-
ciones el Lems 1.4 implica que G o8 residuslmente
finito. Se concluye que x ¢ R(G); ya que x4 Ker rL(e).

Lema 1.5, Sea G un fl-grups y sea H un subgrupo fi-
niteamente generado, Entonces G/H es un K -—grupo,

Demostracidn. G es un & —grupe, asf ¢<TT2 x C .
5



donde C e8 un grupo de torsién acotads ¥ eh consecusencisg
{ [2], Th. 17.2) suma directa de grupes ciclicos. Dado
que log subgrupos de un iagrupo son K grupos ge puade
suponer que G = T2 x ¢ & fin de probar el lemz., Sea

H un subgrupo de G finitsmente generado, exigten subgru-
poa finitamente generados MeTi2Z yNE € tales que

He M x N. Ceda subgrupo de T7Z finitemente generado
puede incluirse en un sumendo directo de TTZ ([2], Th.13.2),
es clare que C tiene tembién esta propiedad. Por tanto,
ge puede suponer ademés que M x M'=TTZ y N x N'= C, para
clertos subgrupos M'e TTZ y N'c C. Ahora se tiene que

¢/H = (MxN/H) x M'x N’y el resultado es claro.

Toorema 1,7. (1) Sea G un grupo nilpotente:residual-
ménte C tal que FE(G) ea finitamente generado ¥y Zl(G)
&8 un fgrupo, entonces G es rasidualmente finite.

{2}. Existe. un grupc nilpotente G de clase 2 con
FE(G) finitamente generado ¥ ZI(G) residuslmente finito,
tal que es residuslmente lineal pero no residualmente
finito. .

(3) Existe un grupo nilpotente G de clase 3 con
zl(G) ciclico tal que G es residualmente lineal pero no

eg residuslmente finito.

TDemostracidn. (1) Teniendo en cuenta la Proposicidn 1.4

4635 guficiente demostrar que G/rb(G} es residualmente fi-



nito y la torsidén de G/ r"2(G) eatd acotada. Procederéd
por induceion sobre la clase ¢ de G, Si ¢ = 1, el re-
pultado es trivial, Supongamos ¢ >1 y sea G = G/ZI(G).
Trivialmente I"Z(E) es finitamente generado, Zl(?}) 88
un R ~grupo, ya que estd contemido en un producto
7T ZI(G). Por induccidn, se tiene que G/ (5(&) o8 re-
sidualmente finito y su torsién estd acotada, Por hi-
pétesis Zl(G) es un X =grupo y 5(G) es firitamente
generado; por tanto se sigue del Lemm 1.6 que
z,(6) f"z(G)/ r,(6) es un R-grupe. Asi, la toreidn de
G/ Mp(G) estd acotada. Entonces,.R(G/ M(G)) es un
grupc radicable contenido en Zl(G) F‘z(G}/ M»(G). Dado
que el tinico subgrupo radicable gue contiene un
R ~grupo es el trivial, se tiene que G/ M5(G) es reai-
duslmente finito.

(2) Sea p un mimero primo. Defino

6=z, T, ¥, 1=0,1,... 2 zip"= 5. [xi,xj]=
aozgl=lrmg)=fasxgl={ogmyl= 1 bquyg]=1 o2

pt

1 # j'[xilyi]= Zs .

G es un grupo nilpotente de clase 2 con r‘a(G) = <z°>
¥ 2,(6) = (2ys 3 = 0,3,...> :_—:Qp ( domde Qp es el gru-
po de los nimeros racionales cuyoe dencminadores son
petencias de p). Zl(G) o2 residuslmente finite, sungque
ne es % —grupo, Demostrare que G no ee residuslmente
finite, pero g €2 residualmente linesl. Supongamos

que X——=X o8 un homomorfismo de G en un grupo & fi-
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nito. Entonces existen enteros n,m distintos tales
que X = X . As lxm,y 1= nx ,y = zp . Como loe
cocisntea finitos de Q- no tienen elementos de orden
p, se tisne que 2, = 1. Por tanto z E.R(G), de hecho
Zl(G) = R(G). Sea K un cuerpo que contiene todas las
ralces pn—ésimas de la unidad pars todo enterc m.
Probaré que G es residuslmente K-lineal, bastaz probar
que el grupo &, = 6/ < zg%>lo ag, ya qus f\<z£§ =<1,
So deduce de las relacicnes de G que Zl(Gn) es una
extensidn de Z(p°) por un grupo residualmente finito.
Por tanto ZI(Gn) es Tesidualmente K-lineal, Puesto que
thGn) tiene {ndice finito en G, G es residualmente
E-lineal.

{3) Ses p un primo, Sea G el grupo generado por

2, by Xgr Fy (£ = 1,2,...) con las relaciones

[xi'x;]} [Y ’yj] [‘ti’tj\': Ezsxi]=EZBYi\=[z!t1]= 1,
i .
[xi,yi]=-t£ z, Exi,yj}= 1 sidi#fJ,
i -
[ti,x i= [ti,yiiz 2P Eti,le= aLti,yj]: 1 sii# 3.

& es un grupo nilpotente de clase 3 libre de torsidn

¥y con centro {z>, Sea X ——= X% un homomorfismo de

¢ en un grupe finito G. Entonces, exisien enteros n,m
distintos tales que ¥, = ym. asf 1 =Ltm,y I= ltm,y ]- zp
Supongamos que z ¥ 1, Entonces hp(E), la p-alturz de

z sn G, &9 finita. De nuevo, existen enteros distintos



r,e > h (E) con 1 =[ir,}s]=[is,§ ] ig uego

= {% l)p. Asl 8< h (z), una contradiceidn. Por
tanto he demostrade que z partenece a los micleos

de todos loe homomorfismos de G en grupos finitos,

o8 deecir z< R(G). Finalmente demosiraré que G es re-—
sidualmente E-lineal, 8l K contiene, para cade n,las
raices p'-ésimes de las unidad. Defino, para cada mx1,

el mubgrupo

B, = (tpn pn’ ces g tinl, zI"'n flmz pars m2n>.

H, es un subgrupo nomel de ¢ y H N<z) = <'zp) . Por
tanto Y} H, =<1> . Entonces basta probar que el gru~
po G = 6/H, es residualmente K-lineal. Es claro que

E=<Zl(§), ilg e g -in—l’il‘ LA L N ] yn"‘l'

B, . ,?n_1> .
Adends, para i=1,2,,..,n-1, se tiens
%fl: 1 =aaf '[if,?J: [}f ,ti]z 1,
B _ — - ip8 -
EEANEN SEERN

- it n 2i4m, m_ —

analogaments ne obtiene que [?fn,ii] =1, 4
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De estas relaciones se deduce que E/Zl(ﬁ) s un gru-—
pe nilpotente de torsidn y por tanto finito, ya que
ea finitamente genersdo, El resultado se sigue, ya

que Z;(G) es residualmente K-linesl.

Corolaric 1.8, Sea G un grupc nilpotente de cla-
go 2 cuyo centro es finitemente generado. Entonces
gon equivalentas

(1) G es residualmente lineal.

(2) G es residualmente finito.

Demostracidn., Es consecusncia inmediets del

Teorema 1.7, ya que [,(G) < Zl(G).

Obedrvese que el Teorems 1,7 (2) demuestra que
el Corolario anterior no as clerto, en general, sl la

1a clase del grupo G es = 3.

El Teorema 1.7 (3} demuestre que los conceptos
®» pepidualments lineasl" y " residualmentes finito" son
esencialmente diatintos, en oiraa palabras:"mirando
el centro del grupo, no se distinguen bien ambos con-
ceptoa", Epte hecho as un tanto extrailo ya que al cen—
tre de un grupo nilpotente refleja, casi siempre, las

propiedades regidusles del grupo.

El Teorema 1.7 (3) hace que el caso Q-lineal sea

mas interesante, es decir:



Sea G un grupe nilpoitente residusimente Q-lineal
cuyo centro es finitamente generado, Entonces ¢ ea G

residuaimente finito 7.

Teorema 1.9. {[:15:’, Exe,2,0} Un grupo nilpotente
G es Q-lineal si y 8dle 9i G es producto subdirecto
de un grupo de rango de Priifer firito libre de torsidn
por una extension finita de un grupo mbeliano numerable
libre,

El rengo de Priifer de un grupoe G es el menor car—
dinal r tal que cada subgrupo de G finitamente gerera~

do esta generado por r elementos.

Teorema 1,10,

{1) Sea @ un gzrupe nilpotente reaidualmenta Q-li-
neal cuyo centro es oiclico, Emtonces G es residuel-
mente finito,

(2) Existe un grupo nilpotente G residualmente
Q-lineal tal que ZI{G)’E 282 y G no ea residualmen-
te finito.

Demostracién, (1) St G ea residualmente Q<lineal
se sigue del Teorema 1.9 que GE,T..'TP_,L % R, donde

cada Pi o8 un grupo libre de torsidn y de rango de

Prifer finito ¥y R es un grupo residualmente finito,

Sean TTi: G~—'>Pi ' T[R: G——>R lae proyecciones

naturales, Sea z un generador de Zl(G). 81 Tigfe) £ 1
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para algfm i, entonces ﬂi s un moncmorfismo ¥ en
congacuencia 3 es Q-lineal., Como Z-l(G) os ciclico,
as deduce del Lema 1.1 que G g3 finitamente generado
¥y por tante residualmente finito. Si rri(z} = 1,pars
todo i; sntonces TTR a8 un monomorf{ismo y G o3 resi-
dualmente finito.

{2) Sea p un mimero primo. Sea H o1 grupo gene-—

rade por les elementos u,Xx .yi,ti {(i=1,2,...) con laes

i
ralaciones

Tryelrr el e o

[xi,yi}= ti R [xi,yj]= 1 sii#J,

a
3

[ti,xi}=[ti,yi]= uP [ti,xj]z [ti,yj]= 1 o0sidi# 3,

u estd contenido em Zl(H).

H es un grupo nilpotente de clase 3 cuyo centro es ofeli-
co generado por u . Demostraré que H es residualmente

finito. Defino para c¢mde enterc m>1 ol subgrupc normal
Pm
H = (xn,yn,tn,u . n>m> .

Entonces H_M< u):(upm> y asi ﬁHm ={1> . Dado que
H/Hm as finitamente generado para cada m>1, 8¢ sigue
qua H es residualmente finito, ‘

Considero ahors 8l grupo G generado por los elemen-

tos u, 2,%,,¥y,% {i=1,2,...} con ias relacicnes
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[%30%5] [75:735] = [¥10%5] = 1,

{xi ’Yij

1]

tiz, X 7,) = 1eid# g,

i
[ti,xi] = [ti’yil = uf . Lti.,xj].—_ [ti'yj]s 1 sii# 3,

u,z estén contenidos em Z,(G).

G es wn grupo nilpotente de ¢clzse 3 con 21((}) =CU,2> ¥

por tanto Z}_(G) =~ Z2®Z, Demostrard que G es residuslmen-

ta Q~lineal y, no obetante, mo ee residualmente finito.

Supongamos que G —=> G es un homomorfiemo de G sn un
grupe G finite. $1 |G| = m, considersmos el conjunto
{ xm.xzm,...,xm,...} . Dado que G es finito, existen

enteros r # 8 tales que X = X .

Entonces, se tiene
que

1 (ZmTam] = [Fapen] = B 5 - %
Por tanto <z)><R{G). Como que G/ ¢ z’=H y, he visto que
H o8 recidualmente finito, se tlene que R(G}c <> .
Iuego R(G) = Cz> ., Palte demostrer que G ea residual-
mente Q-lineal, 4 tel fin sea ¥ :<xi,ji,n> , I en

normal en ¢ ¥ F/AR(G) =<1> . asf G < . G/P x G/R(G).

De las relaciones de G se sigue que G/F= @ y, por tan-

to, G &s residualmente Q-linesal.
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Finalmente voy a dar un teorems que caracieriza

ciertos grupos nilpotentes residuslmente lineales.

Recesito un sencilloc lema gue, seguramente, 83

bien conocido,

Lema 1,11, Sea G un grupo nilpotente eon ["2(G)
finite ¥ G/Zl(G) finitamente genersdo. Entonces
G/21(G) es finito, ' -

Demostracién. Ya que G/2,(G) es finitamente gene-
rado, ZE(G)/Zl(G} s isomorfo con un subgrupe de un
producto f£inite TT5{6), asl 2,(6/2,(6)) es finite.
Dado que um grupo nilpoitente finitamente generado c¢on

centro finito es finito, el resultade se sigue.

Teorema 1.12. Sea G un grupo_nilpotente tal gue
<x>G es finitemente generedo, para ceda X <G, Sea
W la familis de todos los subgrupos normales de {n-
dice finifo en G, Entonces, las siguientes condiciones
gon equivalentes, |

(1) F,e] =<1,

(2) AR =<1,

(3) 6 es residuslmente lineal.

(4} G es residuslmente C,

Demostracién. Puesto gue Fb{ﬂ)sg[N,G], triviaimente
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(1)=—=2(2), (2)=—==(3). Para cada Ne A", el grupo
G/ M,{N) es una extensidn finita de un grupo sbeliano y,
por tanto, G/r’z{N) es residunlmente lineal, Pusate
que M [5(N) =(1) , el resultado es claro. Es obvio que

(3})=-=2(4). (4)=—=-{1). Podemos suponer gue G es un

C—grupo, sin pérdide de generalidad. Entonces, el Lemsa 1.3

implica que (H(G) ¥ G/Zl(c—) son finitemente genersdos.
Para *-gcada entero n > 1, defino Gp = G/ r"z(G)n. Entonces,
[“2({}“) es finito ¥ G, /Zl(Gn) es finitamente generado;
se gigue del Lema 1.11 qua Gn ep una extensidén finita
del centro. Ses En 1z imagen inversa de Zl(Gu) por la
proyeccidén candénica G —>G,. H,, tisne {ndice finito em
Gy [H.n,G] < {"'2((})n . Dado que f"z(G) es finitamente ge~
nerado, se tiene gque ﬂ'r;(G)n = (1), Por tanto

N [H,6] =<1>, lo que termina la demosiraciém.
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Capitulo TII

GRUPOS LINEALES RESTDUAIMENTE PINITOS

El primer resultado ds este cepitule se refiers
a grupos nilpotentes gque residuslmente son unipoten-
tes de carscteristica cero. Si se supone que el coh;
mutador de un tal grupo & fiene rango de Priifer fini-
to, entonces G o8 unipotents y =u residuo, R{G), &s
redicable. En general no &3 cierto que el residuo de
un grupo unipotente sea radicabls. Motivado por este
fendmsno estudio, en la segunda parte del capitule,
la posibilidad de que los grupos unipotente o unitri-
angular, triengvuler y lineal total de grado m sobre
un anille R sean residusimente finites, Si n 2 3, o1
problema gusda resuelto. Si n = 2, doy, sdlo, resul-

tados parciales.

Sea R un anille con unided, no necesariamente con-

mutativo, Siguiendo la notacidén de ([15], pag. 13),
considerard los sigutentes subgrupos de GL(n, R)

Te{n, R}, ol grupc triangular, formado por las
matrices de GiL{n, R) del tipo

&y 0
L | 8n
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Trl(n, R), el grupo uniiriengular, formedo por las
matrices de GL{n, R) del tipo
1 Ol
* .ll.
Sea ¥ un cuerpo. Un grupe G K-lineal, G < GL(n, X),
ge dice que es unipotente si, pers cada X & 3, (1-x)"= 0.
£s conoeido ({15], Cor. 1.21) gue si G es unipotente,
axiate'ge GL{n, K) tsl que g'lsg = Trl{n, K). Los gru~
pos nilpotentes librea de torsidn y de rango 8e Prifer

finite son Q-unipotente=m ((15}, peg. 25).

Un anille B se dice gque es residualmente finito
gi y 26lo si estd contenido en un producto de anillos
fimitos. Andlogamente, un Remdédulo (por la izquierda)
es residualmente finite si y séle si estd contenido en

un proeducto de R-médulos {por la izquierda) finitos.

TII,1. Grupos unipotentes.

Proposicidn 1.1, Dado un cuerpo K de ceracteri{sti-

o cero, ses G un grupo residualmente K-unipotente, Su-
pongamos, ademds, que rb(G} tiene rango de Priifer fini-
to. Entonces

(1) G es producto subdirecto de un grupo de rengo
de Priifer finito libre de torsidn por un grupo abelia-
no libre de torsidn; en partiocular, % es unipotente.

(2} R(G) es un grupe radiceble.



Denostracitn. Sea Go’ la rmcionalizacion de G.
Dado que los grupos unipotentes de caracteristice
cero son libres de torsidm, se tieme {[13], Th. 8.9)
que Ge Go' Go es también residualmente unipotente.
l"‘E(G) tiene rango de Prifer finito, por tanto G,
tambiédn. Asi, puedo suponer que G = Go g fin de pro-
bar (1}. Como [5(G) es numerable, exiaten subgrupos
normales H;, pars i = 1,2,..., , telas que G/Hi eg

K—unipotente ¥
le'\ I';z(G) 2 B, N I"E(G);g ee 32 Hn I r"Q(G)g...

de manera que /Y (#H N {'é(G)) = <17 . Los cocientes

de la cadens anterior son libres de torsidn y, como
que 1"2((:-) tiene rango de Prifer finito, se tiene que
(6} NE, =<1> , pera un entero r conveniente.

Sea G = G/}gn. Entonces G/Zl(G)":“ ﬁ/zl(ﬁ). Puesto que
G es K-lineal, se sigue, cambiande "finitamente gene-
rade” por "rango de Prifer finito" en el Lema II.1.3,
que G/ZI{G} tiene Tango de Priifer finito. Por otra
parte, [,{G) M Zl(GJ es un grupo radicable y, as{, exis-
te un subgrupo N < Zl(G) tal que (7 (&) 2,(G)) x N =
= Zl(G). Entences, Zl(G/N) = Zl(G)/N tiene rango de
Priifer finito y, como es libre de torsidn, resulta gqus
G < G/ré(G) x G/N. 4si, G/N es Q-unipotente, Ahora,
el resultado es claro.

(2) He demostrado en (1) que G < P x A, donde P
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gg un grupo nilpotente de rango de Prifer finito y 4
o8 un grupo abeliano libre de torsion., Sea S el nicleo
de la proyeccidn natural de G en P. Entonces, c/c%s

g un grupo nilpotente de torsién acotads y, como tie—
ne range de Prifer finito, necesarismente G/G"S es fi-
nito. Entonces R{G/GP} = R(6™S/GM")}. S es abeliano, pues
S = A. Entonces, G?5/G™ es suma directa de grupos ci-
clicos y, por tanto, <1> = R(G®8/G®) = R(G/G"). En con-
secuencia se tieme gue R(G)c (M6". Trivielmente

/M 6® = r(e). Entonces R{(G) = ") G®, El resultado se
sigue del hecho que / ) ¢! os redicable si G es nilpo-
tente y libre de torsién ({13}, Th. 6.6).

En el siguiente ejemple probaréd gue existen gru-

pos unipotentea, teles qus R{G) no es radicable,

Ejemplo 1.2. Sea 2{X], el anillo de polinomios
sobre Z; si pe Z[X], demoto por c(p) el méximo comin

ivisor de los coeficientes de p. Consideremos

R={p/a :pae Z[X] ,a £0y o(p)/ela) e zf.

R ea un subanillo de Q(X). Sea G el grupo Try(3, R).

Es claro que 7\ mR = (0}, entonces, un cdlculo direc—
to, demuestra que ‘A\G" ={1> . Si R(¢) fuera radicable,
tendriamos R(G) =MNGE® y, por tanto,fG)={1> , Ahora

bien, demostraré que la matriz

10 0
c 1 ¢
i ¢ 1



pertenace & R(G), Sea N un subgrupo de G, rnormal ¥y de
indice finito. Entonces, eXisten enteros distintoes,

n, m =1, tales que

-
| 1 o °f | o oyt o o
[P ) of:jx’l 1 of4™ 1 olem

1
|0 o il fo o 1l o 1
Entonces, se tiene
I r o ojp1 © O 1 0  Of
1 |
|
[z~ = o}jo 1 of]l=fo 1 ofen.
1

0 0 1 |uo - /2B 1_| 0 1|

IIT.2. Grupos linesles reeidualmente finitoa.

Leme 2.1, Sea R un anillo con unidad. Supongsmos
que R os residuslmente finito como R-mddulo. Enton-

cas R es pesidualmente finito como amillo,

Demostracidn., Fars cada idesl por la izquierds
I, sea ¥I=.R-——9-HomZ(H/I,R/I) le repreaentaciéﬁ de
R/ como R~-médulo. Si R/I es finito, también lo es
EVKery&. See ol¢ MKeryy ( donde la interseccidn se ex-
tiende & todes los I de indice fimite }. Entonces

xR < I, Por hipotesis NI = (0), asf « R = {¢) y«= 0.

Teorems 2.2. Sea R un anillo con unidad, Ses §
el subanille de R generado por les unidedes. Entonces
(1)} Tr(2, R) es residumlmente Tinito si y sdlo

si R es residualmente finito come (S, S)-modulo, 61



(2) Sea n > 3. Condicién necesarie y suficiente
para gue unc cualquiera de los grupos GL(nz, R},
Tr{n, R), Trl(n, R) sea residuslmente finito es que

R 1lo sea como snillo,

Demostracién. {1} Supongamos que Tr(2, R} es re-

sidualmente finito. Definc
1 0
I(N) =JdeR : "exv} ,
1_ i, 1

para cada subgrupo N de Tr(n, R), normal y de indice
finito. I{N)} es un subgrupo aditivo de R. Supongamos

qus XeI(N) y que g es una unidad, Entonces se tiene

a=1

f o+ o ¢ op 1 9
1‘ L = }e R
0 1q b 1 0 1 e i
i1 op qx of 1 o jp-r ©
IS o It A L
o ob dx 3l lo &4 fee b

Por tanto ~pcI{N) ¥y ieI(N), De este modo, I(N)} esm

un (S, S)ﬂﬁédulo. Dado que [Tr(?, R): H]< ~ , 88 tie-
ne que [R: I(W)] = ITrliz, R): 2r, (2, R} I

El resultado se sigus, ya que MI(K) = {0).
Rac{yrocamente, supongemos que R es un (S, S)-médulo
residuglmente finito. En particular, ¢l anillo 5 es
regiduslmente finito y, en consecuencie, el grupo de
les unidades de¢ R es residuslmente finito. Entonces,

e fin de probar que Tr{2, R) es residuslmente finito,

1 Ol
es suficiente hallar, paras cada 1 £ = t

a 1” !

un subgrupo normal K. de indice finito tal que <€ N, .

Puesto que & # O, se puede encontrar un (S, S)- mddulo



I, de R, tel que 8¢l 3y [R: Ilg od . SUpOngAmMOS gque

n
R= U (I+ x.). Dafino
l 1
toIx 4] 1
N = 1“ ’ T X,¥ son unidadss y,.t < I; .,
e v )

Entonces, se comprueba que N e2 un subgrupo de
Tr(2, R} (no necesariasmente normal!)., Sea, ahora,
X o

e ™r(2, R). Eligiendo

b4
un g convenianie, 3e tiene que yx_1~ X = tel, De

I,

i

une matriz cualgquiera

donde

X o
HY z

4af, se obtiene que [G: N]< oo, Puesto que ¥ ¢ N,

X, 1

tx Z
i

0
1 ﬂN ,

X 0
c

baste definir N, como el core de K.
(2) Supongsmos primeroc que R es un anillo resi-
dualments finito, Cede homomorfismo de R sobre un
anillo finito R induee ur homomorfismo de GL(n, R)
sobre GL{n, R). Entonces es claro que GL(n, R) es re-
siduglmente finito. Paras demostrar el reciproco, es
suficiente probar que R es residualmente finito si
Trl(3, R) lo ea. Para cada subgrupo N, normal y de
irdice finito en Trl(3, R), Bea C(F} ol conjunte de
log elementos de R que aparecen como componsnte (2,1)
de al menos una matriz de N. Se ve, fecilmente, que
C(N) es un subgrupo sditivo de R. Sean Xy peersX

n
un aistemsz de representanies de § en Tr1(3, R). En-

23
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tonces, se tiens que R = k)(c(h)+—x {2,1)}; por tan-
to R/C(N) es finito ¥, en conpecuencia, el mddule
R/RC(N) es finito. Seanr x¢R, ¥y € C{N). Entonces,

existe uns matriz del tipo

1
¥ 1 € N.
* 1

Un cdlcule demuestra que

b !1
[y = ]jio
¥ ® lO -x 1

ya que § es normel, Aaf, se tieme que

|

]J=lle 1 e N

Xy 0 1

. : 11
R_C(N)E#xeﬂ: 4] 1_1ﬂgN}.DadoqueﬂN=<l>,
L x 0O - CT

se obtiene gque M RC{H) = {0). El recultado se sigue
¢el Lema 2.1. .

El ¢cgso n = 2.

Como consecuenciz inmediata del Teorema 2.2 ae

tiene

Corolario 2.3, Sea R un anillo generado por sus

unidedes. Zntonees, ol grupo GL(2, R) es residualmen=-

te finito 8i ¥ s6lo si R es residuelmente finito.



Si R es un anillo erbitraric, no es conocido
cuando GL(2, R) es reeidualmente finito, Pars terminar,
daréd un ejemplo de un anillo que no es residuslmente
finito y, sin embargo, GL(2, R} em residualmente fini-

to. Necesitard algunce resultados de P.M, Cohn,

Dado un anilleo R, entonces GE(2, R) denota el sub-
grupo de GL(2, R) generado por las matrices elementrmles;

x O a 1
n ,“ (donde x,y son unidades de
0 ¥ -1 ©

ea deeir:

RyeaecR).
El grupo de las unidades de R me denota por U(R).

U{R)V {0} se denota por Uo(R)' Entonces se tiene

Teorema 2.4. (P.K. Cohn, [1]). Cade matriz A de

GE(2, R) puede expresarse en la forme"standerd”

x Oﬂ "al Oﬂ “ar 1
o ybhla o """ ki o

donde x,ye U(R}, aie'R ¥ tales que

A =

L]

(a)%ﬁﬂéﬁ)pmal(icr

(b} a,,8; RO son ambos cerc &i r = 2.

OUn mnillo R se dice que es casi-libre parm GEE,
8i 1la vinice relacidn en GE(2, R)de la forma W = 1, don-
de W es una palabra en forma stendard, es la relacidn

triviel 1 = 1,

El anillo de polinomios K[X], sobre el cuerpe X, .
es un ejemplce de enillo casi-libre. Un anille tal que
GE(2, R) = GL(é, R) se dice que &s un GE,-anillo. Tam—
bién K[X] es un GE,-anillo.

65
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Teorema 2.5, {P,M. Cohn,{1)). Seaen R, S X-el-
gebres verificando las siguientes condiciones.
{a2) R, S son GE,-snillos casi-libres para GZ,.
{b) Ry 3 tienen la misma dimension comc K-espacios
vectoriales,
{e) U(R) =U (8) = ¥,
o o
Entonces GL{2, R) = GL(z, S}.

El Teorema de Cohn es mds fuerte que el anterior,
pero el Teorewa 2,5 es mas directo para 1o gue nece-

sito.

Ejomplo 2.6, Sea ¥ un cuerpo ¥ X uns indetermi-
nata. Sea P = ixa : ae{Qa:O)}; P, con la multiplica-
eién uwsual, es um monoide. Ses K[P] la K-dlgebra
1ibre esociads aml nmonolde P. E¢ claro que K[P] es
locaimente K[X] ( cada subanillo de KIF] finitamente
generado se puede inclulr en un subanillo isomorfo
a E[X]). Entonces, obviamente, K{Ples un GE,~enilio
casi=1ibre pama GEz. El Tegrema 2.5 agsgura que
an({2, K{P)) = cn(2, K{¥]). Supongmmos, ahora, que
K es un cuerpo finito. Entonces K[X]es residuaslmen-
te finito y, en consscuencia, GL(2, K[P]) es residusl-
megnte finito. Voy = demoatrﬁr gue el anilloe K[P]no
es residualmente finite. $3i K es infinito es obvio,
Ses K un cuerpo finito de caracteristica p. Sea «if

el conjunto de los idesles meximales de K[P] que



tienen indice finito. Si K[P] es residuslmente fi-
nito se deduce, del Teorema de Artin pera anillos
finitos, que "M{ M%) = (0). Veamos que éste no

MeM n>
es el caso, Consideremos los ideeles

=<xa-.§a§1=g y M2=<1-XazxaeP>.

Entonces M, , MEGJ{ . Supongamos que Mes4 y M # M.
M es maximel y, en particular, primo; asi PmM =f;5.
Por tanto, la imagen do P en K[P]/M es un grupo di-
visible. Dado que K[P]/“ui es finjto, necesariemente
1l ~-P< M. Entonces me_m ¥, como M2 eg maximal,

M = M,. Con esto hemos probado que % ={M1,M2}.

s ¢lare gue M‘n = Ml y para cuglguier enterc nzl;
andlogamente se tiene Mn = My, y& que {1-x " )p
1-X2, Puesto que M, MM, £ (0), tenemos gue

M) = 3yNE, £ (0).
Metf n=l
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