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INTRODUCCION

Dado un espacio topoldgico X y una aplicacidén
7:XxR — X con las propiedades:

1) VxeX, n(x,0)= x

11) VxeX, Vh,keR, n(n(x,h),k))=n(x,h+k).

II1) = es continua en XxR,
se dice que la terna (X,R,n) es un sistema dindmico ordina-

rio, definicién axiomatica que se inspira en algunas propie

dades de las soluciones de un sistema diferencial autbnomo
sobre R™M.

Si xeX se 1lama solucién de (X,R,n) pasando por
x, a la aplicacidn nx:R+X definida por nx(t)= n{x,t),y se
llama trayectoria de x al conjunto {n(x,t):teR}.

Si 1la trayectoria de x se reduce al punto X, dj.

cho punto es llamado critico o de equilibrio. Una propiedad
de especial interés es que si x es critico, de ser y#x con
n(y,t )+x, tiene que serT T e 6 t +-=, es decir que los
puntos criticos no pueden alcanzarse en tiempos finitos.
Un estudio detallado de los sistemas dindmicos

ordinarios, se encuentra en el 1ibro de V.V.Nemytskii y V.V
Stepanov, Qualitative Theory of Differential Equatlons 1947,
y una puesta al dia de esta teoria, con 1nd1cac1on de los

campos estudiados y té&cnicas empleadas en los Gltimos afios,
puede verse en (S), obra desarrollada preferentemente en
el caso en que el espacio fase X es métrico localmente com-
pacto. En Topological Dinamics and Ordinary Differential

Equations, (1971), G.R. Sell estudia el caso en que X es un

espacio uniforme.

Modificando algunos elementos de la ternma que
constituye un sistema dindmico ordinario, se obtienen algu-
nas Je las generalizaciones hue conducen al concepto de se-
mi-sistema dindmico discreto débil sin unicidad, cuyo estu-
dio es, en parte, un objetivo de la presente memoria.

Citaremos algunas de ellas.
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Si se considera nXxR —3X se obtienen semi-
sistemas dindmicos, estudiados por N.P. Bhatia y O.Hajek

en (3). Como particularidades importantes propias de los
semisistemas dindmicos pueden sefialarse:

a) El1 concepto de punto de partida: .Sitwacio—
nes que no pueden ser intermedias del fendmeno considerado
y si pueden ser condiciones iniciales.

b) Un punto critico puede ser alcanzado en tiem
po finito. )

En 1.970 M.Slemrod en (29) define sistemas dind
micos débiles (en realidad semi-sistemas) manteniendo inal-
terados los axiomas I y II, y reenunciando. III de modo
que, (siendo X un espacio de Banach),

II1')  8i |t -t]-0 vy x»x (débilmente) enton-
ces n(xn,tn)+n(x,t) {débilmente).

Si la aplicacidén = es multivoca se obtienen, a
partir de los sistemas dinfmicos ordinarios, los sistemas
dindmicos sin unicidad, que constituyen un estudio axiomdti

co de las ecuaciones diferenciales ordinarias con existen—
cia de solucibn y prolongaci6n de cada una de ellas a toda
la recta real. y que han sido estudiados por G.P. Szego y
G.Treccaﬁi en (32).

Andlogamente, si la aplicacién = es multivoca ,
se obtienen a partir de semisistemas dinfimicos ordinarios

los sistemas penerales de control, un estudio de los cuales
puede verse en “Stability in general control systems’ (1965)
de E.Roxin.

También en 1.970, G.P.Szego y G. Treccani pre—
sentan en Varenna (Como,Italia) la comunicacidén "An abs—
tract formulation of minimization algorithmsﬁ recogida des-
pués en (30), en la que se introduce el concepto de semi-
sistema dindmico discreto, que considerado en la linea de

las anteriores generalizaciones, toma la aplicacién

wiXxd 52X
y el axioma IIT queda, si X es un espacio métrico,

I111') Si X, X entonces n(xn,k) gn(x,k) VksIT
donde el simbolo & indica la convergencia en una adecuada
topologia introducida en F(X), espacio de las partes no va-
cias y compactas de X.



En e1 mismo trabajo se apllca la Tcorlarde Semi-

sistemas dindmicos discretos para dar una prueba elegante de
la convergencia de determinados algoritmos de minimizacién
de funciones sobre R"

En efecto, si J:R"—3R, y sc¢ trata de determi—
nar sus minimos, un procedimiento es construir una sucesidn
{xn]C R"  tal que

a) J(x )>J(x ) > ...

b) (x } tiene como 1limite un punto x*, en el
que J tiene un m1n1mo.

Si J es suficientemente regular como para que
.las operaciones que se indican tengan sentido, un método pa
ra construir {xn) es el 1lamado del gradiente, en el que, a
partir de un punto inicial arbitrario x, se toma:

Xpat” X+ -Grad.J(xp)

“Grad.J(xn)H

op = arg.min. J{( X, * e -Grad.J (xn) ),
pe[0,K] ff Grad.J (xp)Hi

con k>0 previamente fijado.

siendo

Se trata de definir sobre R"™ un semi-sistema
dinimico discreto adecuado, (R",I+,n) de modo que, si xeRD
n{x,k) sea el conjunto de los puntos obtenidos a partir de
x por k aplicaciones sucesivas del algoritmo, aprovechando
propiedades del semisistema para probar.su convergencia.

Observamos que:

a) E1 proceso sdlo tiene sentido en una direc—
cibn, y ademis seria de desear que el punto critico se al—
cance en un niimero finito de pasos.

b) Fijado xn‘sucede que p, Y por tanto X 4
no csti unicamente determinado, lo que hace pensar en la ne
cesidad de prescindir de la unicidad.

c) Fijado x, los posibles X forman un com-

N+
pacto de R". Los compactos no vacios Jug;r;n un papel funda
mental en toda la Teoria de semisistemas dinimicos discre—
tos.

En (8) se hace un estudio extenso de cierta cla
se de semisistemas dinfmicos discretos sobfe R", que en
(34) G. Treccani aplica a la minimizacién de funciones so—
bre R"

También se exponen resultados en la misma linea



AL A AR A dDh DA DAL LMl LAl 4 Adl A Ml A A LAl AM g

14

“en (26).

De modo formalmente similar a como se efectua
en R", pueden aplicarse resultados de la Teoria de Semisis
temas dindmicos discretos al estudio de la convergencia de
algoritmos de minimizacidn de funcionales sobre un espacio
de Banach, presentdndose en este caso las 16gicés dificulta
des derivadas de no ser localmente compacto el espacio con-
siderado. Una aportacidén a este respecto es el trabajo de
F.Castillo (8), en que, definiendo sobre un espacio real de
Hilbert separable semisistemas adecuados, se prueba la con-
vergencia (fuerte) al minimo de un funcional dado, de las
sqcesiones obtenidas por la aplicacién del algoritmo ante—
riormente descrito sobre 'R". .

Sin embargo, en la mayoria de los algoritmos de
minimizacidén de funcionales definidos sobre un espacio de
Banach reflexivo, extensamente estudiados en (10) y (14),se
construyen sucesiones Aue, bajo determinadas condiciones pa
ra dichos funcionales, convergen débilmente a.su minimo.

Ello condujo al doble problema de definir sobre
un espacio de Hilbert semisistemas dindmicos discretos ade-
cuados, y a probar que, en efecto son aplicables al estudio
de la convergencia débil de algoritmos de minimizacién, tal
como se hizo en los casos anteriores. A )

La principal dificultad para el primero de es—
tos propdsitos radicaba en 1la expresién de un modo adecuado
de un "axioma de continuidad" para la-aplicacién multivoca
definidora del semisistema dinfmico discreto, o en otros
términos, de hallar una forma idénea del axioma TIII.

La distribucién de la presente memoria en sec—
ciones, es la siguiente:

_En la Seccidén 1 se estudian, con vistas a la
enunciacibn del antedicho axioma de continuidad, determina
dos tipos de convergencia secuencial en el espacio F(H) de
las partes no vacias débilmente compactas de H, que para una
de ellas resulta ser un espacio con limite.



En la Seccién 2 se definen Semisistemas dind
micos discretos débiles sobre H, (terminologia que pare-
ce 1a mis natural en consonancia con la de sistema dindmi
co débil), y se estudian propiedades de invariancia, con-
juntos limite, estabilidad, funcionales de Liapunov,atrac
cién, minimalidad, etc., siempre bajo el doble aspecto
(habitual en semisistemas dindmicos sin unicidad) de con-
direrarlas para el cono completo de soluciones (propieda-
des '"fuertes") y pcra las soluciones individuales (propie
dades "débiles"). Se ha procurado mantener esta acepcidn
del término 'débil', evitando su empleo en las correspon
dienteg propiedades toﬁolégicaé,que se han distinguido
con el prfijo o habitual.

Las definiciones relativas a los conceptos
de invariancia, estabilidad etc., se ha procurado expre-
sarlas de modo que constituyan generalizaciones de las
usuales, aunque en las que son de ﬁaturaleza topolégica
se haya hecho necesario desdoblarlas, apareciendo, por
ejemplo, conjuntos limitc fuerte y débil de soluciones,
atraccién fuerte y débil, etc.

El estudio de estos semisistemas dindmicos,
se ha hecho con vistas a su aplicaci6n a las pruebas de
convergencia de algoritmos de minimizacién de funcionales

sobre H, por lo que nose tratan los conceptos "negativos''.

La Seccién 3 se dedica a cxponér los métodos
a seguir para probar la convergencia débil al minimo, de
ciertos algoritmos de minimizacién de funcionales, defi -
niendo para ello semisistemas dindmicos discretos débiles
adecnados, y mostrando que las sucesiones que generan son
soluciones del correspondiente semisistema, soluciones cu
ya convergencia débil a un cierto compacto (que’en este
caso sers el formado por el punto en que el funcional al-
canza su minimo), se ha probado en la seccifn precedente.

Es de notar que si (xn} es una sucesifn de
la que se ha probado que converge débilmente al minimo x*

”

15
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16 1del funcional considerado J, nose sigue necesariamente,si

H es de dimensién infinita, que {J(xn)} converja a J(x*)
ya que la mayoria de los funcionales empleados en la préac
tica, no son débilmente continuos (Cfr. 1.1 .). Ello impo
ne sensibles cambios con respecto a los métodos usuales
en dimensidén finita, ‘en los que la continuidad juega un

- papel esencial.

El disponer de esta interpretacién '"dinimica”

de los algoritmos de minimizaci6n de funcionales, aparte

de la unicidad de los métodos y consiguiente mayor elegan
cia, puede aportar una contribucién a su estudio en condi
ciones menos exigentes para el funcional, asi como al com
portamientc de nuevos algoritmos o a la extensién a dimen
sidén infinita de otros conocidos para RM.



1, EL, ESPACIO CON LIMITE  (F(H),d)

1.1.: NOTACIONES

" Se suﬁondré dado en lo que sigue un espacio real
de Hilbert H, separable, en el que se considerarén las topolo
gias débil y de la norma. Si {xn} es una sucesifén en H se em
plearfin los simbolos x,—x y X, > Xx para indicar que
converge a xeH respectivamente en cada una de ellas.

La topologfia dé&bil de H serd denotada con el pre-
fijo ¢ .Para el producto interno, norma y distancia en H se
usarin las notaciones habituales (./.), H.§ , y d(.,.) res -
pectivamente.

“1.2.: LEMA

Sean {xn} {yn} sucesiones en H tales que
xn—)xr Yn""é}’)
verificando ademas que, para cada n=1,2,..
- £
ﬂyn xnﬂ < k.
Entonces se tiene que Hy - x il é k.

Prueba:
Para cada entero positivo i, Yy para todo vec—

tor 8e¢H, se cumple que:
Iy /a)-(x;-a) | sl -x;/a) | € lyg-x;hual £

£ k lall.
Por tanto:
lim '(Yi/u)—(xi/a)| £ % Hall
'l-—an b

1o que, por hipbtesis equivale a
|(y/a) - (x/a) | € k.l

Tomando en particular

as L =X
Uy - xil
quedari:

jly-x / a)| = [ (y-x/ fo;ii- Y= ly-xl € k pai=k
y-x

1o que completa la demostracidn.
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1.3 ¢ TEOREMA
Sea BCH un conjunto débilmente compacto.

Entonces

S{B,e] = {xeH : d(B,x) £ ¢ }
es débilmente compacto.

Prueba:

Sea {x_} una sucesidén en S[B,e].

Al ser S[B,c}acotado, la sucesibén dada ad
mite una subsucesidn (xnp} débilmente convergente a un pun
to xeH.

Como para cada pel’, Xny s[B,e], d(B,xnp)=anp
con a, ¢ ¢, N
Al ser B débilmente compacto, es ffcil compro -
bar que , existe ynpcB (»=1,...) tal que:

d(B,xnp) = “an - xnpu = u“p €& (p=1,...).

B es débilmente secuencialmente compacto, por lo
que {yp }CB admite una subsucesién (que puede suponerse
es ella misma) débilmente convergente a un punto yeB.

Como, obviamente, xnp._a x, por el 2ma an-
terior se tendri que

by - xh £ ¢
y de aquf que x e¢S[B,e] probindose asi que S{B,e] es dé—
bilmente secuencialmente compacto, siguiéndose la conclusibn

de P e
]

En lo que sigue F(H) es el conjunto de las par
tes no vacias débilmente compactas de H.

- 1.4 DEFINICION

Dados A,B¢F(H) se llama semidesviacidn de A res
pecto de B al nimero real

8(A,B} = sup {d(x,BY} .
X6 A

»

1.5 .: TEOREMA

Para cualesquiera A,B,CeF(H) se cumple:

_1._5.1. 8(A,B) = 0 ¢ ACB,

1.5.2. g{A,B) < ¢ & ACS(B,e)={xeH:d(x,B)<e}.
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1.5 .3.: ©In general, 8(A,B) # £(B,A).
1.5 .4.: B(A,B) £ 8(A,C) + B(C,B).

La prueba se omite, por ser simple consecuencia
de la definicibn.

1:9 L TEQOREMA

Sean AeF(H) vy SB(A,r)=( BeF(H) : 8(B,A)<r}

Si se define [ = (SB(A,r) i AeF(H), T1>¢} se
obtiene una base de una topologia sobre F(H), que satisface
el primer axioma dc¢ numerabilidad, y que es no T1.

La comprobacifn es inmediata.

Aﬁ——ﬁ-éA indicard en adelante que la sucesibn

{Anh:F(H) converge en esta topologfa al conjunto AeF(H).

1.7 . DEFINICION
Sea {An} una sucesién en F(H), y sea AeF(H). Se
dice que {An) g-converge a A, ( An % A), si para toda su

cesi&n'(xn} con X €A (n=1,...) puede obtenerse una subsu
cesifn x; con Xp-——>XeA.
P

Con esta convergencia F(H) no es un espacio
con lfmite (Cfr .20 1),

1. .t DEFINICION

Sea (An} una sucesibén ep F(H), y sea AeF(H). Se
dice que (An} d-converge a A, (Ang A), si para cual-
quier subsucesién (Ank) de {A,} se tiene quf Any g a.

1.9 .: TEOREMA
" F(H) con la convergencia o , €s un espacio con

limite.
Prueba:
Sea {An} una sucesién en F(H), v sea AeF(H}.
Es sahido que F(H) es un espacio con limite pa-
ra la convergencia o, si verifica:
1) Si §-1lim A=A y kj<k; ... entonces
g-lim A = A nre
n>e 2) Si para cada n, An=A, entonces 3-%;3 An =A.
3) Si {An} no Jd-converge a A, contiene una
subsucesidn tal que ningu?a de sus suhsucesiones ¥-converge

a A.
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Anﬁ——ﬂL—9 A.

En tal caso, al menos una subsucesidn {Anpj)de
{Anp} verifica que

Anpj—"/——) A,

Pero como {A es subsucesidn de {A,) se ab-

npj}
tiene que "
A, — 9% 5

en contra de lo supuesto.

Si, para cada n, An=A, y f{A es una subsu-

g}
cesidn arbitraria de{Ap} entonces tomando p{xp)cH con

chAnp (p=1,...), por ser A débilmente compacto, puede su
ponerse que xp——AxEA. Luego Anp—29 A, y al ser arbitra—
ria la subsucesidn {A, )}, se tiene que An——+ A, estable—

ciéndose de este modo (2).

Si la sucesibn {An) no g-converge hacia A, ai
guna subsucesién suya verifica que A, -Z/—3 A. Probaremos
que ninguna subsucesidén de {Anp}gconverge al compacto A.

En efecto: Caso contrario, si la sucesidn (Anp.}
extraida de A, verificase que Anp;—g—é A, en particuy
lar también se tendria que

Anij—-) A

y si tomamos cualquier sucesidén ({x eA

np np

(p=1,...),una subsucesibdn de

(xnpj }
converge débilmente a un punto de A,

Pero, al ser esia misma,subsucesidn de (xnp} se
obtiene, en definitiva que

a

Ap, —— A
una contradiccidn.

Se ha demostrado pues (3) y con ello el teore

3

ma. 0

Notese que la convergencia ¢ verifica en F{H)
los axiomas (2) y (3), mas no el (1). No obstante:
1.10.:" TEOREMA

Sean {A }CF(H), AcF(H). An—°—-—)A siy sé-
lo si, para alguna subsucesi6n Anp——g—éA.
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Prueba:

Si para alguna subsucesifn '{Anp} de {Ap} se 21
tiene que Ann —~2 5> A, entonces dada cualquier sucesidn
{xn}CH, con xpeAy (n=1,2,...), {xp } admite una subsuce --
sién débilmente convergente a un punto de A. Luego tambié&n
{xp} ag?ite una subsucesidn débilmente convergente a un pun-

to de A, y, en consecuencia, An——%—> A.

o

1.11.t  TEOREMA

Sea (An) una sucesién en F(H).
Si Aﬁ—g—)A, entonces A, g A.
Prueba:

, si An—ﬁ-)A, dado k>0 se tiene -que B(A_,A)<k
salvo, quizis, para un nfimero finito de subindices. Puede
suponerse, por tanto, que '

AnCS[A,k] n=1,2,...

Si {x_} es cualquier sucesidn con xneAn para
n=1,2,... entonces {x }CS[A,k] y como consecuencia de 1.
3.., admite una subsucesibn {xnp} con xnﬁ——J&xeS[A,k].

Como  6(An,,A) » 0, también ap, = d(xp,A) > 0.

De modo andlogo al expuesto en la prueba de 1.3.., puede ha
llarse una sucesifn (ynp}cA; tal que
d(xnp,ynp)= d(xnp,A) e g
Al ser A débilmente compacto, puede suponerse
que ynp__nyeA. : . '
‘ dio ¢>0, puede hallarse p(e)el tal que si
P B p(e), d(xanan), =a np <€,
lo que, en virtud del lema 1.2., implica que d(x,y)e.
Luego, necesariamente -d(x,y)=0, es decir qué
xeA, completindose de este modo 1a demostracién.
. o
4,120 COROLARIO -
Sea {An} una‘sucesién en F(H). Sea AgFéH).

Si A, —=8 . A, entonces A, —C - A.

Prueba:
, Si A, —fﬁ—; A, para cuglquier subsucesibn (Anp}
de {A,} se tiene que Anp—»§—+ A, Yy en consecgencia,— por

el teorema anterior, Anﬁ —2 - A. Lucgo An - A

8]
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1.13.: OBSERVACTON

Si {ci} ¢s una basc ortonormal en H, entonces

22la sucesidén ({ei}}cF(H) verifica que {e;) % (0}

Pero  g({ {e;} ,{0} ) = 1 para odo i=1,2,....
Por lo tanto el reciproco del anterior teorema
¢s falso.

—
1.14.: TEOREMA

Sea {An) una sucesién en F(H).

_ Si An 3 A puede encontrarse una subsucesidn
'{Anp) de (An), tal que Anp C S[A,k] p=1,2,... , p. a al
gGn k>0, .
' (0, en otros términos, {An} estd contenida fre
cuentemente S[A,k] para algtn k»0).
‘ Prueba:

Caso contrario {An} estd Gltimamente no conte-
nida en S[A,k] para todo k>0.

Dado k=2 an; / sin*ny B(A ,A) 2
Dado k=2 an,>n; / si ndn, B(A,,A) * 22
Dado k=2P an#>nb_1/ éi nénp B(An,A) 3P

Por tanto:

Dado k=2 3an, / si n3n, ax%eAn d(x;,A)éz

" Dado k=22 3n,>n; / si ndn, 3x§€An d(xZ,A)>22

- : \ 5T
Dado k=2F 3np>np_1/ srninp axgeAn d(xg,A)—Z?

Se construye ahora la sucesién'{yi} del siguien

te modo: . )
yi1€A arbitrario, ... »Yn _1€An -1 arbitrario,
Yny=x£; ny’ *° 2 yn271=xS;-1sAn2—1’
- yn2=x£2:An2, cee yn3_1=xg;ﬂ cAn3_1, ces

Obviamente: i
A An2
d()’n ’A)é 2: e ,d(yn2_1aA) -Z:d()’nzyA) 2 R
d(y,..1°A) * 23
n3-1 . L )
Como Ynth, ‘n=1,..., vy An $a por hipétesis,
puede obtenerse una subsuccsién'{ynk) de {y,} tal que
Yni —AyeA )
y ademds,para cada k, d(ynk,y)é d(¥ny,A).



Por lo tanto, (d(ynk,y)) estd minorada por
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una sucesidén numérica no acotada, lo cual es absurdo ya que

si

en H,

Yng —> V> existe M>0)  tal que

iyng - Yl < M, (k=1,...).

1.15.: TEOREMA

Sea J: H ——3 R un funcional sobre H tal que
1.15.1.' J es débilmente secuencialmente continuo

1.15.2.: J admite un minimo,x*.

-Entonces si J(xo) > J(x*), el conjunto de nivel

W(xo) = {zeH|“J(z)£J(xo))

es no acotado.

Prueba: )

Sea {xn) una sucesidn en H tal que Xn — x*,
Al ser J débilmente secuencialmente continuo,
J(xn) s J(x*)

por lo que, para n suficientemente grande

J(xn) - J(x*) < J(xg)-J(x*).
Puede suponerse, pues, que (xn}C:W(xo).

Por otra parte, si {e1,e2,...,en,...,}es la base
ortonormal candnica de H, se tiene que:
Coeytxy, e,*X,, cee 'ep+x s .. ——> x*
*
2e1+x1, 2e2+x2f ves 2ep+xp, ce ”"fA x~~
e .
ke, +x,, ke, +x,, BN kep+xp, cee —— X

continuo

Por lo que, al ser J débilmente secuencialmente

JCerin,), oo, JCeprxy) peee > IOH)
- - *
J(2e1+x1),..., J(Zep*xp) yoes + J(x*)

J(ke]+x1),..., J(kep+xp) Lees > J(x®)
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Sea r= J(xo)-J(x*). Dado r/2, se tiene que

angel” | sindn,  J(e #x )-J(x*)<r/2
an,el” | si ndn, J(Ze +x )-J(x*)<r/2

ank;1+l si n'—‘nk J(ken+xn)-J(x*)<r/2

De donde
J{ en1+xn1)<J(x*)+r/2=J(xo)-r/2<J(xo]
J(Zen2+xn2)<J(x*)+r/2=J[x°)rr/2<J(Xb)

J(kenk+xnk)<J(x*)+r/2=J(xo)rr/2<J(x°)

Obteniéndose asi la sucesibn {kenk+xnk},
obviamente no acotada y contenida en W(xo), completidndose

de este modo la prueba.

- )

N6tese que 1.15.1se da, por ejemplo, si
el funcional J es Gateaux diferenciable en H y si ademés se
verifica que '

Co X, —>X

n 1 1 » B
YD—AYF_s J (Xn:yn)_—') J,(x,Y) .



2.:  SEMISISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS DEBILES ¢
SOBRE H

1.: DEFINICION

2.
Se denomina semisistema dlnamlco discreto debil

sin unicidad sobre H a la terna (H,I ,n), donde
a: HXIT ————3 F(H)
verifica:
2.1.1.00m(x,0) = {x} VxeH.
2.1.2.:8i- xn————L x en H, entonces, para cada
entero no negativo k, n(xn,k) —_ L (x,k).
2.1.3.:m (7 (x,h),k) = 7 (x,h+k) ¥xeH, V h ksI

2.2.: QOBSERVACIONES

2.2.1,

En 2.1.3.'se afirma implicitamente que eS dé —
bilmente compacto el conjunto .

Ao,k = A0,

yew (x,h)

Ello es consecuencia de los axiomas anteriores,
en el siguiente sentido: ' ' )

Si MeF(H), v n(.,k):H — F(H) verifica los
axiomas 2.1.1. y 2.1.2., entonces el conjunto

n (M,k) = k_dlm(y,k)
yeM
es débilmente compacto.

En efecto:
Sea (x jcn (M, k) .Por definicidn puede obtenerse
otra sucesidn (y } c M, tal que X en(y k) (n=1,2,...).

Como M es débilmente compacto, (y } admite una
subsucesidn’ (ynp} tal que :

Yn, — YeM,
lo que,en virtud de 2.1.2., -iwplica que

n(ynp,k) —T 5 a2 (y,k).

Como X, an(ynp,k) (p=1,2,...), la sucesién
{xnp} ad mite una subsucesién {xp *) tal que

xnp* — xen (y,k) C(M, k).



i ’ Se na probado, pues, que n(M k)
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es dcbxlmente

secuc*lcuﬂmentr‘ compacto y,por tanto también que es
débilmente compacto.,.

2.2.2.:

La definicién de semisistema dindmico discreto
sin unicidad sobre un espacio métrico X, dada en (30) y re
cogida en (26), es como sigue:

(X,I+,n) es un s.s.d.d. sobre X si

i XxIT — 3 F(X)
verifica: ]

1) n(x,0) = {x} VxeX.

2) n(n(x,k),h)= n(x k+h)  VzeX Vh,keI'

3) Para cada kel', x > x =3 u(x k) g (x,k).

Como consecuencia de 1.12. , €5 claro que todo
semisistema dindmico discreto sin unicidad sobre Rn, es un
semisistema dindmico discreto debil sin unicidad sobre R,
Reciprocqmente, supongamos que X, + X en Rn.Entonces, por
2.1.2,, para cada entero no negativo k, n(xn,k) ——g—én(x,k)
Veamos que también n(xn,k)—g—én(x,k):

Caso contrario existee>0 tal que, para una sub-
sucesibn B(n(xnp,k), n(x,k)) * e.Puede encontrarse enton-
ces  ynne n(xnp,K) p=1,2,... tal que d(ynp,n(x ,kK))2 e,
Como Xny* X, necesariamente = (xn_,k) —2> n(x,k), en cu-
Yo caso, para una subsucesidn de {ynp) (que, por comodi--
dad supondremos es ella misma): ’ !

an —¥ ye u(x,k)
es decir, d(ynp,y)+0, y por tanto, d(ynp,u(x,k))+0, 1o
que es absurdo,

Luego, sobre Rp, coinciden los conceptos de se-
misistema dindmico discreto y semisistema dindmico discreto
debil.

1 2.2.3.:
N El axioma 2.1.2., buede exbresarse de modo equi

valente afirmando que:

2.1.2.%' : 8§ = x e§~H, entonces para cada
entero no negativo, k, n(xn,k) — 7 (x,k).

En efecto, si X, — X Yy se tuvicra que
n(xn,k) 2 n(x,k), para alguna subsucesidn

w(xnp k) 249 n(x,k)
pero como xnp — x, en virtud de 2.1.2.,

™ (xp;,»K) —% 5 w(x,k)



- lo que es contradictorio.

Por lo tanto, si se considera el espacio topo—

16gico (H,0) como espacio con limite, al igual que (F(H),gy

(3]

todavia puede redactarse de otro modo.el axioma considerado-’

semejante al introducido originalmentc en (0):
2.1.2": Para cada k;1+, la aplicacibn
n(.,k): H ——— F(H)
N -
es o-g-continua en H.
Naturalmente, la continuidad debe entenderse en
el scntido do (22).20.1II.

2.2.4.:

Si w(x,k) estd constituido por un ntGmero fini-
to de buntos, para fodo ksI*, se dice que (H,Itﬂ ) es local
mente finito en X. '

Si para cada xeH, existe yeH tal que n(x,1)={y}

(H,I+,n) se dice que tieme unicidad positiva.

El siguiente teorema proporciona un método
"standard" para definir sobre H un semisistema dindmico dis
creto débil:

2.3.: TEOREMA

Sea w(.,1): H ———————§ F(H) wuna aplicacidn tal
que: ' ) : .
2.3.1,: Si X, —— x en H, entonces
- (x5 1) —% 5 w(x,1), en F(H).
———> F(H) de modo que:

Si se define ?:HXI*
n(x,0) = {x} ~ V xeH.

n(x,k+1) = e/ (v, 1)

yen(x,k)

-

la terna (H,I+,n) constituye un semisistema dindwico dis-—
creto sobre H, que denominaremos inducido en H por la apli-
cacidén =(.,1) dada.

Prueba: )

n:HxIFQ—é F(H) estd bien definida como conse _
cuencia de 2.2.1.,y verifica 2.1.1., por construccidn.

Veamos que cumple también 2.1.3.:

Se procederd ?or induccién sobre k. Para k=1 se
cumple bor la misma definicién de n.Supongdmoslo vdlido pa
ra k-1.



o MM o8 M oo A M. 4 M

[N - YOV " N - N N N SRR D)

[ SV N NN G N

Aa

Si zew{x,h+k), existe Z1cn(x,h+k-1) tal que
Zaﬂ(21,1), y porhipdtesis de induccidn, Z1sﬂ(n(x,h),k-1).

Sea yen(x,h) tal que Z‘en(y,k-1). Entonces:

zan(z1,1)c:n(w(y,k-1),1) Y por tanto zen(y,k),
de donde

zem (n(x,h),k) ,
con lo duc se demuestra que v(x,h+k) < {n(x,%),k).

Sea ahora zen (v {x,h),k). Puede encontrarse
yen(x,h) tal que

zen(y,k)= n(=(y,k-1),1).

Entonces si 215ﬂ(y,k-1) es tal que ZEH(Z1{1),
-se tiene que:

' Z,en(y,k—l)(:n(n(x,h),k-1) = w(x,h+k-1)
de donde : '
’ Zen(z1,1)<: 7 (n{x,h+k-1},1) = = (x,k+h),
es decir que también w(w{x,h),k) € «(x,h+k), completindo-
se la prucba de 2.1.3. .
) Por ﬁltimo.véamos, por induccién sobre k,que se
verifica 2.1.2.: .

Para k=1 es evidente.

Si .xa—é X en H, consideremos la sucesibn {zn]
con znen(xn,k), n=1,2,... .

Como n(xn,k)= n(n(xn,k—T),1), existe una suce—
sibn (yn} con vy e n(xn{k-i) Vn=1,2,...,tal que Zﬁ“(yn’1;’
para cada n=1,2,... ) . . )

Por hipdtesis de induccién n(xn,k-1) “Zyn(x,k-1
y de aqui que (yn) admite una subsucésidn {ynp} tal que
' an _— YETf(x;k'1)
pero entonces _

"y 1) —— y,M)
lo que imp}ica que {znp} admite una subsucesidn {znp*}tal
que: -

’ znp*——-————A zen(y,1). A

Como vyen{x,k-1), zen(n(x,k-1),1) = =(x,k) 1o
que demuestra que n(xn,k) <5 r(x,k), probindose asi el
teorema.

2.4.: EJEMPLOS

.Como consecuencia del teorema anterior, pueden
darse definiendo Ginicamente wuna aplicacién n(.,1):H +F(H),



sobreentendiéndose que se trata del semisistcma dindmico dis 29
creto débil que induce en H.

2.4.1.:
Sea Me F(H), fijo. Se define para todo x de H:
wy (x,1) = M.

. ‘e : +
Obviamente verifica 2.3.1., y por tanto (H,I =)
es un semisistema dindmico discreto Jdébil sobre H.

2.4.2,:

Sean F un conjunto finito no vacio y

B= (vi: ie F}CH.

Definimos np(x,1)= {(x/vi)vi: ieF}

_ Si x,— x en H, sea'(zn} tal que znenz(xn,1) ,

n=1,... . Puede escribirse entonces que:

Zn” (xn/Vi(n))vi(n)
y al ser F finito, para algln 1ig¢F  existe una subsucesidn
(znp} tal que

znp = (xnp/vio) Vio
en cuyo caso es inmediato que

znp-————) (x/vio)vioenz(x,1).

Luego  ma(x,,1) —T 3y wy(x,1) y de aqui que
(H,I+,n2 ) es un semisistema dinamico discreto débil sobre
H. ‘

2.4.3,:

Sean k>0 y «ateR, fijos.

Se define 73(x,1) = S{ux,k]

Si x — x en H, sea {zn) tal que zneﬂ(%nl)
n=1,2,... . En tal caso

z, = agn vy con hvnﬂ A k, (n=1,2,...).

Al ser (vn} acotada, puede extraerse de ella

una subsucesién ) y
. Vnp —— ves[0,k]
luego

znp. — v ax + ve Sfax,k] = m3(x,1)

Por tanto, wa(x,,1) —Z Sw3(x,1), y, en conse—
+ . . . - - . - .
cuencia, (H,I ,#3) es un semisistema dindmico discreto débil

sin unicidad sobre H.
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2.4.4.:
Sean MeF(H), yaeR, fijos.
_ Se define my(x,1)=ax + M.
" De forma aniloga 2 los ejemplos anteriores se
prueba que @4(.,1) verifica 2.3.1., y, en consecucncia,

+ - AP . -
(H,I ', 7} es un semisistema dindmico discreto débil sobre II.

2.4.5.:

Sea A:H ;Q——Q H tal que cumple que

x# —ax =3 A(xn) — A(x).

S§i se define ng(x,1)= A(x) trivialmente se ticne
que (H,I+,ﬂ5) ¢s un semisistema dindmico discreto debil so-
bre H, localmente finito en cada xegH, y con unicidad positi-~
va.

En lo que sigue, se supondrd dado un semisistema
dinémico discreto debil CH,I+,n).

" 2.5.: " DEFINICION

Se l1llama solucidn de (H,I+)n) a través de x.H, a
toda aplicacibn

x:1 Q—————é H
que verifique 1§s siguientes propiedades:

2.5.1.: I°C1, €I ‘

2.5.2.: x(0)= x. .

2.5.3.: x(3)en(x(h),j-h)  Vj,hel, j * h,

Las imdgenes de 1, IX(\I', I  por la aplica
cidén x se denominan, respectivamente semitrayectoria posi-
tiva por x, semitrayectoria negativa por x, y trayectoria de
la solucidn x. '

’ ~En adelante, cuando-no haya lugar a confusifn,no
se distinguiri entre una solucidén y su recorrido o trayecto-
ria, empleadndose el mismo simbolo para su designacidn.

"2.6.: ~ TEOREMA

Sca xeH. Si  yen(x,k) para algGn kel', enton—
tes existe und solucidn x por x, tal que x{%)= y.

Prueba: : : '

Cfr. (26).1.
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2 7. TEOREMA

, Sea'(xn)_ una sucesién de soluciones de (H,I+,n)31

~ tales que .
xn(O) —— xeH.
~ Existe entonces una solucidén y a través de x,tal
que ' 4
x(i) = o-lim x, (1) (i=1,2,...)
pe P
siendo '(xnb} subsucesidn de {xn} (que depende de i ).

Prueba:

X (1)en(x (0),1), lo que, como consecuenc1a de
2.1.2. da que pucde extraerse una subsucesifn {xn1(1)} " de
xn(1)} tal que Xn1(1) —_ yen(x 1.

an(Z)cﬂ(xn](T) 1), por lo que, como consecuen—
cia de 2.1.2. puede extraerse una subsucesitn \an(Z)} de
'{XHI(Z)} tal que xnz(Z) —= ypenl(yy, 1),

x“k 1(k)e "(X“k ](k 1),1), por lo que, como con-
secuencia de 2.1.2., puede extraerse una subsucesién’ (xnk k}
de’ (xnk_1(k)} tal que xnk(k) —_— yken(yk_1,1)

La aplicacidn x:I+———9H definida de modo Que
x(k)=yk, es, obviamente, solucién de (H,I+,n) que verifica
la tesis propuesta si se toma x(o)= YooX-

’ » O

- 2.8.: ' DEFINICION

Sea xeH. Los conjuntos

+ . + - -

o - L o re: U xnt)
x (0)=x x(0)=x X

son llamados resﬁectifamente, semiconos de trayectdrias posi

tivo y negativo, a través de Xx.

l

2.9 . DEFINICION"

Un conjunto MCH se dird ser

2.9 .1.: Positivamente invariante, si T (M)-

2.9..2.: Negativamente invariante, si T (H-M) =
= H-M, . )

2. 9.3.: Invariante, si es a la vez positiva vy
negativamente invariante.

2.'9.4.: Cuasipositivamente invariante (o débil-

mente positivamente invariante), si para todo xeM existe una
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solucidn x a través de x, tal que su semitrayectoria posi-
tiva estd contenida en M.

2. 9.5.: Cuasi ncgativamente invariante (débil
mente ncgativamente invariante) si para todo xeM existe una

solucidn X a través de x, tal que X(Ixn 1)y M.

2.10.: TEOREMA

Los conjuntos ﬁositivamente invariantes de H,
<onstituyen una topologia sobre H.

Prucba:

Puede considerarse que la aplicacibn multicélug
da w(.,1): H—> 2H hace que (H,n(.,1)) sea un grafo.,

Mostraremos que:

Si (X,n) es un grafo, existe una topologia
T(#) sobre X, tal que un conjunto es t(w)-abierto si y s6-
lo si T(U)c u.

En efecto:

Si se define £ .= { Ve ZX: {x}Ur (x) €V} ,se
tiene que:

1) Si Seg, y S'ef, entonces SNS'eE .

2) Si SeEx y UDS, entonces Uzex.

3) Si Ss{x entonces xeS.

Por 1o tanto

1(n) = que2X: Ueg  para cada xeU)
es una toﬁologia sobre X. : .

Si w(U)C U, para todo xeU, n(x)cV, és decir
que para todo xeU, Uszx y en consecuencia, U es t{n)-abier-
to. :

Reciprocamente, si Uet(w), para todo er,Ueex,
Y en consecuencia, para todo xeU,n(x)cU, es decir que

. e(U)CUu.

3
Como los conjuntos positivamente invariantes M
son los mismos que verifican que »(M,1)c M, se obtiene

O

2.1, TEOREMA

Sea MCH. M es débilmente positivamente inva_
riante si y sélo si
Para todo xeM, n(x,1) NM # ¢.



2.12.: COROLARIO

La unién de cualquicr coleccifn de cofjuntos dé-

bilmente positivamente invariantes, es débilmente positiva-33

mente invariante.

2.13.: ° TEOREMA
Sea M H. Si M ¢s débilmente positivamente in-
variante, cntonces °°M (cierre secuencial débil de M) tanm

bién lo es.

Prueba:

Sea xe?°M. Existe una sucesién'{xn} M tal que
Xn——A X, ¥y como M es déb;lmente positivamente invariante,
para cada X, existe una solucidn X, & través de X, tal
que su semitrayectoria positiva estd contenida en M.

Por el tecorema 2.7., cxiste una sclucibén g a
través de x,verificando que

x(i)= o-1lim X, (1) (i=1,...),

pre P
de donde se deduce que, para cada entero positivo i,
. oS5
x(i)e M

Y la conclusidn se sigué ahora de 2.11.

2.14.: DEFINICION

Sea xeH. 'si para todo yelli y para cada entero
positivo k, xén(y,k), x es 1llamado punto de partida.

2.15.: DEFINICION
Sea xegH. Si T+(x)= {x}, entonces x es llamado

punto critico.

2.16.: DEFINICION

Sea xeH. Si xen(x,1), entonces x es ’'llamado pun
‘to singular.

'2.17.:  DEFINICION

Sea x¢H. Se dice que x es un punto periddico si
existe ke 1*- {0} tal que xern(x,k ).

En tal caso se tiene también que xen(x,nk } neN.

Se 1llama periodo del punto periddico x al

p(x) = min {keI’-{0) : xen(x,k))
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2.18.:  OBSERVACIONES

Todo punto critico es periédico y singular.

Todo punto singular es periddico de periodo uni
dad.

Si x es critico {3} es positivamente invariante,

y si x es singular, {x} es débilmente positivamente inva-
riante.

2.19.: TEOREMA

Si xeH es peribdico de periodo ko se verifica
que:

1(x,p) e nix, ketp)en(x,2ke+plc... (VpeI+).

Prueba:

Por hipdtesis, xewn(x,kg). Entonces:

n(x,p)e n{n(x,kg),p) = n(x,kq*p).

Igualmente:

(v (x,p), kel n(n(x,ko+p),kg)
por lo que

n(x,ko*p) € (x,2ko*p).

Procediendo de igual forma se llega a la conclu
sibn deseada.

[}

2.20,: TEOREMA

S5i xeH es peribdico de periodo kg ,entonces vy
s8lo entonces existe una solucién x a través de x tal que
x(nky) = x Vnel®.

' Prueba:

Como xen(x,kp), por 2.6. sabemos que existe una
solucifn x* a través de x, con x*(kg)=x.

Naturalmente, se cumple que: ‘

x*(0) = xen(x,0) < n(x,kp)

x*(Ven(x,1)

x*(2)en(x,2) )

x*(ko-1)en(x,kg-1) :
Podemos entonces definir la aplicacién x:I*~+ H
de modo que

x(0)= x(kg) = x(2kq) = = X
Cx(1)= x(kg+1)=x 2kg+1) = = x*(1)
x(2)= x(k +2)=x(2k +2) = ... = x*(2)

x(ko-1)=%(2ko-1) =x(3ko-1)

= x*(ko-1)



Como consecuencia del tecorema antérior, x €s SO

lucibn de (H,I+,n) que verifica la tesis del teorema, com

pletdndose de este modo su prueba. a

tivo de

tivo de

partida,

tivo de

partida,

tivo de

CONJUNTOS LIMITE

2.21.: DEFINICION

Sea x una soluci6n de (H,I+,n).

Se 1lama conjunto norma-limite secuencial posi
x, al

+ +

L (x)= {yeH : a{kn)cl , kn+m ,x{kn) — vy}

2,22, DEFINICION
Sea x una_ solucibn de (H,I+,n).

Se llama conjunto limite dé&bil secuencial posi
x, al
+
LY (x)= yeH @ alkdel’, Jowe ,x(k,) = y)

2.23.: DEFINICION

Sea x una solucibn de (H,I+,n).

Se 1lama conjunto limite finito de x,al
+

LF(x)= {yeH : a{kn)cl , kn»w ,x(kn) =yl

2.24.: DEFINICION
Sea x una solucidn de (H,I+,n), sin puntos de

con 1 =1

Se 1lama conjunto norma-limite secuencial nega
x, al

L™ (x)= {yeH : a{k )eI, k >-= »x(k) — y)

2,25.: DEFINICION

Sea x una solucién de (H,I+,ﬂ), sin puntos de
con I= Ix .

Se 1lama conjunto limite d&bil secuencial nega
x, al

L) (x)= {yeH : alk )el, ko-e ,x(k) =)

2.26.: OBSERVACION

Obviamenté LF(X) c L*(x) CIL;(X) para cada

solucibn x de (H,I*,n). También, si x es cualquier solu--
cién apropiada, L (x) € L;(x).

35
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2.27.: EJEMPLOS

Sea (H,I+,n1) el semisistema dindmico discreto
debil sin unicidad introducido en 2.4.1.

Sea {ei) una base ortonormal de H.

Considérese la siguiente solucidn: X:I+* H tal
que: )

x(0) =x(1) = e,

x(2) =x(4) = x(8) = = x(2") = =e,
x(3) =x(9) = x(3%)= ... =x(3P) = =eq
x(5) =x(25)= x(5%)= ... = x(5P) = =eg
x(6) = eg

x(7) =x(49)= x(7®)= ... = x(7P) = =e,
x(10)= €10

Obviamente se tiene:
LF(x) = {ez,es,es, cee s €y kel primo }

S ANCY) Lp(x)-
L;(x) = {0 ULL(x)-

L}

Por otra parte, si x¢ S[0,1]), necesariamente
es un punto de partida.

Todo punto de 8[0,1] es singular, y no exis—
ten puntos criticos.

La aplicacibén ¢:I—— H definida de modo que
¥(0) = xe5[0,1] w(-i)=e; (i=1,2,...)
v() = 1728 ey (i=1,...)

@s, igualmente, una solucibn de (H,I+‘u1) pard la que se

tiene:
L) = 1 () = {0}
L7(¥) = ¢ = Lp(v),
L_(¥) = {0}.

2.28.: TEOREMA

Sea y una solucidn de (H,I+,n).
El conjunto L:(x) es débilmente positivamente
invariante.
, Prueba:
Sea yely(x). por definicibn e xiste {k }eI'’
kn+m , tal que X(kn) —> y, Entonces:



w(x (k),1) —=n(y,1)
y como x(kn¢1)en(x(kn),1) la sucesibn (x(kn+1)} admite 37
- una subsucesidn {x(kni+l)} con
x(kp;*1) — y*en (y,1)
Como kn +10 4w, *eL;(x), y por consiguiente
L 0N (y,1) ¢ ¢

siguiéndose la conclusibn de 2.11.

. + . a

Notese que Lu(X) no es, en general, positiva-
mente invariante, como se pone de manifiesto en el ejemplo
anterior.

O
2.29.: TEOREMA

Si xeH es peribdico de periodo k entonces
existe una solucién y a través de x tal que xeLF(x), y su
semitrayectoria positiva coincide con sus conjuntos limite.
positivos.

Prueba: .

Basta tomar la solucibén x comtruida en la prue

‘ba ge 2.20.:

Su semitrayectoria positiva consta de k pun—
tos, por lo que

Lp(x)= Lo = L0 = Im() = I, xx (), ..,
eees X*(k - L .

] o
2.30.:  TEOREMA

Sea x una solucién de (H, I+ n). R

El conjunto L (x) no contiene subconjuntos pro
p1os positivamente 1nvar1antes

Prueba:

Sea AcH, positivamente invariante con? #ACLF(X)

El conjunto {heI+: x(h)eA) es entonces no va-
cfo. Sea h,= min {hel* (h)eA) .

La ap11c3c16n x®: 1+ H definida con x*(j)=
x(hA+j) es una solucién de (H,I ,7) a través de x*(0) =
=x(hA) €A, luego:

{xm):héh )CACL()

Pero si te Lp(x) existe una sucesidn {k ler*

k += ,con x(x ) = t, por lo que te{x(h): h hA) Por 1o
tanto LF(x)C:{x(h): h 2 hA], y,-en consecuencia:
Le(xd

0
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2.31.: TEOREMA

Sea x una solucibn de (H,I+,n),a través de xeH.

Si (H,I+,w) es localmente finito en x, entonces
LF(X) es débilmente positivamente invariante. ’ ’

Prueba:

Sea yeLF(x). Por defini;ién, existe una suce—
sién  {k } CI*,kn»m, con x(k )=y, de donde

a(y,)=n{x(k ),1), (n=1,...}.

Si tomamos x(kn+1)en(x(kn),l), al ser necesa—
riamente finito el conjunto ﬂ(y,1)=n(x(kn),1), para una sub
sucesibn (k;+1) c I+, k;+1+w, se cumplird que

z= x(k;+1) (n=1,...)
luego

ZELF(X)-

Como también z2ew(y,1) se obtiene que

w(y, DNLL () £ o
siguiéndose la conclusién de 2.11.

2.32.: TEOREMA

Sea x una soluciébn de (H,I*,w), a través de xeH

Si para todo'k:I+, n(x,k) estd constituido por
un solo punto, (es decir si el semisistema tiene en x unici
dad positiva), entonces LF(x) es positivamente invariante.

Prueba:

‘Sea YELF(X)- Por definicibén existe (kn}c:I+,
kn+w, tal que x(kn)= y.

Como x(kn+1)cn(x(kn),1) = n(y,1). (n=1,..) y
el semisistema tiene unicidad positiva en x, quedarid que

n(x,kn+1) = n(y,1) = {x(kn+1))
y al ser kn+1+m

x(k *+1) eLp(x)
o lo que es lo mismo,

w{y,) Le(x)
lo que equivale a que LF(X) es positivamente invariante.

a
2.33.: ‘COROLARIO

Si (H,1+,n) tiene unicidad positiva en x, y pa-
ra la solucidén correspondicnte x a través de x, LF(X)¥0 ,en
tonces existe heI*, dependiente s&lo de x, tal que

Lp() ={x(K)eH : k * h) = M,



2.34.: OBSERVACION

: + P . . .

Si (X,I",n) es un semisistema dinfmico discre-
to sobre el espacio métrico X, el conjunto limite de cual—
quier solucidn x, para la topologfa de la norma, es cerra-
do en dicha topologia. (30).

- +

En nuestro caso cabria esperar que L _(x) fuera
débilmente secuencialmente cerrado.

Sin embargo, en general no es .asi, como se pone

de manifiesto en el siguiente ejemplo:

2,34.1.:

Sea {ei) una base ortonormal de H.

Consideremos la sucesibn {xi} en H, construida
de modo que:

X1= e+ €] Xp= €1+ e; Xg= €% €3

X3= ep+2e; Xgz= ep+2e; Xg= extley

(M

Xy= e3+3e; Xg= e3+3e; Xg= e3+3'e3

Se define la aplicacién n(.,1): H> F(H) de for-

ma que:
n(xi,1) = (xi,xi*])
a(x,1) = sfo,1] si xel0,e, ,¢, , ...} =B
n(x,1) = {x} si x¢B y x¢ Im.{xi) =M.
Nétese que VxeH, xen(x,1). '
Sea {yn) H tal que y —vy.
Pueden darse las siguientes alterqativas (no
triviales)

a) Una subsucesibn (ynj) extraida de {yn) es
tal que Ynj ¢ BUM (Vji=1,2,...).

Entonces ﬂ(ynj,1) = {ynj) 2 n(y,1) ya que
Ynj——A yeun(y,1).

Como consecuencia de 1.k ., se cumple, entonces
que w(y ,1) - n(y,1).

b) Una subsucesidn { ynj) extraida de {yn} es
tal que ynj= ep(j) (J=1,?,...)

En tal caso, sea finito o no el conjunto

j¥1,..;} , necesariamente y = 0 o bien y= e; pa

o (3) : ;
ra algn jel
En ambas situaciones n(ynj,1) <2y ny,1) ya

=0
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que u(ynj,1) z 5{0,1] = n(y,1). También por 1.10, se sigue

que

40 Ty, 1) —F n(y,1).

c) Una subsucesidn {y,.} extraila de {yn} és
tal que ynj = x?(j) (3=1,...).

Si {xpj i j=1,...} es finito, claramente

"(nj,1) = {Xnj,Xn5eq) —2 w(y,1).

Si '{xp.): j=1,...} es infinito, necesariamente
es el rango de una subsucesidn de una fila de (1), pues, de
otro modo, {y, .} seria no acotada, lo que es ahsurdo.

Por lo tanto, puede suponerse que

. Yn; — y= e eB. C
y entonces n(y,1) = s[o0,1].

Si tomamos una sucesibn {zj} con zjeu(ynj,1)
j=1,... necesariamente tiene su rango en la unidén de las fi
las r-1,r,741 de (1), por lo que una subsucesidn extraida
de nj; converge débilmente, bien a e..1» @ €, 6 a e..q per-
ténecientes a S[0,1].

Luego también "(yny,1) —n(y,1) =

T(y,,1) L n(y,1).

~ Se ha llegado , en resumen, a probar que, en los

tres casos, y —>y = n(y,,1) —2 . (y,1).

La aplicacién =n(.,1) induce en H un semisiste-
ma dindmico discreto debil, sin unicidad, para el cual,

x:l++ H con yx(i)= Y i=1,,
es una solucidén, a través de x(0)=x1.

Pero ’

Lo (x)= (eg,e5, -on )
no es débilmente secuencialmente cerrado, ni (por tanto) dé-

bilmente cerrado.
Para que se de una situacién aniloga a la del

ejemplo anterior, es esencial que el conjunto {y(i):i=1,...}
sea no acotado, como puede verse en el siguiente:

2.35.: TEOREMA

Sea’ xeH, tal que T+(x) es acotado.
Entonces, para cada solucién y a través de x,
L‘(x) es no vacio y débilmente compacto.



Prueba:

{x(n)} (n=1,2,...) es una sucesibén en T*(x), .41
que, por estar contenida en un conjunto acotado, admite una
subsucesién débilmente convergente:

{x(nj)Y con x(nj)——-e zeH.

Como nj+w, zeL;(x) ¥ 0.

Sea ahora ycL;(x). Por definicién y es limite
debil de una sucesibn de elementos de T (x), luego ye’TX);
es decir que L;(x) < TF (XY, :

Al ser T+(x) acotado, su clausura débil es un
conjunto débilmente compacto, y por consiguiente, también
acotado.;

Sea {yn)CL;(x), yn~——A y. Existen sucesiones de
enteros no negativos, (kg} , kg Bw, tales que x(kg}—Jzé Yo'
(n=1,2,...).

Como T*(x) es acotado, su topologia relativa
de la débil de H, es definible mediante una métrica d*(.,.)
y podemos suponer que las sucesiones {x(k;)} verifican que

a*(xOQ,y, ) ¢ Up (=100,

P n n-t‘
y también que Kk, <km1

Es fBcil ver, entonces, que X(kg) —>y 1lo
que implica que y:L‘(x).

L;(x) es pues débilmente secuencialmente cerra
do, y al estar contenido en un conjunto débilmente compacto
es débilmente secuencialmente compacto, Yy PpOT consiguiente,
débilmente compacto, completéindose de este modo la prueba,

. u] ‘

2.36.: DEFINICION

Se dice que (H,I*,n) es estable en el sentido
de Lagrange, en el punto xeH, si T+(x) es acotado.

Se dice que (H,I+,n) es estable en el sentido
de Lagrange, si lo es en cada punto xe H.

El teorema anterior pone de manifiesto la im

portancia de este tipo de semisistemas.

‘2.37.: DEFINICION

Se considera la aplicacibn ATiH —— 2H tal

que:



rw::

¢ si existe una solucibn y por x tal

42 : + que LY (x)= o.
A (x) = .
\-____4} L’(x) en caso contrario.
x (0)= x

Para cada xeH,2 % (x) se denomina conjunto norma
limite positivo de x.

2,38 .: "~ DEFINICION
Se considera la aplicacién A::H ————Q-ZH tal
que:
¢ si existe una solucién x por x tal
que Ly (x)= ¢
+
A_(x) =
° k--——) y;(x) en caso contrario.
x (0)=x
©2.39.: ° DEFINICION
Se considera la aplicacién AF:H _— 2H tal
que: )

¢ si existe una solucibn x por x tal
J que Lp(c)= ¢.

(x) =
1F l L~.____} L+(x) en caso contrario.

A x (0)=x F

Para cada xecH, x:(x) (A;(x)) se denomina conjun
to limite secuencial debil (conjunto limite finito) de x.

- 2.40.: " TEOREMA

Sea xeH. El1 conjunto A;(x) es débilmente positi
vamente invariante.

Prueba: 3

Es simple consecuencia de 2.12. y 2.28.

2.41.: TEOREMA

Sea xeH. Si (H;I*,n) es localmente finito en Xx,
-@ntonces AF(x) es débilmente positivamente invariante.

Prueba:

Es simple consecuencia de 2.12., y 2.31.



EUNCIONES DE_LIAPUNOV, ATRACCION, ESTABILIDAD

2.42.: DEFINICION

*r

-

Sean VCHy J: V—>R.

Se diceAque J es un funcional de Liapunov para
(H,1%,7) si y sé6lo”si: '

2.42.1.: J es débilmente secuencialmente infe—
riormente semicontinuo.

2.42.2.: Si x es cualquier solucidn de (H,I+,n)
contenida en V, y (kn} cualquier sucesibn creciente de ente—
ros positivos, con x(kn)-—évcv, entonces J(x(kn))*d(v).

2.42.3.: J{(x) ® J(x(1)) para todo xeV y para
cualquier soluciofi x por x con x(1)eV. '

2.43.: OBSERVACTIONES

2.43.1.: Un semisistema dinfmico dicreto.débil
dado, puede no admitir mas funcionales de Liapunov que las
copstantes, como sucede, por ejemplo, al introducido en
2.4.3. para uel;.pues si x,yeH son tales que para algGn fun
cional de Liapunov J(x) # J(y), como existe en el semisiste-
ma una solucién por x que contiene al punto y, J(y) £ J(x),y
reciprocamente, al existir también una solucifn a través de y
en cuya tra&ectoria estd x, J(x) € J(y), obteniéndose en tal

caso una contradiccién.

2.43.2.: Si J es un funcional sobre VC H, débil-
mente secuencialmente contfnuo, verifica trivialmente 2.4Z.1
y 2.42.2., y serd funcional de Liapunov para el semisistema
considerado si es no creciente a lo largo de lasltrayectorias

de sus soluciones.

. 2.43.3.: Si H es de dimensibén finita, y J cual—
quier funcién sobre H, continua,a valores reales acotada infe
riormente y con todos sus conjuntos de nivel acotados, puede
definirse

a(.,1): H—> F(H)
de modo que

n(x,1) = W(x)= {zeH: J(2)4T(x)}

Claramente estf bien.definida, pues para cada x
de H, 7(x,1) es cerrado y acotado.

Veremos inmcdiatamente que induce sobre H un se
misistema dinimico discreto, y note-mos que és esencial el

requerir que H sea de dimensibn finita, en virtud de 1.15.



Sea ahora {xn} CH tal que xn—-) xe H.

Si {yn)CH es tal que ynen(xn,1) (n=1,...), en
tonces J(yn) £ J(xn) (n=1,...) y como J es acotado infe—
riormente, existe MR tal que

M £ J(y“) £ J(xn) (n=1,...). '

Yy al ser convergente la sucesidn numérica {J(xn)} podemos
concluir que {J(yn)) es acotada, pudiendo extraersele una
subsucesidén {J(y,.)} con

Jrny) — re [M,J(x)]

Consideremos ahora la correspondiente sucesidn
.{J(xnj)) que converje a J(x):

Puede ocurrir alguno de los siguientes casos:

a)

J({xp:) = J(x) salvo, quizds, para algdn nGme-
ro finito de subindices.

En tal caso, como J(y, ) < J(xn ) = J{x) se
tendrd que {y,.}lcW(x), salvo, qu{zés para un nimero fini
to de subfndices nj.

Al ser W(x) (débilmente)compacto, puede supo—
nerse que _

Ynj —> yeW(x)
lo que prueba que

JCR)D —%5 n(x,1) = W(x)

Yy, como consecuencxa de 1.1

(x,,1) — % v ax,1).

b)

Una subsucesidén de J(x,.) (que, por comodidad
de escritura supondremos es ella misma) converge a J(x)
por la derecha. ’ ‘ l

Bn este caso puede suponerse también que la su-
cesidn numérica considerada es monStona decreciente.

Como J(Ynj) € J(xp;) (j=1,...) se tendrd
que (Yn} C:W(xn1), completindose como en (a)la prueba de
que

w(x,1) — w(x,1).

c)

Una subsucesibn de {J(xn } converge a J(x) por
la 1zqu1erda

En este caso, como en el (a) puede obtenerse
una subsucesidn de ’Ynﬁ contenida en W(x), completéindose co

mo alli la prucba del mismo resultado.



En todos los casos se ticne, en definitiva, que 45
xn———9 x = ﬂ(xn,1) T T(x,1) T
y, como consecuencia de 2.3., la aplicacibén «(.,1) indu-
ce en H un semisistema dinfmico discreto [debil), sin unici—

dad, que denominaremos asociado al funcional J dado.

Si xeH y x es cualquier solucifn a través de
x)

J(x(1)) ¢ J(x)
ya que x(1)en(x,1)= W(x).,

Al ser J {débilmente secuencialmente)continuo
por hipStesis, y no creciente a lo largo de las soluciones
de (H,I+,n), es un funcional de Liapunov para dicho semisis

tema.

2.44.: TEOREMA

Sean VCHy J:V ——) R un funcional de Liapu

nov para (H,I*,u).

8i V es débilmente secuencialmente cerrado, y x
cualquier solucién de semitrayectoria bositiva.contenida en
V, con L+(x) # ¢, entonces J estd definido y es constante
sobre La(x).

Prueba:

Al estarla semitrayectoria positiva de x conte
nida en V, y éste ser débilmente secuencialmente cerrado,se
tendrd que si xeL;(x) entonces xeV, es decir que J esté
definido sobre L;(x).

Sean y,ch;(x), con J{y) J(z).

Pueden encontrarse sucesiones‘(hn)cl*, {kn}CIf
hn*w, kn+w, tales que

x(h) — 2z,  x(k)) ——>y"

Ambas sucesiones pueden ser tomadas de modo que
hn<kn (n=1,2,...), por lo que, para cada n se tiene:

J(x(k)) £ J(x(h))
de donde

jim Ix(k)) € pim J(x(hp))
obteniéndose, por 2.42.2. i

J () £J (2)
lo cual es una contradiccifn, pobindose de este modo el teo
rema.

[m]



2.45.: DEFINICION

46
Sean MeF(H), xeH.
2.45.1.: x es o-atraido por M, si, para cualquier

solucién por x, o-lim (x(n)) = yeM.
N+

2.45.2.: x es norma-atraido por M si, para cual-

quier solucidén x por x, M1im (x(m)) = yeM
T N

.: x es débilmente o-atraido por M si
(x)C M.
. x es débilmente norma-atraido por M, si

2.45.5.: x es fuertemente atraido por M, si para
todo norma-entorno U de M, existen un norma-entorno V de x
y un entero positivo ky tales que w(V,n)c U V¥n 2 K-

2.45.6.: x es uniformemente norma-atraido por M,
si existe un norma-entorno V de x tal que toda solucién ¥,
a.través de yeV estd filtimamente en todo norma entorno de M

2.45.7.: x es uniformemente o-atraido por M, si
existe un norma-entorno V de x tal que toda solucifn x por
Yy V esté Giltimamente en todo o-entorno de M.

2.45.8.: x es débilmente atraido por M si cual-
quier solucibn a través de x, tiene su semitrayectoria G1ti
mamente contenida en todo norma-entorno de M.

2.45.9.: x es finitamente atraido por M si exis-

te una solucifén x por x, tal que LF(x)c:M.

©2.46.: DEFINICION

Sea MecF(H).

2.45.1.: El conjunto {xeH: x es g-atraido por M
= A%(M), es 1lamado regibn de c-atracci6én de M.

2.46.2.: El1 conjunto {xeH: x es norma atraido
por M)} = A(M), es llamado Tegién de norma atraccibén de M.

2.46.3.: E1 conjunto {xell: x es débilmente
g-atraido por M} = Ag(M), es llamado regib6n de o-atraccibn
debil de M.

2.46.4.: E1 conjunto {xeH: x es débilmente
norma atraido por M} = Ad(M), es 1lamado regién de norma
atraccidn débil de M.




2.46.5.: E1 conjunto (xeH: x es fuertemente

atraido por M} = Af(M) es llamado regidén de atraccidn fuer

te de M.

2.46.6.: E1 conjunto {xeH: x es uniformeinente
norma atraido porbﬂ} = Au(M), es llamado regidn de norma
atraccién uniforme de M.

2.46.7.: E1 conjunto {xeH: x es uniformemcnte

g-atraido por M} = Ag, es llamado regidén de o-atraccién uni

forme de M.

2.46.8.: E1 conjunto {xeH: x es débilmente atra

ido por M} = Aw(M) es llamado regién de atraccibén puntual
debil de M.
2.46.9.: E1 conjunto {xeH: x es finitamente

atraido por M} = AF(M)’ es 1lamado regién de atraccidn fini

ta de M.

2.47.: EJEMPLOS Y OBSERVACIONES

2.47.1.: Son consecuencia inmediata de las defi

niciones:
2.47.1.1.: Af(M)c:Au(M)CAg(M)
2.47.1.2.: A (M)CA"'(M)CAS(M)
2.47.1.3.: A (M)CAd(M)cAg(M)

2.47.2.: Sea (H,I+,n1) el semisistema dinémicc;
discreto débil introducido en 2.41.

Sea M= S[0,1]

Ap(M) = Ag(M) = AM) = A0 = A, (M)=AG(M)=

" Para todo xeH, la solucibn x desc%ita en 2.2
(tomando x(0)=x) verifica que L (x)= Lt (x) € M, pero es fa
cil construir otra solucidn a traves del mismo x con L* (v)=
= ¢, de donde

Ad(M) = A(M) =
y también puede obtenerse una solucién por x que considera-
da como sucesidn, no tenga limite débil (aunque necesaria—
mente ha de tener puntos de acumulacién), por lo que

A°(M) = e.

2.47.3.: Para el semisistema dindmico discreto
débil engendrado en H por el operador identidad, se tiene
que todas las regiones de atraccidén del compacto débil {x],
definidas en 2.46 , se reducen a {x}.
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2.47 .4.: Sea vell, fijo. Considérese la aplica-—
cibén t:H=F(H) / t(x) = {-x+v}.

Engendra t en H un semisistema dindmico discre-
to debil, para el cual, xgeH es débilmente norma atraido
por el compacto débil M= {xq,v} pero no es norma atraido
por M.

Por otra parte, si W es un norma-entorno de X,
T4(W) = WU v-W. Tomando como norma entorno de M el conjun-
to WL)S[v,E] ficilmente se ve que X, no es fuertemente
atraido por M. Sin embargo, x;es unifoimemente norma atrai

do por M.

2.47..5.: Sea B={u,v} con (u/v) =0 7y Hul=
Wvl = 1/2. Sea (H,I+,u) el semisistema dinfimico discreto
debil sobre H dado por:

w(, 1) ((x/w)u, (x/v)v}

W(x,2) = 10, —-(x/w)u, —= (x/VIV)

.

w(x,k) = (0, -

4k-1

1
(x/u)u, ;—]—(‘_—] (X/V)V}

Para €1 se verifica:

A(10}) = A°({0)) = AG(L0}) = A4({0}) = A ({0))=
= H.

2.47.6.: Supongamos H=¢2, y sea Xx=(x;,X,,...)eH
Sea (H,I*,d) el semisistema dinadmico discreto debil induci-
do sobre H por la aplicacién

6(.,1):H+F(H) / &(x,1)= (0,x1,x2,...).

Se tiene que: :

A°({0)) = AJ({0}) = AJ({0}) = H
A (;0}) = A, (10}) = A ({0}) = {0)
ALIOD) = Ag({o]) = o

Ap({0}) = {0}.

2.48.: _ TEOREMA

Sean xeH, MeF(H).

Si XEAU(M) y A;(x] # ¢, entonces XEAd(M).

‘Prueba:

Sea yeA;(x).Existe una solucién y a través de
x, tal que ycL;(x), es decir que, para alguna sucesidn



K +
kler’ ke, x(k)—— y.
. |
Si y¢M, al ser H débilmente paracompacto, y por:fl

tanto normal, obtenemos abiertos débiles 61 y Gz, disjun--
tos, tales que MSEG‘, yer, y como X(kﬁ) estd Gltimamente

en GZ' no puede estar Gltimamente en G Por ello se tie-

1
ne que xlAu(M), contra la hip6tesis. .
Luego veM, y en consecuencia, x;(x)c:M, es de-

cir que xeAg(M).
O

2.49.: TEOREMA

Sea McF(H). Se verifica que Au(M)CA"d ).

Prueba:

Sean xeAu(M) y x una soluciﬁn arbitraria a
través de x.

Dado e¢>0, existe kecI+ tal que si k 2 k,

x(K)eS(M,e) ©€S[M, €]

S[M,e] es débilmente compacto en virtud de 1.31
por lo que puede obtenerse una subsucesibn

X(kp) _— yeS[M,e].

Si, en estas circunstancias, y¢M, podrian, co-
mo antes, obtenerse abiertos débiles disjuntos G1 y GZ’
tales que

MG, yeG,.

Como G es también norﬁa—entorno de M, y xe
A M), 1las suces16n x(k) estd Gltimamente en Gl’ con lo
que es imposible que esté frecuentemente en Gz, y por tanto
se llega a una contradiccién.

Luego yeM, y ademis, por construccibn yeL (x)

Procediendo de forma anfiloga con cualquier ele
mento de ﬁ;(x), se obtiene que L;(x)C:M, y al ser x arbi-
traria

A (x) o y A (x)CM
lo que pruebaAque xeAd(M), completindose la demostracifn.

a
2,53, ¢ TEOREMA

.Sea MCF(H). Se verifica que A (M)CAJ(M).
La demnstracién se omite por ser idéntica a 1la

anterior.
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2.51.: TEOREMA

Sea MeF(H). Se verifica que Af(M)cA:’i(M).

Prueba: R

Sea xeAf(M). Consideremos los norma entornos de
M de 1a forma S[M,1/2"] (nel’). Por definicién podemos en
contrar una sucesifn de norma entornos Vn de x, y una su
cesién de enteros positivos kn tales que

vk ko, w(V k) € sM,1/27]  (m=1,...).

Si x es cualquier solucibn arbitraria a tra--
vés de x, como

B(r(V ,k ), M) £ 8(S[M,1/2"]), M) —> o
Yy x[kn)ew(vn,kn) (n=1,...), como consecuencia de 1.11., se
deduce que una subsucesidn (x(knp)} extraida de{x(kn)) cum
ple que, . _

X(knp) —> yeM

Luego L:(x) #¢ y también, por ser x arbitraria
A(x) 4 o . .

Si zexo(x), un razonamiento andlogo al expuesto

. +
en 2.49., muestra que zeM, y, en consecuencia Aa(x) C M,

lo que completa la prueba.
=]
" 2.52.: " TEOREMA

Sea MeF(H): E1 conjunto AS(M) es positivamen-
te invariante.

Prueba:

Caso contrario existirian x:Ag(M)' y una solu-
ciébn x a través de x, tales que para algln entero positivo
h,. x(h) ¢ AZ(M), lo cual implica que, o bien xz(x(h)) = ¢,
o A (x(h)) & M.

Existe, por lo tanto una solucibén ¢ a través
de x(h) tal que

L) =6, o bien L'(4) &M

La aplicacién &:1'——3 H definida de modo

que
(G =x(3) j¢n

() = v(G-n) j> nh
es una solucibn a través de x, con L:(g) = L;(w). Se ten-
dria entonces que xiAd(M), en contra de la hipbtesis.

8}



2.53.: TEUREMA

Sea MeF(H). Son posifivamente;i;ihfiﬁntesalas"51
"regiones A(M), -A°(M), Ayj(M) A (M)

_La p;geba es idéntica a la del teorema anterior
y por tanto se omite. ’

c2.54, ¢ TEOREMA

Sea McF{H). Si para todo xeH se verifica que
el norma-interior de w{x,}) es no vacio, entonces la re
gidén Au(M) es cuasipositivamente invariante.

Prueba: .

Caso contrario existe xeA (M) tal que

n(x,1)nAu(M) = ¢

_ Sea entonces ze Ul #int.(n(x,1)). Como ztAu(M),
para todo norma entorno de 2z, y en particular para w(x,1)
existe yen(x,1) tal que alguna solucibn x a través de y,no
esti Gltimamente en algn norma entorno de M.

x puede ser prolongada, como se hizo en la prue
ba de 2.52., de modo que sea solucibn a través de x, y en—
.tonces para todo norma entorno V de x,existe un punto, el
propio x, tal que una solucibn por X no estd Gltimamente en
algn norma entorno de M. Luego x¢ Au(M), contra la hipbte
sis.

8]

©2.55.: ° TEOREMA

Sea MeF(H). Si para todo xeH se vérifica que
I ti-int. (v (x,1)) # ¢, entonces Az(M) es cuasipositivamente
invariante.
La demostracibn es idéntica a la anterior.

" 2.56.: TEOREMA

Sea MeF(H). .Si para todo xeH, | I-int. (s (x,1))#
% , entonces Af(M) es ;uasipositivamente invariante.

Prueba:

'Caso contrario, existe x:Af(M) tal que

r(x, 13N Af(M) = &

Sea ze¢ Hll-int.{nr{(x,1)). Como z(Af(M), existe

un norma entorno Uz de M tal que para todo norma entor
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no V de z puede hallarse una sucesidn creciente de ente-
Tros positivos '{kX} tal que n(V,kX)CiUz. Tomando, en par-
ticular = a(x,1}, obtenemos la correspondiente sucesién
(k:‘”]s{kn) para la que

ﬂ(n(X,]),kn) ¢Uz
es decir:

n(x,kn+1) & u,

Entonces, si W es cualquier norma entorno de

" x, es claro que

n(x,k +1) c n(W,k_+1)
Y por tanto
n(W,kn+1) - u,
de donde se deduce que xéAf(M) contra lo supuesto.

. a
2.57.: DEFINICION

Sea MeF(H).

2.57.1.: Si A°(M) es norma entorno de M, se
dice que M es c-atractor.
2.57.2.: Si A (M) es norma entorno de M, se
dice que M es norma atractor.
2.57.3.: Si AS(M) es norma-entorno de M, se
dice que M es o-atractor debil.
) ‘ 2.57.4.: Si A4(M) es norma-entorno de M, se
dice que M es norma atractor debil.
2.57.5.: Si Af(M) es norma-entorno de M, se
dice que M es atractor fuerte.
2.57.6.: Si AZ(M) es norma entorno de M, se
dice que M es o-atractor uniforme.
2.57.7.: Si Au(M) es norma entorno de M, se
dice que M es norma atractor uniforme.
. 2,57.8.: Si AW(M) es norma entorno de M, se
dice que M es atractor puntual debil.
2.57.9.: Si AF(M) es norma entorno de M, se
dice que M es atractor finito.

2.58.: OBSERVACIONES

Sea MeF(H). Como consecuencia de las definicip
nes, se deduce de forma inmediata:
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2.56.1.: Si M es atractor fuerte, entonces es
norma atractor uniforme.

2.58.2.: Si M es norma atractor uniforme, en-
tonces es gu-atractor uniforme.

2.58.3.: Si M es norma atractor, entonces es
g-atractor. )

2.58.4.: 5% M es d-atractor, entonces es o-a- "

tractor debil.

2.5.5.: Si M es norma atractor, entonces es
norma atractor debil. )

2.58.6.: Si M es norma atractor debil, enton-
ces es o-atractor debil.

2.58.7.: Si M es norma atractor uniforme, en-
tonces es o-atractor débil.

2.58.8.: Si M es atractor puntual debil, en—
tonces es c-atractor débil. »

2.58.9.: Si M es atractor fuerte, entonces es
atractor dgbil, en norma.

. 2.58.10.: Con las notaciones de 2.47.2., se ve
rifica que M es atractor fuerte, atractor puntual dabil,
norma atractor uniforme, atractor finito y también
o-atractor débil, pero no es norma atractor, norma atrac—
tor debil mi o-atractor. Se tiene asi un contraejemlo que
prueba la falsedad de los reciprocos de 2.58.4. vy 2.58.6.

. 2.58.11.: En el semisistema descrito en 2.47.
5., M={0} es norma atractor, atractor, o-atractor débil
‘norma atractor debil y atractor puntual débil..

2.58.12.: Para el semisistema dinamico discre
to definido sobre H= !2,en 2.47.6., M={0)} es o-atractor
o-atractor débil, o-atractor uniforme. No es en cambio,nor
ma atractor, atractor puntual débil, atractor fuerte, ni
norma atractor deébil.

' Se tiene asi un contraejemplo que muestra la
falsedad de los reciprocqs de 2.58.7., 2.58.8., y 2.58.9
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2.59.: DEFINICION

Sea MeF(H). Se dice que M es estable si, para
‘cada x¢M, yeM existen sendos norma entornos U de x, V de

y, tales que:
unTth) = .

©°2.60.:  DEFINICION

Sea MeF(H). Se dice que M es orbitalmente esta
ble, si existen norma entornos de M positivamente invarian

tes arbitrariamente pequefios.

2.61.: TEOREMA

Sea McF(H). Si M es orbitalmente estable, en—

tonces es positivamente invariante.

Prueba:
Caso contrario, existe xeT‘(M)—M. Como M es

norma cerrado, existe un norma abierto V tal que MCV y
x¢V, en cuyo caso: |
MC V& H-{x}

* Por tanto, H - {x)} es un norma entorno de M y
como M es orbitalmenté estable, contiene un norma entorno
U de M, poéitivamente invariante.Es decir:

xeT*' (M) € T (U).CU CH- {x},
una contradiccidn.

2.62.: TEOREMA

Sea MeF(H). Si M es estable, entonces es posi-

tivamente invariante.
Prueba: A
Si xeM e yeM, por definicibn existen norma
entornos U de x, V de y tal que Uf\T*(V) = ¢, y, en par
ticular xQT*(y). Al ser y arbitrario en M, obtenemos que
x4T (M)
Luego H-M C H- T+(M), o lo que es lo mismo,
™M
lo que prueba que M es positivamente invariante.
O

2.63.:  TEOREMA

Sea MeF(H). S5i M es orbitalmente estable, en -

tonces es estable.



Prueba:

Al ser M débilmente compaﬁto es débilmenté ce—
rrado y por tanto, norma cerrado; si x¢M existen norma
abiertos disjuntos W, U, con McWy xeU.

Como,h‘es orbitalmente estable, existe.un norma
entorno V de M, positivamente invariante contenido en W de
donde

T (V)cVeu.

Luego Ul\T*(V) = ¢, y como V es, obviamente,
entorno de cada yeM, se concluye que M es estable,

- a

2.64.: TEOREMA

Sea McF(H). Si M es orbitalmente estable y nor-
ma atractor debil, entonces es atractor puntual debil.

Prueba:

Sean xeAd(M) y V un norma entorno arbitrario de
M. Como Ad(H) es norma entorno de M, también lo es VﬂAd(M)
y por ser M orbitalmente estable existe un norma entorno W
de M, positivamente invariante, tal que W<:Ad(M)(\V.

Sea x una solucidén arbitraria por x, y {x(i)}
su semitrayectoria positiva. Sabemos que L+(x) ¢y L‘(x)cM
por lo que {x(i)} estd frecuentemente en cada norma entorno
de M y en particular en ! i-int. (W)CW. Pero al ser W po
sitivamente invariante, se tendri que {x(i)} esti Gltimamen
te en W, y por consiguiente en V.

Por 1o tanto X eAw(M), obteniéndose pues que

A, (M) D A;M) .
de donde se deduce que M es atractor puntual debil.

m}
2.65.: DEFINICION

Sea MeF(H).

2.65.1.: M es og-asintbticamente estable, si es
orbitalmente estable y o-atractor,.

2.,65.2,: M es asintbticamente norma estable si
es orbitalmente estable y norma atractor.

2.66.:  EJEMPLOS

2.66 .1.: En el semisistema dindmico discreto in
ducido en H por el operador identidad, si xeH, todo conjun

58
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ngto de la forma {x} es estable y orbitalmente estable, pero

no es-atractor en ninguno de los sentidos definidos.

2.66.2.: E1 conjunto M= S[0,1] es orbitalmente
estable en el semisistema dindmico discreto (H, I+,n1) des-
crito en 2.47.2.

2.66.3.: Con las notaciones de Z.d7.§., {9} es
asintdticamente norma estable en (H,I*,nz).

2.66.4.: Para el semisistema dinfmico discreto
sobre (2 definido en 2.47.6., M= {0} es asintéticamente
c-estable, pero no asintéticamente norma estable.

2.67.: DIAGRAMA

7
l > 1]
M es S M es 54 M es (i Mes -
HIORMA ATRACTR 0 -ATRACTOR TATRACTOR DiBiL NORMA ATRACTOR DiB
AN A
i mH N
L4
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i ASINTOTICARENT] | ¢.asINTOTICA ATRACTOR
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Vv ~ Y QN N
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hd A4 A4 Y P
M es M es ' M es
T-ATRACTOR . POSITIVAMEN
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2.68.: TEOREMA

Sean VCH y. J:V ——> R un funcional de 57
Liapunov para (H, 1t ) : -

Sean MeF(H), y WeF(H), con McWCV, tales que

2.68.1.: W es norma entorno de M

2.68.2.: W es positivamente invariante.

2.68.3.: Si xeWW-M y x es cualquier solucién a
través de x, J(x(1)) <J{x).

Entonces M es o-atractor debil, y Ad(M)‘aw

Prueba:

' Sean xeW y x una solucibn arbitraria a tra—

vés de x, Su semitrayectoria positiva es una sucesidn en W,
por ser &ste positivamente invariante.

Al ser W débilmente compacto, para una subsu-
cesibn {x(n )} se verifica que

x(n)) —_— yeW.
. Por 1o tanto, Lq(x) ¢ ¢ , y al ser x arbitra—

via, A:(x) 7o C

Por otra parte, si zex*(x)-M, existe una solu-
cién ¢ a travgs de x, tal que zel (¥)-M.

Como L;(v) es cuasipositivamente invariante,
existe una solucién £ a través de z tal que E(1)eL;(¢:).

Al ser 2¢M se puede afirmar que

J(2)>I (e (M)
pero esto es una contradxcc16n, pues se ha probado en 2. 44
que J es constante sobre L (w)
‘ Por consiguiente, Ay *(x} - M= ¢, 0, lo que es
lo mismo, A, (x) C M.

Al ser el conjunto limite d&bil de x, no vacio
y contenido en M, se tiene que x cAd(M), compl téndose de

este modo la demostracibn.
o

©2.62.: ~ COROLARIO

Con las mismas notaciones e hipbtesis que en
2.68., si para algln x*eH, M={x*} , entonces:

2.69,1.: M es o-atractor.

2.69..2.: Para todo xeW, J(x*) £ J(x).

Prueba:
Sea xeW. Sea x una solucién arbitraria por X.
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Si se tuviera que x(n) —7L—A x®, existirian

58 un abierto débil U, entorno de x*, y una subsucesibn
'{x(np)) de{x(n)} tales que x(np)éU p=1,2.....

Al ser {x(np)}czw, para una subsucesién
x(n_ )} —— zeW.
Pi

Por un razonamiento idéntico al empleado en 2.
74., se obtiene que zeM, y en consecuencia:
x(np;) —— x*

lo cual es absurdo, pues x(npi)du i=1,...

Necésariamente, por tanto, x(n) —— x*, y
entonces xeA? (M), completindose la prueba de.2.69.1.,
Para ver 2.69.2, supongamos que para algfin yeW
J(y)<J(x*).
Como y¢M, dada cualquier solucién x por Y,
J(x(1)) <J(y)< J(x*)
luego x(1)#M.
’ -Procediendo de igual forma se llega a estable -
cer que
J(x*)>J(y)>I (x(1))>T(x(2))> ...> I(x(n))>
. Pero, bor 2.75.1. sabemos que x(n) — x*®,y al
serJ débilmente secuencialmente inferiormente semicontinuo,
J(x®*) % 1lim inf J(x(n))
una contradicciodn.

©2.70.¢: COROLARIO

Con las mismas hip&tesis y notaciones de 2.68.
si J es constante sobre My M'eF(H), M'CM, ver1f1ca 2. 68
3., efitonces "M' = M,

Prueba:

Si xeM -M! como bara cualquier solucidén x a
través de x, J(x(1))< J(x), al ser J constante sobre M,ne
cesariamente yx(1)eW-M.

Si x(2)eM se 1lega a una contradiccién, pues
J{x(1))> J(x(2)). Luego también x(2)eW-M ,y repitiendo el
razonamiento puede llegar a establecerse que

J(x)>I(x(1))>I(x(2)). > .

‘Como M'es atractor débil y su correspondiente
regibn de atraccidén contiene a W, L;(x) es no vacio y con

tenido en M} es decir que para alguna subsucesidn



(x(np)) extraida de {x(n)} se tendri que
x(np) ——) zeM'CM

_por lo que . - ’ ‘ R 159 -
J(x(np)) — J(2)

Yy, en consecuencia:
J(x)>J(2)

lo que es absurdo, pues J es constante sobre M.
Luego M'-M = ¢, es decir M!' = M,

@]

MINIMALIDAD
2.71.: " DEFINICION

El conjunto’ MCH es positivaménte minimal, si
es o-cerrado, positivamente invariante, y no posee ning(n
subconjunto propio con ambas caracteristicas.

2.72.: ° DEFINICION

El conjunto MCH es débilmente ﬁositivamente
minimal, si es o-cerrado, débilmente positivamente inva—
riante, y no ﬁosee ningtn subéonjunto bro#io con ambas ca—
racteristicas,. '

"2.73.: " 'OBSERVACIONES Y EJEMPLOS

2.73.1.: En el semisistema dinfmico discreto
debil (H,I',ul) descrito en 2.4.1., el conjunto M= St0,1]
es positivamente minimal.

2.73.2.: En el semisistema dinﬁmico discreto
débil (H,I*,ﬁa) descrito en 2.4.3., el conjunto M=H es po
sitivamente minimal.

2.73.3,: Dos conjuntos positivamente minimales,
o coinciden o son disjuntos.

2.73.4.: Un conjunto positivamente minimal, no
necesariamente es débilmente positivamente minimal, como su
cede, por ejemplo, al M de 2.7 .1,

2.73.5.: Si xeH es un punto critico, entonces
M = {x)} es positivamente minimal, y débilmente positivamen

“
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"te minimal.

2.73.6.: En el semisistema dindmico discreto
débil (H,I%,m) (2.4.1.) , el conjunto M= (0} es débil—
mente positivamente minimal, pero no positivamente minimal.

La situacidén es extensible a cualquier punto
singular no critico.

2.73.7.: Sea xeH. Si el conjunto MCH, M # {x},
es positivamente minimal, entonces no contiene puntos criti
cos. Si M es débilmente positivamente minimal, no contiene

puntos singulares.

) 2.73.8.: Sea (H,I+,n) un semisistema dindmico
discreto débil, para el que todo punto es singular. En &1
se verifica que .dos conjuntos débilmente positivamente mini
males, o coinciden o son disjuntos.

2.73.: ' TEOREMA

Todo conjunto débilmente compacto no vacio y
débilmente ﬁositivamenté invariante, contiene algfin subcon-
jﬁnto débilmente positivamente minimal.

Prueba:

Consideremos la familia £ de los subconjunto§

-del combacto dé&bil considerado M, que sean no vacios o-ce=—

rrados y débilmente pos1t1vamente invariantes. Obviamente,
I es no vacia y la inclusién es en ella una relac16n de or
den parc1al

i Sea {M;}, . una cadena en ella.

<

Toda parte finita de {M;}, , tiene intersec—
cidn no vacia, y al ser M og-compacto, esto basta para afir-
mar que dicha cadena tiene interseccién no vacia y o-cerra-
da. o

Sea pues x¢ ‘ ‘ M = M%*. Probaremos que
ier

n(x,1INM* # .
En efecto, para cada ier , x:Mi, y como Mi es
débilmente positivamente invariante, ‘
TN n(x,1)nMi £o.
Ademds, si i<j, MiDMj, por lo que NiD Nj y

y



'y de aqui que cada parte finita de la cadena {Ni). . tiene

iel
interseccibén no vacia, y al ser M o¢-compacto, - 61
nee (Y N, 40
ier
€omo ™
1(x,1)NM* = r\ u,nnmi = N*,
ier

se prueba que M* es débilmente positivamente invariante.

Se ha visto, pues, que toda cadena en I tiene
cota inferior en I. Por el lema de Zorn, existen en I ele-
mentos minimales, y cada uno de ellos, es cerrado, no vacio
y débilmente positivamente invariante, por lo que es débil-
mente positivamente minimal (y ademis débilmente compacto),
completindose de este modo la demostracién.

©2.75 .+ TEOREMA

Sea McF(H). M es débilmente positivamente mini
mal, si y s6lo si para cada solucién x a través de x, de
semitrayectoria positiva contenida en M, L;(x)= M.

Prueba:

Supongamos que M es débilmente positivamente mi
nimal. '_

Sean xeM y x una solucibn a través de x con
{x(n))1 C M (o=1,...) . Bxiste una tal solucifn. por ser M
débilmente positivamente invariante. »

Al ser MeF(H) sabemos por 2.38. que L;(x) es
no vacio, débilmente compacto, Yy contenido en M.

‘Como, en virtud de 2.29, L;(x) es también dé-
bilmente positivamente invariante, la minimalidad de M impli
ca que

Tl x) = M.

Reciprocamente, sea PCM, no vacio o¢-cerrado
y débilmente poéitivamente invariante:

Si xeP, existe una solucién vy a través de x,
con ¥(n) e P {(n=1,...), y como, obviamente

L, (¥) CP _

y al ser, por hipbtesis, M= L;(w), se sigue que

MCP

y de aqui que P=M, y que, M es débilmente positivamente

minimal. o



2.76 . TEOREMA
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Ad 4 o 4

. + - L s
8i (H,I ,n) tiene wunicidad positiva, el con
junto MeF(H) es positivamente minimal si y sélo si, para

) todo xeM:
A -

T'(x) =M

A

Prueba:

Sea xeM. Si M es positivamente minimal, es
positivamente invariante, por lo que T*(X)C:M, de donde

g o—
T'(x)CM = M.
Como (H,I+,n) tiene unicidad positiva,
. .
T (x) = x(1%)
< para la soluci6én x a través de x.

Al estar x(I+) contenida en el compacto dé-
bil M, su clausura débil coincide con su clausura débil
secuencial, pudiendo escribirse que:

9—3 ° + + +
T () = x(I') = x(I'JUL (x) =P
- : Si yeL:(x), para una sucesién{kn}c:l+, kn+w,
x(k;) — vy, en cuyo caso w(x(k),1) —F— n(y,1)
por lo que, para una subsucesibn
x(kng+1) — ze w(y,?)
4 de donde se deduce que z:L+(x), es decir que

{z2}= w(y,1) € L_{x)
o lo que es lo mismo, que La(X) es positivamente invarian
te. ’

+ . 2 A AP s
Como x{(I') es también positivamente invarian-
te. (por la unicidad positiva del semisistema considerade),
se sigue que P. es positivamente invariante.

. Al ser M minimal, se obtiene que P= M, lo
que completa la prueba del directo.

Reciprocamente, si NCM es no vacio débil-
mente cerrado y positivamente invariante, para cualqier xeN

T (x)CN

Y, por consiguiente

S o=
T (x)= MCN=N

siguiéndose que N=M, y que M es ﬁositivamente minimal.

0

\



2.77.: DEFINICION

Sean A} B, subconjuntos de H.

2.77.1.: B es recursivo respecto de A si y s6lo
si, para cada Tel' existe tel’ tal que t>T y

s(A,t) NB # 0.

2.77.2.: B es débilmente recursivo respecto de
A siy sblo si para todo xeA existe una solucién x, a tra’
vés de x, cuya semitrayectoria positiva estd frecuentemente
‘en B. . ‘

Si A es recursivo respecto de A (débilmente re-
cursivo resﬁecto de A) se dice que A es autorrecursivo (dé-
bilmente autorrecursivo).

2.78.: DEFINICION

2.786.1.: E1 conjunto MeF(H) es estable en el
sentido de Poissén, si todo entorno débil de M es recursivo
respecto de M.

2.78.2.: El1 conjunto MeF(H) es débilmente esta
ble en el sentido de Poissén, si todo entorno débil de M es
débilmente recursivo respecto de M.

2.79.:  DEFINICION

Sea xeH.

2.79.1.: Se dice que x es no errante, si todo
entorno débil de x es autorrecursivo.

2.79.2.: Se dice que x es débilmente no errante
si todo entorno débil de x es débilmente autorrecursivo.

2.80.: EJEMMPLOS Y OBSERVACIONES

2.80.1.: Si B es débilmente recursivo respec-
to de A, entonces B es recursivo respecto de A, pues para
todo xe€A existe una sdlucibn yx, tal que para una sucesidn
(k JCI', k;»=, {x,(k)ICB. Como x (ken(x,k) se ob—
tiene que n(A,kn)(\B # ¢, es decir, que B es recursivo
respecto de A. :
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2.80.2.: Sin embargo, para cl semisitema dindmi

64 co discreto débil descrito em 2.37.1. no es cierto el reci-

proco:

Sean los conjuntos: A= S {xl!l/B], B={x,,X¢,
x7, P .
B no es débilmente recursivo respecto de A,

pues basta tomar XeA-(x1}1 Por x no pasa mas que la solu--

cibén {x,x,x, ... }que no estid frecuentemente en B.

No obstante, B es recursivo respecto de A ,
pues para la sucesién {2-1, 6-1,...} c1’ se verifica que
n(A,2-1)NB # ¢ ya que tienen en comin x,

6

n(A,6-1)NB # ¢ ya que tienen en comln X
¢ ya que tienen en comfin Xq

n(A,7-1)NB #

2.80.3.: Como consecuencia de 2.86.1,, se tie-
ne que:

Si A es débilmente autorrecursivo, es autorre—
cursivo.

Si xeH es débilmente no errante, es no errante.

Si MeF(H) es débilmente Poissén estable, es Poi
ssbn estable.

2.80.4.: Para el semisistema dinafiico discreto
a6bi1 (M,1°,r,) de 2,4.1., el conjunto M = S[0,1] es re—
cursivo y débilmente recursivo respecto de cualquier subcon
junto B C H. Por lo tanto es débilmente Poissdn estable.

Si xeM es no errante y débilmente.no errante,

‘ocurriendo lo contrario si x4M.

2.80.5.: Para el semisistema dindmico discreto
débil descrito' en 2.4.3., (a=1) se tiene que'si A y B son
cualesquiera subconjuntos no vacios, A es débilmente recur-
sivo respecto de B.

En particular, todo conjunto MeF(H) es débii-
mente Poissén estable. Todo punto xeH es débilmente no
errante.

2.80.6.: Todo conjunto MeF(H) autorrecursivo es
estable en el sentido de PoisSon. Todo conjunto MeF(H) dé—
bilmente autorrecursivo, es. débilmente estable en el senti-
do de Poissén. ’



2.81.: TEOREMA

Todo conjunto MeF(H) débilmente positivamente;

jnvariante, es dé!ilmente estable segln Poissdn.
Prueba:
Sea U-un entorno débil arbitrario de M.

65

Si xeM existe una solucidn x a través de x con-

semitrayectoria positiva contenida en M, es decir, en U.

Por lo tanto U es débilmente recursivo respec-
to de M, y al ser U arbitrario, M es débilmente estable
Poissén. fa)

2.82.: COROLARIO

Si (H,I*,u) es estable Lagran e y es cual-
quier solucidén de dicho semisistema, entonces L;(x) es dé--
bilmente estable Poissén, y por tanto, estable Poisson.

Prueba:

Es simple consecuencia de 2.29. y 2.38.

. =]
2.83.: COROLARIO

Sea McF(H). Si M es estable, o bien orbitalmente
estable, ‘entonces es débilmente estable en el sentido de Poi

ssén.

2.84.: TEOREMA

Sea x una solucibn de (H,I+,n) con limite se-
_cuencial débil no vacio. )
Si xeL;(x), entonces es no errante.
Prueba:
Sea x;L;(x). Por definicifn existe una sucesidn
keI, kv, tal que  x(k) —y.
Si U es cualquier entorno d<bil de x, existe un
entero positivo k(U) tal que, si kg 2 k) = kn,
X(kn)cU-
Si llamamos y= x(k(U)), ocurre que:
x(kpup dJen@oky Lo -k ) (P1,e)
luego
'v(y.kn°+p-kn°)nu 7 @ (p=1,...)
es decir que
n(U,kn°+p—kn°)n u4é ¢ (p=1,...)
por {lo que U es auto;recursivo.



4

44 4 4

A

a

66!
* SOBRE UN CONJUNTO DEBILMENTE COMPACTO

SEMISISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS DEBILES

Sean WeF(H) y F(W) el conjunto de las partes
no vacias débilmente compactas en W. Nétese que F(W)c F(H).

2.85.: DEFINICION

-Llamaremos semisistema dinfimico discreto débil
sin unicidad sobre W, a 1la terna (w,I+,n) donde

wtWxI¥ — F(W) :
verifica;

2.85.1.: #(x,0)= {x} VxeW.

2.95.3.: Si '{xn}c:W es tal que x — x, en-
tonces n(xn,k)————eﬂ(x,k) en F(W), Vkel™.

2.85.3.: w(u(x,h),k) = w(x,h+k) VxeW, Vh,keI®

Si _McF(W) entonces, de forma enteramente anilo
ga a como se hizo en 2.2.1., se comﬁrueba que w(M,k)€F(H).

Damos ahora, sin desarrollar la prueba, el re—
sultado corresbondiente al teorema 2.3.:

2.86.:  TEOREMA

Sea «n(.,1):W —F(W) una ablicacién tal que:

2.88.1.: Si  x —x enW, n(xn,i)iw(x,n en
F(¥W).

Si se define n:WxI3M¥de modo que:

w(x,0) = {x}

s, ke) = A aty, 1) (ke1,..0)

yeu(x,k)

+ . - AP .
entonces (W,I ,7) constituye un semisistema dindmico dis-
creto débil sobre W que denominaremos inducido en W por .1la
aplicacién dada.

De forma idéntica a como se hizo para semisiste
mas dinfmicos discretos débiles sobre H, se definen en este
caso, con las modificaciones (formales) obvias, soluciones,
conjuntos invariantes y débilmente invariantes, conjuntos
limite, funciones de Liapunov etc. No se repetiran tales de
finiciones, ni seestablecerfn mis resultados que los inme—
diatamente aplicacbles al estudio de algoritmos de minimiza
c¢ibén de funcionales.



Se omitirén las pruebas reproducibles de modo
evidente, a partir de sus correspondientes para semisiste—

mas sobre H.

2.87.: OBSERVACION

Si (H,I+,n) es un semisistema dindmico discreto
débil para el que todo punto de W es singular, entonces
la aplicacibn

nw(.,1): W — F(W) / nw(x,1)= n(x,1)NVW
induce sobre W un semisistema dinfmico discreto débil,que
diremos es 1la restriccibn a W de (H,I*,n).

La condicién de que todos los puntos de W
sean singulares, puede debilitarse exigiendo Gnicamente
que VxeW, #(x,1)NW # &,

2.88.:  TEOREMA

Sea x una solucibn de (W,I+,n).
Entonces L;(x)eF(W).

Prueba:

Cfr. 2.35.

2.89.: TEOREMA

Sea x una solucién de (W,I%,n).
El conjunto L;(x) es débilmente positivamente
invariante.

Prueba:

Cfr. 2.28.

2.90.:  TEOREMA

Sea J:W — R un funcional de Liapunov para
(W,I+,n). Sea x cualquier solucibén de dicho semisistema.

En estas condiciones, J es constante sobre el
conjunto L;(x). ?
Prueba:

Cfr. 2.44.

‘67
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2.91.: TEOREMA

Sea J: W —R un funcional de Liapunov para
(W,1%,n). Sea MeF(W). g

Si se verifica:

2.91.1.: W es norma-entorno de M.

2,91.2.: Para todo xeW-M y para cualquier solu

vcién ©x a través de x, J(x(1)) <J(x).

] Entonces M es o-atractor débil y su regién de
atraccibn es W.
Prueba:
Cfr.2.68,

2.92,: TEOREMA

Sean J:W —R una funcién de Liapunov para
(W,I+,n), y x%eW tales que:

2.92.1.: Si x#x®* y x es cualquier solucién a
través de x, J(x(1))<J(x).

Entonces x(n)— x%* y J(x*®) € J{x) VxeW,

Prueba:

Desde luego,una subsucesién de {x(n)} es débil-
mente conVergente, por ser WeF(H). Si

x(np) — y#x*
como yeL;(x) y L;(x) es cuasipositivamente invariante, exis
te una solucibén ¢ a través de y con semitrayectoria positi-
va contenida en L:(x), y en particular con w(l):L;(x).

Pero, por 2.92.1., J{(¢(1))<J(y), obteniéndose
un absurdo pues J es constante sobre los conjuntos limite
de soluciones. Luego y=x%.

Si {x(n)} no converge débilmente a x®, existe
un abierto débil U que contiene a x*, y una subsucesién

'{x(np)} tal que x(np)tU (p=1...). Repitiendo con esta

subsucesidn el razonamiento expuesto en los pirratos ante—
riores, se llega a probar que X("p) — x® una contradic-
cibn, )

La prueba de que J(x%*) £ J(x) VxeW es idénti
ca a la de 2.69.2. ’



3. APLICACION _AL__ESTUDIO DT ALGORITMOS

3.1.: HIPOTESIS Y PLANTEAMIENTO BEL PRNOBLEMA

El 6Bjetivo de esta seccibn es definir semisiste
mas dindmicos discretos débiles adecuados para la descrip —
ci6n de algunos de los algoritmos de minimizacién de funcio-
nales zobre H, cuyo estudio desde otro punto de vista, se en
cuentra en (10) 6 en (14).

Consideraremos en lo que sigue un funcional
J: H >R

verificando:

+H.1.
Para cualesquiera x,y eH existe

J'(x,y) = 1lim J(x*V)-J0)

8-+0 8
y la aplicacién v+ J'(x,y) es lineal y continua.
+H.2. .
Existe en H un Gnico punto x* critico de J, que
es precisamente su minimo.

L H.3.
Si {u,) es cualauier sucesién en H

;ime(un) = +w si y sblo si fugi » =

+H.4.
J es convexo en H.
*H.5.

Para todo yeH,
X, ——x = J'(x,,v) I (x,Y)

*H.6.

La aplicécién u + J'(u,y) es uniformemente
continua en algin conjunto de la forma

W(x,) = {xeH | J(x)% J(x)} (xof x®),
para todo yeH con wsyn =1.

' Ohsérvese que, como consecuencia de H.1 y B.4,
J es débilmente secuencialmente~inferiormente semicontinuo.
(Cfr. (10),Ch.2, 1-4).
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Por otra parte, el conjunto W(xo) es débilmen
te secuencialmente cerrado, pues si la sucesién {xn}cW(xo)

es tal que Xx —/X, entonces J(x) # lim inf.J(xn) € J(xo).

Como, en virtud de H.3 w(xo) es acotado, es también débil

mente compacto.

Por simplifi-car notablemente los planteamien—
tos posteriores, seria de desear que J fuera débilmente se-
cuencialmente continuo, mas se ha visto que, si H es de di—
mensién infinita ello es contradictorio con la existencia de
un conjunto de nivel acotado.(W(xo)).

Hechas las hinftesis anteriores, en lo que sigue
escribiremos
vJ(x) s
JI(x si  x#x*
eJ (x)u
n si  x=x*,

)
p(x)-\

Sea {xn}ci! tal que xﬁéx#x?; (x #x* n=1,...)
Por tener limite débil, {xp} es acotada y por
verificar J H.5. se sigue que :
vJ(xn) — WJ(x)
lo que implica, igualmente,que {“VJ(xn)ﬂ}es acotada en R, y
ademis '
0 < Jvix)} ¢ 1im inf. IVJ(xn)ﬂ
por lo que, para una subsucesibn
193 (xp ) | ——— v = lim inf. [9ICa) |
de donde ' ’
plny) — "L - G p(x) =apo), et

No es cierto, en general, que si J cumple las
hip6tesis anteriores, Yy {up} (v} son sucesiones en H con

up,— u, Vp_—V, J(vy) € J(up)
necesariamente se siga que J(v) € J(u). No obstante, admiti-
remos que J verifica:

+ H,7.
Si t+t enR y Xx —Xx en H, con
J(xp -t p(x))s J (x,-c@9I(x, X) P (x,))
entonces
J(x -tap(x)) ¢ J(x -c@I(x)M)p(x))
siendo c:R*+R*continua ,Y las restantes notaciones las
jntroducidas ‘al comienzo del presente nédrrafo.

En adelante se supone dado.un funcional J sobre
H, verificando, salvo advertencia en contrario, las condicio

nes H1-7.



3.2.: DEFINICION

La funcién d: R~——3R' es 1lamada f-funcién si,
. para toda sucesién (xnlc: R', d(xn) +0siy s§lo si xn»0.7l

3.3.: ~ DEFINICION

Sea @ = sup. { 1VJ(x) - YI(y)u : x,yeW(x, ) }
La funcién 6;R‘-——>R+ definida de modo que
(inf. (Bx-yl :x,ycw(xo), HeJ(x)- vJ(ym>t , si te[0,a)

"l1im_ 8(s) si te[w,»).
s*a

s(t)
es 1lamada "m6dulo inverso de continuidad de J en W(xo)"

Estd bien definida como consecuen da de H.6. y es
. . .
"una f-funcién acotada y mon6tona creciente en R'.

3.4.: DEFINICION

La sucesién {x,}CH es minimizadora para J si y
sblo si J(xn)* J(x*).

3.5.: DEFINICION

La sucésiﬁn ixnjc:H es critizadora para J siy
s6lo si §vi(x )1 »o.

3.6.: TEOREMA ((14),T 4.3.1.).

Si (xn) es critiiadora, es minimizadora.

Prueba:

Como J(x*) = inf. {J(x): ch(xo)} podemos obtener
una sucesibén (yn}CIW(xo), tal que J(yn)»J(x*).

Al ser J convexo

Ilyg) - Ix))  » Cyp-x, vJ(x,)).

Ahora bien:

[p-xy, J(x)) 1€ =Xt M9J (x )l
¥ como las sucesiones {yn}{xn} son acotadas, y {x )} es cri
tizadora: .
pn Lp-x,, I =0

luego

lim sup. (J(y,)-J(x))) > o.

Por construccibn existe 1lim J(yﬂ), Yy por otra par
te:

J(x*)€ 1lim inf.J(x)) £.lim sup J(x,) 41imJ(yn)=J(x*)
luego

%iﬂ J(xn) = J(x*).
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Los algoritmos de minimizacién considerados serian
72de tipo iterativo, es decir en los que, fijado un cierto pun-
""to inicial xoeH, se construye una sucesidn (xi)»de suerte

3 *
que, si xi#x , J(xi+1)<J(xi).

La sucesidén anterior se forma de modo que

*ie1™ X3 7 PPy
donde la direccién P; Y el escalar p; Se calculan en cada

.paso en funcién de x5 (y del funcional J).

d
- v
Como -— J(x+tp)| = (vJ(x),p) , vemos que J

es instantineamente mis rapidamente decreciente en la direc--
cién. p que verifique:

(vI(x),p) = - W VI(X) = sug (vJ(x),v)
ly«m=

direccién llamada de mdximo descenso, y que en un Espacio de

Hilbert es
- -VJ%x;
P [CAXEIN

lo que justifica la notacién anteriormente adoptada.

Todos los algofitmos considerados en esta seccibn
serdn del tipo del midximo descenso ( es decir, en los que
p = VJI(x)/ W9J(x)Il, si x#x*) variando en cada caso el proce
dimiento de cdlculo del escalar pi("amplitud de paso') cuya
eleccibén se hace, en la mayoria de los métodos, en un interva
lo dependiente de Xy Y de p(xi).

La convergencia de un algoritmo implica poder ga-
rantizar que la sucesién {xi} obtenida converge (débilmente
o en norma) al minimo del funcional, lo que en dimensién infi
nita, no necesariamente va ligado al hecho de que J(xi)+J(x*).

Un modo natural de calcular p; es darle el valor
del primer minimo de la funcidén t-+J(x-tp(x)).(Método de Curry)
que puede generalizarse prefijando una sucesién(an) con Oéané
£a<1_En estas condiciones se toma Py igual al primer minimo
local positivo de la funcién

t*J(xi-tp(xi))- uidVJ(xiNI.

(Tomando aiEO resulta el algoritmo habitual).

En adelante nos referiremos a al algoritmo aqui
descrito mediante el nombre de '"método de Curry generalizado"
(Cfr. (14) Secc.4.3).



3.7.: TEOREMA 73

Para cada xeH se define el conjunto
f(x)={x-tp(x): cﬁHVJ(xh)ét, J(x-tp(x))2J(x-c(UvJ (x)1)p(xP€I(x)}
siendo c:R*+R* una f-funcién continua verificando que c(t)/t
es mondtona éreciente, y tal que haga f(x)#¢ para cada xeH.

Entonces se tiene:

3.7.1.: f£(x)eF(H); VxeH. :

3.7.2.: x—>x en H, f(x)) % f(x) en F(H).

Prueba:

3.7.1.

Si x=x* f(x)={x*}eF(H), obviamente.

Si x#x* y tomamos una sucesibn (yn)c,f(x), serd:

Yp £ X - tnp(x), con J(yn) € J(x-c(wvJ(x))p(x)).

Como, para cada n, ||x-tnp(x u @ n-tnp(x)u - axu
si la sucesibn (tn) no fuera acotada, tampoco lo seria en nor-

ma la sucesibn lx-tnp(x)L lo que es absurdo pues esti conteni-
da en el conjunto de nivel W(x), que es acotado en virtud de
H.3. :

Puede suponerse pues que

+
. tn + teR

en cuyo caso

Yp * Y= X - tp(x)
y como J es débilmente secuencialmente inferiormente semiconti
nuo

J(y) € 1lim inf J(x-t p(x)) € J(x-c@vI(xMp(x)).

Ademis, al ser c(UvI(xM) € t , también
c(WvI(x)4) € t, deduciéndose de ello que yef(x), y en conse
cuéncia que f(x) es débilmente compacto. (En realidad se ha
probado que es compacto para la topologia de la norma).

3.7.2.:

a) Consideremos en primer lugar el caso en que
xn#x' (n=1,...) y también x#x*.

Tomemos la sucesidn {yn} con yncf(xn) (n=1,...).

Sera Yn = xn-tnp(xn).

Al cumplirse que x,—x, como consecuencia de H.5.,
VJ(xn)——A-VJ(x), por lo cual puede suponerse-que

yd=.HVJ(xn)u+y<+w
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"y, teniendo en cuenta H.7.:

Ademds no puede ser y=0, pues como
4VI () £ lim inf v =y,

'%.si fuera este el caso, necesariamente HIVJ(x)ll =0, y entonces

x seria critico en contra de lo supuesto.

Veamos, por otra parte, que (tn) es acotada:
Caso contrario, como
- 2 - -
hx -t p(x )1t i tnp(xn)ﬂ hx il
-y para un cierto MeR es {x 14 M (ya que {xn) tiene limite
debll), quedara: ]
- >
xp-tpOxp) 2 e |
y en el supuesto considerado
fIx (x ) >

lo que, en virtud de H.3., implica que:
J(xn-tnp(xn))+ﬂ > J(xn-c(HVJ(xn)H)p(xn))4='

n np

lo cual, nuevamente en virtud de H.3., daria que

"xn- c(UvJI(x ¥) p(xn)" +o

lo cual es absurdo pues, por H.5.
X" c(uVJ(x W In) ax - cly) wJ(x )
1od (xp Y
Por lo tanto, {tn} es acotada, y para una subsu
cesibén
tn * t
y entonces

p(x)=y

v vJ
Xny -t P (Xny) — x-t-géig = x - WK

) Y
Iex- BN p ) € g(x- cIIEINPE)

) Como, ademis  c( N %3 (xp ) £ tnx » Se tendrd

que c(¥y) £ t; La funcién c(t)/t es mondtona creciente y
al ser eI (x3€ v

c(Nwx) » c(v) ¢ ¢t

vy (x) i Y Y
c(iweon) € Wb
Y

luego

lo que prueba que yef(x), y por tanto que f(xn) 3 f(x) en
este caso. )

b) Supongamos ahora que xn# x* (n=1,...) y que
x=x8.

S5i v#0, procediendo como en el caso anterior obte

nemos una subsucesién -
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xnk’tnkp(xnk) _ X*?% vJI(x*) = x*ef(x*)

con lo que también £(x ) 9 f(x®).
: - 75
Si y=0 la sucesién {x;)} es critizadora, y por

tanto minimizadqra, es decir J(xn) + J(x*).

Como JI(yy) £ I(xy-cUPIxp(x)) € I(xp)

en virtud de H.3. deducimos que (yn} es acotada, y para una
subsucesidén
’ ynk'——*y

de donde

J(y) € 1lim inf J(ynk) £ lim inf J(x;) = J(x*)
y al ser x* el Gnico minimo de J en H

y = x*
lo que completa la prueba de que f(xnj % f(x*), y también
la del teorema. -

0
3.8.: COROLARIO

Bajo las hipétesis de 3.7., si se define
nf:HxI¢ + F(H), de modo que

£(x,0) = {x}

{:f(xnk £(x) .

meOx,ke1) =) ne(y,1) (x=1),
ycnf(x,k)

1la terna (H,I*,uf) constituye un semisistema dinémico discre
to débil sobre H.

3.9.: OBSERVACION

La existencia de una f-funcidén c que verifique
las condiciones exigidas en 3.7. dependerd en cada caso de
las caracteristicas del funcional J.

= Si escribimos, como es habitual, (H(w)é¢,v) =

J*(u,s,v), ¥, por ejemplo, existen m>0, M<+~,'ta1es que pa
"ra todo uyeH (H(u)y;y) = miyJ2 , vy [H(u)|éM, entonces se
demuestra en (8),5.3., que si

0<a£b £ 2m/M
xe¢H es no critico y '

ae[allvI () blvIOl]
entonces .
J(x - ap(x)) <J(x)

bastando pues en este caso tomar c(t) = a.t .



3.10.: TEOREMA

76, Sean xoeH arbitrario no critico y W={xeH:J(x)=
= J(xo)}

Si se define, para cada xeW, f(x) como en.3.7.,
entonces:

3.10.1.:  f(x)eF(W).

3.10.2.: Six ——xenW, f(x) % f(x) en E(W).

Prueba:

Si xeW y uef(x), entonces J(u) £J(x) 4J(xq),
por 1o que f(x)CW. )

El resto de la demostracién es idéntico a la prue
ba de 3.7. o

3.11.: COROLARIO

Si se define met wx1® F(W) de modo que

uf(x,O) = X
me(x,1) = £(x)

n_f(x,kﬂ) = ;_-J '"f()',‘)

yeg(x,k)
la terna (W,I+,nf) constituye un semisistema dindmico dis-
creto débil sobre W.

3.12.: “TEOREMA

Sea c,e(0,1) fijo;

Si existe una f-funcién continua c:R*+R" verifi
cando las condiciones del teorema 3.7. y ademis, para todo
‘xeW, que .

c(fvax)) £ 6(c2ﬂVJ(x)ﬂ),

entonces J es un funcional de Liapunov para (W,I*,nf).

Prueba:

El Gnico extremo no evidente es que si

x{(n) =zu
es una solucién del semisistema considerado, con un——iu, enton
ces J(un) + J(u).

Para mayor simpliciidad escribiremos:

plu) = p,, 93l =y,

Al ser, para cada n, un+1€"f(un’1) se t1eng que

u = u

n+1 n - tppn .



Si t, £ 5¢( czyn), puede verse en 14.4.2.4., que
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J(u) - I, P ely) (rpepry) (-

S}, para algln n, tn>6(czyn), o bien )

J(up-t p) € Ju -slc,v)ey) (2)
o bien, dada la convexidad de J, existe tﬁe[}(yﬁ),&(czyn)]
con

I(uprtypy) = I(uy - thpy) (3)
por lo que , si tn>6(c27n), es decir en los casos (2) y (3).
puede afirmarse que, para algGn rne[c(yn),c(czyn)]

J(u)-J(up,q) 2 JICu)- J(u-Tpp)
por lo que, de cualquier forma : .

A
J(up)-JQu ) 2 ely)) (rpmcovy) .
Al ser J acotado inferiormente, necesariamente

Y, * 0

ya que c es una f-funcibn. Luego {un} es critizadora, y
poTr lo tanto minimizadora:

J(uy) ~ J(x*)
'y como también

J(u) £ lim inf J(u)) = J(x*)
se deduce, por ser x* minimo de J, que

J(u) = J(x*)
y por consiguiente

J(un) + J(u)
completindose la prueba.

-0

Veremos a continuacibn que las sucesiones obteni
das a partir de X, mediante aplicacién reitergda del métogo
de Curry generalizado, son soluciones del semisistema (W,I ,ﬂf).

3.13.: TEOREMA

Si existe una f-funcién c verificando las condi
ciones de los teoremas 3.7. y 3.12., ¥ {x,} es una suce—
sién obtenida a partir de xocH por aplicaci6n del algoritmo

de Curry generalizado, entonces
X —>X.
n

Prueba:



.4 4 4 4 4

Escribiremos,para mayor simﬁlicidad
8 sl = vy = (I ,px)) -plx,)=p .

Veremos en primer lugar que la aplicad6n
x:I* + W definida de forma que X(n)=xn, es una solucién
del semisistema (W,I+,nf).

Prefijada una sucesién {a;} con O éan4a<1,para
cada nel, por la naturaleza del algoritmo se tendri:

d -
it ”("n*‘f’n)"“n‘Yn)[t:tn =0 M
y, si 0 £ rétn

d

aF UOxprtpd-a vyl =0 (2)
por lo que, para 0 £ rétn

J(xn+tnpn)-antnyn £ J(x+1pn)-unwyn

Pero (1) puede reescribirse

(VJ(xn"'tnPn) Y pn)'un(VJ(xn)’pn) = 0 (3)
y, fijado cze(O,T—a), si se tuviera que tn<6(czyn), por
definicién de la funcién 5§, se tendria que

HOI Gt p ) -v3(x)) , pp )| < ey
0, lo que es lo mismo
LI Oy tp ) o3 (x)) - (VT ) -, 93 (x,) ),

n

IN

C2 Yn.

lo cual implicarfia que

1 (93 (xp*e 1) P ) e (VI (x ) P )+ (10 )y | £ ey
Y, teniendo en cuenta (3) quedari ‘
’ |(1-an) Yn|é Covyp = T-q, ey 1m0 = a >a
una contradiccién.

> b
Luego  t ¥ (cyy)) 2 clyy)
Por otra parte, teniendo nuevamente en cuenta

la definicién de t_, para todo wef0,t ]

Ixp) - J(xn+tnpn) : J(xp) '(J(xn+1pn)+“n17n_
Taptpyy ) = Ix) - J(Xn+7pn)*an(tn-1)yn 3 J(xp)-I0xp*tp ).
y tomando en particular

fr= £ £

T=elyy) € 8(c,vy) £t
queda que

I(xp)-3(xg 1) > I0x)-TOx -y, )p(x,))



es decir que xn+1°"f(xn'1) = f(xn).
. 79
Por otra parte, si ¢ es cualquier solucidén del —
semisistema a través de Xx#x*, veamos que J(£(1))<J(x):

En efecto; Serd £{1)= x - tp(x) con c([vJ(xW¥t,
y J3(x - c(IvI(x)Dp(x)) 2 IC (1)) 4

Si te[c(qu(x)n),c(czqu(x)uj, en (14)4.2.4. se
muestra que

J(x) -J(x-tp(x)) ¥ c(JvI ) C Jra(x)-c, kv (x)f)>0
y, al ser x#x*

J(x) > J((1)).

$i t> 6(c, [vI(x)}}), como también

J(x-tp(x)) & J(x-c(JvI(x)Np(x))
de cualquer modo se tendri que

J(e(1)) < J(x).

La conclusién del teorema se sigue ahora de 2.98.

a

Pueden construirse semisistemas dindmicos discre-
tos débiles sobre W, ma§ sencillos que los hasta ahora con-
siderados, si VvJ verifica en dicho conjunto una condicibn de
Lipschite:

3.14.: TEOREMA

Si, para cualesquiera Xx,yeW
fea(x)- vI ¢ L Ix-yl
"y se define, prefijados c,c'e(0,1), la aplicacién f:W +2w
de modo que
f(x) = {x-tvJ(x) : cété (1-c'}/L }
entonces se tiene:
3.14.1.: f(x)eF(W)

3.14.2.: Si x —x en ¥, £(x,) 8 £(x) en F(W).

Prueba: .

Veremos en primer lugar que f verifica 14 tesis
3.14.1.
. Desde luego, si ¥J(x) verifica la condicién del
enunciado, entonces es inmediato ver que §(t) > t/L.

Por lo tanto, si xeW y cf t £(1-c')/L, entonces:

c.fvaalé tlvacoll ¢ (- lvax)ff /L)<

£ 8((1-c)vI M
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Y, como se muestra en (14),4.2.4. también en este caso

J(x-tvI(x))=J(x-t jvI(x)|Ip(x)) <J(x)} (si x#EX?),
luego

x-tvJ(x)e W (Vte[c,(1-c')/L]).
es decir, f(x)<W. El resto de 1la prueba es muy similar a

la de 3.14.2. y se omite.

Para probar la segunda conclusién supongamos
que x -—=sx en Wy tomemos yncf(xn) (n=1,...).
Serd y = x -t vJ(x ), con tne[ﬁ,(1-c‘)/L].
Para una subsucesién
thy tc[t, (l-c')/L]
con lo que
Yng—> X- t vJ(x) ef(x).

de donde se sigue que }f(xn) % f(x). o

Nétese que no se ha hecho uso de H.7.

3.15.: COROLARIO

Si se define n:WxI -+ F(W) como en 3.11., enton
ces la terna (W,I+,n) constituye un semisistema dindmico
discreto débil sobre W, para.el que J es un funcional de
Liapunov.

La prueba es idéntica a las de 3.11 y 3.12.

3.16.: TEOREMA

Bajo la hip6tesis del teorema 3.14., si {x.}

es cualquier sucesién construida de modo que
= - - ]
Xpe1™ X, - tp VI(x) tne[c,(l c')/L)
entonces

—_—
xn X

Prueba:
Es simple consecuencia del teorema anterior y
del 2.97,
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