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ALGUNAS IDEAS SOBRE LA DESINGULARIZACION DE UN ESPACIO ANALI-

TICO COMPLEJO.

J.L. Vicente.

Antes que nada, debo advertir que &sta es una charla muy
informal. La complicacién del tema va a impedir la precisién
de lenguaje, que necesitaria desarrollos mucho mi&s largos. Se
trata, pues, de una conferencia en la que procuraré condensar
todas las ideas importantes, aunque no siempre estén expresa
das correctamente.

El objetivo del proceso de desingularizacibén de un espa-
cio analftico complejo es establecer el siguiente

Teorema de resolucién de sinqularidades. Sea X un espacio ana

1ftico complejo numerable en el infinito y sea 5 un subespacio
cerrado de X que contenga a todos los puntos singulares de X.

Existe entonces un espacio analftico complejo X' y un morfis-

mo 1 : X' - X tales que:

(1), - X' es liso y m es propio,

(2), = m induce un isomorfismo
1

B
v

P A EE

(3), - n-l(s) es una hipersuperficie dé X' y existe una fa-

milia finita {HI }lsist de hipersuperficies lisas de X',

con cruzamientos normales, tal que

-1 _ t
jm 7(8) |=U IHu|
i=1

donde las barras verticales designan el espacio topolégico

subyacente.
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(4)-8i U y V son dos abiertos de X ¢ w:X'U - X,V es

un isomorfismo tal que
¥ (s,U) =S|y -
existe un isomorfismo

b Xlln-l w xl,rr_l(v)

tal gue
g = - t,
e =Ty ™

Vamos a analizar la demostracibén de ese teorema atendien
do a los puntos siguientes:
a) El instrumento.
b) El control.

c) El proceso.

a) El instrumento.- El proceso de resolver las singularidades

de X se basa en aplicar a X, sucesivamente, unas ciertas trans
formaciones elementales propias, que reducen progresivamente
la singularidad. El punto estd en probar que, luego de un nfi-
mero finito de ellas{ la singularidad queda reducida del to-
do, y que su composicién verifica las condiciones del teore-
ma. Estas transformaciones se llaman explosiones y vamos a pa
s8r a describirlas brevemente.

Sea z =¢"*!

el espacio vectorial complejo de dimen-
sién n¢+ 1, Pn el correspondiente espacio proyectivo de di-

mensién n y
. n...l
my € {0} = ®_

: . . n
la aplicacién natural. Sea Z' el cierre en C +1 x Pn del



grafo de n, Y seam : Z' 5 2 MFaaplicacién inducida por 1la
primera proyecci6én. Este m induce un isomorfismo de

z' - n"l(g) sobre Z - (0} vy n'l(g) =P .

De manera natural se puede dotar a Z' de una estructura
de variedad analftica compleja (i.e. espacio analitico com-

plejo lisc) definida a través del recubrimiento

n ~ N4l
'V = ' LI
z ;2 Zi ’ zi c ,

donde para cada i = 0, 1,...,n la inclusién Zi - Z' viene
dada por

((l)ol Wll---lwn) - [(Wowir---lwi_l wi:wi:wi+lwi: o--lwnwi)l

molwgreeerwy_jolowy seeawp) ]

+1

A la aplicaci6én ¢ se la llama explosi6n del origen en

ngl . . ngt R
¢+ o transformacién cuadrédtica de € *~ con centro el ori

gen.
Sea ahora 2 una variedad analftica compleja de dimensidn
n4+ l,XeZ; existe un entorno U de x en 2 isomorfo a un en-

o+ l. La transformacién : cuadrdtica de cn... 1

torno de 0 en €
con centro el origen induce una transformacién p: U' & U, que
es un isomorfismo sobre U - (Xx}. Asi p se puede extender, por

un isomorfismo sobre Z - {x} a un morfismo propio

Este i esti uynivocamente determinado por Z y x (salvo isomorfis
mos) y se llama transformacién cuadrdtica de Z con centro en

X, o explosibén de x en Z.
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Supongamos ahora que X es un subespacio analitico cerra
do de Z que contiene al punto x; m: 2' « 2Z la explosién de x
en Z. Llamaremos transformado estricto X' de X por 7 al mini-

mo svbespacio analitico cerrado de ﬂ_l(x)tal quent induce un isp
mor fismo

X' - n—l(x) nx =x-x.

Si X esunahipersuperficielocalmentealrededardez,enton-
ces X' puede ser calculado localmente alrededor de x, de for

ma sencilla. Supongamos que {wo'wl""’wn} es un sistema de

coordenadas locales en Z alrededor de X y sea f = 0 la ecua-
cién de X en el p-1(x). Entonces, alrededor de n—l(z), X!

es unién de piezas

donde cada Xi estd definida por la ecuacién

200y ’ =, RN

£ w wi-— L& w
£/ o) Feg (2 -l el B )
. Wi Wy wy wji

donde  (f) designa al orden de £.

Si X no es una hipersuperficie la situacién es muy dis-
tinta y el cédlculo no es tan f4cil.
Veamos ahora la nocién de transformacién monoidal . Sea

v = cn+l my: V' » V la explosién del origen en V. Sean

m m R
Z=VxC, 2 =V xC yn:z'.,z,n=nox1dcm.Esta
7 es llamada explosién de o en Z o transformacién monoidal
de Z con centro Cm.

Sea ahora Z una variedad analitica compleja, Y un sub

espacio complejo de Z liso y cerrado. Dado un punto x ¢ Y,

localizando Z e Y alrededor de x se puede suponer una situa
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cién como ésta

Y R g x [

donde las aplicaciones horizontales son abiertas.
s : mo.
La transformacién monoldal de lex € induce una transfor

macién

'n?_( : Z:I: » 2 (alrededor de x)

que es biyectiva fuera de Y. Esta transformacién se llama una
transformaciénmonoidal de Z con centro Y alrededor de x. Por

globalizacibn, se puede definir una transformacién
m Z' Y 2z

por w =Tmw . alrededor de todo x ¢ Y ¥ biyectiva alrededor de

todo X' ¢ 2 - Y. A esta transformacién n se la llama transfor-
macién monoidal de Z con centro Y.

phora bien, si X es un subespacio analitico cerrado de
2 que contiene a Y, el minimo suﬁespacio analitico cerrado X'

de "—l (X) tal que nn induce un isomorfismo
' ~1 o~
X'- (g (¥Y) nX') 2 X-Y

se llama transformado estricto de X mediante i1 . 81 X es,local
mente alrededor de un punto x ¢ Y, una hipersuperficie, toman-
do un sistema {yo, ...,yn,zl....,zm} tal que Y esté definido por
las ecuaciones

yo = yl = .. = yn =0



R e e

9?1y considerando la ecuacibn f(y,z)

1,

= 0 de X alrededor de x,

se

tiene que, alrededor de p X' es unidén de piezas
- n !
X' =y X
i=0 *
donde cada Xé,esté definida por
¥
v (£) n
f(x,z)/y ~f( EETTE FPRRRY 5 ,zr....zm)

Yy

b) El control
se ejerce con

Sea X un

.- El control del estad . de una singularidad
la funcién de Hilbert-Samuel.

espacio analitico complejo, x ¢ X. Se conside-

ra la funcién

Hx'x H ZO - Z+

definida por

d .
d+l _ . i it
(d) =dim c [ex x//m iiodlmcmxlx X,x]
donde C’X es la fibra del haz estructural de X en x y
M es el ideal maximal de [j .
X, x X,x

As! pues, para cada punto x ¢ X se tiene una funcién Hx «’
’

que se llama funcién de Hilbert-Samuel de X en x. El conjunto

de todas ellas se puede ordenar

(d) ’

HX x= HX x' © HX,x (@ < HX,X'

vV de Zo

A partir de la funcién de Hilbert-Samuel podemos cons-
truir lo que llamaremos una estratificaci6én analftica comple-

ja de X en la siguiente manera: Por definicifn, un estrato de



éamuel de X es el conjunto de todos los puntos de X que po-
seen una misma funci6én de Hilbert-Samuel. si {xi}ieI es el
conjunto de todos los estratos de Samuel de X, se verifican
las siguientes propiedades: ’

1) cCada xi es un subespacio analitico liso y reducido
de X.

2) X es unién disjunta de todos los xi y la familia

{X.}. es localmente finita.
i‘iel _ _
3) VieI, X; y X; - X; son subespacios analfticos cerra
dos de X.

En el caso particular de que X sea compacto el nGmero de
estratos de Samuel de X y el nfimero de funciones de Hilbert-
Samuel diferentes es finito. Para explicar el procedimiento
de desingularizacién, nos restringiremos al caso en que X es
compacto, pues en el caso general no se aportan nuevas ideas
importantes, sino s6lo ciertos detalles técnicos.

Desde el punto de vista de la desingularizacién de X
aparece ahora claro que las transformaciones monoidales de X
qgue van a interesar son aquellas que no hagan crecer los da-
tos de control. Esto ee consigue efectuando transformaciones
monoidales con centros permitidos, en el sentido que se va a
hacer preciso ahora mismo.

Sean Y « X ¢ 2 espacios analfticos complejos, donde Y, 2
son lisos,Y es cerrado en X y X cerrado en Z. A partir de la

OY—élgebra gry(z) se construye el fibrado normal NZ ¢ de 2
a lo largo de Y. El nficleo del homomorfismo natural de Cg-a;

gebra £ : grY(Z) - grY(x) define un subespacio analftico ce

rrado de N al que se llama cono normal a X a lo largo de

z2,Y'
Y. Se dird que X es normalmente plano a lo largo de Y (o que

Y es permitido en X) si CX y ©s plano sobre Y.

Esta nocién puede ser descrita localmente en la siguien
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te manera. Sea x ¢ Y, J el ideal de 02

dor de x, Px el que define Y alrededor de x, Mx el ideal ma-

ximal de O

x que define X alrede-

. Naturalmenf:e OX;*= OZ,x/JX' Consideremos el ideal

Z,x
Px c ex,x imagen directa de Px por el homomorfismo natu-
ral. Entonces, las condiciones siguientes con equivalentes
(bara todo punfo XegY):

(1) X es normalmente plano a lo largo de Y.

(2) 9rp (BX'X) es libre sobre Ox,x/ Py-

(3) Jx posee una base (fl""’ft) que verifica las con-

diciones siguientes: )
(3-a) Las formasiniciales respecto de Mx, de fl""'fr for

man una base minimal del ideal inicial de Jx en gr o, )

M, Z,x

(i.e. del.ideal que definé alrededor & x el cono tangente a X en x).

(3-b) (£) = v (£,), Vi =Ll.... =

va P?(

Hay una estrecha relacibn entre platitud normal vy fun-
cién de Hilbert- Samuel, que se manifiesta en el siguiente re-
sultado: )
Proposicifn 1.- En la situacifn anterior, X es normalmente Pla
no a lo largo de Y 'si y s6lo si - todas las componentes conexas
de Y estén contenidas en estratos de Samuel de X.

El resultado crucial aqui es el siguiente:

Teorema 1 (B.M. Bennett).~ Supongamos que X, es sumamente pla

no a lo largo de Y. Sea it : Z' » Z la transformaci6n monoidal
de Z con centro Y, -X' el transformado estricto de X por gy,
P : X' « X la aplicacién inducida. Para todo punto x ¢ Y y to-

do x' ¢ X' tal que p(x') = x, se verifica que

Esto nos da lo é;ue pretendfamos: centros de explosién que



no empeoran las funciones de Hilbert-Samuel. ?5

c) El Eroeeso:— Nohﬁbdemos meternos en muchas profundidades

al analizar el proceso de desingularizacién de un espacio ana
litico complejo, pues es materia de muchas piginas de teore-
mas (c.f. [1],[2],[3]), pero trataremos de dar una idea global,
aunque imperfecta.

Supongamos que X es compacto; hay entonces un nlmero fini
to de estratos de Samuel y un nfimero finito de funciones de Hil
bert-Samuel. Designemos por {Hi}, 0 i< ma la totalidad de
ellas y por Si al estrato correspondiente a Hi’

Las funciones de Hilbert-Samuel son semicontinuas superior
mente con respecto a x ¢ X, es decir, se verifica la

Proposicién 2.~ Si §i n s, # ¢ entonces H, (d) < Hj(d),
v d e Zo.

Supongamos que H° es la mayor funcién de Hilbert-Samuel,
para el orden lexicogr&fico, de entre todas las Hi' Por la pro
posiqién 2, So es cerrado en X. (La notacién H < H' introducida
antes serd conservada).Para el orden lexicogradfico usaremos pa-
labras del lenguaje ordinario.

Para lograr la desingularizacién de X, al menos en el ca-
so particular en que sea reducido, nos bastarid probar el siguien
te

Teorema I.- Existe una sucesibén finita de explosiones

{n(i): X(i) - x(i_l) . con centros E(i_l), O<i<p
O<isgp
tal que verifica:
a) X(O) = X, S(o)= so y E(G)“es un subéééécio complejo
cerrado y liso de S(o).
b) si S(i) es el estrato de Samuel de x(i)céirespbndien—
te a la misma Ho' entonces E(i) es un subespacio complejo, liso

y cerrado de S(l), 0<1ix<op.
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(p)

c) S8 es vacio.

A este enunciado le da sentido y una cierta justifica-
cibén el siguiente resultado que no es m&s que una refundicién

de la proposicién 1 y el teorema 1.
Proposicifén 3.- Para cualquier explosién n(l)como las del teo

rema se verifica que
H (i iy (@) s H (i- (@), Vdaegz_,
x(l),x(l) (i l)'x(i—l) o
para todo X(l)g X(l) y x(l-l)= n(l)(x(l)).
Hay que hacer notar que, segfin esta proposicién, toda

(p)

funcién de Hilbert-Samuel de X es estrictamente menor, en

orden lexicogrdfico, que Ho Yy que ésta es la"peor" funcién
de todos los espacios x(i), 0 < i< p.

Vamos a ver cémo el teorema I es la clave de la desingu-
larizacién de X. Supongamos que dicho teorema se verifica;
siempre se puede hallar una sucesién {n(i)} de explosiones que
verifiquen las condiciones dadas en 1. Sea f_: Xl 2 X la com
posicifén de todals las "(i)' donde xl= X(p) en la notacién del
teorema I. Aplicamos lo mismo a Xl y asi sucesivamente se ob-

tiene una sucesidn

J J

(£.: X, » X, .}
St j=z1

donde xo = X. El punto estd entonces en probar el

Teorema 2.- Existe un entero r >0 tal que xr =¢.

Una vez probado el teorema 2, ya tenemos la desingulariza
ci6én de X, al menos, repito, en el caso en que X sea reducido.
En efecto, omitimos aquellas explosiones contenidas en

{fj}l< jer
cién de las restantes explosiones es una desingularizacién de

cuyos centros contengan puntos lisogs. La composi-

X, lo que tiene sentido pues el centro de cada explosién omi
tida estd sucesivamente fuera del lugar singular y no tiene

nada que ver con las siguientes explosiones que no se omiten.



Veamos de dar demostracién al teorema 2. Para ello admi 7

tamos que se tiene

Proposicién 4.— (Teorema de finitud de Hilbert) .-~ Sea

REE 48 . :
{gl i” Yl—l}le Z 4

una sucesién infinita de explosiones tal gqve el centro Fi—l

de gi es un subespacio complejo de Yi— liso y cerrado, con-

l ’
tenido en un finico estrato de Samuel. Para cualguier suce-
i i . .
8i6n de puntos { Yy € Yl}

tal que g, (y.) =y, ; »V i,

iz20 i

existe un indice io tal que

%. ’ y+1 HYl,yl

it+1 i
para todo i > io .

Este teorema, dicho en otras palabras, significa que una
singularidad no puede mejorarse indefinidamente por una suce-
8ién cualguiera de explosiones con centros permitidos.

¢ por qué la proposicién 4, que es estrictamente de caréc
ter local, implica algo global como es el teorema 2?. La ra-
2z6n es f&cil de ver.

Supongamos gue el teorema 2 no es cierto y sea

% = lim X,
« J

(s6lo en el sentido de espacios topolbgicos y aplicaciones
continuas). Desde luego sabemos que X es compacto. Separemos
todas las fj como producto de explosiones (gi} como en la pro

posicién 4. Cada punto R ¢ X corresponde a una sucesién {yi}

como la de la proposicién 4. Sea (xj er) la sub-sucesibn co-

rrespondiente. Por dicha proposicién, existe j°:>0 tal que

H . = H . VJZJO.
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Esto implica que las imdgenes en Xj de los peores estratos
de Xj, j = jo estén todas fuera delo estrato de Xj (pues si no,
por el teorema I, la funcién de Samuel podria ser gejorada).

Vamos a ver ahora que existe un entorno abierto U de xj
o

en Xj cuya imagen reciproca en cualquier xj, i = jo, no cor

o . .
ta al peor estrato de Xj-COnslderemos la sucesibn (fj}j >3
)
descompuesta en las explosiones que la constituyen. Puesto

que el peor estrato de Xj no pasa ciertamente por xj , se
o o

1

puede encontrar un entorno abierto U, de xj que no corta
o
a dicho estrato (recordemos que los estratos "peores" son

cerrados). Asi en la primera explosién este U, se trasplan-

1
ta de manera isomorfa al espacio inmediato; llamaremos tam-
bién U1 a este nuevo abierto si el peor estrato de este nue
vo espacio no corta a U, , se procede de la misma forma y asi

1
sucesivamente.
El punto estd en que, en un paso determinado, el peor
estrato de Samuel puede cortar a Uj' Pero esto ocurre si y
s6lo si la funcién de Hilbert-Samuel correspondiente coinci
de con una de las que ya habia abajo, es decir en Xj , pues los

. . [+]
levantamientos de U1 son isomorfos. En este caso, se puede

encontrar un nuevo U2 c Ul' gque sea un entorno abierto de

la imagen inversa de x. y tal gue no corta al peor estrato.
o
Ahora bien, puesto que el nGmero de funciones de Hilbert-

Samuel en Xj es finito, estamos obligados a hacer esta 're
. o . . .
duccibn de entorno”, un nfimero finito de veces Gnicamente. Si

se designa por U a la imagen en xj del mis pequeflo de ellos,
[}
nuestro aserto estd probado.

Finalmente, si U es la imagen inversa de un tal U en X,

la coleccién de todas esas U recubre X. Por la cdmpacié&dde X,

-ex@sﬁe un subrecubrimiento finito. De agqui se sigue que,

para todo j lo suficien-



temente grande Xj no tiene un "peor estrato”. Asi debe exis 99,

tir un r tal que xr es vacio, lo que supone una contradicci6n.

Asf, siempre bajo la hipbtesis de que el teorema I se

verifica, para probar el teoreﬁa 2 nos falta por demostrar
la proposicién 4. A esta proposicién le hemos dado el sobre
nombre de "Teorema de finitud de Hilbert" porque su demos-
tracién es una nueva aplicacién del archiconocido teorema de
la base de Hilbert.

Como la proposicién 4 es de cardcter local, se puede to

mar una cadena de espacios ambiente (lisos, claro), Zi::.Yi
de tal manera que cada uno sea la explosién del anterior,
con el centro prefijado. Sea n la dimensién de Zo en y, y sea

R, = gr (zi).

i Yy

En esta situacién, es posible elegir un isomorfismo (no ca-

ndénico) de Ri sobre un anillo de polinomios fijo C[Zl,...,zn]
de tal manera que, si Ii m designa la parte homogénea de grado
r

m. del ideal del cono Cy y en €[Z], entonces
i'fi

R = I, ra todo i suficientemente grande. Sea I =1,
I:..-’.l,m i,m pa d sufic g m im

para i>> 0. Se tiene asf un ideal I de c[z] tal que I es
su parte homogénea de grado m, para todo mz 0. Por el teore-
ma de la base de Hilbert, I estd finitamente generado; diga-

mos
I = {Im |m < mo} C[g].

i =1I, i todo m<m . Asf, en
Sea 1O>-0 tal que Im Il,m' vViz i,y msm, e

virtud de la proposicién 3 se tiene que

Yi4.1’yi+ 1 Yoo¥; (no canfnicamente),
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lo que implica que la funcién de Hilbert-Samuel se estabi-
liza, como se querfia probar
Bien, entonces, estamos en la situacién de que, para

desingularizar necesitamos probar el teorema I. Aqui es don
de empieza realmente el trabajo. Lo Ginico que hemos hecho
hasta ahora es reducir el teorema general de desingulariza
ci6én enunciado al principio, a una forma m&s manejable: el
teorema I. Y no s6lo mis manejable, sino m&s débil pues con

cierne al estrato So Gnicamente; he aquf el valor de la re-

duccibn.

Para probar este teorema, nos guiamos por el principio
de "recurrencia sobre las dimensiones”. El punto est& en que
la demostracién del teorema I se logra apoyandose en los teo
remas de desingularizacibn de espacios de dimensién mis pe-
quefia que la de X. Asi, empezando por el caso de curvas, cu
ya desingularizacibn se conoce bien, se puede montar una re-
currencia ascendente de desingqularizacién.

Para poner de manifiesto este proceso de recurrencia, he
mos de apoyarnos en la teorfa del contacto maximal. En ella
se define algo que se llamard exponente idealistico de con-
tacto, que no es sino una generalizacién de la nocién de éq}
mer exponénte caracteristico de Puiseux en el caso d@ cur-
vas.

La idea primaria estd en el hecho de que, si en la cur
va yzéx?= 0, que tiene como primero y Gnico exponente de
Puiseux , (de y respecto de x), 3/2, dejo a la y de grado
1 y otorgo a la x grados racionales, decrecientes a partir
de 1, el cono tangente a ella (i.e. la forma inicial) si-
gue siendo la misma que al principio hasta que, justamente
en el punto en que el grado de x es 2/3, este cono tan-
gente ya varfa, pues la forma inicial seria y2—x3. Asi se
puede atrapar el primer exponente caracteristico de Puiseunx

. . : 2
de la curva anterior como el inverso de aquel nﬁmero,Yi B



que es el primer grado que, otorgado a x, hace variar la for- 101

ma inicial.

Resumamaos brewemente la teorfa del contacto maximal. To
da ella es de naturaleza local, asi es que se operard sin
m&s predmbulos, alrededor de un punto.

Sea Z un espacio analftico liso, W un subespacio de Z,

liso y cerrado, xe¢W. Sea (2z,w) = (2 z , W ,...,wd) un

1" "%¢ 1

sistema de coordenadas locales de Z alrededor de x tal que
(Z) es una base del ideal P de W y tal que (g) induce un sis-
tema de coordenadas locales de W alrededor de x. Pongamos,

para cada nGmero real §=>1,

SO, @ 0
Z,W,x,% Aezg' Bezg , IA] N B >y
6

plv+) - L *® O

z2,W,X,$ c a = Z,x
AeZ, BeZ . |A| + IB] > o
[}

S I v
gr, (z) = @& (F /E ) = & gr (2).
wlx:6 \)20 zlwlx'6 z'w:x:6 \)ZO W,x,5
Se comprueba con facilidad que
~ - (1+)

[1) Iy, x5 2~ C [2.%] . 2;=w+ F oW, %,
(1/8 +)
2+ Fy wxs

pero el homomorfiamo no lo es de estructuras graduadas.

Sea ahora X un subespacio analfitico cerrado de Z tal que

X ¢ X, Iz,x,x el ideal de X en Oz,x' Designaremos por
in‘;'6 (z,X) al ideal Qde Iy x 6(z) engendrado por las formas
’ ’

iniciales de los elementos de I, _ . via el isomorfismo (L),

Xyl
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102 . Y
—el ideal inx 'é(z,x) define un subconjunto algebraico de Cn

N

al que se llama cono tangente pesado a X en X, en la direcci6n
de W y con peso §. A este conjunto algebraico se le represen-
W.5
a .
ta por Cy
Se pueden interpretar, o visualizar, geométricamente, los

‘ conceptos anteriores de manera f4cil. Como Oz x= C {z,W}, ca-
’

B
da monomio zﬁ w lo podemos dibujar en el plano ]Rz como el pun
to de coordenadas (lB],|A|). Asi se tiene:
A | a) Dibujando la recta que pasa por (0,,) y tiene pendien-
_ 4 (v}
te 8 ’ lew'xlé
ponden a puntos en esa recta o a la derecha de ella. Asfimismo,

estd engendrado por los monomios que corres

(\) +)
Z,W,x%,%
tos a la derecha de ella.

estd engendrado por los monomios correspondientes a pun

A

b) grx %5 (2) estd engendrado en C [#,% ] por los monomios

correspondientes a los puntos gue estdn en esa recta.

c) Dada una funcién £ ¢ 6; x* Su forma inicial en
’

T, x, 8

de f con coeficiente distinto de cero y tomando los té&rminos de

L W, s .
(2), lnx G(f), se obtiene representando los monomios

f correspondientes a los puntos contenidos en la recta de -pen-
diente -1/5, mds proxima al origen, éue contenga algin punto
correspondiente a f.

d) Supongamos que H es una hipersuperficie de ecuacién
£f = 0. tal que 1la retf;ccién c¢andnica r:2 - W sea transversal
a ella (i.é. si y = Vx(f), la forma inicial ordinaria de £
contiene un monomio Ea con coeficiente distinto de cero y
‘A|= v) . Entonces el cono tangente ordinario a H en x y el
cono tangente pesado coincidirén para todos los valores de §
menores que uno dado, el correspondiente a la pendiente de
la primera recta que, pasando por (0,,) contiene algfin punto
correspondiente a un monomio de f con coeficiente no nulo. A
este nfmero le llamaremos exponente de contacto de W con H y

se generaliza a un subespacio analftico cualquiera X de Z, como
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Definicién.- Si X es como antes y r: Z -+ W es transversal a
X en x se llamard exponente de contacto de W con X en x, y se
designard por 5x(X,w), al méximo nfimero real, o infinito, tal
que V e R, l<b < 6x(x,w), es
~ o Wb
Cx,x ¢ X, x °

Es inmediato ver que 6x(x,W) >1le Tw xc TX x (aqui Tw x re-

presenta al espacio tangente estricto a W en x) .

pefinici6én.- EL nGmero real, o infinito,

52(X) =  sup 5x(x,W)

W curva lisa

se le llamarad primer exponente caracteristico de X en x.

El nfimero anterior representa una cierta medida del con-
tacto entre W y X en x. Pero esta medida es imperfecta, pues
no puede describir bien la situacién, toda vez que, seglin la
direccifén que elijamos en W, &ste puede tener mayor O menor
contacto con X en x. Para obviar este inconveniente se intro
ducen los exponentes idealisticos de un contacto.

consideremos los pares (J,b) donde J es un ideal coheren
te sobre W y b es un entero positivo. En el conjunto de todos

esos pares se define una relacién por:

(J,b) ~ (J',b') & Jb es integramente equivalente
a J'b. Esta relacién es de equivalencia y a cada clase respec
to de ella la llamaremos un exponente idealfstico sobre W. A
la clase de (J,b) la representaremos por ((J,b)).
Una aplicacién de prueba de W enx es una aplicaci6én holo-
morfa h: D - W, donde D es el disco unidad, tal gue h(0) = x.
En otras palabras, una aplicacién de prueba es una curva sobre

W. Las aplicaciones de prueba establecen propiedades direcciona
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4 .
les de los exponentes idealisticos. Sobre todas ellas estd el
test de la equivalencia entera, contenido en el siguiente
Lema.— (J,b) ~ (J',b') si y s6lo si, para toda aplicacién de

prueba h: D -+ W de W en x, es

vo T0p) _ vo (3'0p)
b b’

La utilidad de los exponentes idealisticos en la teorfia
del contacto queda de manifiesto en el siguiente resultado:
Lema.- Supongamos que la retraccién canfnica r: Z - W es trans
versal a X en x. Existe un entorno abierto Wy de x en W y un
finico exponente idealistico ((J,b)) en Wo tal que, para toda

aplicacién de prueba h: D 5 W de W en x, se verifica que

b Oy = Yo O00)

= ' Xh=Xw x D, Wh==Ww><IL

%, = (x,0).

Definici6én.- Rl exponente idealistico del lema anterior se le lla
mar§ exponente idealistico de contacto de W con X en x.
Ahora podemos, por fin, definir lo que se entiende por con

tacto maximal.

Definkcién de contacto maximal.- Si dim Tx xS 1 y siWes
'

una curva lisa, diremos que W tiene contacto maximal con X en
x si y s6lo si

6, (X, W) = 6, (X).

En el caso general, se dird que W tiene contacto maximal con

un X en x si y s6lo si ‘
a) r es perpendicular a X en x (i.e. r es transversal a X en

xyT = {0}).

Xn r-l(x), X
b) Para toda aplicacién de prueba h: D < W de W en X, wh

tiene contacto maximal con X, en xh
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hipersuperficie, es fécil encontrar una hipersuperficie W que
tenga contacto maximal con X en x. La existencia de contacto
maximal en el caso general es un problema mucho mds complicado
que no podemos abordar aqui. Supongamos, pues, que X es una
hipersuperficie; se puede siempre encontrar para ella una ecua

cién local en la forma de Weierstrass

2V ] W) VT, SRS (w) =0 (aquﬁ‘c = 1).
Con el camblo de variable z' = Z*'wl(ﬂ)/v. la ecuacién anterior
_se convierte en - - e .

z'¥y o (W) z'V72 R ep\')(!) = 0.
En este caso, si W es la hipersuperficie z' = 0, se verifica
que W tiene contacto maximal con X en X = (0).

Pero el resultado clave de la teorfa del contacto maxi-
mal estd ain por ver, y es de lo que nos vamos a ocupar a con
tinuacidn.

Llamamos explosién local de 2 en x a la explosién de un
entornoabierto U de x en Z con centro un subespacio E de 2, 1i
so y cerrado, que contenga a x seguida de la inclusién en Z de
dicho entorno. Una explosién local de Z en x induce explosiones
locales de todos los subespacios de Z que contienen al centro
de explosi6én. M4s afin, dada una retracci6n local r: 2 » W, don

de W es un subespacio liso y cerrado, conteniendo al centro de
explosibn, ésta induce una retraccién local r' entre los corres-
7pondientes explotados. Finalmente, si K=((J,Db)) es un exponente
idealistico sobre W y si I es el ideal de W correspondiente al
centro E de la explosién, entonces J es claramente diirisible por I

y se puede formar, sobre el transformado estricto local W' de

W un ideal

Af exponente idealisticoK' = ((J',b)) se le llama transformado
de K por la explosién local de centro E.

Vamos a enunciar ahora los teoremas de estabilidad del
contacto maximal.

Situacién.~- Sea Z un espacio analitico complejo liso, X y W
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subespacios cerrados de 2 con W liso, y sea x ¢ X n W. Sea

K un exponente idealistico sobre W, iy una explosién local
de 2 en x con centro Ec SinglK). Sea r : Z - W una retraccién
local y r* : 2' o+ W' su transformada por p. Entonces, si r
es transversal a X en x, se verifica:

Teorema de estabilidad I.-

(i) Sing(K) coincide con W n S en un entorno de x, siendo
S el estrato de Samuel de X que contiene a x.

{ii) Si K' es el transformado de K por i, S' el de S, X'
el de X y W' el de W, es

Sing(K') n n_l(x) =W'nS'n n-l(x)-

(iii) r' es transversal a X' en x' y K' es el exponente de
contacto de W' con X' en cualquier punto de
-1
XY ng (x).

Teorema de la estabilidad II.- Si, adem8s, W tiene contacto

maximal con X en x, entonces

(iv) ging(K) = S en un entorno de x,
-1 -1
(v) singK')n g "(x} =8'n g " (x).
(vi) W' tiene contacto maximal, respecto de r', en todos los

puntos de S'lqn—l(x).

Vamos a explotar estos resultados desde el punto de vis
ta de nuestra resolucién de singularidades. Aungue ya quede
bastante atr&s, no debemos olvidar que nuestro objetivo es pro
bar el teorema I por recurrencia sobre las dimensiones.

Volvemos a la situacién de ese teorema. Sea X un espacio

analitico complejo, compacto, las funciones de

Bilocicem

Hilbert-Samuel sobre X, los estratos de Samuel

5ilocicm

correspondientes. Suponemos gue Ho es, lexicograficamente,
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la mayor de entre las Hi.

De la teoria del contacto maximal se deduce que, dado un

punto x ¢ So < X, se pueden encontrar los datos suficientes:

U : un entorno abierto de x en X.

X|U &= Z:una inmersién cerrada en un espacio comple

(@) ﬁ jo liso.

Wc.—»Z :un subespacio complejo, liso y cerrado, que
pasa por x.

L 2?= ((J,b))un exponente idealistico sobre W.

gozando de las siguientes propiedades
(@-1) s nUcWyS nU= sing(§).

(d-2) W tiene contacto maximal con X, teniendo a %? como su

exponente idealistico de contacto, en todo punto de Sor1U.
d-3) dim W = dim 7 _{s dim_ x).
(a-3) o T x x X

Ahora bien, los teoremas de estabilidad del contacto maxi-
mal nos dicen que los dos enunciados siguientes son equivalen-
tes:

Teorema Iy - Existe una gucesién finita de explosiones

n(i): X(i) - x(i-l) con centros E(i_l), O<gi<p tal que

1) X(o)= X|U, S(o) = SollJ Y E(O) es un subespacio complejo,
liso y cerrado, de S(O).

2) si s(l) es el estrato de Samuel de X(i) correspondiente a

la misma Ho' entonces E(l)
(1)

y cerrado, de S , O0<i<p.

3) sPo g,

es un subespacio complejo, liso

NS6tese que é&sto es exactamente una versitn local del teorema I.

(De ahi el nfimero Iy
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Teorema ITI.- Existe una sucesién finita de explosiones
q(l):w(l) R wii-1) (1—1),

con centros D 0 < i< p tal que

w0

‘e (0 0
1) =W, ?( ). €y D( ) es un subespacio complejo, liso y

cerrado, de Sing(%®).

2) Ssi Zﬂl) es el transformado de ﬁ;(l_l) por q(l) entonces

pti)

es un subespacio _complejo, liso y cerrado de Sing(g(l))
3) sing (E'®) - 9,

Para ver la equivalencia entre (IU) y (II) basta hacer

E(l_l) = D(l_l). Para mayor claridad, analicemos el primer paso.

Si E(O) = DXO), se tiene el siguiente diagrama conmutativo.
x(l) C z(l) S w(l)
T_r(l) p(1) ' q(l)
X(o)=X| U < 4 > W
donde p(%) es la explosién de centro E(o) = D(O). Laé condicio~

nes 1 de IV y II son equivalentes por (d-1). Entonces, por el
teorema de la estabilidad del contacto maximal, S(l)
y asi las condiciones 2) de (IU) y (II) son equivalentes, para

i = 1. De nuevo por la estabilidad del contacto maximal, se pue
de repetir el mismo razonamiento para i = 2,3, etc, teniendo la

equivalencia entre (IU) y (II).

Nuestra intencifn ahora es probar el teorema II, lo cual pro
barfia automdticamente el teorema IU y a partir de &1, se pretende
tener probado el teorema I. Pero, con estas intenciones nos encon
tramos con dos tipos de dificultades:

1) ¢ cémo podemos salvar la diferencia existente entre el enun

ciado IU’ que es local, y el enunciado II, gue es global?
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2) ¢ Es el enunciado (II) un especie de desingularizacién?. O
mejor atin, ¢ es realmente una desingularizaci6n en dimensién menor

que la de X?

Que (II) es una especie de desingularizacién no cabe duda: es la

desingularizacién de un exponente idealfistico.

pDe la cuestién 1) no vamos a hablar. Para resolverla se ide6
la teorfia del "gardening” de las singularidades, que es demasia
do complicada para exponer aqui, siquiera sean los enunciados. Qui
z4s éste pueda ser el objeto de una préxima conferencia. De mcmen-

to, nos vemos obligados a dejarlo estar.

para responder a la pregunta 2) hay cierto soporte psicolégi-
co: la consideracién de un caso particular. Supongamos que encontra

mos los datos (d) de tal forma que U S (o sea, que la cuestién

1) no existe) y ¥ =((J,b)), donde J esolocalmente principal y

b = max {vy(J)|Y'€W}- Sea X' el subespacio complejo de W definido
por J. En este caso, no es dificil de ver que sing(f) es el "peor”
estrato de Samuel de X' y (II) no es sino (I) para X' (en lugar de
X). Y como dim X'< dim W< dim X, tenemos nuestra recurrencia monta

da.

Pero, realmente, este hecho no nos sirve de nada, sino para
lo que dijimos antes: como apoyo psicolégico. La realidad es mu-
cho m&s complicada y, para exponerla en su totalidad, deberiamos
caer en profundos tecnicismos. Lo que quiero decir es que ya, én

este punto, el proceso se aleja de la intuicién.

El caso en que J no sea localmente principal pero
b = max {Vy (7)|yewW} ya presenta mayores dificultades porque (II)
no es equivalente a (I) para X'. La diferencia estriba en la dispa
ridad de la nocién de transformado fuerte y transformado débil de

un ideal por una explosién.
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He llegado, en estos momentos, hasta donde se puede explicar

de la resclucién de singularidades de un espacio analftico comple
jo sin recurrir a medios técnicos sofisticados. El germen de ideas
estd ya expuesto, y este era mi propbSsito desde un principio. La

elaboracién completa de estas ideas estd en [1].[2] y [3].

Voy a terminar exponiendo una nueva dificultad que hasta aho-
ra no habfa aparecido. Hasta el momento presente nuestra actitud
ha sido siempre actuar sobre el peor estrato de Samuel. Pero esto
no siempre produce buenos resultados, como en el caso

b < max(vy(J)lye;W}. Veamos un ejemplo simple.

— m2
Sea W = €%, <on coordenadas (21'22} . Sea J=(z_L 22) ew
y £ =((3,1)). ast

maX(vy(J)lye Wy= 2
Sing(J,2) = {(0.0)}.

Asi, el peor estrato de Samuel de este exponente idealistico es

el origen. Sea g:W' _, W la transformacién cuadr&tica de W con cen-

tro el origen,Wi5rWé las dos piezas abiertas que recubren W',
ada i , 2z , ,

con coordenadas respectivas {z1 r % 2} {221 222}

donde

2317217 2327 %
El transformado ‘€’ de ‘€ viene dado por €' =((J',1)) donde

(z), 2 2)0 w vy

(2) 12,50 0 o en vy .
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Asi, la singularidad de %:no ha mejorado explotando el peor es-
trato de Samuel, pues Sing(%') es esencialmente igual a Sing(gL
Este caso se resuelve tomando la explosién no ya delorigen, sino

de un eje coordenado entero.

Asf, la filosoffa de "primero el peor estrato de Samuel®,de
be ser cambiada en casos por "primero el mayor". Esto da una nue

va idea de - dificultades que aGn tenemos ante nosotros.
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