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INTRODUCCION

El intento de generalizar los funtores de homologia y de
cohomologia, definides en la categoria Gr de los grupos, a
otras categorias, data ya de los afos sesenta, con definicio-
nes més o menos sofisticadas. Sin embargo, no es hasta 1970
cuando U. Stammbach da en (14) una definicidn de los funtores

o . .. 2 .
V. y V como generalizacidn de H2 y H, respectivamente,
para el caso concreto de variedades de grupos. La mayor parte
. 2 . . o
de las propiedades de H2 y H  se generalizan sin dificul-
tada vV y U, incluyendo el teorema de los coeficientes uni-

versales y la sucesidn exacta de los cinco términos demostrada,

independientemente, en 1966 por J. Stallings y U. Stammbach.

2 s
Es un hecho bien conocido gque H (Q,A) clasifica las ex-
tensiones del grupo Q por el Q-mddulo por la izquierda A;
es decir, existe una correspondencia biyectiva entre el conjun-
2 ) .
to H (Q,A) y el conjunto de clases de equivalencia de exten-
siones de Q por A, que es, ademds, un isomorfisma respecto
las correspondientes estructuras de grupo abeliano. Se demues-

tra, asimismo, que cuando Q es un grupo de unpa variedad V,
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si el producto semidirecto A4 Q estd en ¥, el grupo
¥(Q,A) clasifica las extensiones de Q por A contenidas
en V . El caso en que A sea un Q-médulo trivial da lugar

a las llamadas extensiones centrales, esto es, extensiones
E: Ar—m36 —3»Q
tales que A estd contenido en el centro de G.

Para el caso particular de la variedad Ab de los grupos

abelianos, si A es un Q-mddulo trivial, se tiene
- 1
V(Q,A) = Extz (Q,A) ,

que clasifica las extensiones abelianas del grupo abeliano Q
por el Q-médulo trivial A. El teorema de los coeficientes

universales
(Q,A) = Exti(ﬂ,A))——)Hz(‘Q,A)-——»Hom‘(HZQ,A)

nos da, entonces, el conlcleo de la inclusidn del grupo de las
extensiones abelianas de { por A en el grupo de todas las
extensiones centrales de 0§ por A, y nos dice, ademds, que

~ 2
V(Q,A) es un sumando directo de H™(Q,A).

-En este trabajo me propongo generalizar la sucesidn de las
coeficientes universales, interpretada como caracteriracidn del

conldcleo

Exté([l,/\))——) HZ(D,A) )
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a variedades de grupos V de exponente cero (es decir, tales
que Y 5 Ab ). Demuestro, para ello, que si V es una varie-
dad de exponente cero, Q wun grupode V, y A un Q-médulo

trivial, la sucesidn
V(Q,A)HHZm.A)—;HDm(I,A)—>ext<vm,A)—>Ext(H2u,A)—»m(l,A)

donde 1 = Ker (HZQ-——)VD), es exacta y natural (teorema 3.2

del capitulo II).

A partir de este resultado estudio en el apartado 4 del
capitulo Il diferentes casos particulares-concretos. Los més
interesantes aparecen al considerar la variedad Nt de los gru-
pos nilpotentes de clase menor o igual que c. Por ejemplo, si
Q € N. admite una presentacidén libre S»>—>F—»Q tal que

Sc FC, resulta que la sucesidn exacta anterior se reduce a
o 2
V(Q,A)>——H"(Q,A) —nHom(I,A)..

Estos grupos { resultan ser, entonces, precisamente, las ex-
tensiones "stem" de los grupos nilpotentes libres de clase c-1

con tantos generadores como Q.

Tembién para-la variedad Nt obtengo el siguiente resul-
tado: S5i A. es abeliano libre, entonces V(Q,A) es un sumando
directo de HZ(Q,A) (teorema 4.1. del capitulo II).

S5in embargo, el que U(Q,A) sea un sumando directo de

2 . S a
H"(Q,A) no parece ser cierto en general. Como primer paso para °




analizar los casos en que esto ocurre, estudio bajo qué condi-
ciones se puede afirmar que V(Q,A) seé un subgrupo puro del
grupo HZ(Q,A). El concepto de subgrupo puro, introducido por
H.‘PrUfer en 1523, resulta ser una nocién intermedia entre la
de subgrupo y la de sumando directo. Un subgrupo puro es bajo
determinadas condiciones un sumando directo. Asi obtengo algu-
nos resultados gue aseguran, en determinados casos, gue V(Q,A)
es un sumando directo de HZ(Q,A). En particular, esto ocurre
si Q es un grupo finito tal que Ext(VQ,A) = O (teorema 3.1
del capftulo III}, o, también, si VQ es libre de torsidén y
HZ(Q,A) es suma de grupos ciclicos (teorema 3.3 del capitulo

111)

Esta memoria esté distribuida en ‘tres capitulos. En el ca-
pitulo I se agrupan las definiciones y resultados fundamentales

sobre variedades de grupos y sobre (co)-homologis de grupos, que

“hecesito a lo largo del trabajo. Eﬁ ei‘;apitulo I; aésarroll;
la teoria de extensiones con nlcleo abeliano en una variedad v,
demuestro, para variedades de exponente cero, la generalizacidn
del teorema de los coeficientes unive;sales, ya citado, y estudio
algunos casos particulares que de £1 se derivan. En el capitulo
111 estudio, por @Gltimo, las condiciones de pureza y descompo-
nibilidad de la inclusién V(Q,A)}——aHZ(Q,A), en conexidén con

los resultados del capftulo II.
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En este trabajo aparecen sin demostracidn todos aquellos
resultados contenidos ya en los libros o articulos citados -en
la bibliografiéu En la bibliagrafia he citado unicamente los
libros o articulos gue se precisan explicitamente en este tra-

bajo.

Tengo que expresar mi agradecimiento al Profesor Dr D.
Rafael Mallol de la Universidad de Barcelana que presenté esta
memoria, asi como al Profesor Dr Urs Stammbach de la ETH Zﬁrich
por los estimulos, sugerencias e indicaciones que de #1 he reci-
bido. También a la Eidgendssische Technische Hoch;chule de Zi-
rich y al tansejo Superior de Investigaciones Cientificas que,
mediante una beca de intercambio, me han prestado su apoyo fi-

nanciero durante una parte de la redaccién de este trabajo.

Irene Llerena

Barcelona, febrera de 1977




Capitulo I

MATERIAL PREVIO

En este primer capitulo incluyo los conceptos y teoremas
sobre variedades de grupos que necesito a lo largo del trabajo,
asi como una breve introduccidn, sin demostraciones, a la teoria
de homologia de grupcs y su aplicacidn al estudio de las exten-

siones de grupos.

Para mds detalles sobre variedades puede consultarse el

excelente libro de H. Neumann "Varieties of groups" (11). Los

resultados de la teoria de homologfa estdn todos incluidos en el

libro de P.J. Hilton y U. Stammbach "A course in homological al-
gebra" (5), o bien en el de U. Stammbach "Homology in group

theory" (15).
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I.1. Variedades de grupos

Sea X un conjunto de letras. Designaré por F, el gru-
po libre engendrado por X

Una palabra es un elemento de F. .
pa_sdra ©

: _ -1 -1
Una sucesidn finita de letras x.,x_,....x § X ey X
? r ? 1 ’
. R R . 172 n 1 n
determina un elemento v = v(x_ ,...,x ) en F reciproca-
N 1 n =] P

mente. Se dice, entonces, que v es una palabra en n variables.

S5i, para todo homomorfismo f: Fo—> G de Fy en un gru-
po G, f(v) = e, se dice que la palabra v es una ley en G.
En general, dado un homomorfismo f: fo——G y una palabra
v = v(xl,...,xn), f(v) se llama yalor de v para los valares

a, = flx.,), i=1,...,n, de las variables, y se escribe
i

flv) = v(al,...,an) .

Una variedad de grupos ¥ es una subcategoria llena de la

categoria Gr de todos los grupos, cerrada al tomar subobjetos,

cocientes y productos cartesianos.

Dado un cnnjgnto de palabras’ V, los grupos para los que
todas las palabras de V son leyes forman una variedad V ;
diré que V define V. Segln un resultado de G. Birkhoff
(1935), el reciproco ta&bién es cierto: Toda variedad ¥V pue-
de definirse de esta forma a parti; de un conjunto de palabraé -

(véase (11)).




Teorema 1.1.
Dada una variedad YV , sea V el conjunto de todas las
leyes verificadas por los grupos de V. Cualquier grupo para

el que todas las palabras de V sean leyes estd en - V.

Un conjunto V de palabras define una variedad v. El
.conjunto V* de las leyes comunes a todos los grupes de V
. contiene 3 V, 'pero, en general, no coincide Eon V.- V¥ ge
"llama "clausura de V". El teorema anterior asegura que V y

V* definen la misma variedad.

Ejemplos

" Son variedades de grupos: -

a) La categoria 55. de todos los grupos. Esta variedad
estd definida por el conjunto vacio de leyes.

B) Los grupoé abelianos: Ab . Esta variedad estd defi-
nida por la ley [xl;x2]>, cu&a claus;ra es [F,F] .

c) Los grupos nilpotentes de clase menor o igual que c¢:
ﬂc . La ley. definidora es [xl’[x2’[x3’""[xc'xckl]”l]] , Y
su clausura es el (c+l)-ésimo términeo Fc+l ae la serie central

descendente de F = fq, .

. d) Los grupos resolubles de longitud £ {

e) Los grupos polinilpotentes de clase ¢ (cl,...,cn).
= f) Los grupos de sxponente q: Eq . Su ley es xg

(Variedad de Burnside de exponente q.)
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La interseccidn de dos variedades es una variedad. En par-
ticular,
g) Los grupos abelianos de exponente g forman upna va-

riedad Ab = Ab 0 B, definida por la ley [xl;xz] xg ]

Sea V un conjuntc de palabras que defina la variedad V,
y sea G un grupo arbitrario. Se llama subgrupo verbal del
grupe G asociado a V &l subgrupo V(G) engendrado por los

elementos de la forma
flv) con vev y f € Hom(F_ ,G) .

Del razonamiento que sigue se desprende que V(G) no depende

en realidad de V sino Gnicamente de la variedad V .

V(G) es invariante por los endomorfismos de G, y, en
particular, es un subgrupo normal. Estd claro que G/VG es

de V. Aun mds, se trata del mayor cociente de G que es de

|<

Mis preciso: todo homomarfismo f de G en un grupo QeV

factoriza de manera lnica a través de G/VG:

f
6 —— 0

s
’
7
/

G/VE

donde G—»G/VG es la proyeccidn candnica.



Ejemplos

a) Dado un grupo G, el subgrupo verbal de G asociado

a Ab es [6,6] vy Gab = 6/{6,G] =c el "mayor" cociente abe-

liano de G.
b) El subgrupo verbal de un grupc G asociado a la va-

riedad ﬂt es el (c+l)-ésimo término de la serie central des-

" " 3 d G 3 -
cendente Gc«l Y} G/GC+l es el "mayor cociente de nil

potente de clase menor o igual que c.

Un grupo Fode vV se ilama V-libre sobre un conjunto

SC F si, para toda funcidn f de S en un grupo G de Y,

existe un Onico merfismo f: F—G que extienda f

-

A los grupos Gr-libres los llamaré absolutamente libres

o simplemente libres si no existe peligro de confusidn. _

Sea F un grupo absolutamente libre sobre S y V(F) su
subgrupo verbal asociado a la variedad V. Dada una funcién
f: S—>0G, existe, por definicidn, una (nica extensidn f' ~de
f a F que, a su vez, factoriza de manera (nica a través de

F/V(F)

Yy v vy ypyu7 VU '™ N
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F/V(F)

F/V(F) es, pues, un grupo V-libre. Si f' es un epimorfismo,
también lo es F. Por lo tanto, todo grups G de V¥V puede po-

nerse como cociente de un grupc V-libre F. La correspondiente

.
sucesidn exacta corta

Ry—3F —3 G

se llama una éresentacién V-libre de G.

En una variedad V existe siempre el coproducto (en la ca-

tegoria V) de dos grupos Gl y 52 de V, que no es otro que

C o« & - Gl * 52
1 Vv 2 -
V(Gl * 52)

donde Gl * 62 designa el coproducto en Gr .

I1.2. (Co)-Homologia de grupos

Sea G un grupo multiplicativo. Designaré por ZG el

anillo entero sobre G, y llamaré G-mddulos (por la izquierda




| 4

o por la derecha) a los ZG-mddulos (por la izquierda o dere-

cha, respectivamente).

El n-ésimo _grupo de cohomologia del grupn b6 con coefi-

cientes en el G-médulo por la izquierda A es el grupo abeliano

n n
H (G,A) = EthG(Z,A).

El n-ésimo _grupo de homologia del grupo G con coeficientes

en el G-médulo por la derecha B es el grupc abelianc
ZG
H (6,B) = Tor_ (B,Z).
n n
En ambos casos Z estd considerado comu‘G—médulo trivial.

Si A (resp. B) es el G-médulo trivial Z, escribiré

H (6,Z) = HG H'(G,z) = H'g
n n .

n

Si 6 es libre, HnG y HG

n
o
[
o

para n=22.

De la definicidn se sigue que las sucesiones exactas cortas

de G-mddulos dan lugar a sucesiones exactas largas de homologia
y cohomologia. Asimismo, se deducen sin grandes difiqy}tades los

primeros grupos de (co)-homologia con coeficientes en G-médulos

triviales A y B

H (G, A)

i
>

H (G,B)
)

f
=2

il

H (6, A) = Hom(G ,A) H (6,B) ®5 .

ab’ Gab

Mds complicada es la demostracién del siguiente teorema ba-

sico en el estudio de las extensiones centrales de grupos:

| A A v

A
y
4
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Teorema 2.1. {Sucesidn exacta de los cinco términos)
Sea N>—3H —»G una sucesidn exacta corta de grupos
y sean A y B G-médulos por la izgquierda y derecha respec--

tivamente. Las sucesiones

2
0— Hl(G,A)—-)Hl(H,A)—-)HomG(Nab,A)—-)H (6,A) —>H (H,A)

l"lz(H,B)—-)HZ(G,E?-—>E®E‘Na

b—)Hl(H,B)——>Hl(G,B)~——>D

son exactas y naturales. N p S considera G-mddulo via
a
-1
y-(n{N,N}) = xnx [N,N]

donde yeb, neN y xeH es una antiimagen de y.

Coralario 2.2.

Si N>—>H-—G es una sucesidn exacta de grupes,

/(H, —6 —0
HH —3H,E — N/ {H, N} —H_ 6y

b

es exacta y natural.

Corolario 2.3. - (Férmula de Hopf)

Sea R—F —»G una presentacidn libre de G. Entonces

-HG"-' RO [F,F
2 F.R ’

En efecto, aplicando el corolario anterior a la presenta-

cidn libre de G, se obtiene

0 —H & —R/[F,Rl——F  ——6 —0
2 ab ab




de donde resulta

ROTF,F
HyG = Ker (R/[F,Rl—F_ ) = il

Teorema 2.4. (De los coeficientes universales)

Si € es un Q-mddulo trivial, las sucesiones
O—Ext(H_ 1Q,C)——-)Hn(Q,C)—n—)Hom(HnQ,E)—q 0

D—-)Hr;Q @C ——)Hn(Q,C)——ﬂor(Hn Q,C)— 0

-1

son exactas y naturales. Ambas descomponen aunque, en general,

no de manera natural.

Observacién.- Hay casos, como, por ejemplo, cuando C es uni-
vocamente 2-divisible, en que las sucesiones exactas de los coe-

ficientes universales descomponen de manera natural.

I.3. Extensiones con nicleo abeliano

Una de las primeras y mds importantes aplicaciones de la
cohomologia de grupos es la clasificacién de las extensiones de
un grupo @ vy un Q-mdédulo A por el segundo grupo de cohomo-
logia. De hecho, este grupo es conocido desde bastante antes de

que se hiciera un desarrollo completo de la teorfia de grupos de

d 4 4 4 v VO PN Y N N N
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homologia y cohomologia en el contexto del 4lgebra homoldgica

- a partir de los funtores Tar y Ext.

Dados un grupo @ y un O-mdcule A, se llama extensidn

de or A a una sucesién exacta corta
h g
E: A»——DG —=»0Q
-1
tal que _h(y.a) = x.h(a).x ,

donde yel, aeh, y xebG con glx) = y.

El que A sea Q-mbdulo trivial equivale a que h{A) esté
contenido en el centro de G, en cuyo caso se dice que la ex-

tensién_es central.

Dos extensiones
E: Ab>—96 — 0
E': Ar——G'—»Q
se llaman gguivalentes si existe un homomorfismo - i G—G'

que haga conmutativo el siguiente diagrama

A>——G—»1Q

.

Ar——G'—3Q
Obsérvese que, en tal caso, f es un isomarfismo.

La primera formulacidn de la clasificacién de las extensio-
2
nes por H (Q,A) se basa en la idea de los sistemas de factores.

Consideremos una extensidn




i

£: A G —3»Q

y un sistema s de representantes de f en G, es decir,

una funcidén s: Q —>G tal que gs = IdQ y s(e) = e.

La funcidn

@®: Q x Q —>A

-1
definida por @ (x,y) = s(x).s(y).s(xy) , %x,¥yeQ, se llama

un sistema de factores de E.

¢ puede ser interpretada como un elemento del grupo de
homomorfismos HomQ(Bé,A), donde B! Pesigna la resolucidn
standard normalizada no homogénea de Q (ver (5)). Aun més,
¢ es un cociclo y diferentes sistemas s de representantes
de Q0 dan lugar a cociclos.que se diferencian de ¢ en un co-
borde (ver (%) pdg. 111). La extensidn El determina, pues, de
maneras (nica una clase de cohomologia _ [o] € Hz(D;A). Se es-
tablece asi una aplicacién entre las clases de extensiones
equivqlentes y HZ(Q,A), que resulta ser una biyeccidn. (Véase

(15) pég. 24.) . ] .

€l teorema 2.1 permite establecer esta biyeccidn ae otra
forma mds Gtil para este trabajo. La sucesién exacta de los
cinco términos en cohomologia con coeficientes en A asociada
a la extensidn E: As—G—»Q , es

1 1 g 2 2
0—H" {Q,A)-—3H (G,A)—‘)HomQ(A,A)-———)H (Q,A)—>H"(G,A) .

v yr | 4 VV" Y | YV A



La imagen por 55 de la identidad de A es precisamente la
clase cohomoldgica correspondiente a E en la biyeccidn antes

establecida ((15) pdgs 18 y sgts).

A continuacién doy sin demostracién una serie de proposi-
ciones sobre la naturalidad de esta biyeccidn. Para las demos-

traciones detalladas ver (15).

Proposicién 3.1.

El diagrama

E: A et ~—> Q

e

E't A'—3G'—0Q

_es conmutativo si y sélo si  a,([¢]) = [¢'] , donde
2 2 . . :
a, : H(Q,A)—H (Q,A'} es el homomorfismo inducido por « ,
y [¢] R [¢'] son las clases cohomolégicas correspondientes
a -E y E respectivameﬁte.

06sérvese que, en tal caso, G' es el push-out de los ho-

momorfismoé A'——G' y @ . En adelante designaré'por Ea

la extensién E' asi construida.

Proposicidn 3.2.

El diagrama




es conmutative si y sdlo si ﬁ*([¢]) = {5] , donde
2 2.z . : =
p* = H (Q,A)—>H (Q,A) estd inducido por B , y [¢] ,[¢]
son las clases cochomoldgicas correspandientes a £ y £ res-
pectivamente.
Obsérvese que, en tal caso, E es el pull-back de los ho-

momorfismos G-—3Q y f . En adelante designaré por Eﬁ la

extensidn £ asi construida.

Proposicién 3.3.

Dado

£: A »———%E ———496

E': A G'—»0Q

existe f: Et——eﬁ' que haga conmutativo el diagrama si y sdlo
si o ([8]) = B*(Ie']) , donde ¢ y @' son las clases
cohomolégicas de E y E' respectivamente. En este caso, los

posibles homomorfismos f: G—G' estan en correspondencia bi-

yeétiva con las derivaciones d: Q—oA.

La proposicién que sigue nos da informacidn sobre el homo-
morfismo s del teorema 2.4 de los coeficientes universales
en el caso n = 2, relaciondndolo con la sucesidn exacta de los

cinco términos.
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Proposicidn 3.4.

Sea E: No—G —»0Q una extensidn central de 0. Sea

7 come en el teorema de los coeficientes universales y

Sx
H6 —H 0 —a N—3G_ —Q  —>0
2 2 ab ab
la sucesidn homoldgice de los cinco términos asociada a E. Si

2 .
[?] ¢ H (Q,N) es la clase cohomoldgica de E, se verifica

x(lel) = &, -

*

Para la demostracidén ver (15),

Segdn las propiedades de n ([¢]) se definen varias clases
de extensiones centrales de 0

- 5% ale]=0, la extensidn E se llama una extensidn
conmutadora.

- 51 » [¢] es un epimorfismo, E se llama una extensidn

"stem".
- 5 np] es un isomorfismo, E se llams un recubrimien-
to  "stem".

La siguiente proposicidn es casi inmediata:

’

Proposicidn 3.5.

Sea E: N>—3G —»0Q una extensidén central de Q. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
a) E es una extensidén "stem",

b) Gy T Ry ,




c) N estd contenido en el conmutador de G.

Para un tratamiento completo de estas extensiones puede

consultarse (15) capitulo V .
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Capitula 1II

EXTENSIONES CON NUCLEQ ABELIANO EN UNA VARIEDAD

El intento de definicidn de los funtores V y V como
generalizacidn de H2 y H a variedades de grupcs arbitrarios
data de mediados de este siglo. Desde un principio se sabia
que las clases de extensiones con nidcleo abeliano de un grupo
contenidas en una variedad V formaban, con la suma de Bser,

‘un grupo abeliane. Las primeras definiciones de los funtores

V. y V se encuentran en los trabajos de M. Gerstenhaber (3)

y J. Knopfmacher (6). Posteriormente, varios autores, J. Beck, |
M. André, F. Bachmann, M. Barr, G.S. Rinehart, F. Ulmer, han

dado definiciones de teprias de homologia en categorias muy ge-

nerales que no sdlo dan lugar a funtores V y V, sino a fun-

tores correspondientes a los grupos de (co)-homologia en dimen-

siones superiores. Ninguno de estos autores, sin embargo, hace
referencia al caso particular de las variedades de grupos. Por

primera vez U. Stammbach en (14) da una definicidn de V y V



para variedades de grupos'y C. Leedham-Green estudia en (8)
con detalle las teorias homoldgicas categoriales en el caso

de variedades de grupos.

II.1. Los grupos V{Q,A) y V(Q,B)

Sea ¥V wuna variedad arbitraria, Q un grupe de V vy
Ay B Q-médulos por la izquierda y por la derecha respecti-
vamente. Sea f: F—»Q una presentacidn V-libre de Q. Se
definen

U(Q,A) = Ker (f*: HZ(D,A)——AHZ(F,A))

V(Q,B) = Coker (f,: H,(F,B) —3H,(Q,B))

Demostraremos; ante todo, que estos grupos no depen@en de
la‘presentacién libre f: F~——+Q considerada. En efecto, sea
fts E'———)Q otra presentacién V-libre de Q. Existen morfismos

h ¥y h' que hacen conmutativo el triédngulo

P py
hl

f £
Q

Por lo tanto, obtenemos un diagrama conmutativo de grupos de

cohomologia

yyvywvr r gy v yVrieY N YUYW v



H2(Q,A)

a

F A —= — H
h*

de donde Ker f*¥ = Ker h*f!'* > Ker f'* y viceversa

Ker f'* > Ker f* , lo que demuestra la igualdad.

dad

De la definicidn resulta inmediatamente que en la varie-

Gr de todos los grupos

7(a,n) = H(Q,A)

v(Q, B) HZ(Q’B)'

También resulta claro que si foes V-libre, entonces

U(F,A) =0 y V(F,B) =

Veamos, ahora, el comportamiento de V y

la primera y segunda variables.

fismo a

f:

U respecto de

Si a: A——3A' es un morfismo de Q-mddulos, el homomor-

0 —U(Q,A) —>H2(Q, A ) ——3H2 (F, A)

1.
:(1* la* J/d*
\J, .

0 —sV(Q, A" )—>H(Q, AT J—3H (F,A")

V(Q,A)——-}V(Q,A') estd definido por el diagrama

5i g: Q———Q' es un homomorfisma de grupos y

F—» Q, F1: Fr—s»Q' son presentaciones

V-libres de




Q y Q' respec tivame tey existe . —> ' tal que el dia-
grama

f
—)

T
e -,

a&— o
[i=]

fl
T—
es conmutativo. g*: V(Q',A)————QV(Q,A) estd definido, entonces,

por el diagrama conmutativo

0—s (R, A)—osH2 (07, A) s H2(F 1, A)

|
g l o lh*
3

~ 2 -~
0—> (0, /) —> % (2,) —sH3(F, A)
(independencia de h! ).

V(-,-) es, por tanto, un funtor en dos variables. Razona-
mientos andlogos demuestran que V{-,-) es, asimismo, un funtor

en dos variables.

Como en el caso ordinario, la sucesidén exacta de los cinco
términos para V y V es bésica en el estudio de las extensig-

nes de la variedad V.

Teorema 1.1. (Sucesién exacta de los 5 términos)
" Sea No—3G —»0Q una sucesidn exacta de grupos con Ge V.

Sean A y B Q-médulas por la izquierda y por la derecha respec-

vtivamente: Las sucesiones

yrwr, ry wr u L\ IR ER A ]



U——)Hl(Q,A)—>Hl(G,A)—)HomQ(Nab,A)—>\7(Q,A)-—)\7(G,A)

V(G,B) —V(Q,B)—>B @ N_ —>H (G,B)—sH_ (0Q,B)—>0
Q ab 1 1

son exactas y naturales. N b estd considerado como Q-mddulo
a

via la canjugacidn (ver teorema 2.1 del capitulo I).

Demostracidn:
Sea F—»G una presentacion V-libre de G. La sucesidn
exacta de los cinco términos ordinaria junto con la definicidn

de V da lugar al diagrama conmutativo

H2(F,B) = H2(F,B)

H (G, B)———;H (Q,B) __aB ® N 5——9H (G, B)——éH (Q,B)—s0
l //
v(6,B)— V(Q,B)
A partir de €l es clara la existencia de la aplicacién
V(Q,B) ——B QQNab y la exactitud de la segunda sucesidén del
enunciado.

La demostracidn de la existencia y exactitud de la primera

sucesidn del enunciado es totalmente an&loga.

En el caso particular en que V sea la variedad Ab de
los grupos abelianos, del teorema anterior se deduce que son

exactas las sucesiones .




o 4

0—3V(Q,)—>C @ R—( @ F —C ® Q0 —30
0—>Hom(Q,C)~>Hom(F,C)—>Hom(R,C) —V(Q,C) —>0

donde Q€Ab, C es un Q-mddulo trivial y R>—F-»0Q es una

presentacion Ab-libre de Q. Por lo tante, en Ab, cuando C

es trivial, se tiene
V(Q,C) = Ext (qQ,C)

Tor

(Q,c)

H-

v(g,c)

NN -

Demostraremos, por Gltimo, la sucesidn de los coeficientes

universales para una variedad V de exponente cero.

Teorema 1.2. (Teorema de los coeficientes universales)

Sea V una variedad de exponente cero. Sean Q eV y C

un Q-médulo trivial. Las sucesiones
0—» Ext3(Q_, ,C) —>T(Q,C) —3 Hom(V2, ) —>0
0--VQ ® C —V(Q,C) —> Tors (4, ,C) —>0

son exactas, naturales y descomponen, aunque, en general, no de

manera natural.

Demostracidn:
Sea F—»0 una presentacién V-libre de Q. Por la natu-
ralidad del teorema ordinario de los coeticientes universales

(2.4. cap. 1), el diagrama

yywy v P 7P T4 O OY¥N N YN YT



Ext(Qab,C) 3 HZ(Q,E) —.»Hom(Hz[l,C)

o

2 IR .
Ext(Fab,Eb——)H (F,C) ~»H0m(H2F,C)

conmuta. En €1, Ext(?ab,t) =0, ya que Fab es libre en la

variedad VN Ab = Ab. En virtud de la "sucesidn exacta de ndl-
cleos y condcleos" ((5) pag. 99), los nicleas forman una suce-
sién exacta corta que es la primera del enunciado. Que esta
sucesion descompone resulta, ahora, de forma inmediata, de la
descomposicidn de las filas del diagrama.

De forma andloga se demuestra la segunda sucesidn del

enunciado.

11.2. Extensiones en V¥

h
Una extensidén E: A>—3G —g—»ﬁl de un grupo Q €V por
un @-mddulo A se dice que es una extensién de V si G es

un grupo de la variedad V.

Observemas que si E es una extensién de V ,
i) toda extensién equivalente s E es, también, de V ,

ii) A€ AbOV .

Sea [@] € HZ(Q,A) la clase cohomoldgica correspondiente a




wrpy

la extensién E. Me propongo ver en qué condiciones £ es de

V v clasificar dichas extensiones.

Sea f: F—»Q una presentacién V-libre de Q, y sea
_f
G el pull-back

el Ar—G — 5 F

N

E: A»——sG —3 40

Si Gey, también G x ?6_\_{, ¥y, por lo tanto pertenece a V

(.7.f :{(x,y) € G x ?; gix) = f(y)}. Ahora bien, como F es
V-libre, la sucesidn Ef de V descompone; es decir, se tiene
Gf = AsF eV ( A4F = producto semidirecto de A por .

Se verifica, también, el reciproco:

Proposicion 2.1.
La extensidn E: A>——3G —»0 con QeV es de v
si y sélo si es del nlcleo de  f*: HZ(Q,A)——)HZ(EyA) y

A4F es de v.

En efecto, si G = A4 F es de ‘1, su imagen epimdrfica

G también es de V.

Cornlario 2,2.

Si E: A>——9>G —» es de VvV, A4Q es de v.

Basta observar que A4 Q es imagen epimérfica de -A4Ff.

vy yvwv | 4N 4 N | N N
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Teorema 2.3.

Sea Q€VY y A un Q-médulo.
i} S5i A9Q ¢ V, ninguna extensién de O por A es de V.
ii) Si A4Q € V, existen extensiones de Q por A en V

y éstas estdn clasificadas por V(Q,A).

Demostracidn:

i) es consecuencia del coroclario anterior. Para ii) bas-
ta observar que Ax—3 A4 Q —»(Q es de V, y que, en virtud
de la proposicidn 2.1., una extensidn es de ¥ si y sdlo si es

del grupo Ker f* = U(Q,A).

=

Sea QeV. Los Q-médulos A para los que existen extensio-

nes de 0 por A en V, es decir, para los que A40 es de

V, forman una categoria llamada la categoria de_los nicleas

abeliangs.

Proposicidn 2.4.

Los Q-mddulos triviales oge la categoria de los nicleas

abelianos son precisamente los grupos de VOAb.

Demostracidn:
Si A es ndcleo de una extensidn central de V, entonces
A'e VNAb. Reciprocamente, si A € VNAb vy tiene estructura

trivial de Q-mddulo, A4 Q = A x Q, que, naturalmente, es de V,




¥, por lo tanto, en virtud de ii) del teorema 2.3., A es

de la categoria de los ndcleos abelianos.

I1.3. Una sucesidn exacta

-En este apartado supongo siempre que V es una variedad
de exponente cero, es decir que Ab ¢ v. Resulta, entonces,
como consecuencia inmediata del teorema 2.3. y de la proposi-

cién 2.4., la siguiente proposicidn.

Proposicién 3.1.

En una variedad ¥ de E€xponente cero existen siempre
extensiones centrales de un grupos G €V por un grupo abeliano
cualquiera A y dichas extensiones estdn clasificadas por el

grupo V(G,A).

Por ejemplo, en la variedad Nt de los grupos nilpotentes
de clase menor o igual que c, gque es de exponente cero, sabe-

mos que las extensiones centrales
Arb—s E — G

de Ge Nt por un grupo abeliano A, verifican que £ es de
la misma clase r que G, o de classe r+l. Cuando r es

menor (estrictamente) que c todas las extensiones centrales

N N



estéan en Nt y podemos asegurar, por tanto, que

(6,A) = HA(G,A).

S5i r = c, las extensiones de clase r+l no son de Nt
En tal caso, V(G,A) clasifica las extensiones nilpotentes
de clase c del grupo G por A, vy
6,8 ¢ H(G,A)
Afirmaciones andlogas se aplican, por ejemplo, a la varie-

dad de los grupos resolubles de longitud ¢ £ .

Me propongo estudiar la inclusién
~ 2
V{(G,A) »—3 H (G,A).

Sea R»—A»E——»G' una presentacién V-libre del grupo G.

Puedo escribir, entonces, el diagrama

JA) —SExt(F_ ,A)

I

VG, At s oG A) 3 HO(F,A) (&)

Lo

Hom(HZG,A)-9_,Hom(H2F,A)

Ext(G
a

b ab

cuya conmutatividad resulta de la naturalidad del teoreme de

los coeficientes universales. Ahora bien, por ser V de expo-

nente cero, Fab es un grupo abeliano libre, por lo que




Ext(fab,A) =0 y, ademds, HZ(F,A) = Hom(HZ?,A).

Por otra parte, en la sucesidn exacta de homologia de los

cince términos correspondiente a la presentacidn w3 F —»6

HoF ——H,6 —3R/[F,R] — F_ —6_ ——0

se tiene que Coker (HZE——éHZG) = VG es independiente de la

presentacidn V-libre de G. Por tanto
I = Ker (H,6 —R/[F,R]) = Kex (H,6 —VG)
es, también, independiente de dicha presentacién. Se tiene,

pues, un diagrama de sucesiones exactas

K —H,F ~—H,6 —R/[F, Rl —F a6, ——0

donde K = Ker (HZE——QHZG) depende de la presentacidn.

Aplicando ahora el funtor Hom(-,A} a las sucesiones

exactas cortas

K>-->H2F' —»I

I>——%H26 —» VG

se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

L 4 vVyw?vY Y1 | ¥ YT YN JJT Wyv



Hum(VG,A)—chm(HzG,A)_qum(I,A)—;Ext(VG,A)—aExt(HZG,A)_»Ext(I,A)

R
(6, A) —y HA(G, A) Hom (., A)
Ext(G . ,A)=Ext(G ,A)  Hom(K A) (%)
ab ab
Ext(I,A)

l

donde las dos primeras columnas conmutan en virtud de la demos-
tracién del teorema de los coeficientes universales para v

(teorema 1.2.). Por otra parte, la aplicaciédn

Hom(HZG,A)-———_aHom(I,A)

~ i
~ |
~
~

L3 A
Hom(H_F,A)
2
no es otra que la aplicacién g en el diagrama (&). Existe,

por tanto, una aplicacidn de H2(G,A) en HZ(F,A) = Hom(HZE,A)

que hace conmutativeo el diagrama

Hom(VG,A)—aHom(HZG,A)—éHDm(I,A)—éExt(VG,A)—éExt(H

[ 1.

~

V6, A)—31%(5,A) ——>Hom(H.F ,A)

561 A)HEXE(T,A)

Ext(G  ,A)=Ext(G A)
ab a

b’



Asi, pues,

2 P
In (H(6,A) —Hom(H,F,A)) < j Hom(I,A)

, 2
y existe una aplicacidn de H (G,A) en Hom(I,A) <= farma que

la sucesidn
V(G,A)»*éHZ(G.A)——aHom(I,A)-—;Ext(VG,A)——;Ext(HZE,A)——»Ext(I,A)

es exacta.

2
(Obsérvese que, por ser H (G,A)———)HDm(HZG,A) exhaustiva,

Im (H(6,A)—sHom(1,A))

n

Im (Hom(HZG,A)——éHam(I,A)) =

"

Ker (Hom(I,A)—Ext(VG,A)),

Yy, por ser j injectiva,

Imi = Ker(Hz(G,A)——éHom(HZE,A))=

i)

Kex (HZ(G,A)——)Hom(I,A)—j)Hom(HZF,A)) )

He demostrado, asi, el

Teorema 3.2.
Sea V una variedad de exponente cero, GeV y A un -
grupo abeliano. La sucesidn

L3

V(G,A)rieHz(G,A)——§Hom(I,A)-9Ext(VG,A)-—9Ext(HZG,A)——»Ext(I,A)

donde I = Ker (HZG——QVG),

es exacta y natural.

v
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I1.4. Eiemplos y casos particulares

1) Existen algunos casos er gque se sabe que HZG = 0.
Por ejemplo, cuando todos los p-subgrupos de Sylow de G son
ciclicos o (para p = 2) cuaterniénicos generalizados, G
tiene cohomologia periddica y, en particular, HZG = 0 (véase
(1), cap. XII). Asimismo, para los grupos de nudos HZG =0
((15) pdg. 90). En otros casos, aunque HZE # 0, se anula
Hom(HZG,A); por ejemplo, siempre que G es finito de orden m,
HZG es de torsidn y m HZG =0 ((5) pdg. 227) . Por lo tanto,
si A es libre de torsidn o de torsién prima con m, resulta

H H A) = 0.
om{ 2G, ) 0

En todos estos casos

U(6,A) = H(G,A) = Ext(6_,,A)
ab

es decir, "las extensiones centrales de G estdn todas en V¥
y proceden todas, mediante pull-back, de extensianes abelianas
de G_ ".

ab

2) Andlogamente, cuando Hom{VG,A) = 0
V(G,A) = Ext(G . ,A)
ab
es decir, "las extensiones centrales de G en V proceden to-

das, mediante pull-back, de extensiones abelianas de Gab".



N equivale a decir que S DF
— c

Este es el caso, por ejemplo, de las extensiones de un
grupo G que admita upa presentacidn con ner generadores
y r relaciones, si Gab estéd generado por n elementos,
siempre que la variedad ¥V verifique que todos los grupos
V-libres sean residualmente nilpotentes y de exponente finito
p, para todo primo p. En efecto, en tal caso VG = 0 ((15)

pég. 89) y, en particular, Hom(VG,A) = O.

Ejemplos de tales variedades V son Gr, ﬂt, los grupos

resolubles y los grupos polinilpotentes.

3) Si A es un grupo divisible (inyectiva!)},
~ 2
V(G,A)>~—H (G,A) —»Hom(I,A)

es exacta. (Consecuencia inmediata del teorema 3.2.)

4) Consideremos, ahora, la variedad, Nt de los grupos

nilpotentes de clase < c. Sea
S r—3F —»G

una presentacidn absolutamente libre de G. El que G sea de

. Por otra parte, F/F

+1 c+l

es nilpotente libre y

R = S/Fc+1 ——F /F —» G

c+l

es una presentacidn ﬂt-libre de G

~



c+l

£
(2}

4

I
|

—— F/F_ —PG

De la férmula de Hopf, HZG = s [F,F , se deduce
[F+5)

D n&——< M

HZ(F/FC+1) - Fc+l/Fc+2

y este grupo es abeliano libre ( ver (10), pag. 342).

De

KoM (F/F )M 6 —R/[F/FLR)—F =6 —0

NVAVAR N

s/([F,s].F el
resulta, entonces,
VG = Im ( salf,fd > 2 ) - 20led
[F' S} [F’ SJ ° Fc+_]_ [F'S] * F(:-!-.].

independiente de la presentacidn,

! = Ker ( sn[F,rj 5 ) . (F.s].F

[F.s] 7[F,S].Fc+l [F,S]C+

independiente de la presentacidn,




r‘v

Fo [F.9] - 3

K K ( Fc+l [F’S]'Fc+l [F'slr]Fc+l
= Ker —_———_
c+l

c+2

abeliano libre.

Como ya observé en el apartado anterier (II.3), G(G,A)
coincide con HZ(G,A) siempre que G es de clase r¢e. Su-
pongo, por tanto, que G es de clase ¢, es decir que se ve-

rifica Fc Z S.

Entonces [F,S:) C Fc Y VG = - c —E es un

+1

grupo abeliano libre. Por tanto, Ext{VG,A) = 0 y del teore-

ma 3.2. resulta que
{(6,A)>——3H?(G,A) —» Hom(I,A)
es una sucesidn exacta corta.

En este caso

Fc/5>———9F/S =G ——aaF/Fc
y Gab = F be En otras palabras: G es una extensidn "stem"
a

de un grupo Nt l—libre. Por otra parte, puesto que G es ima<

gen epimdrfica de F/Fc+l' G posee un sistema de generadores

1 = 1 . P G, =F
con a lo sumo n = rango F elementos ero ab ab? POT

tanto, G posee un sistema de generadores con exactamente n

elementos.

y Yy 7V | NN U° NN
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Reciprocamente: Sea G una extensién "stem" de un
grupc ﬂt_l—libre. F/FC de range n. Supongamos que G esté
generado por exactamente n generadores. Entances, existe
g: F——3G tal que

F

2|
A>—3 ——»F/FC

conmuta, y S>—F —»G es una presentacidén absolutamente

libre de G con Sch.

Con otras palabras: Los grupos incluidos en este caso son
precisamente las extensiones "stem" de grupos N l-libres F

con rango f = ndmero de generadores de G.

Observacidn:

si F_ DIF,s], [S/Fc+l,F/FC+lJ =0 vy, por tanto,

S/F es del centro de F/Fc

. Este centro es, precisamente,
c+l

+1

Fc/Fc+l (ver (10), pdg. 347, ejercicio 5); asi, pues, resulta

S/F .
/ 1 C Fc/Fc+l , de donde SCIFc Por tanto,

scf_ & [F.8) CF

Este caso ocurre si y sélo si I = 0, y también coincide

con el caso en que HZG = VG. Entonces,

|



U(6,A) = H2(G,A)

es decir: "todas las extensiones centrales de G quedan dentro

de la variedad'.

Observacidn:
Parece légico suponer que Fc+1 C [F,S] deba implicar
F €S para c>0. Sobre este problema ver (11) pdyg. 126.
c
En el estudio que hago de los diferentes casos que pueden pre-
sentarse, F Cﬁ[F,S] y F €S tienen para la relacidn en-
c+l c

2 . .
tre V y H las mismas consecuencias.

Esta condicidn equivale a que K =0 y a que [ = HZ(F/FC+1)
{abeliano libre). Entonces, la sucesidn exacta.del teorema 3.2.

se reduce a

(G, A)y—sH® (G, A) s Ho(F/F A) SExEVG,A) —pExt(H,6,A) .

c+l’

£l siguiente teorema es otro caso particularmente interesante

Teorema 4.1.
Sea Nt la variedad de los grupos nilpotentes de clase < c

y A un grupo abeliano libre. Entonces, la sucesidn

\7(G,A)>—l.>H2(G,A) — Coker i

descompone.

yrr vy w R NN YV W WY



En efecto, si A es abeliano libre, el grupo abeliano

Hom(H_(F/F },A) = Hom(F /F
2 c+l

orl l:+2,A) es, también, abeliano

libre, asi como

Coker i ¢ Hom(I,A) C.Hom(HZ(F/Fc ),A).

+1

(Ver diagrama (&) del apartado II.3.)

s TR




Capftulo IIT

PUREZA Y DESCOMPONIBILIDAD

La nocidn de subgrupo puro es un intermedio entre los con-
ceptos de subgrupo y de sumanao directo, y refleja la manera en
gue el subgrupc estd sumergido en el grupo. Introducidos en el
afio 1923 por H. Priifer (13), S.M. Yahya demostrd en 1962 que
toda sucesidn exacta A)lLéB-ﬁ» C de grupos abelianos, con
@{A} subgrupo purc en B, es limite de sucesiones exactas
Af———;Bi——a»Ci que descomponen. Los subgrupos puros se han

- convertido Gltimamente en un instrumento muy Gtil en elAestudio
de los grupos abelianos. Su importancia estriba en el hecho de
que, bajo determinadas condiciones, los subgrupos puros son su-
mandos directos, y de aqui su interss en este trabajo: En el
caso de la variedad V = Ab de los grupos abelianos, la suce-

sidn del teorema 3.2. del capitulo II no es otra que la del teo-

rema de los coeficientes universales

. 2
Ext(6,A)>—3H (G,A) —» Hom(H_G,A)

2
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i e

2
en la que Ext(G,A) es sumando directo de H (G,A). Mi obje~
tivo es estudiar, para una variedad de exponente cero, cuéndo

el monomorfismo
~ 2
V(G,A)—H (G,A)

~ 2 .
sumerge V(G,A) como subgrupo puro de H°(G,A) y cudndo como

sumando directo.

IT1.1. Subgrupos puros

En este apartado supondré siempre que todos los grupos son

abelianos.

Un subgrupo S de G se llama puro si la ecuacidn

nx = g con geS tiene solucidn en S siempre que la tenga
en G. Con otras palabras, S es subgrupo puro de G si y sd-
lo si

nS =35 Nnb para tode neZ.

k
Si pS=5fp6G, para un p primo y todo entere k, se dice
que S es p-pura en G. Si S es p-puro en G para todo pri<

mo p, entonces S5 es puro en G ((2) cap. V).

Todo sumando directo de G es puroc en G. Asimismo, san
puros en G los subgrupos trivial, tode G, la parte de torsidn

de G y las p-componentes de G.



Si G/S es libre de torsién, S es puro en G.
Si SlCZ...C S.C... es una cadena de subgrupas puros en
i

&, Us, es puro en G.
I i
La siguiente proposicién es de fdcil demostracidn

Proposicidn 1.1.

Sean R y 5 subgrupes de G tales que Rc 5. Entonces,
i) si R espurcen 5 y S es puroen G, R es puro en G,
ii) si S es puro en G, S/R es puro en G/R,
iii} si R es puroen G y S/R es puro en G/R, S5 es un sub-

grupo purc de G.

Especial aplicacién en este trabajo tienen los siguientes
resultados de L,Ya. Kulikov (7), cuya demostracidn puede consul-

tarse en el libro de L. Fuchs (2):

Teorema 1.2,

Todo subgrupo puro acotado es un sumando directo.

Por subgrupo acotado entiendo un subgrupo S para el que

existe un enteroc n tal que nS 0.

i}

Teorema 1.3.
Si S es purocen G y tal que G/S es suma directa de

grupos ciclicos, entonces S es sumando directo de G.
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En particular,

Corolario 1.4.

Si S es puroen G y G/S es finitamente generado, en-

tonces S5 es sumando directo de G.

La siguiente caracterizacién de pureza es debida a H. Pri-

fer (13):

Teorema 1.5,
S es puro en G si y sélo si todo elemento g de 6/S

tiene un representante en G del mismo orden que g.

I1I1.2. Pureza del subgrupa V(G,A) en HZLG,A)

V serd siempre una variedad de exponente cero.

En este apartado me propongo estudiar cudndo el grupo
G(G,A) de las extensiones en una variedad V de exponente
cero de un grupo G V por un grupo abeliano A, es un sub-
grupo puro del grupo HZ(G,A) de todas las ;xtensiones de G
por A:

U(6,A) 2y H2(6,A) {*)

y, en particular, cudndo es sumando directo.

e




L4

Un primer criterio de pureza nos lo da el siguiente teorema

de P.J. Hilton y A. Deleanu (4):

Tecrema 2.1.

Sea 0—R -5 —T—0 una sucesidén exacta de funtores
aditives [ —3 Ab , donde C es la categoria Ab de los gru-
pos abelianos o bien la categoria AEZ de los grupos abelianos !

sin 2-torsidn. Si T es exacto por la izquierda, la sucesién
0——=RIA) —>35(A)—> T{A)—3 D

e3 exacta y pura para todo Ae(.

El teorema se aplica, en particular, a la sucesidn de los

coeficientes universales para cohomologia

2
Ext(Gab,A)>——)H (G,A) —» Hom(H_G,A)

2
Por otra parte, sahemes aun mas: la sucesidn, de hecho, descom-
pone. Este caso incluye el monomorfismo (*) para V= Ab

ya que, entonces, V(E,A) = Ext(G,A).

En el caso general, la situacion es 1la siguiente: Se tiene

una sucesidn exacta de funtores
~ 2 .
V(G,-)>»—3H (G,-) —»T(-) = Coker i(~).

2
H™(6,-) es aditivo, ya que se trata de un funtor derivada de

HDmG(Z,-).
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Veamos que Q(G,—) es aditivo.
En efecto, por definicidn de V(G,-

(6, -)—sH2 (6, =) —> HO(F,~)

es una sucesién exacta de funtores, dond F—»G es una pre-
sentacién V-libre de G. Esta presenta ién induce homomorfis-

mos de cohomologia

2
Wie,AeB) — 5 KX .,AeB)

i |

2 2 - -
H (G,A) ® H (G,B) —— H (F, )eHZ(F,BJ

La conmutatividad de este diagrama se de uce de la conmutativie

dad de

Hom(P_,A ® B) 3 Hom PP'A @ B)

( (

HDm(PG,A) =) Hom(PG,B) — 3 Hom(P.,A) ® Hom(PF,B) ,

donde PG y PE son rescluciones G- f- proyectivas de Z,
respectivamente.

Del primer diagrama resulta, entonc.s,
U(6,A @ B) = V(G,A) ® V(G,B) .
El teorema de Hilton-Deleanu se apl :ard, pues, siempre

que T sea exacto por la izquierda (1o ¢ ue implica la aditivi-

dad! ), Este no es, desgraciadamente, el caso general, pero




si que T es exacto por la izquierda siempre que
Ext(VG,A) = O

ya que, entonces, el '-sreme 3.2. del capitulo II nos dice que

(G, A)—s H2(G,A) —wHom(T,A)

es una sucesidn exacta y, potr tanto, T = Hom(I,-) es un fun-
tor exacto por la izquierda.

En particular,

Teorema 2.2.
5i G es un grupo nilpotente de clase c que admite una
presentacién libre G = F/S con Sc_Fc , V(G,A) es un sub-

grupo puro de HZ(G,A), para todo grupo abeliano A.

En efecto, vimos en II.4. que, en tal caso, VG es un
grupo abeliano libre; por tanto, Ext(VG,A) = 0 y pueae apli-

carse el razonamiento anterior.

Otro criterio de pureza es el dadn'por el

Teorema 2.3.
Si VG es libre de torsién, entonces V(G,A) es un subgru-

po purc en HZ(G,A).

La demostracién del teorema hace uso de algunos resultados

de III.1 y del siguiente lema
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Lema 2.4.
. a B ny’
Si A ——B —£»C es una sucesidn exacta con A puro

en B, entonces en
»* : ]
Hom (€, 0) L7 Hom(B,D) —X5 Hom(A, D)
*
B (Hom(E,D)) es puro en  Hom(B,D),

Demostracidn del lema:

Sean ¢ € Hom(C,D) y ¢ e¢Hom(B,D) tales que
n *
p g = pX(e) =9p.
Obsérvese, en primer lugar, que g* p*(¢) = 0, es decir
Ima < Keropf = Ker pn¢c Ker ¢,

de donde pn a{A)c Kerd .

Por otra parte, puesto que @A es puro en B, en virtud
de la proposicidén 1.1.(ii), resulta que A / pnaA es puro en
B/ pnaA Yy, por ser (')/A / pnaA un subgrupo acotado, es su-

mando directo (teorema 1.2.)
B/ pnaA = ah / pnaA ® B/ pna'A .

Sean

nt: B/ pah — B/ pnafA la proyeccién candnica
y ¢t B'/ plaA —>D  tal que '(b'+p A) =g(b').

¢' estd bien definida ya gque, segln he visto anteriormente

plaA C Kerd .




Defino ®: B——D
por ®(b) = ¢'n(b+ pnaA)

Se tiene, entonces

n n
p O =p ¢ y aAh c Kerg ,
lo que implica la existencia de una aplicacidn

®@: C~——>D
tal que

B*e =0p =0 .
Por tante

pn(ﬁ*G) =p @ = pnd; = p*(e)

con lo gue queda demostrado el lema.

Demostracifn del teorema 2.3.:

De la sucesién exacta corta
I>—a——)HZG Lyvs

se deduce que si VG es libre de torsién, I es puro en HZG
(II1.1.), y, en virtud del lema anterior, B*Hom(VG,A) es
puro en HDm(HZG,A).

Consideremos el diagrama conmutativo

*
Hom(VG,A) »—ll___; Hom(HZG,A)

I I

U(6,8) —2 5 H2(6,A)

]

Ext{G A)

Ext(Gab,A) ab?
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Las sucesiones verticales (teoremas de coeficientes universales
para V y H2) descomponen (teoremas 2.4. y 1.2 de los capi-
tulns T y II respectivamente), y, en partic.lsr, Ext(VG,A) es
pure en U(G,A) y en HZ(G,A). La proposicidn 1.1.(iii)} ase-
gura, entonces, que iV(6,A) es puro en HZ(G,A), con lo que

el teorema queda demostrado.

I1I1.3. Casos en que V(G,A) es sumando directo de HZ(G,A)

Al fipal del capitulo II, en el teorema 4.1., demostré
que, en la variedad Nt de los grupos nilpotentes de clase
£ c, si A es abeliano libre, la sucesidn exacta

V(G,A)>—i>H2(G,A)—»cOker i
descompone, para todo Ge ﬂt.

Me propongao, ahora, dar algunas condiciones sobre G en

las que la sucesidn exacta anterior descompone.

Jeorema 3.1,

S5i G es un grupo finito tal que Ext(VG,A) = 0, 1la
sucesién
~ i 2 )
V(G,A)>— H (G,A)} ——» Hom(I,A)

es exacta y descompone.




Demostracidn:

Sea m el orden de G, Se sabe que, entonces, mHZ(G,A)
se anula y, en particular, iV(G,A) es acotado. Por otra
parte, en IIl.2. demostré que Ext{VG,A) = O implicaba que
iV(G,A) era un subgrupo purc de HZ(G,A) Yy que la sucesién

del enunciado era exacta. Basta, ahora, aplicar el teorema

1.2,

Jeorema 3.2.

Si Ext(VG,A) =0 vy HZ(G,A) es suma directa de grupos
ciclicas (en particular, si es finitamente generado), entonces
la sucesidn

~ i 2
V(G,A)>—~"3 H (G,A) ——s» Hom{I,A)

es exacta y descompone.

Demostracidn:

Como en el teorema anterior, Ext(VG,A) = 0 implica que
la sucesién es exacta e iV(G,A) BS puro en H2(G,A). Ahora
bien, si HZ(G,A) es suma directs de grupos ciclicos, también
lo serd Hom{I,A) (teorema de Kulikov) y, aplicando el teorema

1.3., resulta que la sucesidn descompone.

Teorema 3.3.

Si VG es libre de torsién y HZ(G,A) es suma directa de:

grupos ciclicos (en particular, finitamente generado), entonces
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la sucesidn
V6, A) 2y H(6,A) —T(A)

es exacta y descompone.

IT1.4. (Lonsideraciones finales

En el andlisis de la descomposicidn de la sucesidén exacta
~ 2
V(G,A>— H (G,A) —T(A)

he estudiado, como primera aproximacidn, cudndo iV(G,A) es

un subgrupo puro de HZ(G,A). Una de las condiciones suficien-
tes para ello era que el funtor 7T fuera exacto por la izquier-
da sobre todos los grupos abelianos o sobre los grupos abelianos
sin 2-torsidn (teorema de Hilton-Deleanu). He hecho observar
que esto no es cierto para cualquier variedad de exponente cero.
Un problema interesante a este respecto es estudiar para qué va-
riedades V el funtor T es exacto por la izquierda, o bien
(lo que "casi" es equivalente), cudnde T es un funtor

Hom(J,-)} para un cierto J cociente de nuestro I. Por ejem-
plo, para V .= Ab, T es, precisamente, HDm(H2G,-) con

HZG = I. Parece probable que para l.= Nt este resultado pue-
da generalizarse, pero, hasta el momento, la cuestidn sigue

abierta.




Un grupo abeliano se llama inyectivo puro (o algebraica-
mente compacta) si, para todo monomorfismo A »-2—B con

j(A) puro en B, todo homomorfismo A —sG puede extenderse

\
A
\
A}
A

A >—-3 B

a B

2 ~
En los casos en que iV(G,A) es puro en H(G,A), si V(G,A)

es, ademds, inyectivo purs, la sucesidn exacta

(6, A)— H2(6,A) ——nT(A)

descompane.

Varios criterios permiten determinar si V(G,A) es inyec-
tive puro:

a) -V(G,A) es inyectivo puro si y'sdlo si es sumando di-
recto de un producto directo de grupas cocfclicos (Fuchs (2)).
Los grupos cociclicos son los grupos Z(pk) con p prime y
k=1,2,... 0o .

b) Si Q(G,A)' es libre de torsidn, entonces es inyectivo
puro si y sélo si es de cotorsién.

Un grupo abeliano C se dice de cotorsidn si y sélo si
Ext(Q,C) = 0. En 1la variedad de los grupos abelianos Ab
G(G,A) = Ext(G,A) es siempre de cotorsidén. Un problema inte-

resante es esiudiar en qué variedades V(G,A) es de cotorsidn

(parece natural esperarlo para V = Nt). En estas variedades,
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es decir, cuando V(G,A) es de cotorsién, puede utilizarse el
siguiente criterio:
"U(G,A) es inyective puro si y s6lo si su primer subgrupo de
Ulm Q n V(G,A) es divisible".

En particular, para la variedad Ab, &l primer subgrupo
de Ulm de V(G,A) = Ext(G,A) es, precisamente, el subgrupo

Pext(G,A) de las extensiones puras de G por A (Nunke (12),

es decir, de las extensiones

A% 5E i»e

donde A es un subgrupo puro de E.

El concepto de pureza estd definido, Gnicamente, para sub-
grupos de grupos abelianos, y, por tanto, na puede hablarse de
extensiones puras sino dentro de la variedad Ab. Sin embargo,
una generalizacidn al caso de variedades nilpotentes Nt no
presenta dificultades formales serias. El hecho de que las
extensiones puras en ﬂt coincidan con el primer subgrupo de

Ulm de V(G,A) no parece trivial.
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