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Introduocié.~ La combinetdria apareix ja a 1l’antiguetat 1lliga~ -
da a molts problemes "“populars® al tractar de donar resposta a—.-.
1a pregunta : de quantes maneres hom pot fer una certa cosa?
Estava també en relacid amb problemes de Teoria elemental 4¢
Nombres (cue no és pas certament senzilla!l) i, molt després,

amb problemes de chlcul de probabilitats,

El fet de que sigui poc corrent el tenir contacte amb
1’Anblisi Combinatdria degut els plans d‘estudi sctuals &s una

de les motivecions d’aguesta conferdncia.

El nom Anblisi Combinatdria és degut a August de Morgen
(Differential end Integral Cslculus, Londres 1842, p,335):
"Consisteix principalment en 1’anklisi de desenvolupaments
‘complicats ver mitjh de la consideracid 1 agrupacid a priori
de les diferents combinacions de termes que entrsn en els coe-
ficients". Veurem que en certs casos s’ha donat la volta a
aixd : els chlculs de certes combinacions es fan mitjancant

1’estudi de .desenvolupaments (usant les funcions generatrius).

Més modernament (Riordan) es diu objectiu de 1°A.C. el
trobar el nombre de maneres que hi ha de fer alguna operacié
ben definida. Berge ho defineix com la recerca de configurae

cions (és a dir : aplicacions d’un conjunt d‘objectes en um

(x) Conferdncia feta el 7 de desembre -de 1977 a la Universitat

Autdnoma de Barcelona,

a1




conjunt abstracte finit), la seve enumerscid i iéeoﬁ§teo

Hom pot distingir vhries qliestions :: Estudi d’una confi-
guracié coneguda, recerca d‘una configuracié descomeguda, re-
compte exacte del nombire dg.configuraciona, recompte aproximat,
enumeracié de configuracions 1 qlassiﬂéacié° Per aquestes @l-
times tasques és gairebd impreseindible l'ﬁé de cslouladors -
autombtics. E1 matelix succeeix per les aplicacions.a problemes
‘d’optimitzacié, de les que el problema del viatjant de comerg
n’és un exemple : Coneixent el cost per anar d’une ciut&tlAi
a una AJ s quina és la menera més econdmice de fer un recorre-
gut sortint de le ciutat origen Ao i tornant a ella després

d“haver passat per totes les alires?

Apareiien préblemés combinatoris en chlcul de probabili-
tats, estadistice, teoria de nombres, topologia, estructura
gquimica, recerca d’operacions, teoria de la informacid, etc.
Sovint és important "reduir® un problemes a combinatdrias, perd
pot &sser encara molt diffcil. Per exemple, hom ha d’omplir un
tauler de n files 1 n columnes posent a cada quadre une lletra
1 un. nGmero de manera que cada lletra i cads nGmero han de
apardixer exactement un cop a cada fila 1 a cada columns, perd
no es pot repetir cap de les parelles (lletre,nGmero}. Una tal
configuracié s’enomenz un biquadrat 1lat{ ortogonal. Es conei-
xien antigament exemples fins a n=5 . Euler digut que per a
n>5 no hi havia solucié. La resposta exacta no ha estat dona-
da siné al 1960 en qud hom provh que hi ha solucié per a tot
n aiferent de 6 .

Fem un pardntesl per a destacar que en el treball amb cal-
culador sutomhtic &s habitual, per la emumeracié de configura-
cions, el generar-les sordenadament” (pexr exemple; les permu—

tacions o els subconjunts d’wn conjunt donat). Si les configu-

- e
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recions gue cerquem estan sotmeses a lligams es verifica si s
 completxen. Es bhaic per 1l’estalvi de temps el tractar de deci-
din lo més aviat possidle (2dlive 2 mig generar) si la configu-
recid que es geners satisfarh les condicions establertes. Si no
és aix{ hom pessa a la soglent. La thcnica anomenada backtrac-
. king esth basade en agquesta observacié. Per exsmple, podem pre-—
 guntar-nos quim és el nombre mhxim de salts del cavall en un
-tauler d’escacs de manera que les linies que wneixen els centres
dels quadres successivament ocupats pels cavalls no es tallin.
Els temps de ohlcul sén molt grans. No és sind recentment que
hom ha trovet la solucié usent backtracking : 36 . Es ja pro-
blema flificﬂ. la estimacié acurada del nombre de passos =& fe.;'.

En problemes d’optimitzacié discreta és molt corrent user
le mateixa tbenica si bé hom la coneix sota el nom de mdtode
de branch and bound. Si el nombre de passos a fer per aconsse-
guir l'bj)tim és inabastable hom pot generar configuracions
eleatdriement. Alx{ potser no hom arriba al bptiﬁ perd s a
solucions quesi-bptimes.

Parlarem a continuacié & uns pocs temes dintre 'de 1’A.C. . '

Elements.- Sabem que si Card(A)=m 4 Card(X)=n 1lavors :
card {f |£:X -—vA} = m;n 41 s’obtenen les variacions amb repeticié.

. Card {F|£3X —> A, £ injective) = n(m-1)... (n-nél) = (m) o veérie~
cions. Si @=gm tenim el nombre de permutecions. Diltra banda -
Card{Be?(A)Iéﬁrd(B):n-} = (i_) (combiﬁacions, donedes pels coe-;;
Aficignts binomisls). Diguem que el polinomi factorial (x)n es

|
\
pot escriure conm |

o 1 n_n
(x)n= s.m+ enx+... +8 % ’
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é oim ’sg :<1 anomenen nombres de Stirling de primera esphcie i~
sééisfaix les rslacions s g = o, sn- l, sk' sk =¥ ﬂsk_ ° ’
n . "né1” ®n . I

A AT

+Un altre nombre de tipus fectorial és (m) -m(m-&-l) ooo(mén=1)
que ens. diu de jquantss maneres, hom poi coldocar n ohjectes or—
denats en m capses.
81 - & 6 un cohjunt ordenat =1lavorb'~‘"Cam{f|’-f=‘x -4, f creixent
(m)n/n" * {. Yenin’les comhinaéions amb repeticib.

ﬂbm generalitza fhcilment els nombres bj.nomia.ls als mul ti-

m)m.ials H . '
st v TR R ey L 3 - P "',i [ R

&

. P
-1
Card,{flf t X =0 Lx oo oK, | Card(£™ (X))=n,, glnicn} =

- ‘ LB ) n!
o s - 19000903 S P ) °
1 P TTm |
. gep L -
P ni
Es clar que el .nom bé de que ( a ) § ( TTe
Z o DO nlgooeyn 4=1 i

:I.—-l-p, Zn =n
i=1

Un exemple de aplicacié és el cb.lcul del nombre de camins
de coordenades creixents a Z° entre a= (al,onan) i

L

b= (blgooogb ) que V‘a.l

CaD P T Z( —8.'

T IS A (T ,...',31“_;

o
-t

"

Si Card(X)=n per u.na particid de X dol tipus 1 ~2 oook

entendrem una particié en al parts de 1 element cada una, 32

#W— ) K ;
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de 2 elerﬁents, etc. E1 nombre de tals particions val ddbviament ...
n!

k e.i
TTa,1(11)
1=1

El nombre de particions de X en m classes (no buides),

m€n es diu nombre de Stirling de segona eapdcie S“n1 i éa lo

mateix que
1

— Card{flf: X — &, exhaustiva} .

n
Hom veu fhcilment que = = ZS:I: { x)k i que 3111= S:= 1,
X k-1, .k k=1

Sm'.»l=8n #kSn, l<k<n,
El totel de Aplicacions de X en A d'imatge mhxima
maneres de partir m=1 2 3 4 5 6
X-en classes és n=l 3 4 5 6
STh... 45228 6 12 2 30 ném

(nombre de Bell).

Hom demostra que

o0
S Bin  (e¥1)
——t =g R
n!
n=0

24
360 n! (m)
3o 155 240
62 540 1560 1800

m
nam m! S
n

N VP~ WD
I R N

primer exemple que

donem de funcié generatriu.

Funcions generatrius.- Siguil S= {a,b,...} un conjunt desorde-
nat, La funcié generatriu de subconjunts (formal) és
(1+42a)(14b)(L4c)eee = 14atbicé...+ablact... (1=4d) .




VJ
i
Per generar amb reveticié ens cal la funcid generatriu

(Liatansannd ...)(lEbsbbd bbboce)ocoss =

.
l—a l—b o 00 l °

3iguti S = {a,b;c,..,} un conjunt ordenat. Si volem es-
criure’l de totes les maneres possibles segons 1l’ordre (per-

mutac@gns), la f.g. és

Per

N
vood O P
co000000 e
060000000

Per serveix per a désignar el permenent, definit aixi :

n

Per(aij) = E:: T—raa(i),i , 8 o Sn vol dir el grup simdtric.

v ceS 1=1
i,J=1sn n A
Destaquem que P(AB)# P(A)*P(B) . El chlcul de Det(A) requersix
0(n3/3) operacions (usant 1la triangulacié de Gauss; a partir de
la definiciéd és O((n-l)n!) ). Per contra, lo millor que hom ha
obtingut quant al chlcul de P(A) & fer-ho en O(nZnPl) operacions,
i és problema obert el millorar-ho.

Si Zaij=1 i Zaij=1 la metriu A es diu doblement
1 J

egtorhatica., Llavors van der Waerden va conjecturar que

Far(A) n!/nn s, 1 que el minim s’obté si a, ,=1/n . Se sap que

1]
és certa en dimensié baixs, que el punt donat és minim local,

perd no hom té encars une demostracié de la donjecturaa

La f.g. de subconjunts ordenats s’obté fhcilment com

El generador de subconjunts de m elements ordenats és

(83 b4...)(84 D% 00c)eoe = (BEDECH ...)", 1 51 volem tots

b
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l1-(at+bt...) ° -

Es possible construir f.g. mmbriaues ¢t Si donem a certes

els subconjunts ordenats ens cal usar

variables valor 1 1 a d’altres el zero quedaran=el; termes que
porten totes les variables amb 1, 1 els podem comptar. Exemple : ~
quants subconjunts de k elements hi ha en un conjunt de n ele-
ments? Donem a tots els elements el velor x . lLa f,. g. val ara
(14‘X) . Llavors només cal veure el coeficient de x (k) .
Quants subconjunts ordenats amb repeticié hi ha de k elements?
Cal calcular simplement el coeficient de xk a ET%EE ; és a dir ﬂk:
En general, donada una successid (an) hom defineixen fun-
cions generatrius $(t) =3 antn 1 Y(t)=3 bntn/n! , 1 en vh-
ries variables ¢(t,u) = }:an’ktnuk . Vegem uns quants exemples
de 1°4s de les f.g. per a obtenir informacié sobre successions

donades per recurrdéncies :

Considerem le successié de Fibonacei: Fo= F.=1, 1 Fn=
F,  +F, _, - Llavors hom t§ ¢=1+%+) F "

n-1 n-2 et
’ 1
14t Z(Fn_l )= 14464 4%  que implica §= = .
n=2 l1-t-¢% -
si r, i r, s6n les arrels del denominador és immediat que s
n+l n+l
F.= (r )/(r -T, ) . » .

Aquest tipue de raonament és aplicable a molts polinomis
ortogonaels, funcions esvecials, nombres de Bernoulli i d’Buler, etc.
El mdtode usat pel nombres de Pibonaceci pot usar-se per tota
equacid en diferdncies finites de coeficients constants. Pels

nombres de Stirling tenim les seglents f.g. :

n
1sYer Louf - (1a ), 1+an Lo = explue®-1)) .

1



Vegem algunes aplicaclons no tan elementals de les f.g.
El problema de Catalan consisteix en calcular de guantes mene-
res hom vot posar pardntesi en la expressié del producte
P = xlx o.,x o Per exemple, si n= 4 podem escriure P= X2 x2

(DT = (D)L = (BT = WxXD) 1 &, = 5 . La recu-
n-1
rréncia és Zaka g ¢ 8mb 8. =0, a=1. Co:s-fruim la

t#Zt(Zaa ==

'H-¢2('i:) i per tant

funcié generetriu : P(t)=t4 ) a t°
n=2

e 5 9B t&(Zahth)(Zaktk)

h,k20
#0) =30 - I=FD) = 3[1-3 (%7 ““‘)n] se on ay-3 [707)

n

que sbn els anomenats nombres de Catalan,

Si hom considera els pardntesi commutatius (Wedderburn)
per ns 4 tindriem (XZoX)X = (X°X2)X = X(Kz°x) = X(X°X2) i

només ens resta b4 = 2 , La recurrtncia és més compliceda :
b, . = b b + 00t b b , 81 p=2

2p-1 172p-2 P-2'p botl }i d’aixd surt
Dy = BBy g b eee b D 1M1+( pz), P21

P(t) = t+2¢> (t)+2¢(t ) . Si fem ¢ = ¢ -1 tenim finalment
1’equecié funcionsl §2(t)+ $(+°) 42t = o . La seva solucié
és encara problema obert, i hdhuc la estimacid asimptdtica dels

~coeficients romin desconeguda,

"Principi d’inclusibd-exclugib.- La base n’és 1o que en probabi-

_ litats hom coneix com a fHrmula d’Euler-Poincaré :

" cara@ A ) = 2 Cerd(a,) - 5 Card(AA.) 4 ...
1 b 1sien 1=i<jen

n-l

+ (-1)

Card(AlnAzononAn) °
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Sigul X un conjunt de n objectes. Hoin diu que una permute~
ci6 0 de X és un desarranjament si no té cap punt fix. Comptem’
els deserranjements usant la fdrmula d’Euler-Poincard s

n .
LI.O+L-?]-!L) °

d(n) =n! - (n+(n-1)! - (g)(n—z)H- ces) = ml (l--ilT + 5T

=~ nl/e (si n és gran) .

La f.g. dels desarranjaments és e_t(l- t)-l
Vegem generalitzacions del desarranjaments : Un kxn rectan~
gle 1lat{ és una matriu d’aquestes dimensions, formada amb ele-

ments de X tal que a cap fila ni columna hi he elements repetits.

51 k=2 tenim els desarranjaments. .S1 k= 3 hi ha recurrdncies

1 estimaci$ aéimptbtica del nombre de rectangles llatins, vperd
ai k>3 no tenim ni 1’une cosa nt 1l’altra. Si k=n hom parla de
quadrats llatins. Actualment es coneix la segllent taula :

' n |2 3 4 5 6 7 8
nombre de quadrats llatins | 1 1 4 56 9408 16942080 535281401856
L’estudi per n9 és problema obert i dif{icil.

Dintre squesta famf{lia hi ha el ben conegut probldme des
méné.ges ¢t En una taula rodone hi ha n parelles alternades (home-
dona). Quantes maneres hi ha d’asseure’s sénse que ningd tingui
al costat la seva prdpia parella? Hom:fa el chlcul per reduccié.
Primer hom suposa totes les dones assegudes (nl-2 possibilitats).
Sigui Ii(n) el valor reduit. Definim una permutacié ¢ tal que
c(i)#1, 441 s1 i=1:n-1 ; o(n)£l,n . '

St A, o= {olo0(1)=1},1=1-n
Ay, = {olo(i)=14 1}, 1=1:n-1| hom té rt(n)=Card(nK1')
A, = {[o]lo(n) =1}

Llevors s’arriba a F(n)_:Z(-l)}f(n-_k)! v, (n) , on V (n) és
< .

a9,
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8l nombre de maneres d’escollir k elements de un total de n en

una taula rodona sense agafar-ne dos de consecutius. Si diem
(n) 21 nombre de maneres d’escollir k elements d’una linia

e

de n sense agafar-ne dos de consecutius, tenim vk(n)==uk(n—l)&

+ uk(n-B), D’altra banda és clar que uk(n)=uk_l(n-2)-l-uk(n--l)o

Juntament amb els valors uo(n)= 1, ul(n)==n, gobté per induc-

¢1é que uk(n) = (n-—ii—l) i per tant v (n)=-—r-1-— (n;k)., Final-

2n - k)
ment queda r.((n)- Z(—l) (n-k)! —Zn = (
Fem el lligam amb permanents. Comptar el nombre de permu~
taclons en que i no té permds anar a parar a un 1lloc j &s fhcil:

Per(aij), amb aij= 1 si i — j esth permds ; a,, = o 81 no ho

1J
esth. Per exemple, d(n) i M(n) venen expressats com
ol 1l...1 0 0 loool
lo1l...1 1 00001

d(n) = Per{l 1 0...1 ’ r(n) = Per|{l 1 0so0l o

111l...0 01l l..00
Desenvolupant d(n) per 1’dltima fila i després lo que queda
per 1la primera tenim la recurrdncia . d(nél) = n(d(n) ¢ d(n=1)).

Donet un kxn rectangle 1llat{ el nombre d’extensions a

(k41)xn rectangles s‘obté per la recepta de posar zeros 0 uns

en una matriu i calcular el permanent. Per exemple, si el rec-
ooo0oll
12345 loloo
tangle és (31 4 5 2) el nombre d‘extensions és Per{o oo 1 1| ,
53124 l1lo000
o0lloo

és a dir, 4 .

Hom demostra que si A és una matriu que té la suma de ceda
* fila 1 de cada colume constant llavors P(A) # 0. Per tant 1’ax-

tensid fins sl quadrat és sempre possible.

80
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Velem que té interds el valor de Per(A) si té zeros o ums

en a,. 1 r és el nombre de uns en la fila j . Hom ha demostrat

13 J
que en aquest cas Per(A) £ ﬂ{rj!l/rj + 'C} , T =.14 ... . Hom
3 .

conjectura que es pot treure la T . Si aixd és cert el nombre

de quadrats llatins satisfardh L <£( TT 1/ )2 | 31 és certa
k=1sn-1

iz conjecturz de van der Waerden esmentada abans 3 Ln =

Uns altra menera d’introduir el permanent d‘una matriu és

aix{ Per(aij) = .coeficient de X Xpee X, €D el desenvolupament

de (zaljxj)(zaQ:jxj)"'(zanaz;] . En general definim Per

ns nl n

com el coeficient de x~ X,” ... X~ 2 (Zaljxj) cee ([aijj) s

2
S‘obté que
(r&,...,n ) n, n
3 s 1
Per = coef. de xl xs a Tot(I-%a) ' on
X= (xisij) . Aguest resultat &s el que hom conelx com a teoreme

mestre de MacMehon.

Es pot aplicar el dit teorema a la fdrmula d’inversid de
Lagrange per funcions de vhries variables . Si y=x+ £(y), yeRn,
£(0) =0, det(I-Df)# o i vull expressar G(y) en funcié de x :

2!

n n
6(y) = G(x) =Zﬁ!-%‘ns! D, ...l?ssfl(x)nl...fs(x) S6(x)x

xdet(I-Df) .

Pa.rticions.— Sigui n = al+ a2+ coe +ap s By = azé cee = ap> o,
i ]‘Tp el nombre de particions com le anterior de m en p trossos.
Si penso que tenim p caixes i posem un element 2 cada una i la

resta del elements en 0,l1,...,p caixes, obtenim la recurrdncia

81
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(n.l,.. . ,ns)

2

(313]




W -nn p&nl_p'ﬁ' coo0 +ﬂn-p

D’aguesta relacié junt amb la corresponent a ﬂn—i surt que
- n-1 NP q q -
n;-ﬂp_1+ﬂ - 51 i afegin T3 = § 1713 = 0 st a<p,

tenim determinats tots els valors del nombre de particions,

La f.z. val #(x,3) =3 3 MoP £*y°= [T —5— . Es obna
n=0 p20 P 820 1l-Xy

n
n n 1
que T = té per f.g. l | .
) P’goﬂp ¢

820 1-xs

De manera anhlogs hom construeix les f.g. de les particions

en parts senars s f (x)-— TT(1- 28_1) , en parts parelles
s=]
-1 <]
£ (x)- W (1-x , en parts diferents fd(x) =TT(1sx")
s2]

en quadrats fq(x)- TTa-x° ) , en primers TT (1-xp)-l ,
s8]

en primers diferents TT{1¢ L) - , on P 6s e1 con,]unt de nom-
pef
bres primers, etc,

Es difiecil treballar amb aquestes f.g. Hom t4 alguns resul-
tats asimptdtics, per exemple TTn~ exp(ﬂv2n/3)/(4n\[§)

Entre les particions hi ha algunes identitats. Per exemple,

com que fs(x) T7(1- x23)/(1 X ) = ﬂ'(l-&-x ) , tenim com a
=1

“‘conseqlidneia que el nombre de particions en parts senars és

igual =21 nombre de par%icions en parts diferents.

El nombre de particions en parts de tamany 5st1l és el que

té per f.g. (1- x)—qﬂ (1- xss—l)(l xss”')"', D'altra banda la
— g1

f.g. de les particions en parts de tamanys no consecutius és

2 m
P ]_['(l-xj)-l . Remsnujen va provar que les dues f.g.
mo =1
E—
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coincideixen, 1 per tant els dos tipus de particions tenen, per.
a cads n,el mateix cardinal, lo qual no és pas evident!

En una orimera xerrada sobre A.C. no volem introduir més
conceptes, lo quel ens obliga & no dir rés de permutaclons,

accions de grups, grafs i molts d’eltres camps. Segueixen unsstl
refertncies bhsiques per qui hi estigui interessat :

Berge,C.: Princives de Combinetoirs, Dunod, 1968.

Comtet,L.: Analyse combinatoire,I i II, Presses Univ.
de France, 1970.

[P

Percus,J.K.: Combinatorial Methods, Springer, 1971.

Riorden,J.: An Introduction to Combinatorial Anelysis,
wiley, 1958,
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