Pub. Mat. UAB
nQ 10, Desembre 1978

UN__PROBLEMA EN RELACIO AMB LA SUMA D’ESPAIS TANCATS

Julid Cuff

l.- Introduccid i notacions.

Consideren la circumfer2ncia unitat T i un subconjunt arbi-
trari EcT. L'E serd 1’3lgebra de Banach de les funcions de L® =
Lw(T,dm) (dm = mesura de Lebesgue sobre T) que sén essencialment
contfnues a cada punt de E. HY és la subdlgebra de L¥ de les fun-
cions que tenen nuls tots els coeficients de Fourier nesatius. Diren
C a 1’3lgebra L?; de les funcions contfnues a T.

Sarason [3] va provar nue la suma H® 3} C és tancada a L% i
Davie-Gamelin-Carnett [1] van estendre »<vect resultat ~wnvant “ue

oD 2
B4 Ly també &s sancat a L

, per cualseval ECT. Stegengn{ 5]
va ~eneralitzar r' teorena de Sarasnn, sustituint E¥ner un sub-
espai I dn L¥ | d&bilment tancat i inverinnt enfront de la ~ulti-
plicacid per la funcib identica a T. Zs sabut {5 aue aruests esnnis
sén de dues formes possibles: a) M = L¥K), espai de les funcions
de L® nul.les cuasi’ per tot fors de K, on K és un suhconjunt mesu-
rable de T. b) M = Q HY on \f és una funcid uninodular de L%,

s natural, doacs, seneralitzant atuests resultats, intentar
de trobar sota cuines condicions serd tancada 1la suna 1404 L‘? , on
I és un espai dels tinus anteriors. ~ixd és el vue fem aruf “uan
éz del tipus ) 3 72! tipus b) amb la restriccid W.H‘”f\LS= 0.
f:ueda pendent, perd, cl cas nés interessant de sue \QH”(\LE # 0.

També entr=-1 = » vestn nove riturcid altres pesultats conner~uts

cuan E=T i ~1 plentaia cous problenes,
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2,- La suna L) $ LY.

Teorena.- Siguin E, K subconjunts de T, anmb K mesurable. Aleshores

la suna LM(K) ) L? &s tancada a L .

Per demostrar que la suna de dos espais tancats és tancat fg-

ren servir el segllent resultat ben conegut {5 :

Lema.~ Siguin X,Y subespais tancats de lespai de Banach Z. aleshores

X # Y és tancat si i només si existeix un k < gotal Gue:

A~ v
i

cr o tot y dc

a(y,XaY) & k.2{v,0)

¢]

(4 és la distdncia associada a la norma de 1’espai 2).

Demostrem el Teorema suposant, de monent, dGue el conjunt E

és 4n interval obert, E = (a,»)C T. Anea a veure cue si ;’,’(:L'v’,_r‘° , tenim
(1) A, LD ALY ¢ d(g, LK),

- " w, .. _ s e . - .
Observem cue d(~,1 (K)) = “ T)(.ch\\wl sipui H un subconjunt compac-
te de Ko NE, - on Ko és 1l’interior essencial de ¥ (és a dir, la

reunié de tots els conjunts oberts de T que tallen a K°=T - K en

un conjunt de mesura zero). Sigui ara g unn funcié contfnua a T,

que valgui 1 sobre H i amb sup(\f) C K ,NE 1 definin:
g(x). \Q(x) si 2 e¢E
g-l(x) = e () .'X,K(x) si x%E

de mancra aue g; € L”(K)A LY. A nés a més:

o

U, L(OALE) ¢ |8 - 81l & ™% ClaW o WBWgo(p 1)) ¢

¢ max (Mgl E-(K, L)’ WaWp_(g K)) .

Considerem ara les dues possibilitats :

1 8id(g, LP(OALY = WeWq_ (g és clar que (1) val.
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2) 51 d(g, L7 ALY = Welly 5y = Wellgy, = § » aleshores
hi ha encara dues possibilitats :

1) ? =\g(d)\. amb &€ E i, ner tant, eL¢K° i \g(x)\;g—i

a un entorn U(d) amb =(U r\KC).>0 al cue déna “')(ch“ 2 g .
27) Hi h~ o{il\“amb (°(n) convergent i \1;,(0(“)\ ----- y g , de ma-
nera que per a tot £>0 és \g(eln)\)g- & (per algfn n) i, per
tant, ‘g(‘x)\) § -€ sixeU(R ) iU ) ¢ K, glique déna
n(KCAU) 30 i WX gesl\28-& -

Aixd prova (1) en tots els cassos, quan £ = (a,b). Sigui ara
E arbitrari i ge L‘E; tenim que per a tot €3> O hi ha una funcié

[

gge L.Et (EE obert que conté a E) anb \g - g‘\\tg. Per tant
w ’ ® o

W (O ALY ¢ alg,,,L7(OALE) ¢ dlg,17(K)

~

i ara fent ¢ ----» 0 resulta (1).//

3.- L2 suma QH®F LT en el cas YH®RL. = 0.

Consideren ar~ el cas en zud 1l’espai invaricnt és del ti-us
g H® amb Qe L, unimodular, i fem, en tot aquest apartat,la hipdtesi
de que \QH":\LE = 0. En aquestes condicions \‘H“ 4 L°E és tancat si

i només si existeix k ¢ oo anb
4 w
W\, ¢ ked(g, gH) per a tota geLg.

Definicid: Si £ 1 g sén funcions de.L"° direnm

—

du(f,8) = é;m ess \f(z) - g(2)]; fu(£52) =.1r£_n:‘ ess \£(z) - g(=2)}
- z=]

Equivalentment, si estenem £ i g harrdnicament 2l disc unitat

—

\€(=) - g(=))

e

d (f,2) = Pd\(f,g) = %1%‘ \£(z) - e(=2)|

li-
zZ
= ’ 7=1

I-‘,,-l

- ——
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oabé posen

a,(£,H") = inf d_(f ; - 1) = in -
4ttty ret® 4(£s8) H PalEoH) };wa 0. (£:3)

P e N4 . =
Proposicid 1l.- 51 k{h 4 L‘: és tancat, on és uninodelar, ECT

cualsevol 1 ‘QHtho,: = 0, aleshores existeix un £ 0 tal cue
— P2 - =
dd(gq,H)za per a tot dgT 1 PA(Q?,H)ZL per a tot o ¢ E.
En efecte: com que \?HV 3 L; és tancat o5 compleix
3
\\g\\m& k.d(n, Qi ) per 2 tota _f;eL‘;

i, en particular, \QH” 4 C &5 tancat i, segons [5Y), dd(?),lloo) 2 €
ver a tot A€ T, per ~lgfin € 0. '

Sigui ara § = :~:'1 i vegem que ?A(."i ,HV) 2f sidg E. 51
fos- PA('Q ,“m) <§ per un & ¢ i, aixd voldria Cir 7ue hi ha uns
funcid he H® tal 1ue per a tot entorn U(x) existeisx (1€ U(«) aab
A(M)>0 i \Q(z) - h(z)\(ﬁ si zegll.

Agefen una funcié ge H”A L°E° tal que W gWNe= 1 i \n\¢ S
fora de 1'; per ecizemple apafen:

0 si oeH

. 1 [ o4z
u(e) = i g(z) = em ( 3% [ -3o---u(e).de)
: logn 51 @ & M _nele‘z

de manera que Vol =1 apete 23 1 {g) = 2 (3 e g.p.t. a N&,

Ara tenin

L =Wgl\,e€d(z, 1% ¢ €£7a(z, Pan) = Eld(§r,ch) ¢ 1,
contradicciéb.//

Intenter ara de denostrar la suficidncia de les condicions

que hem trobat; aixd e¢s pot fer si posen alguna restriccid a Z.
PR s PR . ’, o . .
Proposicié 2.- Sisui E un interval obert de T, Qe L  urninodular i

: §
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3 .
suposent que hi ha un nfimero ¢% O tal que

i mo

‘34@ ,11’)?,2 per a tot deT i Q, (3 ,‘xlv)a € per a tot ol ¢ B.

5i, a més, ¢ 1 L°;=p aleshores 4 H® 4 L% és tancat.

Per provar la Proposicid noués ens cal veure que per a tota

z de. L‘f 4s

o

€N, ¢ d(g, ] D).

51 A &5 un punt de B, tenim:

EONAR - naelgm) - sl + g - sWQbo
1 aixd déna, si g(A) # 0: \cONee lis '\?h“m per » tota he H%.

Ara cal provar 1l’acotacié

v .
3 \8().)\ & d(g,QH) Gep.t. MWdeT - E.

-~

Per 2128, proven el segllent

Lena.- Si ge LY(T-£)..¢8 oot triar una representacid a(X) d’aquesta
classe de funcions amb la nronietat de que q.p.t. X de T-E tinguem:

g(=2) -{z(x)\(_é\j > O.

—

per a tot €2 O ¢ m{zeT-E:

- Y o
En efecte: posem T-E com a reunié T-E = UK U N de compactes
M - ~e

Kn (amb m(l»in) > 0) i (N) = 0, e&sent: contfnua 1~ restriccid e o

a K:‘z' S1 per un nunt 'Xev.n, tot entorn de } talla Kn en "n con-
junt de mesura positiva, és clar que la propietat es cuapleix a p
Anea a reduir cada K. a un compacte nés petit en el qu. #ixd passa,
trcient nonés un cénjunt de mesura zero.

Fixen-nos en Kn: consideren els intervals racionals de la rec-

aun in=-

tn i sicui ""n el conjunt de punts x de I‘in ver els ~y~1s hija

terval racional I aue conté a i i tal que ﬂ(I_,(\I-(n) = 0, Sigui Un
la reunié d”aquests intervals I_ per x de & dsdent’ ainf, U, un

obert, rcunié d’intervals que tallen Kn en un conjunt de¢ mesura

st
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nul.ld. S% are treiem de I'.n la seva interseccid aqb Un, hen tret
un conjunt de mesura zero i per cada punt N\ g K, -Uy tot entorn seu

talla K, en un conjunt de mesura positiva.

Continuant amb la demostracié de la Proposicid, tenim per a

qunsi tot X & E (s5i a(N) # 0):
Ve T - o) & | e - s\ 3 |} g - s)gnll,

per a tot & O é3 | s - g(2)) 45 a un conjunt de nesurn posi-
tiva i per z d”aquest conjunt tenim ‘Q(z) - h(z)‘}i flepet.; per

tant, concluim
‘B(A)\ ¢ < g s Wz - g()‘)\Qh\\oo i, per tant,

I} - £<¢lls ~ sl 7/

- En el cas en que ECT sigui arbitrari, és clar aue podem de-
dioir que (QHN 3 L°£ és tancat de la hipdtesi de cue dd( Q ,Hd’)a £
ner a tot o€ E i f&(\? Hw) z § per a tot { & E. Perd no és clar
Jue es” puvul deduir del fet que dy (§,H ) ¢ per a tot «eT i
?A (‘? ,H ) 2 £ peratot ¢ E. Tanpoc és clar si \QH”# LE

tancat implica fd(Q,Hv) f per a tot & ¢ T. Resuint:

Teorena.- Si E¢T, unimodular de L‘y, i H"(\ L°’= 0, nleshores
- g
- .0
T i g)é(u(,n)za fora
&

_de B 5id(§,uM2e agi P(f,H) 2 & foradek, tenin

\QH” 3 L°E° tancat déna di(\'{) ,H")a £ =

que \Q % s Lg és tancat.

Exemple.~ Es clar que, sota la hipdtesi ‘QH [a L°‘ 0, si \QHW 4 LE
és tancat, tombé ha de ser-ho \?HWG C. Donen ara un exemple en el

- -—fiue ‘QH” $ G és tancat perd, en canvi, \Q'rl” ¢ L‘ no ho és, tot i
nue @ HALY = 0:

Sigui \? un producte de Blaschke, els reros del qual s‘acu-
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) - P
rulen a tots cls punts de la circumfer?ncia. Com que ‘.!.,L(‘Q sH) =1
a tot punt de T, ja és ¥ 1% $ ¢ tancat (cf.[5)); annfen coa a E
un interval tancat propi de T, ab lo qual QH"’A L‘;= 0. Ara bé, a

. - ® . .

tualnovel punt ok e T As P& (\{) ,H ) = 0 ja- que nosen apafar una
successid (:Ln) ---=35 o anb \Q(kn) ----- A%, W0 1
\\?(ln)\ 2% > 0; ara (An) conté una successid parcial cue és d’in-
terpolacié per H¥({2) pAz. 204); sigui encara (\ ) { agafen una
funcié £ de 2% anb f()n) = U‘Q(kn) de manera que f( Xn).LQ(An)= 1.

Alaeshores:

Ba(Q-£) = Lin ess | $(2) = €(2)| = Lin ess |1 - $ (2) £(2)| =0.

De fet, cn aguest cas, \QH“% L; no és tancat ner -ualsevol E

ab £ F T.

*e= Funcin-s unimodulars de 1% 4 L%
" g

51 k,? és una funcié unimodular de L* , definin Z(\?) com el
conjunt de zeros comuns a totes les funcions de ’\QH"r\C de manera
que, o bé Z(t{)) és un conjunt tancat i de mesura zero de T, .0 bé
Z(\?) =T. Si Qe 1* 4 c (uninodular), definin sup(lQ) com el con-
junt de punts A€ T pels que és possible de trobar una successid
(Zn) de punts del disc obert tal due z, ---=3 o i ¥ (z) ----» oO.
Es sabut, [ 5], que amb la hipdtesi de que ‘QH"IT\C # 0,-\QH°°$ C.
és tnancat si i noméds si dd(\i,iiw) 2 £ ver a tot de Z(‘f); aix{
mateix, per una funcié ®e H®$ C el fet de .uc sup(\‘;) sigui de
. mesura zero és suficient per assegurar nue Y és el producte
d’una funcié interna i una funcié invertible a U® 4 C.

~Sigui, ara, E un subconjunt de T el cual suposarem, per sim-
plificar, que és un interval tancat. Si Qe L” és unimodular, defi-
nim 2 (Y)E com el conjunt de punts de E que sén zeros comuns a to-

. 'S
tes les funcinnn de \QH“ + LE'
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£s facil de veure oue si \?Hw 4 L; és tonc-t i Q Hw/\L?:# o,

_ [vd
aleshores dol(‘f ,H) 2 £ per a tot o€ Z(lf)E, Ja .gue:

4
per a tota ge LY és el 4 d(g,lQH’r\L‘)
. & Py = E
i, ara, es pot fer el mateix raonament que en el cas E =T (cf.[S}).
Gom faren notar més endevant, és possible que anuesta condicib ciqui
també suficient.
En tot cas, deixant de banda el problema de caracteritzar els
varells E, 4 rer als que LQH“’ 3 Lg és tancat (‘QH'nL‘,’E' # 0), seabla
dque la condicié més prdxinma a \Q =1 és Z(\() =@ i, per aixé, és

natural de plantejar la segllent:

12 Gllestid: Si Qe L” és uninodular i'Z(»{) =@ (2ix8 ja inmplica
K Har\L'E # 0 per a tot ECT), és veritat que kglid 4 L‘E 45 tancat per

a tot E¢T?

D’altra barda, és evident, d’acord amb les defiricions an-
teriors, que per L? unimodular i 2¢T és .’:(lQ)E C Z(Q) AE; tanbé és
natural de preguntar 5i val la igualtat. £s fAcil de veurc que aixé
no és veritat en general; per aneple, 5f = &5 ur interval oropi i
% és_ un producte de Blaschke,els zeros del cual s’acumulen a un

-

punt de £ i & un conjunt e mesura positiva a fora de E, aleshores
" .o ®
/‘(L?)E és un punt i A(\Q) AE = E. Ara bé, en ncuest cas és YHaL, = 0.

Plantejen, dorus, la

22 Dllestié: 51 ECT i Q€& L¥ unimodular tal nue § HALY # 0, &5 ve-

ritat que Z(Y), = 2(¢) AE?

A la resta d”aquest treball ens ocuparem d”aquesta 2% ailestid

i d’algunn altr- relacionadaianb ella.
g

" Proposicié 1.- Si \? &z uns fuacid unimodular de H® 4 € tal nun

‘?H";\C # 0, aleshore- Sup(\?) = Z(‘{)-



) En efer‘.te:”r:lote'm, en priner lloc, que 1la inclusié sup(\Q)(_ZA(\{'))'
\}aAluqemprr:, j"; cwesi RF = a, 5€C, Fet%i de-s;m((f) ha de ser
g(d) = 0, perqud si zy ===~y & 149 (z5) ----90 és g(a) = lim g(z))
i el nucli de Poisson s assintdticament ~ultiplicatiu A~ H® § C (16D,
Per provar la igualtat, observen ue ® HAC £ 0 iwnlica -ue
sup(@) sigui de mesura nul.la i, per tant, d’acord anb {5) n2a. 382,
K= Y -u aon ¥ és una funcid interna i1 u és una funcid unimodu-
lar de H® 4 € invertible a H® 4 C (&5 a dir, auasi cont{nua). Saben

1

tanmbé per [4] que u = h.w a on he ¢~ 1 we(l )-1; per tant:

cada ge C, g =‘€.F, FeHY s’escriu: g =Y .u.F =Y .h.wF ;

’,

aixé déna: g.h-l =Y «u,F

i, per tant, 20Q) D 2(y) .

Ara bé, cuan F varfa a Hw)w.F tanbé varfa a HY, per tant,
sig = ‘f .F tanbé és g = \r «w.¥y i g.ho= \\) chow.Fy = \? .Fy

8s n dir, z§) > Z(\Q).

Tenin, ja que, Z(‘f) = Z(Y) i també sup(\{) =sup(\r), doncs u
essent invertible a H® 4 C, té suport buit., Com fue vy 4s inter-
na, és clar que sup(y) = Z(Y), ja aue m(sup(Y)) = 0., Per tant, és
2Q) = sun(p).//

Amb el matein argument ¢S prova que Z(Q)E == Z(Y)E i d%aqui

resulta que Z('{)E = Z(\{) N\ E, jip que aquesta igualtat és veritat v

- per una funcid interna. Tenim aixf:

Proposicié 2.- Si ‘QG 1% & ¢ és unimodular i N HOAC # 0, aleshor;es
és 2(Q) = Z(y) n E.

A la demostracid de la Proposicié 1 s’ha plantejat la relacid
. ] .
entre la mesura del suport de @ 1 el fet rfc que ¢ HaC # 0. Obser-

ven que, de fet, quan \Qeﬂd’ $C:
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n(sup(t‘)) =0 és eruivalent a whe # 0.

La inplicacié de dreta a esquerra ja 1”hen feta servir. Per al re-
ciproc, si m(sup(l?)) = 0 tenin \? =F.g anb Té& u¥ i geC, és a dir,
‘Q = J.E.g amb I interna, E externa i sup(I)c sup(\Q), 61 cue déna
a(sun(I)) = 0 i, per tant, hi ha una funcié He H® amb I.He C, no
idénticament nul,la; a més, E &s invertible a H® i tenim :

I.E.g.H.E-l =

\f .E—I.HGC i no és iddnticament nul.la.

fs sabut, Y_S] s Cue per Qe ¥ uninodular, Z(Q) = ¢ és equiva-
lent a H*C # 0 i QeHv # C. Hon pot preguntar-se si Z(‘{)E =@ .
serd equivalent 2 QU®AC #0 i \ie H® & L‘E. En un sentit aixd és

clar:

‘:Qe H” LE =3 sup(dﬂl(.‘\é ,H")) c T-E = z(s.g) ¢ T-E = Z(Q)E ¢
¢ Z(QINE = ¢.

Fem notar aue totes les implicacions sén reversibles, tret de
Z(\Q)E =¢p = Z(\Q)LT-E i acuesta també ho serfa si fos afirnativa
la resposta a la llestid 22,

En tot cas, notem cue Z(Q) n E = sup(dd(Q ,Ila)XQdéna sunort
al fet de cue \QH" 4 L_; gigui tancat nuan dJ;PXE;E_ , és a dir

(G2 a @), 51 val 2(Qy = zQ)A k.

Intentem ara de cencrtlitzar » n® s I: les Pronosicinns 1 1 2.
Zn primer lloc, necessitem rue si Z(C?)a= # cleshores sipui \Q = Fo.r
anb Fe H® i ge Lg. ~Lixd es prova aah la nateixa demostracid que en
el cas £ =T ( [5] pag. 581). Per tant, ten"nc F0i Qeus L‘f
ens donen tanbé \Q = F.n com azbeons. Igual que quan E=T, a travers
del tcorema de factoritzacid, 5 obté Q =\ .u am \J( interne i
u e i ! Lg unimodular invertible. També ~odificant trivial-ent
la demostracié de U4) p2g. 293, es pot escriure u com un producte
u = h.w amb he (H )-1 i We(LE)-l- .

_Seguint els passos cue hem fet per denmostrar la Proposicié 1,

114° : R . L

:

mryy?r 4 | NN ©Y

P



tenin: si we H 4 Ly i QHBL; #£.0 és (sup({)) =0, on
SUP(lQ)E = sup(RI N i.

En efecte: si \Q .F = g anb Feg H", z€ L°E° i de E(\sup(\f) és
o) = 0, ja‘que si z, ——-=3d i \.Q(zn) =-«=% 0 ha de ser g(zn) --y»0,
ja que el nucli de Poisson és assintdticament -wltiplicatiu a E; de
fet, poden concloure que sup(lQ)E - 12,b) ¢ .Z(lf)E (51 & =[a,b]); perd
en tot cas, si \QH“:\L% #+ 0 és <1(szlf_)(lf)E) = 0.

4ra ens cal veure rue m(sup(\{)E) = 0 és suficient per tal d’as-
sequrar 1a fectoritzacid R = \‘) .u anb \Y interna 1 ue (MY % L;)-l-
Ab petites modificacions, cue no val la pena de detallar, s5’estenen

el Lena i el Teorenn 4.3 de [5] fent servir el criteri de que una

funcié & invertible 2 N4 LT quan ésincotada inferiorment a un
R ie . . ia, - .
conjunt {- re b ro¢erel i e € -.u}. aizf arribem a ¢ =

\V.h.w , he (H )-1 i we(LE)-I. A partir d”aquesta desconposicid,
el "iateixx raonament de ln Proposicid 1 ens déne VZ(h?)E = Z(\")E’ 5e-1-
pre anb la hipdtesi \Qellw 4 L‘g i k‘b‘z\ L?: # 0. Com que SUT’(‘Q)Q =
SUP(Y)g obtenin Z(k‘)ﬂ =sup((f)g. De la matei-n nanera que oheﬁ vist
Z(\Q)‘E = 4(Y); , resultc que per We n® ¢ L°£ i \QH"(\ L?;*i Fc ¥, in-
terval tancat és Z(\Q)F =Z(»\))F i aixd déna Z(?)F = Z(‘{)E N F. aixt

tenim:

Pronosicid 3.- 5i Qe H® 4 1% i \QH"(\ L, # 0, aleshores per a c¢add

interval tancat FC E, tenia
3(‘{)51 = 1’:(?)}3 o F.

De lo mateixa manera que en el cas de H® 4 C, es pot veure

que per en®s L&o H";\L‘.’;# 0 és ecuivalent a =m(sup(g).) = O.
E? & E

queda, perd, la cflestid de si val Z.(\Q)E = Z(\Q)(\E, al menys
quan ‘{E H® 4 Lg. Podem veure, encara, que ln resnosta és affrrati-

va per a un tipuc de funcions que s$én denscs a HY 3 L‘: .
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1 4

Proposicié 4.~ i § =% .§ &s uninodular, on ye HYi b és un

&©
producte de Blaschke de LE i \QH”(\ L‘E # 0, aleshores Z.(\{)E = Z(\Q)(\ E.

En efecte, només cal veure que Z(}) OE C Z(\Q)g= 5up(«Q)E; és a
dir, cal veure que Z(\Q)(\E C sup(xq) o E: siguil «¢g E, e!ésup(t{) i
vegem que ol¢ Z(\f), el que vol dir que es pot trobar una F¢ HY anmb
‘QF =g, on g&C i g() # 0. Ara bé, podem agafar Fi,Fo€ HY amb
WF =g1€C i BFy = g7€C i g®) # 0, gy@) # 0 L només caldrd
prendre F = Flpz.//
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