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Introduccid

L'objecte d'aquesta tesina és l'estudi de certes
dlgebras uniformes de funcions a la circumferéncia unitat,
T.

Aquestes questions tenen el seu origen en l'estudi
del comportament a la frontera, de les funcions holomorfes
en el disc unit;t, U. Actualment, a partir de la teoria es-
pectral de CGelfand, no s'estudien les funcions directament,
sind que es considera 1l'dlgebra de les funcions que complei
xen una determinada condicid; aleshores determinant 1'espec
tre, el conjunts d'interpolacid, etc., s'obté informacid de
com s6n les funcions estudiades. Les tdcniques que s'utilie
zen en aquests problemes van, desde 1'Analisi Funcional i

la Teoria de la Mesura, fins a 1l'Algebra i la Topologia.

Les algebres que he estudiat sén sempre subilge-
bres de L™ , algebra de les funcions essencialment acotades
a T (respecte de la mesura de Lebesgne, normalitzada, dm)
i que contenen a A, algebra de les funcions holomorfes a U
que s'estenen continuament a T. Es 1ndlspensable, per al
nostre treball, el coneixement d'aquestes élgebres, junta-
ment amb el coneixement de l'algebra H® , de les funcions

holomorfes i acotades a U. Suposarem coneguts els resultats
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generals d'algebres de Banach, que es poden trobar, per
exemple, a Zelazko [281 , aix{ com el referent als es-
pais de Hardy,.HP +( 0<p £ o0) 1 especialment l'estudi

de H® com a'algebra de Banach, que es troba a Hoffman { 16]

La primera part d'aquest treball, gque correspon
als dos primers capitols, ha consistit en assabentar-se
del estat actual d'aquestes giestions. Els tres darrers
capitols corresponen ja a l'estudi d'alguns problemes con-
crets. Els resultats més interessants que he obtingut sén,
potser, el Teorema (4.8.), en quant a &lgebros generades
per productes de Blaschke, i els Teoremes (5.1.) i (5.13.)

pel que fa referéncia a subilgebres de L® que contenen H® .

Finalment, voldria mostrar el meu agraiment al
Dr. Julid cufi, pel molt que m'ha ajudat en tot moment,
aixi com a totsaguells que d'alguna manera o altra han con-

tribuit a fer posible aquest treball.



1, Interpolaci6 i Teorema de la Corona

Sigui X un espai topologic, F un subconjunt de X

i M una familia de funcions continues a X.

Entendrem per "problema d'interpol&cié", el fet de
trobar, per a cada funcié continua g a F, una funcié f
de M de manera que le = g. Un exemple concret d'aquesta
situaci6é ens el ddna el Teorema de Tietze: Si X &s ara
un espai normal, F un tancat de X i M el conjunt de fun-
cions continues a X a valors complexos, C(X); sempre &s
|

posible, donada una funci6 g continua a F, de trobar

f € C(X) de manera que f, ='g_

En el cas que ens interessa, l'espéi topologic
que considerarem serd el disc, U, de centre 0 i radi 1,
en el conjunt @ dels nombres complexos. La familia de fun
cions serd sempre una algebra uniforme de funcions holo-
morfes i acotades a U. D'aci{ que el conjunt F no podra ser
altra cosa que una successi6é de punts, amb la condicié

T o(1- hn |y <« + = , que a partir d'ara en direm "suc-
n=1

cessib de Blaschke" . En particular, també& es pot considerar
el cas d'un nombre finit de punts.

Al 1916 i 1919 Pich i Navanlinna varen demostrar
que donats n punts de U, { wl,...,wn}, la condici6 necessaria
i suficient, per talque existeixi una funci6é f, holomorfa a U

amb f (zi)=wi(i=l,2...n) i amq f(zﬂ £ 1 a U,és que la matriu.



sigui semidefinida positiva. Aquesta condicid ja inclou el
fet de que ( Wl,...,wn} siguin punts de U . Mé&s endevant
R.C.Buck plantejd el problema de caracteritéar les sucee-
ssions {zn} "universalment interpolants" &s a dir, tals que
per a tota sucessif6 de nombres complex.cs{ w%} , acotada, es
pugui trobar una funcié £, de Hw, amb f(zn) = wn; Es varen
trobar solucions parcials per Hayman i Newman{20! . Newman
les caracteritzd com aquelles successions {zn} aue complei

Xxen:

—z .
@ 375 s 650, (x=1.2,..0
i#xk 1-2,2
TN
® 1
(N) t |f (z2))] (1 = |z, |) <+ =per a cada € € H
k=1

Al mateix temps, l'any 1958, Carleson [2] demostra
que (C) é&s condicif necessdria i suficient per a garantir
que {zn) és universalment interpolant, demostrant doncs que
(C) implica (N).

Newman va demostrar aque el producte de Blaschke, b,
associat a una successi§, que.compleixi la propietat (C),és
tal que existeix ¢ >0, de manera que {z € U:|b(z)|=‘e}
és una unié disjunta de corbes tancadas i cada una cont& un
i un sol terme de le successif. Degut a aquest fet, les suc-

cessions {zk}, que compleixen la propietat (C), s'en diuen



" uniformement separades"” , terme introduit per Duren. Amb
l'article de Carleson, es va tancar el prohlema que havia
plantejat Buck, tot i que s'han anat fent generalitzacions.
Per una successié {zn} . de punts diferents del disc U, que
s'acumulin a la frontera, definimll'operador Tp, a. lbkspai

de Hardy 1P (0« pg =) per:

2y
T, ) = (1 -z ] ) e f (2]}

P X si p<= 1

kenN

il

T_ (f)

o

{f (zk)} per p=

El problema 4'interpolacif, descrit anteriorment, no
és altre cosa sind caracteritzar les successions {zy} , tals

que T_ (H )y =17, Shapiro i Shields [241 van demostrar, que

= o
}
per a 1£€p <€ «, tamhé& es compleix, TD(HP) = 1P si i nomes si

{ zk} &s uniformement separada.Md&s tard Kabaila , - ho va

generalitzar al cas Ocpecl .

Sigui E un subconjunt obert de la circumferéncia uni-

tat, T. Designem per no., al conjunt de les funcions, holomor-

El

fes i acotades a U, que sestenen continuament a F. Direm que un
subconjunt S de UUE relativament tancat, &s un conjunt inter-

polant per a i si per a tota funcié g, continua i acotada a

EI

S, hi ha una funci6 f € IIcn de manera que f|s = g. Al 1955

EI
W. Rudin ([21) , caracteritzi els conjunts § ¢ T, interpolants

per a H = A, com els subconjunts de T de mesura zero. Al

T
1969 Herard i Wells [15) , fent servir aquest resultat i el
de Carleson [2] , demostren que S &s interpolant per a H°}

si i només si, SN FE té mesura zero i S N U &s una successié

13



uniformement separada. Diguem també que J.Garnet [14) ,
l'any 1971, é&s planteja i resol el problema d'interpolacid
al disc U, per a funcions harmdniques, arribant a que, la
condiciéb neceésaria i suficient, és la mateixa que en el
cas de funcions holomorfes.

D'altre banda, al 1941, Kakutani havia plantejat
1'anomenat "Problema dé la Corona" que com veurem esta
molt relacionat amb els problemes d'interpolacid. El seu
enunciat, com el de molts grands teoremes, no necessita
de masses definicions: Donades f1 ,...,fn funcions de H”
amb lfl(z)| + .. + lfn(z) | > 6> 0, existeixen gpreees9p
de H® anmb flgl + ... 4+ fngn = 1. Fixem-nos que, en el
domini de l'algebra commutativa, si M &s una C-3lgebra
finitament generada, el Teorema del zeros de Hilbert ens
diu que donades fl,..., fn de M, sense zeros comuns, és
a dir, complint simplement Ifl(m)1 + .o+ £ (m)>0, per
a tot ideal maximal m de M, existeixin gl,...,gn de M amb

.fl gy *t...t f g =1 . Al considerar funcions de H' &s

n “n
necessaria i suficient la condicié una mica més forta:
| £, (2) |+ 4 If, (z) [>6>0.

Carleson [3} , en un article del 1962, resol també
aquest problema. Primer, demostra que donades dues succe-
ssions de Blaschke (zn) i (wn), amb els respectius produc-
tes de Blaschke b i b', la condicié necessaria i suficient

per tal jJue existeixi una funcié f de H " amb £(z)=0 i f(w )=1
és que es compleixi |b(z)]| + IB'(z)Iz §>0. Aguest, &s un
proﬁlema d'interpolaci6 de zeros i uns, a partir del qual

Carleson obté per un cant6, el Teorema d'interpolacid per



"aHT, i per l'altre, el Teorema de la Corona per a n=2.

Fl teorema, per a un n qualsevol, s'obté demostrant
el seguent resultat, que Newman ja havia vist que era su-
ficient: Donats, un producte de Blaschke b(z), amb un con-
junt finit de zeros {ajs...,a} o 0<8<1/2 i F(z), funcié
holomorfa a {z : |b(z)|<8}, amb |F(z) |<1; aleshores exis~-
teix £ € H,amb f(an)=p(a3hr=l,2,...s) i ||£||4s%per certa

constant a.
La part més complicada de la demostracid ce Carle-

son estd en la construccié d'una corba I, que envolti els
zeros d'un producte de Blaschke finit i que, com ell diu,
no sigui ni massa llarga, ni maséa curta., concretament:

Si b(z) és un prbducte de Blaschke amh zeros (al,...,as},

aleshores existeix una corba rectificable T, que compleix:
(i) T ddéna una volta a cada a, (= 1,2...,8)

(ii) Existeix k(0<k <1l), de manera que per a tot ¢,

(0<ce g 1/4), es compleixi e¢|b(z)] éck
per a tot z € T
(iii) La mesura g, definida a.|l z|<«1, posant u(E)
igual a la longuitud del tros de corba T () E

té la propietat (1):

(LY (s)ecC 8—2 h per a certa constant C indepan-

dent de € en els conjunts

s={z =re*® . 1ker<1 A 6,€ 6 20,

Les mesures/», amb la propietat/u(s)f c' h sobre els con-

+ h!

junts S, tals com acabem de definir, es diuen de Carleson
i sdn exactament les que compleixen:

' p 1/p ,
(2)<7|z lc1 V£(2) | d/&(z) ) c c' ¢ ||p per a tot
fenP (0cpe=).




Aquestes mesures estan directament relacionades amb
els problemas d'interpolacif. J.CGarnett {141 , demostra que

{zn} és uniformement separada si i solament si es compleix,

primer, zj —>Zk y & + per a j # k 1 segon, la mesura//t
1 -2z z.
’ 2
L -~ L - 7 &
definida per)/L(E) = zn-e g (1 |zn| ) amb E € U, &s una

mesura de Carleson. També&, en una part de la demostracid
del Teorema d'Interpolacié per a 1€p £ =, es demostra que
( 1- |zk|2) | £ (zk)|p 2 ¢ [1£llP , que en definitive és

P 2
el mateix que dir que la mesura/ﬂ, que té massa 1-1 zkl a

n=1

Zy també és una mesura de Carleson.

Hormander va donar una altre demostraci6 del Teorema
de la Corona [4] ,reduint-lo a un sistema d'equacions en
derivades parcials, de la seglent manera: Suposem donades
fl,...fn de H'mamb lfl' +o..t anl}é > 0; suposem també que
tenim Ql""’Qn’ funcions dercw(U), amb Qj(z)'= 0 si

]fj(z)|< ¢(on ¢ només depén de 8) i amb OééQjé 1
n

(j =1,2...,n) 1 j§1 Qj (z) = 1, aleshores es compleix:
n
1 = I £. (Z) Q (Z)
=1 ) —
f.
j (z)
0, (2) 7
Si construim ara 95 (z) = i + kzl ajk(z) £y (z),
£f. (2) -
J
amb ajx = Ay resulta que també es compleix fjgs+...+
+£, 9, = 1l; cal ara determinar ajk’ de manera que les 9
siguin holomorfes, és a dir, que es compleixi agj = 0,
3z

Aixd ens porta a resoldre:

16



ik _ £ a0y, _ £ Q5 ) 1

n 2
k j LI£y |

Cal doncs trob;r Ql,...;Qn , de manera que es pugul assegurar
1'existeéncia de solucions. Aixd porta un altre cop a una cons
truccié semblant a la que es fa per la corba I' ,de llarticle

de Carleson, si bé desapareix alguna dificultat, per exemple

un lema de Hall sobre funcions harmdniques.

El teorema de la Corona té diverses formes equiva-
lents. Recentment, D.Stegenga [25) ens fa veure que el Teore
ma de la Corona es pot interpretar com una condicid, necessé
ria i suficient, perqué la suma d'ideals, debilment tancats

1
de HY , sigui debilment tancada.

Diguem ”7 a l'espectre ae H” , identificant cada punt
a € U, amb el caracter Xu , que consisteix en asignar a cada
funcié de H , el seu valor en el punt a; s'obté un homeo-
morfisme de U, en un subconjunt de”?} gue seguirem represen-
tant per U. Amb aquesta notacid, el Teorema de la corcna és
equivalent a demostrar 0= ", amb la topologia de Gelfand
D'ara en endevant, quan ens referim a la Propietat de la Co-~
rona, per a Hm, O per a una subélgebfa seva, ens referim al
fet de si U &s o no denc &l seu. espectre. J.Detraz [10] ,
va veure que a le algebres del tipus Ha£ es complia la Pro
pietat de la Corona. Chang i Marshall UT71 van demostrar que
també es complia per a les digebres H™ N Cyr on Cy és la
C*— algebra generada pels productes de Blaschke, invertibles
en una subdlgebra B de L™ . Dauson [8] , en canvi, ddna un

exemple de subdlgebra de H® , que conté A i no compleix la



Propietat de la Corona. Resta obert perd el problema de ca-
racteritzar les subdlgebras de H » que contenen A i complei

Xen aquesta propietat.

Veurem ara com, per certes subalgebras de Hm , el pro-
blema d'interpolacif es pot reduir a 1l'existeéncia d'una suc~
cessifde funcions, uniformement acotades, que valguin 1 en
un punt de la successi6 interpolant i zero en els altres.

Sigui M una subldlgebra tancada qualsevol de L” que
contingui a l'algebhra del disc, A, (d'ara en en endevant ,
sempre que parlem d'una algebra suposarem que estem en
aquestes condicions). Representem per Sp (M) a l'espectre de
M i per = . la transformada de Gelfand de la funcid z, =
ens déna una projeccid de Sp (M) a U. Per a un punta € u,
es defineix la fibra de M +aper Sp (ML =

={X€eSsSpM|X (z) = a}

Sigui ara M CH" , per o € U, diguem 8, al carac-
ter que consisteix en prendre valor en el punt a« , si
S;)(ML ={ Ga} , llavors podrem afirmar que U & Sp(M), de

- w 3 -
la mateixa manera que per a H , Es diu que M és estable

f - fla)

si per a tota £ € M i per a tot a € U, € M, Si

zZ - a

{6 1}

M és estable resulta que, per a tot «€ U, Sp(M)h «

per altra banda, no coneixem condicions més febles que ens
donguin aquest resultat.

En tot aquest capftcl, M sera una algebra estable
en qué cada caracter que es projecti a U, estigui represen-
tat per una {nica mesura i totes.aguestes mesures siguin ab-

solutament continues, respecte una d'elles. Exemples d'aques
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tes algebras ho sdn les estables, log-modulars i generades
per productes de Elaschke; com les del tipus H”E i Hmf\CB .
Vegem, en primer lloc, qué &s el que passa a 1'al
gebra del disc. Sigui {zn }una successi6 de punts, diferents,
del disc unitat U, que no s'acumulin a cap punt de U. Sigui K
el subconjunt de T en qué s'acumula la successié {zn} .Repre-
senterem per dm 6 m a la mesura de Lebesgue a T, normalitza-
da. Direm Teorema de Beurling i Rudin o Teorema d'interpolacib

per a l'klgebra del disc A, el seglient resultat:

Teorema B - R

Amb les notacions anteriors, sdn equivalents:
(a) {zn} és uniformement separada i m (K) = 0,
{b) Per a tota g € C (U), existeix £ € A amb f (z) =

=y (zn) (n=1,2,...)

Tot i1 que aquest teorema es demostra, per exemple
en l'article de Heard . Wells [ 151 , veurem una forma de
!
reduir la seva demostracid al seguent fet:

(C) Existeix una successid {fn} i una constant a tals

que fn € A, fn (zm) =6 nm illfnl lea (n,m=1,2,...,).

Necesdtarem alguns resultats de tipus general.
Sigui R una algebra uniforme arbitraria, sobre un espai
compacte X, S un tancat de X i R|S 1'Algebra de les fun-
cions continues a §, que sén restriccidé d'una funcié de R,
Diguem M (X) a lespai dual de C (X), els elements del qual
els pensarem com a mesures sobre X. Considerarem sempre
M(S) inclés, de forma natural, aM (X) i per a//ie M(X)
definim la seva restriccié a S per/uS =<bs-/#(on(§s repre-

senta la funcid caracteristica del conjunt S). Farem ser-



. 4 | i -
vir la notacidé R = {#€ M(X) : 4 (f) =0 V £ e Rr})i analo-
L
gament per ( R,q_ ) . En aquest termes tenim:

(l1.1.) Teorema

Rjg &s tancada aC (s) si i només si existeix k<1,
i A
tal que ||/4/LS+(R|S) ||§}:H/4||,peratota/ueR

Demostraci6.~ Ion Sucin [17] pag. 57

(1.2.) Corol.lari

Rig = C(S) si i només si existeix k <1 tal que

1
ll/as|| < k |[{M || per a tota/,weR .

Vegem ara (b) = (a) A (C). Si es compleix (L),
rodem construir una funcibé £ € A, amb f|K= 01 f ;é 0.Com. que
necessariament log | £ ] € L! (T) tenim que m (K) = 0. Si

diem S = K u { z, :né€N H definim 1'operador:

LT A— 5 (S)

‘A

f ——fiq

la condicib (b) ens diu que Ty, és un epimorfisme entre els
espais de Banach 2 i € (58). A l'igual que Hoffman [ 16] pag.

196, passém el quocient i apliquem el Teorema de 1'Aplica-
cibé Oberta; aleshores obtenim, en particular, la condicid

(C) i d'aci es té que »6& 70, ong =.§_,

aixd &8s el mateix que dir que la successid és uniformement
separada.

Passem ara a demostrar (a) i (¢) => (k) . Griacies
al Teorema de Tietze, només ens cal veure que C(S)=A‘S i
per (1.2.) n'hi ha prou de veure que per a tota/ue A'L ’
Jpto, es | As |l ¢ x<1.
A4 1l

20



Sigui X = S uTiconsiderarem l'algebra del disc, A,
com . una algebra uniforme sobre X. Siguin X = T ul 21"“23
i ¢ la funcib caracteristica de X . Per cada M€ at,
siguin M n = an . /‘ . Aplicant el Teorema de la Convergéncia
Mondtona obtenim que {/‘n } — M vagament; aixf{ doncs, només
ens cal veure que existeix k, 0<k <1, tal que n EIN i per a

tota p € M (Xn) ,/‘ e at es compleixi ||/S|| <k
I p

Per una /‘1 e M (Xn) n at , tenim que M=

= Ay &, + S+ A +/4T . Veger: . qui &s M. Per a tota
f €A, - A
/ ( +... + _'n “n'/‘T)=51 (£).
Ay
Per cada j = 1,2...n , sigui 25 =1y et ej , 1 sigui Pj =
=P, . (ej - t) el nucli de Poisson corresponent a zyi
J

podrem escriure aleshores:
% -t

}f d (- —— P, dm + ... +—— P, dm—/"l)tdl (£),
N A

f € A per tant - o P, dm+...+ —)‘nP dm -/MT
X X,
1 1
és una mesura, suportada per T, que representa el caracter

§ ; necessariament s P, dm i per tant :
0 1 P

Pp=- (A Py dm+...4X P dm) = Qdm, amb Q € L" .
Tenim doncs/‘=X161 +"'+>‘n 6n+ 0 dm; aixi
fs= 1 1%t n o ojaque m(K) =01/, & abso
lutament continua; per tant ||p| =[x | +...4x ] ;| 9 dm,
gl =y bt 1

21



AWsil o= il et sl
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Ens caldria veure que la darrera expressifés més
petita que certa k, més petita que 1. Suposarem el contrari;
aleshores existird una successié (/Mn), amb/‘n € A ,/”n¢ o,

/%T = Q dm, que compliré/ k%J dm —> N. Puc suposar també
n =%

que Sl = A8 teeet Ay )8y (n)+ Qudn, amb A 1=1 (sind

dividirem per 1l'ultim Xi diferent de zero). A partir de la

condicid (C) podem trobar, per a cada n, una funcid fr(n)de

Al amb fr(n) (Zr(n)) = l, fr(n) (zm) = 0 si n # m i amb

I‘fr(n)lt £ a ; llavors / fr(n) d/ﬂn = 0 implica

T Er(my On = -1 1 aixi: 1= [/fr(n)Qn dm | ¢ a[| 0, [ dm =0
n —>@

que és absurd.

Sigui ara, com ddiem abans, M una subalgebra de H”
que conté A, estable, tal que cada caracter, que es projecta
a U, estd representat per una Gnica mesura; sobre la frontera
de Shilow r . i tal que aguestes mesures sén absolutament
continues respecte d'una d'ellas, diguem-ne dm, ; aleshores

es compleix:

(1.3.) Proposicid

si {zn} és una successi6 de punts de U, gue s'acumulen
a un conjunt K, contingunta T img (K) = 0, aleshores sén

equivalents:
@) FExisteix una successid (fn) i una constant a, tal

que £ €M ||fn|| £a 1f (z) =6 _

22



(b) Si posem S = K U{zn} ,M|S=C(S)

n €N

Demostracid.- Es exactament la mateixa que hem fet per

a 1'dlgebra del disc.

Deiem abans que eren exemples d'aquestes algebres gne
considerem 1les que eran estables, log.modulars i generades
per productes de Blaschke, com les del tipus Ha% S Hw/\CB
[ 71 . Anem a veure-ho. Necesdtrarem en primer lloc el segient
Lema:

(1.4.) Lema

Si R és un algebra generada per productes de Blaschke 1

X € S_ (R), s6n equivalents:

P

a) |X (b)] = 1 per a tot producte de Blaschke b € R

b) X €T (R) ;(Frontera de Shilow de R)

c) X € Sp <« (m ) (c*(rR) = C*-élgebra generada
per R).

Demostracid.- Esta inclosa en els Teoremas 3 i 4
de l'article de Douglas i Rudin (12] , j& que en ells esen-
cialment només es necessita gue 1'dlgebra estigui generada

per productes de Blaschke.

(1.5.) Proposicid

Si R &s una algebra generada per productes de
Biaschke estable i cada caridcter, que es projecta a U, estd
representat per una dnica mesura, positiva, suportada per
la frontera de Shilo& I' de R , aleshores tata mesura, que
representa 1l'avaluacid en un punt de U, &s absolutament
continua, respecte lé gue representa l'avaluacibé 2 l'ori-

gen, dmo .
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Demostracid.~ Per (l.4.) tenim C(r) < C (X)= L.

Sigui @un punt de U i escribima=r . e™® . Sigui P_(@ - t)
el nucli de Poisson corresponent al punt a. El funcional

£ h——+i%711rf (-eit) P, (8- t) dt és una mesura sobre X
tal que pel funcions de H representa l'avaluacid al punt
a,ﬁa . Per restriccid, ens donara una mesura sobre F,dnh
que representara al cardcter é§, a R; sabem també gue aques-
ta s 1l'finica que representasa . Diguem dmo a la mesura

sobre ' que obtenim perg = 0. Tindrem llavors:
1" it _ .
};f dma =7 qu (e™™) P (6 t),dt i
ks
=1
/Ff dmo —ﬂjf

Sigui P la projeccid del a T. Considerem Pr(e - t) com

1t) a

(e £

m

a funcid sobre T i diguem P, = Pr (6 - t) o P, llavors

P, € C(T) i també:

bl ‘ m

_ 1 it =

/J fP dm0 = 5% J f(e ™) Pr(e - t) dt —‘va dm
r -1

€s a dir, dm = P, dm0 .

(1.6.) Corol.lari

Si M &s una subalgebra de H® , que cont€d A, generada
per prdductes de Blaschke i log.modular, aleshores cada me-
sura, positiva, que representi l'avaluacid en un punt « de
U, és absolutament continua respecta je la que representa
l'avaluacib a zero. Aquest resultat s'aplica en particular

o0 . ®
a H E & H ™M CB .
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2. E1 Problema de Douglas

En el nostre treball, hem estudiat propietats d'al-
gunes subalgebres de H” gque contenen A. Aquestes Aalgebres
sén encara bastant desconegudes {(ja hem dit que, per exem-
ple, no estan caracteritzades les que tenen la propietat
de la corona) . No passa él mateix per a les éﬁbélgebrea
de L” que contenen H” . Sabem actualment que tota subdlge-
bra tancada, B, de L° que conté H™ , est& generada per H®
i pels inversos del producte de Blaschke invertibles a B .
Aquesta questid havia estat plantejada per Douglas 1l'any

1968; anem a fer-ne una mica d'historia.

Al 1953, Wermer demostrd que l'dlgebra del disc, A,
era maximal entre les subalgebras tancades de C (T); aixd
diu, en particular, que donada f de C(T)\ A, tota altra
funcié contfnua es pot aproximar per polinomis en f amb
coeficients a A. Anem a veure com el problema de Douglas
&és, en certa forma, una generalitzacid d'aquest fet. Al
1960 Hoffman i Singer donen una altra demostracid del Teo-
rema de Wermer, que aplicada a H” , ens diu que tota sub-
algebra tancada B, de L que conté H® , conté també a C (T)
(que d'ara en endevant representarem per C). Uns anys des-
prés, al 1967, Sarason demostra que la minima subdlgebra
de L™ , que conté H” i C, &s H® + C; observem gee per a

aquesta subalgebra, els Gnics productes de Blaschke inver-



a’

tibles sdn els finits, per tant, per a B = HY + C la qies~

tid de Douglas té resposta afirmativa.

Fou al 1968 quan Douglas planteja el problema que
porta el seu nom, motivat per l'estudi dels operadors de
Toeplitz.Si P és la projeccid de L® (T) a H2, es defineix,
per a Q € L, l'operador de ToeplitzTQ a H2 per:

TQ (f£) = P (£.Q) , f € H2 . Disposem doncs d'una corres-
pondéncia entra funcions de L” i operadors de H2 . En aques
ta situacid, s'observa que TQ es invertible o de Fredholm

segons la subdlgebra de L” a que pertany Q; era doncs inte-

resant estudiar aguestes subdlgebres.

Poc temps després de estar plantejat el problema de
Douglas, Douglas i Rudin [121 el resolen afirmativament per
a L” ; demostrant que tota funcid de L” pot aproximar-se
per una expressié b-Q, on b ég ei cénjugat d*un producte de
Blaschke i Q una combinacid lineal de productes de Blaschke.
Cal notar, perd, que restava sense resposta la giiesti6,plan-
tejada temps abans, de si H” era o no generada per produc-

tes de Blaschke.

Successivament apareixen resultats parcials; Sarason
resol afirmativament el problema de Douglas per a l'algebra
generada per H® i per les funcioss continues a T -{1} ,amb
limits laterals. Davie, Gamelin i Garmett (9] el resolen,
també afirmativament, per a les algebras [ HY L“E] : genera-
des per H” i per 1'dlgebra de les funcions de L® continues
a un subconjunt E de T, LmE i demostran també que [H® , LwE]=

o @
=H + L E
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S'havia observat que si el problema de Douglas tenia
resposta afirmativa s'obtenia, en particular, que dues sub-
algebras de L® que contenen H” , amb el mateix espectre,
eren iguals

Al 1974, Sarason [23] demostra que una subdlgebra de

@

L® que conté H”™ , amb el mateix espectre que H® + C, &s
H® + C. Aquest article és el que ddna el cami per a resoldre

el problema definitivament; vegem-ne una mica les ide s ge-

nerals.
Per a una funcid f € Ll i per a un arc I de T es defi-
neix:
fI -1 51 f dm ,Ilf||* = Sup L fI If—fI|dm
m(I) wm{(I)
m(I) <1

es diu aleshores que f és d'oscil.lacid mitjana acotada
(f € B.M.0.) si||f|] 4 <+ . Sarason introdueix llavors
l'espai V.M.0. de les funcions, que en diu, d'oscil.lacid
rul.la, gae consfsteix en les funcions f € L1 que conplei-
xen:

lim Sup S _J; l£ - £l an =0

a—0 m(I) £ a m (1)

Gracies als treballs de Fefferman i Stein sobra 1'es-
pai B.M.0., Sarason consegueix demostrar que Q.C.= v.M.0NL"
(on Q0.C. s el subespai de les funcions de H + C, que tenen
la seva conjugada a H® + C) . Per altra banda, Douglas havia
observat que per a H® + Cls integral de Poisson era "asimp-
toticament multiplicativa", €s a dir:

lim ||fr g, - (f.g)r|| =0 per f,g de H®” + C

r—1
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Sarason demostra que si Sp(B)'= Sp(H°° +C), llavors
la integral de Poisson &s també asimptbticament multiplica-
tiva per a B. A partir d'aquest fet i de la caracteritzacid
de respai-Q.C.,-es veu que tota funcid invertible a B és de

o3

Q.C i llavors resulta inmediatament que B = H + C.

Un any despre§ de . l'article de Sarason, Chang [6]
generalitza aquest treball, demostrant que dues subdlgebras
de L® que contenen H” , amb el mateix espectre i .essent una
d'ellas "de Douglas'", sén iguals. En primer lloc demostra
aquest resultat per l'adlgebra generada per H” i el conju-
gat d'un producte de Blaschke [H°° ’ E] . Fixem-nos que
Sarason ho havia demostrat per (H® , z] . Si per [H® , 2] =

@

H® + C s'utilitzava el comportament asimptotic de 1la integral
de Poissdn, per [H°° ’ 5] s'utilitza el segﬁent comportament

asimptotic:

lim Sup | f(z) g (z) =~ (f.9) (z)] =0 f.g € B
§—>0 =z € Gg

on G6= {z € U:|b(z)] Z1-§} . Aquesta propietat, apli-
cada a un producte de Blaschke, la demostrarem nosaltres
més endevant junt amb d'altres caracteritzacions dels pro-

ductes de Blaschke invertibles a [H , bl .

En aquesta situaci6, la solucid del problema de Dou-
glas semblava propera i en efecte, uns mesos més tard,Marshal
[19] va donar el pas final. Concretament, en aquest article

Marshall demostra que tota subalgebra B de I” que contingui

-3

H® , té el mateix espectre que l'algebra B generada per H™

II

i pels conjugats dels productes de Blaschke invertibles a B.
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En un altre article, del mateix temps, Marshall (18]
demostra que H” estd generat pels productes de Blaschke, que
com hem dit quedava pendent desde féia temps.'ﬁquest resul-
tat, encara que les tecniques,que s'utilitzen lpber a la seva
demostracib6, sb6n molt diferents de les que s'apliquen per al
prohlema de Douglas, podriem dir que el completa, ja que a
partir d'aixd es pot afirmar que tota subalgebra de L* , que
conté HY , esta generada pels productes de Blaschke, junt

amb el inversos d'aquells productes .que siguin invertibles.

Si B &s una subalgebra de L” , que conté H” , direm
CB a la C*-élgebra generada pels productes de Blaschke inver-
tibles a B. Sabem per la solucid del problema de Douglas que
B=[H", CB] . Es sabia en algun cas que [H® , CB]= HT + Ch
{per exemple si B = H” + L E). Chang ho demostra en general i
poc després Chang i Marshall (71 en donen una demostracié
més senzilla, bhasada en un Teorema clidssic de Nevanlinna.
En aquest mateix article, demostren que per a tota algebra
tancada D, H” N éB cDc CB’ té resposta afirmativa el pro-
blema de Douglas, &s a dir, D estd generada per H® N Cp junt
amb els inversos dels productes de Blaschke invertibles a D.
Aquest resultat, aplicat al cas B = L” , ens ddna la soluci§
del problema de Douglas i, per B = [H® , z] , conté el Teore-

ma de Maximalitat de Wermer, del qual el resultat de Chang i

Marshall n'é€s per tant una generalitzaci8.
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3. Regularitat

Sabiem, de Douglas i Rudin [12] , que tota g € L”
es pot aproximar per quocients de productes de Blaschke,
S. Axler [1] , 1'any passat, aprofitantaquest resultat, va
demostrar gue si g € L? existeixen h € H' + C i b, producte
de Blaschke, tals que g = h/b . Veurem ara nosaltres com

aquest resultat es generalitza a L” amb E obert i ens

E 14
serveix per donar una demostracif més senzilla., de que H'%
no esta continguda a cap subldlgebra maximal de L"E (Aquest
resultat estd demostrat a5} ). Ceneralitzarem despre§ aquests

resultats, per el cas en que E sigui tancat.

(3.1;) Teorema

Sigui E un obert de la circupferéncia unitat T.

Sigui g € L"% ; aleshores, existeix una funcié h € H"% +C

i un producte de Blaschke b € Hmﬁ tals que g = h/b.

Demostracib6.- Es la mateixa que la de S.Axler [1]

tenint present que els productes de Blaschke de H“ﬁ sén

aquells gue - "1llurs 2zeros no s'acumul n en cap punt de E

i que donada una successid de productes de Blaschke,

©

b)) new rdetyg

{z m} (n,m) € N x N , tampoc s'acumula en cap punt de E,(aixd
n

, el conjunt de tots els zeros de

no 8s cert si E &s tancat),
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(3.2.) Corol.lari

si geﬁ“E , aleshores existeix hé}f;+c amb |hi= |£f]

(3.3.) Corol.lari

(-]

H 7, + C &s una subdlgebra regular de L

E

. . @ o
Demostracié.- L E = (Sp (L E) ) . Pel

0

E
amb £ (XO) =1 i

lema de Urysohn, donats un tancat, F < Sp (L ) 1 un punt,

a

X, € sp (L”"E) \ F, existeix, £ € L

0 E

le = 0, Pel. Corol.lari anterior, existeix h € H'+ C
amb h = f , variant h en una constant, es pot consegulr
qgue h (Xo) =11 h'F =0 .

Sigui ara B una algebra tancada, amb H° cBc L7
*
Sigui CB la C -3lgebra generada pels productes de Blaschke

invertibles a B, llavors es compleix:

(3.4.) Lema

Si D &s una algebra tancada, amb H® N Cgc D < Cyy
aleshores C < D.f

Demostracié.- Es pot trobar a (7] , perd nosaltres
en donarem una altre, seguint la que es fa en el cas en que
B=H", H"n Cp,  é&s estable i per tant l'avaluaié a l'ori-
gen 50, és 1'dnic caracter que s'anul.la a z. Si &, no s'estén
a un caracter de D, cap caracter de D es pot anul.lar a z 1
per tant z &s invertible a D, &s a dir z € D; aix{ doncs C < D.
Suposem ara que éoséstén a D, pel Teorema de Hanh-Banach
es pot estendre a un funcional lineal continu (s a dir una

~mesura) m , a L® , perd al ser H™ N Cgp log-modular {71 ,

aquesta mesura seradla-'integral de la funcid sobr T.
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1 " i-t, i-n-t
Tindrem doncs 60 (f) = ——— 5 f(e ) e dt=
n : 2 m T
=8y (20 f) = g (z™ . sg (£). =0, és a dir, els coefi-
cients de Fourier negatius son zero. Aleshores, D c H” i
tindrem D = H® N C

com que D ¢ C en contra del que ha-

B’ B

viem suposat.
(3.5,) Lema

Si (H® N CB)+ C és regular a Cg i aleshores Hmf\CB

no esta continguda en cap subilgebra maximal de CB.

Demostracib.- Sigui D una subdlgebra maximal de Cqy +
que contingui HY N Cy. Per (3.4.), (H" N Cg) +C cb;
a partir de [16] pag. 190, aixd &s impossible, al ser(H N Cé&

+ C regular,

(3.6.) Corol.lari

M~
11}

. .
- PR R Ty . I -~ o~ ~
S5i B un obert de T, I g 1o esta contingu

oo

cap subalgebra maximal de L E

Demostracib.- Només cal aplicar (3.5.),per B=H® + L°°E
J. Cuffi [5] demostra l'anterior resultat, veient que Ha% ’
o
E ’
subdlgebra regular. Demostrarem nosaltres aquest darrer re-

restringida a cada fibra X%x de l'espectre de L &s una

sultat, a partir de que H % + C és una sub3lgebra regular
de L‘% . En realitat, demostrarem un Teorema una mica més

general, per a poder fer-lo servir més endevant.

(3.7.) Teorema

Sigui XB; la fibra en el punt @ € T de Cg. Si

(H” N Cg) + C €s una subalgebra regular de Cyr aleshores
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H N CB , B és una subllgebra regular de CBI
=c (X)) o

Demostracié.- En primer lloc, observem que

B =
o3

Sp ( (H'NCg) +C) = Sp (H”/N Cp) \ U; en efecte: cada

caracter de (H™N Cp) + C ens ddna un caracter de H™ N Cy»
que es projecta a T i rec{procament, donat Xo € Sp(HQ/\ CB)
amb X,(z) =« € T, X, Sestén a (H”A Cp) + C definint

X, (2) = —i- .

Sabem per [7] que XB s'identifica amb el subcon-~
junt de l'espectre de H” N CB , format pels caracters que
s6én de modul 1 , sobre els productes de Blaschke de H'AN CB .
Per altra banda z é&s constant a la fibraa, ’"7Bu , de l'es-

B

pectre de B N ¢ . . Tenim doncs:
B .

m® /\CB)+CI B=H°°/\CB' B
Xa

a
Al ser (H N Cg) + C regular a Cy, resulta que

'm 73 B . - ‘ f-"nC
(H N Cg +C| p hoésac (X,) 1aixi H B]X%

a
B,Xg.

Anem ara a generalitzar els resultats anteriors

és regular a C

per a un subconjunt tancat de T.

(3.8.) Teorema

Si E és un tancat de T, aleshores H‘”E + C és una

subdlgebra regular de Laé .

o
Demostraci6.- Siguin, F un tancat de Sp (L E) =

= )(E i X, € )(E\ F-Sigui'll la projeccié de XE a U. si

X, (z) =a @ T (F), com que T (F) &s un compacte, aleshores

0
existeix fo € C, -amb fo (¢) = 11 f0 T (F) = 0. Només ens
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cal trobar una funci6, amb aquestes propietats, en el cas en

qué a € T (F).

Sigui )(Ea la fibra en él punt o de XE Suposem
a € m (F); aixi Fa =F N )(f # f# . Per altre banda o £ E,
sind F_ ={ da } i X, €F en contra de la’ hipdtesi. Sigui @& un
entorn de o a T i V, W dos oberts de T amb E c Ve V aW 1

WNO=¢g ., Com que T €s un compacte, podrem trobar f € C,

amb £ (o) =11 £1, g = 0. TenimHO:,+CC-H°°E+Ci

o

sabem que H

+ C &s regular per (3.3.) ; aleshores puc

trobarheHm+C, amb h ( X

v = 0.

0.) =libpag~tirvw
Vegem ara que f.h &s la funcid buscada: fixem-nos que F =
=(Fn1n Yyl uULlrnn YT\ W] ienun lloc
s'anul.la f ien.laltre s'anul.la h; per tant sempre s'anu.la

f+«h. Per altra banda £ (Xo) = f (a) = 1 1 h (XO) =1

Aixi doncs hem demostrat que H‘fa + C &8s regular a L7, .
¥
Ajuntant els resultats anteriors obtenim:

(3,.9.) Corol.lari

Si E és un obert o be un tancat de T es compleix:

oo

a)HE

+ C és una sub3lgebra regular de LmE

b) H°°E no esta continguda en cap subdlgebra maximal

de L '

E
)V cer , H«;i‘.j E s una subalgebra regu-
w _ E, %a
lardeLEI g=C CX,/) .

o
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4. RAlgebras del tipus [z,b]

Anem a estudiar en aquest capitol algunes subalgebras
tancades de H*” , que contenen 1'Adlgebra-del disc, A.
D'entre aquestes subadlgebras, s8n conegudes les de tipus H”
(dlgebra de les funcions, analitiques i acotades, al disc
unitat,que s'estenen continuament a un subconjunt E de la
frontera) i les del tipus H™ N Cy (on Cy és la c* dlgebra
generada pels productes de Blaschke invertibles a una dlge-
bra tancada B, H'c B ¢ L. ). Aquestes dlgebres, per exemple,
sén estables, log-medulars, tenen la propietat de la €orona

i1 estan generades pef productes de Blaschke [ 7] .

D"ara en endevant, donades fl,..., fn’ funcions d'una
dlgebra uniforme B, representarem per [fl,...,fn] la mini-~
ma subdlgebra amb.la unitat de B,tancada, que conté fl,...,fn

Estudiarem nosaltres les algebres [z,b] on b és un producte

de Blaschke.

Si vélem que [z,b] tingui la propietat de la Corona,
necessitem primer que el seu espectre (M= Sp{[z,b])), con-
tingui un subconjunt homeomorf al disc U. Aix6 es compleix
si, per a cada o € U, la fibra Ma es redueix a un punt. Unea
condicié suficient &s que 1'dlgebra sigui estable. El Teore-
ma 4.18 de [8] ens diu que, si el conjunt de punts de T,
on s'acumulen els zeros de b, té mesura zero, aleshores

[z,b] &s estable. Sﬁposarem doncs que estem en aquesta

situacid.
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En aquestes condicions, de 2,17 i de 2.24 de [ 8)
es segueix que [z,b] té la propietat de la Corona. A més a
més, obtenim també que M esta format per fibras M o’ sobre
cada punt ¢ € U } sia€ U 6 sia€ T ib destén continuament a
a biaesté format per un sol caracter, que &s l'avaluaci6
en el punt a, Ga ; en ca; contrari, %! s'identifica homeo-
morficament amb U, fent correspondre a cada caracter el

seu valor a b.

A partir de (1.4) i amb les condicions anteriors,
obtenim que la frontera de Shilow de [z,b] , I', esta forma
da per fibres I sobre cada o€ T, sib destén contfinuament
a a, T ={a} i si bno gestén continuament, I; s'identi-

fica amb T, fent correspondre a cada carhcter el seu valor a

b.

Tas carmsar 4
TS

Les pregu
(z,b

ntes gue ens plantegem ara sdn
Podria ser (z,b] per a w cert producte de Blaschke b, igual
a H 31 C_, per a una subdlgebra B de L , que contingui H

Podria ser {z,b] igqual a HN ¢ per a una c*-élgebra g ?Quins

productes de Blaschke hi ha a [z,b] ?

En primer lloc,fixem-nosque de 5.8 de [ 8] obtenim que,
si b té un Gnic punt d'acumulacid de zeros,a € T, aleshores
(z,0] =[z,b, 2 ,b]NH", es a dir, per a o =(z,b,z,b], [z,b]=
= H'N 0., Veurem que no podem obtenir aquest resultat per a

0 = Cgyr per a cap subdlgebra B de L” , que contingui H® .

(4.1.) Proposicid

Sigui B una subdlgebra tancada, H” ¢ B <L” i sigui

c la c? alaebra generada pels productes de Blaschke inver-

B’
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tibles a B. Si b € H°N CB és un producte de Blaschke;alesho-

res tot divisor de b &s també de H™N Cy

Demostracid.- Entenem per divisor de b un producte

de Blaschke bl' de manera que existeixi b2 tal que b=bl.b2.

Ens cal veure bl e CB' Com que b € H®N CB' llavors b &s in-

vertible .a B, és a dir, b € B i aix{ 1=b.b = bl(bz.B); per

tant bl és invertible a B, és a dir, bl e H*N Cq-

(4.2.) Corol.lari

Si b &s un producte de Blaschke, amb un sol punt de
discontinuitat ¢ , a € T; aleshores [z,b2] no pot ser mail

H ff\CB, per a cap B ( B cBcl” ).

Demostracib.- Si [z,b2] fos Hm/\CB per a una certa B,per

(4.1.) b € [z,b2] i llavors fz,bz] = [z,bz.b3]. Aixd contra

diu 5.5. de [ 8] , ja que alli es demostra que [z,bz,b3] no °

*
&s mai H N T, per a cap 9, C - dlgebra.

Demostrarem ara una proposicib que farem servir

més endevant.

(4.3.) Proposicid

Si {bl,...,bn,... }&s un conjunt numerable de pro-
ductes de Blaschke i [z,b; ,...bn,...J 1'algebra que gene-
ren, aleshores si [z,bi...,bn...]= S0l CB’ necessariament

B=[H", b ,...,Bn,...] .

Demostracid.- Si {bl,...,bn... }C:CB, aleshores
{ 51 ,...,55... } B i llavors [H” ,51,...,5n,...] < B. Si
1l'inclusif fora estricte, per la solucid del Problema de

Douglas, existiria un producte de Blaschke b tal que
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b e B \[H 751,..., b_,...] ; perd llavors b €cp 1 per

n

tant b € [z,bl,...,bn,...] c [H bl...,bn,...] ; que

és absurd.

Volem arribar a veure que [ z,b) no pot ser mai Hﬁ\CB;

per aix8 necessitarem el seqguent resultat.
(4.4.) Lema

Si f£,g, sbn dues funcions de l'élgebra del disc A,

amb z = f.g, aleshores una d'elles és invertible a 2.

Demostracid.- Si z = f.g, necessariament una d'elles
és zero a lorigen. Suposem £ (0) = 0, com que 1l=f'g + £ g°',

resulta que g (0) # 0 i aixf g (x) # 0 ¥x € U, per tant

1 ena - c,v,d.
g
Si b és un producte de Blaschke finit, [z,b]l= A =
00 o0 - ao
= H A CiC=HONC nar a R = H 4+ O, Vaocem ocom fora
\ C C Cgr Per 2 B H + C. Vegem co fora

d'aquest cas, [ z,b] no &s mai H N Cg-

(4.5.) Teorema

Si b €s un producte de Blaschke, amb infinits zeros,
[z,b] no pot ser mai H “n CB’ per a cap subalgebra B de L

0

que contingui H .

Demostracié.- Sigqui M = Sp [z,b] , sigui @ € T un
A
punt en qué s'acumulei els zeros de b. Direm d» a la trans-
formada de Gelfand de b.Sabem que la fibra M, s'identifica
amb U; amb aquesta identificacid resulta que, si ba =
la) ~
= b|M a, ba =z i [z,b]a = {fiMa: feflz,b) =A

(f representard sempre la transformada de Gelfand de f)
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Sigui {zn} una successib, de zeros de b, que s'acu
muli en el punt a; sigui b' el producte de Blaschke que té
zZeros &Zn } . Podrem escriure b = b'.b'', on b'' serd un al
tre productede Blaschke, amb un conjunt de zeros que- s”acu
mulen tamb& a a. Si fos cert ague [z,b]l. = wa\CB, per a una certa B,

A
per (4.1.) sabem que b i b’ € [z,b] . Siguin ara b; = by, i

[¢3
A
b; = H'IM ; tindrem llavors que z =
a
= b' .b'" , €s a dir, estem en les hipdtesis de (4.4.) i
a a .
per tant b' & b'' serd invertible & A. Diguem, com sem-

o a
pre, 7= Sp (H=); b' (7 ) = U i per tant hi ha un carac
a

ter de H w, XO' amb X0 (b")

0. Restringint X, a [z,bl
obtenim un caracter, de la fibra® , en el que b' s'anul.la;
per tant b' no pot ser invertible. El mateix raonament
s'aplica a b'"' i per.tant hem arribat a una contradicci6.

c.v.d.

Sabem que si H # B =1L, llavors z € B. També hem

vist a (3.4.) qué si HN Cp # D < Cp, llavors Z € D.Podem

BI
preguntar-nos que passa per [z,b] # [z z,b,b]: per exemple
podem preguntar-nos si Ee[é,b,ﬁ] . La demostracid, en els
casos anteriors, depén del fet que tant H'com H N Cy

sén log-modulars. Veurem nosaltres que, encara que [z,bJno

és log-modular, si és cert que z € [z,b,E] .

(4.6.) Proposicid

Si b és un producte de Blaschke, amb infinits zeros
que s'acumulen en un subconjunt E de T, de mesura zero, ales

hores [ 2,b] no és log-modular.

Demostracib.- Demostrarem que hi ha caractersde [z,b)
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representats per més d'una mesura positiva, soportada per
la frontera de Shilow rdef{z,b] . Sigui M = Sp [z,b],
sigui % € E i sigui X, € Mg O-el caracter definit per

Xy (z) = ooixo (b) = b (0) =2, .

Anem a trobar dues mesures que el representin. Sigui
dm0 la mesura sobre Fao, que s'identifica amb dm, a l'iden-
tificar F“O amb T, Sigui AO =r . eie, siguil R‘O la funcid
"sobre Fuo, que s'identifica amb el nucli de Poisson Pr(s—t).

Definim les seguents mesures

ME) = T\Ef/T\Edm+}' § ry o dm, fec()
Ta
0
2#(E) =/ﬁr P jof dm £e c()
*0

Com que E &8s per hipbtesi de mesura zero, la integral
a T E es pot considerar com una integral a T. Vegem quins

. 'valors prenem i ,a zib.

1
lﬂ(z) = }; z dm + /; @) dm = 0 + ay =9,
1}'\(b) = /; b dm + f; zdm =Db (0) + 0 = AO
2”(2) =}T PAO uo dm=°~0
- _ it . 1
o Mb) = JT P, (6-t) e"" dm =17,

Per tant tenim les dues mesures positives sobre I', que

representen a A c.v.d.

0 *

(4.7.) Proposicid

Sigui b un producte de Blaschke amb infinits zeros;si
[z,b] és estable, aleshores z € [z,b,b] ; en canvi

b ¢lz,z,b].
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Demostracid.- Vegem que 50ruydestéh a [z,b,g] . Su-
posem el contrari, €s a dir que’s gestén a[ g,b,b] . Sabem
que, a [H ®, 5], les e¥pressions del tipus b" . £, amb

f € H®°, sén denses. Definim X ( B" , f) =6, B" ) .5 (£),

o - = 0
_sbstén a un caridcter de [H ’ b] ja aue | x (bm.f) [=

s,y 1™ . lg (0 I=Tlecoy lelle H=H5" . £ 1]

Aix{i doncs, igual que a (3.4.), resulta que(H w,5}= H?;

que és absurd. Per ajtra banda, apart de 60, z no pot
anul.lar-se a cap caracter de [z,b,b ]; siné restringint-lo
a [Z,b] resultaria que [z,b] no és estable. Per tant, com
que 601uysbstén, z no s'anul.la a. l'espectre de [z,b,B_],
d'acique z s invertible a [Z,b,EJ i aixf{ z € lz,b,ﬁj .

Observem que b € [z,z,b] , perque sind b seria in-

vertible a [ H® , E]li ac{ només sdn invertiblesels produc-

tes de Blaschke finits. c.v.d.

Anem a veure ara com sén les funcions de [z,b] i
com sén les funcions internes; en el cas de ser b un produc
te de Blaschke, amb infinits zeros i que s'acumulen a un punt

de T, a,

(4.8.) Teorema

Amb les hipbtesis anteriors, es compleix:

a) fefz,b] si i només si f =h o b + k, amb
h, k €A1k (¢) =0 _

b) Siamés f és interna, aleshores h &s un producte

de Blaschke finit.

Demostracid.-~ a) Sigqui M = Sp [z,b] . En el nostre

cas M =( U ~ {a}) u M, iN:&shomeomorf a U. Sigui f €[z,b]
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i f £
b = i
a M

f, s'identifica amb una funcidé h € A. Com nue

els polinomis en z sén densos a A, existira una successi6

( Pn(z) ) amb ( Pn'(z)‘)-—9 h(z) uniformement. Considerem>

la successié (Pﬁ 6 b), llavors (P ob) (z)—=(h o b) (2z)

uniformement i per tant h o b € {z,b] . Si considerem ara

(h o b)a , resulta que - (h o b)a = ﬁx , es adir, £ - h e b

és una funcié de [z,b] nﬁl.la a Ma . Com que b és continu

aT-=-{a} , £ ~h ob resulta ser contfnua a T i aix{

f -~h ob=%k&€A, amb k (¢) = 0. El recfproc és inmediat.
b) Al ser f interna, sabem de [8]que

g ( Ma ) = U, és a dir, si h &s la funcid de A amb que

s'identifica f  ; h (0) = U. Aixf h &s una funcid interna

de A i per tant un producte de Blaschke, amb un numero finit

de zeros. c.v.d.

Hem vist a (4.5.) com, al descomposar b ern dos pro-
ductes de Blaschke, amb infinits zeros, b = b'.b'' , resul-
tava que b’',b'' ¢ [z,b]_ Es clar, perd, que els productes
de Blaschke finits sén a [z,b]i també hi sén els productes
que resulten de treure-li a b un nombre finit de zeros,

ia el z,b] és estable. Podria pensar-se que aquests sén

els Gnics prodactes de Blaschke de [z,b] .Vegem que no &s

aixfi .

{4.9.) Proposicid

Si b &s un producte de Blaschke, amb infinits zeros;
aleshores a [z,b]hi ha productes de Blaschke que prenen el

valor zero en infinits punts, en els quals b és diferent de

zero.
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Demostracib.- Si h &s un producte, amb un nombre fi-

nit de zeros, aleshores h ¢ b és una funcid interna de [z,b]

- . . A -
En particular, h o b &s interna si h = z ,1 » evu.,

1 -3z
Sabem de [16] pag. 176, que existeix una successié ( An), amb
A z
(An) — 0, de manera que, si h, =—n——_——— rh ®hb és un
-2 z
n

producte de 3laschke. Tenim doncs, per a cada An’ un produc
te de Blaschke, de [z,b ], que té per zeros els infinits

punts en qué b pren el valor Ap oo

Hem estudiat algebras generades per z i per un sol
producte de Blaschke b. Anem a considerar ara Algebras gene-

radas per z i per dos productes de Blaschke.

Siguin bl i 52 dos productes de Blaschke amb zeros
que s'acumulen a El i E2 respectivament. Si El i E, sén
de mesura zero 1 Elﬂ E2 = @ , a ligual que en el cas d'un
sol producte, l’qspectre de [z,bl,bz] estd format per
U\ E, U E, , junt anb fibres M _per aa € Ey U E, , amb
M , homeomorfa a U. En aquest cas es compleix també la
Propietat de la Corona.

Enel casen qué E; N E, # @, no sabem ja quin é&s
l'espectre de [z,bl,bz] , ni sabem tampoc si es compleix

6 no la Propietat de la Corona. Considerem E;=E, = {a} 1

definimn:
C(a,bl) ={rxece |3 (zn) successié de U amb
(z)) >0nA by (z)) —2 }.
C (o,ay, bé) ={(x€ € | J (z,) successid de U amb :

(zn) — O A bl(zn) — (Xl A b2 (zn) . A}
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M o=t x es;[z,b] | X (z) =a}.

Moo, = (X € Sp[zibsby] | X (2) = o a Xby) = oy

Dawson [ 8] demostra que by (M, ) = C(ab,) = U i
aixi es determina 1'espectre de [z,bl] i es demostra la Pro-
pietat de la Corona. Per a l'algebra [z,bl,sz , la Propie-
tat de la Corona &s equivalent a veure que by My 4 q)

.= C ( a,a 1+ bz) ; perd tampoc no hem pogut demostrar agues

ta condicié.

Hem vist a (4.5.) que [z,b] no és mai H™ N Cy 1 per
tant, tampoc és mai H“’E. En el proper capitol, demostrarem

“E no pot estar generat per un conjunt numerable de

que H
productes de Blaschke. El cami que seguirem no sera estudiar
les algebras [z’bl"“bn""] directament, siné gue estudia-

rem les 3lgebras H® + L g 1 la seva relacid amb HmE.



5. Relacib entre B i H® N Cy

En aquest capitol, ens proposem d'estudiar la relacid
gue hi ha entre l'espectre d'una subalgebra B de L° , que
conté H® i l'espectre de H™ A Cp (on Cx és, com sempre, la
C*— algebra generada pels productes de Blaschke invertibles
a B). Tractarem també altres qﬁes£ions, com ara é€s la ca-
racteritzacié dels productes de Blaschke, invertibles en
1'dlgebra [H°° , b] (on b &s el conjugat d'un producte de
Blaschke b) i també, la no separabilitat de H°%, per un sub

conjunt E de T.

De Chang [6] es dedueix gque un producte de Blaschke
b, &s invertible a 1'algebra [H” , bl si i només si es com-
pleix:

lim "Sup | by(z). by (2) ~1|=0 on

s —0 z € Gs '

Gs = G;b) = {z€eU =: [b(z)] > 1-6};
aixd; és equivalent a que ¥ ¢> 0, 3 8670, de manera que
G (b) C G (bl) . Anem a donar ara una demostracid

directa d'aquest fet, junt amb d'altres caracteritzacions.

(5.1.) Teorema

Si b, bl' sén dos productes de Blaschke, aleshores

sén equivalents:




(1) El € [B® , b], és a dir, b, &s invertible a
(8 , bl
()| Sl X)l =1 , per a tot X € sp[nw , bl

(3) Sp[H , bl Csp[H , by]

(4) Per a tota successid (zn) de U, tal que| b(zni |—1

es compleix | b1 (zn)| —1

(5)¥Ve>0 ,38>0, tal que G, (b) < G _(b;)

A
Demostraci6.- (2) = (1). Es inmediat, ja que b; no
s'anul.la a l'espectre de [H , B] . (1) = (2) . Es també
inmediat a partir de que X (b . by ) =11 lx(bp | =21,

Ix(bl)lél

(2) <> (3). Cal només tenir present que Sp [ , b]=

={x e Sp H |x (b)] =11 i an3dlogament per a Sp [Hm,_b-l:l.

{2) —» (4) . Suposem no (4), &s a dir, suposem que
tenim una successid (zn) de punts de U, de manera quelb(zn)l-?l
i |b1 (Zn)lﬂl‘7 1 . (b1 (zn) )n enN tindra una parcial con-
vergent a alglin punt a amb | al<1 . sigui (znl) agquesta
parcial. Podem trobar una altra parcial (znz) de manera que

b (z. 2

n ) ) —> a amb |a|= 1 i també (b1 (znz) ) — a .Sigui

ara:
I=(fen | (£(z)) —01 ;

oo
I és un ideal propi de H i per tant existira un caracter

XO , de H , de manera que I & Ker Xg Aleshores tindrem
Xo(b)=°‘,xo(bl)=aiX0€Sp[H , b] ; perd
b, (x| =lal=1
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(4) = (5) Suposem no (5). Aleshores existeix
€ > 0 1 una successié (zn) amb z, eGl/n (b), pero,

z, EGE (b;) ; per tant ( ]b(zn) l)>1, perd (| b, (zn)l ) 1

(5) => (2). sigui X, € S, (H”, b] ; pel Teorema
de la Corona existira una red (z, ), de punts de U, conver-
gent a X, . Volem demostrar | b, (Xq) | = 1 0 el que és
igual, Ve >0, 1~ Ixo(bl) |« ¢, Donate >0, existeix 6>0
de manera que G ; (b) C‘G‘ ¢ (by) i com que (3 ) —X,, tenim
que (b (z ,)) — X, (b) ; aixi puc trobarcl0 de manera que
Voa >ay |b(za)l >|X0 (b) | ~6=1 -6 . Aleshores
Vas %, 2a€ ,pertantlb1 (z, )| > 1-e¢i passant

al Mmit [ X, (b)) |2 1 - c.v.d.

Sigui B una subdlgebra qualsevol de L ® , que conté
H”, sigui 2 el seu espectre. A partir de la solucid del
Problema de Douglas, Z es pot caracteritzar com el subconjunt
de 7 = Sé (H¥) , format pels caracters que sén de mddul 1
sobre els productes de Blaschke invertibles a B. Per altre

banda, un producte de Blaschke bl és invertible a B si 1

només si b1 és de mddul 1 a Z.

Donat un producte de Blaschke b, amb infinits zeros,
vdrem veure a (4.1.) que a [Ha° , b] eren invertibles els di-
visors de b. Ens preguntem ara "gquants productes de Blaschke

hi ha invertibles a [H , 5]"; veurem que no n'hi ha masses.

Sigui E un subconjunt mesurable de T als punts del

qualb s'estén continuament. Sigui L ; la subalgebra de L ,
de las funcions que la seva transformada de Gelfand &s cons

tant a les fibres Xa , per a2 € E. Sabem que H + L E és una
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dlgebra tancada i que en ella sén invertibles els productes

de Blaschke continus a E; es compleix el segient:

(5.2.) Proposicib

Amb les notacions anteriors es compleix
B™, 8] ¢ 87 +17 .
Demostracid. - Amb el que acabem de dir queda clar
que fHTS] c H ™+ LQE ; anem a veure que la inclusié és es-
tricta. Sigui a € T\ E, un punt en que b nodestén cont{nua-
ment, aleshores b (m& o) = U . Per tant existeix X, € 2 =
= Sp[rim, b] . Podem trobar una successié (zn) de punts de
U, amb (zn) — °0 i(b (zn) )——-!>X0 (b) = 1 sigui llavors:

t=lfen |(f(z) ) —> 0] .

I és un ideal propi de BH™ 1 per tant contingut en
un ideal maximal Ker xl . Sigui b1 el producte de Blaschke
que té per zeros (zn) (que es pot suposar que &s una succe-
ssid de Blaschke) . Aleshores b1 € I, per tant Xl (bl) =0
i aixdi X, € z, per altre banda (1-b) € I, per tant X; (b)=l.
Com que, per construcccid, by és continu a T—{uo}; tenim

que 51 e w +LmE , perd, 51 ¢ [ ,B].

(5.3.) Corol.lari

*
Sigui CB la C ~algebra generada pels productes de
Blaschke invertibles a B = [H , b] . Amb les notacions an

teriors es compleix H M CB & H E °
Demostracid.- Immediata a partir de (5.2.)

Anem a generalitzar aquest resultat, pel cas en

que B estigui generada per H® i un conjunt numerable de con
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jugats de productes de Blaschke.
(5.4.) Lema

Sigui {bl se-s,b_ ... }un conjunt numerable de

n

productes de Blaschke, algun dels quals té un conjunt infi-
nit de zeros. Sigui @ un punt de T i°7ala fibra en el punt a
de l'espectre de H . Donat un caracter X e’7u, existeix una
successid (zn) de punts de U, amb (Zn) —>a i amb

b; (z)) — X (b;) , VieN.

Demostraci6.- Considerem l'dlgebra generada per

{ z,b b ...}, R=7][z,b b

17+-+b ...] . L'espectre Sp(R)

1revebpy
serd metritzable i contindra a U. Tindrem també que

X R € Sp (R) . Pel Teorema de la Corona, podrem trobar
una red (zr) de punts de U, convergent a X en”/; consi-

derant z, com a caracters de R, tindrem que (z )-—»X|R .

rIR
Aix{ doncs tenim que X | R és adherent a U en Sp (R) i com
que aquest és metritzable, existird una successid (zn), de

punts de U, convergent a Xig és a dir, (zn)—p i

(b; (z)) — X (b;) per a tot i =(1,2,..., n,...)

(5.5.) Proposicid

Sigui {bl,....,bn,... } un conjunt de productes de
Blaschke, algun dels quals té infinits zeros,qie s'estenen
continuament a un subconjunt E de T; aleshores :

[8* , biresesb ieo] § H + L"°E .

Demostracib.- Siguil dO un punt de T\VE (E # T doncs
hi ha infinits zerosL Sigui X0 un caracter de la fibra «

de l'espectre de [H® , b ,...Bn,...] , Z, de manera que

1
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Xg (by) = a; (i =1,2,...,n...) amb |ai| = 1 (per exemple

un caracter de L~ ). Per (5.4.) podem trobar una successib

(z,) de U amb (2 ) — o i b, (zn) —> %i (n=1,2,....)

Sigui I = (f e H | (£ (z)) ) — 0} : de la mateixa manera

que a (5.2.), existirad un caracter de ;0 ’ Xl’ amb I < Keer
Sigui b el producte de Blaschke amb zeros (zn) (que puc

suposar que formen una guccessié de Blaschke), aleshores

b € I. Tenim també que (b; -a;) € I (i=1,2,...); per tant

X, (b) =0 1i X (bi) = a,

i aix{ doncs X, € 2 i llavors

1
bg (H , 51, ...,bn,...] c.v.d.

(5.6.) Corol.lari

Si{ bl’b2""'bn"'} és un conjunt numerable de

productes de Blaschke, algun dels quals te un conjunt in-
finit de zeros, aleshores, no hi ha cap subconjunt E de T,

tal que fz,bi,...,bn...J = H

Demostracid.- Si'[z,bl,...b ree.] = H“ﬁ aleshores

n

{ bl""’bn"" } festenen contfinuament a E. Per (4.3.)fin-

b ] =+ 11"

drem [H” , _l""' nreee E

en contra de (5.5.)

(5.7.) Corol.lari

Si E & T, aleshores Hmﬁ no &s separable.

Demostracié.- Si HmE féra separable, existiria un
conjunt numerable de funcions de H“b,{ £ioeeef seun} , de
manera que H  =[z,,f; ,...,fn,...] . Com que F g esta
generat per productes de Blaschke (algun dels quals tindra
infinits zeros); podriem aproximar cada f  per una succe-

i

ssi8 de combinacions finites de productes de Blaschke. En

definitiva es podria trobar un conjunt numerable de produc-
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tes de Blaschke, { bl,...bn,...} de manera que

[z,bl,...,bn,... 1=H g €©n contra de (5.6.).

Fixem-nosque per a E =T , HmE = A que sfi
&s separable. Queda demostrat a (5.7.) que per E = T -{a}
amb ¢ un punt de T , HmE ja no es separable; aquest és
el cas " menys favorable"ja que al reduir E awmenta HwE.
Es sabut també que A no €s un dual per contenir a.l'espai
de Banach Co , de les succesions de limit zero i per ser |
separable; la demostraciéA per tant no es peot estendre a

o«
HE si E#T

Si tenim una algebra tancada B, H c¢Bel i

p
”73ZD X i per a cada « € T les corresponents fibres

diem ™7 = s, (i "y, z =s_1(), X = s (L") , s'obté

compleixen: ”%:ZGD Xu ; anem a veure qué es pot dir
en el cas én qué ”?u= 2y, + O be en que Z, =Xa , per

a cert a

{ 5.8.) Proposicid

Sigui E, un obert de T i % = )(u , per a tot

@ €E.SifeLl i £, =g,

aleshores f € B .

Demostracid.- Vegem primer aquest resultat per

ab €L , amb b un producte de Blaschke. Sigui BIT-E= 9 -

amb g € B; ens cal veure que|] b (X)]| = 1 X € Z. Consi-

)3
derem ef primer lloc, X1 (z) =a 1 e T -E ; si ba = blxu
ib°=b|)(a' tenim que bu ib("EB(ll ibu. bu=l, per
tant Eu és invertible a B _, aix{ | X; (b) | = 1. si

X, (z) =&, € E, com que X = Z , obviament IXZ (b) | =1.

a
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Sigui ara f € L” , una funcid qualsevol, amb
£ lpg = 91 p_g Per a una g € B. Sakem que f es pot apro
ximar per combinacions de productes de Blaschke i d'inver
sos d'aquestes [12] ; aquestes combinacions son de B, pel
gue acabem de demostrar; aleshores, resulta que f &s adhe-

rent a B; per tant de B c.v.d.

Ens podem també pregunta; una questié semblant
per el cas en que Zu ="7u per a tot a d'un obert de T, E.
Ha de coincidir tota funcid £ € B amb una funcid g € H + C
sobre E (Tinguem present gque (Sp (H” +C) )cl = "70

Vegem amb un exemple que no es compleix aquesta propietat.

(5.9.) Exemple

Sigui b un producte de Blaschke, amb zeros (zn) i

(z ) —> aeT .bew +L, _ . si

amb g € H® + ¢ , llavors b = g, quasi per a tot, €s a dir

Blir(a) = 91T ()

b € H” + C. Aix6 €s absurd, jaque aci només sén invertibles

els productes de Blaschke finits.

Donada B, H”  c B ¢ L™ , diguem ’V'?B= SP(H'”/\ Cp)

i com sempre 2 = Sp (B) ; el resultat al que volem arribar

¢ . B
és que Za ="k si i nomes si 77" = {Gu) (on 6u significa
) ¢ ) B _
1'avaluacié al punt a ) i 2=X_siI i nomes si *7 ="7 .
a o a o

Per aix8 necessitarem conéixer quina relacié hi ha entre

una fibra i les del seu voltant.

Donat ag = eleO € T, siguin
ie
To(a=ePeT |8, ¢O<O;+ Y,

- {u=eieeT|60-n/_6 <85},

(]
il

t
1]

17E+ =(xe™M| x (z) € et } , analogament 7%- ’



-V7+ ={ X € 770( | X adherent a "7E+) , analogament "7+ ’
o 0 0

o _ + -
"o _ﬂ?“’o\(ﬁ’?"’o L//”Zo » -
Sabem de [16) pag.166, que tant "7+ ,com ™ s6n di
0 0

ferents del buit. Vegem qué és el que es pot dir per aX=Sp(Lm)

Sigui XE+ ={ X € X| x(z) € ET) i anilogament
R + : . .
Xg= » sigui X"'O ={ X € X“OI X adherent a XE+} i ana-

logament X‘_ ; aleshores es verifica:
0

(5.10.) Proposicib

Amb les notacions anteriors es compleix:

><o/0 = Xa; V] Xd; , 1 tots dos subconjunts

sén diferents del buit.

Demostracid.- Siguin $pt i ¢>E- les funcions
caracteristiques de E+ i E- respectivament, es compleix
. . R s .
¢t t g 1 1¢pt .90 p 0. D'aci es dedueix

0(¢E+) =1 o bé

sixoe Xxo;Obé X

X0(¢E)= 1. Suposarem el primer cas i vegem que llavors xoe %+

(andlogament si x0(¢B+)=1) . Fem la demostracié per reduccid a.
l'absurd. Si Xoe _)-(-E+ , existird un entorn que no contindra cap

caracter de)(E+ . Podem considerar aquest entern del tipus

x| X(p g)=1 ], amb 4g funcib caracteristica de ¢ T; & me-

surable.A més, com que X0(¢E+)=l, X0(¢E+Ae)=l i per tant subs

tituint & per (:‘3’/\E+ puc suposar gcE’ , per altre banda

m(&) > 0,siné = 0; aixi existeix g € €, de manera que 4 e'B

b
entorn de g, m(e’B) > 0 (si no fos aixi, & es podria recobrir
per un conjunt numerable d'entorns de mesura nul.la, en contra

de que m(O) > 0 ). Llavors tenim:
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m((]¢glz) ~1] ¢e)N g, )20, Vers iVe
per tant existeix X e)(eamb X(¢e)=1, en contra del que su-

posavem.

Per veure que X ty X_ no son buits es pot repe-
a a
0 0
tir la demostracié de [16] per a "7+ i "7 c.v.d.
(10 0.0

(5.11.) Proposici6

Amb les notacions anteriors 'y7+ ;’)’TO i
ao o
/VVIGO 2 X C!o
Demostraci6.- Les inclusions s6n evidents; vegem

que s6n estrictes.

Sigui (an) una succeci6 de punts de et (anadlogament
es faria per E ) convergent aa ;. Sigui b un producte de
Blaschke, de manera que elé seus zeros s'acumulin al conjunt
{ «a

17 Qgrere @ yeel ) ; aleshores Y =~ existeix X, e%n

amb = 0 . El conjunt { X o+ n €N}

de l'espectre ”{ de H” . Sill &s la projeccidé de Ja U ,

128

v FR )
N \vy

n S un coiupacte

i ({ X, :n €N} ) &s un compacte de T que conté

{ %G+ %reesr @0} i per tant a q . Aix{ doncs, existeix

X, 620 adherent a {Xn :n €M} i per tant X, (b) =0 ;

aleshores Xy [ XQO .

(5.12.) Corol.lari

Sigui B una subidlgebra de L, que contd H® i siqui
Z el seu espectre. Si per a un punt o de T, Zu =)(u , ales-

hores H' + L°°E $ B, on E =T -{a} .

Demostracid.- Vegem primer que B conté els genera-
dors de H' + LmE . Sigui b el conjugat d'un producte de Blas-

chke b, continu a E; aleshores si X € Z \ Zcl , com que b és
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continu a X{(z) , X (b) =1 . Si X € Za , cCom gque Za

-]

B < B.

resulta també |X(b) I = 1; aixf doncs H*” + L

Vegem que la inclusib €s estricta. Com que

©

(Sp (Hw+LE) ) g ="., per a B# o, els punts de"?a

adherents a 47E seran de Sp(Hm + LmE) ’ es a dir ,

I# - © © .
)70\}'"7& < Sp(H +L ), 1 per tant

z2,=X, ¢ S, H + L) c.v.d
Anem ja a veure les relacions, que haviem enunciat

entre l'espectre de B i el de H “Nn Cq-

(5.13.) Teorema

Sigui B una subdlgebra de L “que conté H , sigui

= : B _ = . fsce
Z = Sp (B) 1 ’7 = Sp (HE AN CB) ; aleshores es compleix:

: : ’ .
a) Per a un punt ade T, 3 ="7 si i nomes si

°"’78 =1{é¢} (on §, significa 1'avaluacié a punt « )
a

b) Si per a un punt ag, és Zqo =')(u0 , aleshores hi
ha un entorn @ de a4 de manera que per a tota de & sigui
2y = Xq

c) Per a un punt o« de T, Z a=)g si i només si

B = ?’7
’V7 .
9 B

Demostraci8.- a) Suposem primer que®y = (Ga} H

a
aleshores tota funcié de H NCp pestén continuament aa

En particular, tot producte de Blaschke b, invertible a B,

Al . .
d'estén continuament a o Aix{ doncs per a tot X € Z tenim
a

que | X (b) | =1, és a dir, Zu="7u .
Rec{procament: suposem que Z 0 = "70‘ . En aquest

cas tindrem que, per a tot producte de Blaschke b, invertible
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a B, es compleix que |b (X) | = 1; per a tot X e”Z =2z .
Aleshores necessariament bsestén céntinuament aa , ja que siné
podriem trobar un cardcter XO € 4'70! = Za amb | Xy (b) | =.0.
Tenim doncs que ’"’{i = {6a} .

b) Farem la demostracid per reduccid a.l'absurd.
Suposarem que no hi ha cap entorn & dea 0 de manera que Za =/}’u
per a tétu €6) . Aleshores podrem trobar una successid (an) ’
de punts de T convergent ac 0’ de manera que Zan #Xan. Per
a cada n, sigui X, € 2 an \ Xun 1 sigui bn un producte de
Blaschke amb Xrl (bn) = 0. Podrem escriure bn = cn.d'n amb
c, un producte de Blaschke, amb un nombre finit de zeros i
d, un producte de Blaschke, amb zeros {znj |5 € N }cumplint
J?J (1 - Izn I)(%{ . Sigui ara b, el producte de Blaschke
amb zeros { zrlj | (n,j) € N xIN } ; aleshores podrem escriure
per a cada n, b = hn'dn , amb hn també un producte deoBlaschke
Comague 0 = [ X (b)) | =1[X (c) | [%x, (ap | =1]x ()]
resulta que |Xn (b) | = IXn ( hp) I |Xn (a,) | = 0. Tal com
varem fer a (5.11.), podem trobar X0 e Z ag ¢ amb XO adherent
a {X |nemN}, llavors també X, (b) = 0, per tant

XO e ZaO\chO . C.v.d,

c) Suposem primer que 77a="7B . Sigui I ;"7(1——-{’78 ,
a a

la aplicacib que consisteix en restringir els caracters de

o0

H N C a H®. Considerem els seglents diagrames:

B
[ il B
cC,&——> L _ .
B r»7a : "')7a
H N Cc,e—LH 1 B
B X—-C‘lx———)x
a o a

56




Tenim que: } €s epijectiva, pel Teorema de la Corona a
a

H "N Cpr [ 7 }: 1 €s també epijectiva, per ser Cq

a
EF

* . s
una C - algebra i z =I { X ) ,ja gue sén els caracters
a

de %7 que sén de modul 1, per a tot praoducte de Blaschke de
u .

L )
Cg - Si suposem X & 2, existird X € Z \ X, amb

I (x''y =X eXB . Com que també 1 és epijectiva,
a a lea

existira X' € ¥ amb & (X') = X. Aixi doncs 1 no pot ser
a

injectiva, &s a dir, ‘1713 £ w .
a a

Vegem ara el reciproc: Suposem que en un punt a,

de T, tenim )(a =2 , . Per (b), podrem trobar un arc @,
0

que contingui @, , de manera que =2 , per a tota €.6€.
0 a

[
Anem a veure que I €s injectiva, o0 el que &s el mateix,
que les funcions de H A CE separen els caracters de H ’
de.la fibra e, . Donats dos caracters X, i X, de /”cho

sempre hi ha un producte de Blaschke b, que pren sobre ells
A’
valors diferents. Es tracte doncs d'aproximar, sobre la

fibra uo, els productes de Blaschke, per funcions de H A CB

Per [ 27 ] es pot trobar, donat un producte de Blaschke b, un

producte de Blaschke, amb |b - b |< € , en un entorn

1
de @ que no talli T \ &, amb b, continu a T\®. Aix{
doncs, es pot aproximar b per un producte de Blas_chke bl’

que sera invertible aB i per tant de H N Cg c.v.d.
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