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INTRODUCCIO

Es ben coneguda itobservacid de Pringsheim segons la

see s - 0 .
qual I'analiticitat dluna funcid f de classe C en un interval tancat
[—r‘,r‘] es pot expressar en termes del creixement de les derivades:

la condici6é és que existeixin C =C(f) i £ =¢g(f) de forma que

cc € nt , per a Ix|ar .

f(n)(x)

D'aquesta observacid i en relacid amb algunes qlestions
relatives a equacions en derivades parcials parabdliques, Hadamard
propos3 l'any 1912 el problema de la quasi-analiticitat d'una classe

de funcions, consistent en esbrinar fins a quin punt la propietat

f(h)

"f=0 si (0)=0

depén del creixement de les derivades, Concretament, si M = (Mn) és
una successid de nombres positius i hom considera la classe de les

. 0
funcions de classe C  tals que

f(n)(x)| =ce" M,

per a unes certes constants C,& que depenen de f, quan hom pot

assegurar que f=0 sij f(n)

(0)=0 ?
Aquest fou I'inici de I'anoménada teoria de la quasi-anali-

ticitat, i la resposta al problema anterior &s el teorema de Denjoy-
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Carleman, La definicid d'aquestes classes ha sofert petites modifi-
cacions tdcniques que permeten de treballar millor amb elles. Aixf,
i designant sempre per E(r), E !'espai de les funcions de classe c®
a I'interval [-r,r] o a R respectivament, Ehrenpreis considera, en

relaci® amb Ilestudi dl'equacions de convolucid, les classes
(n) n
EM(r)= feE(r)/ VE>»0 FC=C(g) t.q. |f "(x)|¢ClE) & 'M_ Sixlgr

i EM com la formada per aquelles fé E tals que la restriccid a
cada interval [—r,r] pertany a EM(I‘). Hom suposa que la successibd
M compleix les hipdbtesis escaients que permeten de definir la
transformacid de Fourier en el dual dlaquests espais i d'obtenir

el teorema tipus Paley-Wiener que caracteritza i'espai de funcions

Aquestes classes resulten ésser algebres i aquest era el
nostre punt de sortida: estudiar EM(P), EM com a hlgebr‘és topoldgi-
ques, estudi del que els nics precedents que teniem eren algunes
qllestions tractades a [43] .

En aquest sentit, a part de quéstions generals sobre
I'estructura dlalgebra topoldgica de EM ( Capitol 1), en el treball hi
ha una descripcido completa dels ideals tancats en tots els cassos: el
cas analitic, és a dir, el cas que EM resulti €sser una subligebra
de Itdlgebra H de les funcions enteres, el cas quasi-analitic i finalment
el cas no quasi-analitic o regular { Capitois 2,3,4 respectivament),

Val a dir que e! resultat potser més valubs de la memdria &s inclds
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en aquest darrer cas, on démostrem que a EM val la sfntesi espectral,
en el sentit que tot ideal tancat é&s determinat pels seus ideals puntuals
( &s a dir, I'an3leg del teorema de Whitney). També s'inclou, apro-
fitant les mateixes técniques que per al cas analitic, un estudi dels
ideals de convolucibé del dyal que resulta ésser equivalent a Itestudi
dels subespais tancats de EM invariants per traslacions ( Capitol 5 ),
Tot estudiant aquestes gliestions se n'han plantejat d'altres
que no depenen pas de Ilestructura d'dlgebra de EM perd que hi sbn
relacionades. Aquestes sbn la qliestié de la imatge puntual de EM, és
a dir, de quines successions sbn la successid de derivades a 0
dtuna fEEM ( I'andleg del teorema de Borel ) i la qUestid de com hom

(n)

pot recuperar f de (f '(0)) en el cas que la classe sigui quasi-anali-
tica { Capitols 6 i 2 ,respectivament ),
Aixd és en linies generals el contingut dlaquest treball,
A linici de cada capitol s'exposa més detingudament el seu contingut,
No wull acabar aquesta introduccid sense abans agrair a
tots els que d'alguna forma m'han ajudat en el meu treball, De manera
molt especial vull fer palds e! meu reconeixement als Drs. Joan Cerd}
i Julid Cufi per llurs consells i comentaris, per ltestimul i la con-
fianga que m'han donat, perd, sobretot, per laseva amistat,'A ells, i en
general a tota la gent de I'Autdnoma, els dec d'haver sabut crear un
ambient de trebal! que, a part de fer-me molt agradable la tasca, ha

estat decisiu en ltelaboracié d'aquest treball, i que jo voldria per a

qualsevol estudiant de doctorat, També& vull recordar Sebastid Xambbd

13




i Carles Simd que de tant en tant m'encomanen una mica de la
seva gran vocacid i entusiasme, Agraeixo també& a Josep Lamarca

i Emma Royo el seu ajut en la redaccid d'aquesta membdria.

Bellaterra, Octubre de 1978,



CAPITOL O

LES CLASSES Em {r), Ep | EL TEOREMA DE DENJOY-CARLEMAN

El propdsit dtaquest capftol &s introduir la versib de les
classes de Denjoy-Carleman que sbn Ilobjecte dlestudi d'aquest tre-
ball i establir-ne les propietats b3siques. Es tracten també el pros
Blema de I'equivaléncia de classes i la transformacid de Fourier en
el dual d'aquests espais., Finalment , &s enunciat i demostrat el
teorema de Denjoy-Carleman, que &s una caracteritzacid de la quasi-

analiticitat de la classe.

O.1.~ Les classes Epm (r), Ey -

M designar3d sempre una successid (M) de nombres posi-

tius amb Mg = 1 i amb les dues condicions seglients:

{a) M é&s logaritmicament convexa, és a dir,
(1) M2 £ Mp,q My_q Per anzi,

(b) existéixen constants A, H> O tals que
(2) Moy S A H" M, per a n=2 O,

Donadaume successid M,per a tot interval tancat K, la classe
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EM( K ) es defineix com el conjunt de les f& E(K) que satisfan la
condicid
(3) "o de=c@ ta. £l £ ce) £” M, %0, xeK .

Sense perdua de generalitat, només seran considerats intervals

Kr= [-P,r] i escrivim EM(r') en lloc de EM(KP)'

La classe EM es defineix com el Iimit projectiu
d'aquestes; &s a dir, consta de les f€E tals que flKG EM(K) per a
5‘ tot interval tancat K. Observem que cap d'aquestes classes és
buida ja que totes contenen els polinomis.

La topologia natural de EM(r) és la definida per les

normes ( posant Bgur = sup ﬂg(x)[, x|« r‘} )

N

P2 a
n
€M,

p_ _(f)=sup

, fTé€ EM(P), £> 0,

ia EM la topologia projectiva, és a dir, la definida per les P. €
?

variant r i € . Es clar que ens podem limitar a les pl~ £ amb re N
)

et S — g

i £= l/n, de manera que aqguestes topologies son metritzables. Les

: normes
— n
| el
q_ _(f= ,
r,E n
n £ Mn
defineixen la mateixa topologia, car p (f) & q (f) i per altre
r,E FyE
costat
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ST
qr‘,{z (m = Z_ -I.L_"r.. < 2p (f)

n annM €
n

La hipdtesi (2) significa que EM(r) , EM sbn estables

per derivacid . De fet , (2) implica
1) =< -1 (f feE
pr',g (f1) £ A pr,H L() , € M(P) ’
&s adir , la derivacid &s una operacid contfnua en aquests espais.,

( Ca! dir , perd , que la hipdtesi (2) no &s imprescindible i molts
3 ?

resultats serien valids sense ella ).

Supasem que nem i escrivim (1) per a n, nkt,..., m,
Multiplicant les desigualtats obtenim :
M < M M
n Mm = T n-1 md1 ?
i, per recurrencia,
M =M M F M
M m o nm ¥ Tndm ?
peran<m i per tant, també simen . Sim=n , (1) i lanterior porten
2
a M M . Per tant, en tots els.eases,
n 2n
4 M M =M
(4) n m nem

Aixd t& una conseqliéncia interessant : si f, g€ EM(r) , amb la férmula

de Leibnitz obtenim, per a |x|¢r ,

n

[ Moale 2= ) [f0| [o" M)
k=0



n

@ 2 (:) ekMk e"’an_ké P g () p,

n n
(gde M 2 ,
'€ k=0 e~ "

P (f) p
= r,é r ’

que demostren que

P, 25(1’9) = pr’i () Pre (a) ,

i tant E,
i per tant que EM(r-), ™M

sén Algebres topoldgiques amb el producte

ordinari de funcions , .

Exemple.~ En el cas Mn= n!, tenim :

1/n
‘fm)(o)l

ni n

erEM(r) de manera que tot EN(P) consta de funcions enteres . Reci-

procament, si f és una funcid entera, les desigualtats de Cauchy donen

ni C
‘f(m(x)‘f-&——-ﬁ— y  Ix|er
R

( on CR= sup { ‘f(z)'; d(z,Kr)é R} ), que &s (3) amb E& =1/R .

Aixd també demostra

(f) sC

Pr, RrR-1 R °
Per altra banda, si |z|zs
(n)
|+ o
\f2)] = 2 "¢ aq .
n n! ’

Veiem, doncs, que en el cas M _ = ni, EM(r-) i, naturalment EM no és

altra cosa sind i'espai de les funcions enteres i la topglogia, la de la
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convergé&ncia uniforme sebré els compactes de @ ( aixd també es pot
-veur*e observént que les du-es sbén topoloéies d'espai de Fréchet més
fines que la topologia de la converg®ncia puntual }, Aixd jkustra s
alhora justifica, les definicions.

Es clar que la topologia de EM(r‘) és més fina que la
topologia de E(r), la de la converggncia uniforme de la funcid i de
les seves derivades, i que el mateix podem dir de EM' lLa seglient

proposicid compara aquestes topologies i és també un criteri de

converggncia. a EM(P).

{0.1.1.) Proposicid .- Una successib (fm ) dlelements
d . € .
e EM(r') ( resp EM) és convergent cap a una fE-EM(P) ( resp EM)
si i només si &s un conjunt acotat a EM(r*) ( resp. EM) i fm e i
a E(r) (resp. E) .

Demostracid . - Suposem que (fm) és acotat : VP,E

actr,e ) t.q.
pr‘,s(fm) £ C(r,e) vm,
és a dir,
"f(r:‘llp < C(r,e) " M wm, Wn
Si fm —f a E(r), fixant n i fent m — ®© , trobem
“f(ml(r £ Cre)e"M_ wn

que demostra que f€ EM(r'). Fixem € > 0 i volem veure que

p (f-f ) — 0 . Sigui 2y 0. Com que ( f~f ) &s un conjunt acotat ,
r,g m m

19



és sup p (f-fm)éco , és a dir,

r, £/2

“(f— fm>‘”’“Pso(r,e) (&/2)"M_ Mmn

e ¢- fm)(n)"P D(r,€)
- £ — w“m,n
€ Mn 2

En particular , hi ha ng t.q.

“( f- 1tm)(m"P

- PR wm, Vnzno
£ Mn

Com que f —) f a E(r), 3 m_ t.a. si mym

e« 0.

klA

- Py g k= 0,..... ’ no
< M

k

Aleshores, les dues relacions anteriors donen que per a m;.mo

pw(f-fm)gé ,

)

i aixd acaba la demostracib6. //

Emprant (0,1,1.), és facil de veure que EM(r'), 'Etv‘

sbn complets i, per tant, espais de Fréchet . Puix que si (fn) és

una successid de Cauchy a EM(-r‘), ho és a E(r) i fn—)f a E(r)

per a una f ¢E(r) ; com que (fn) és acotat a EM(r), segons (0.1,1,)
també fn——-) f a EM(r). De la mateixa forma es pot veure que
EM(I"), EM tenen la propietat de Montel, de manera que sdn espais

de Fréchet- Montel ( veure també [7] ).
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Veurem ara una 0Oltima propietat de EM(P), E que

M
servira després per a identificar la topologia del dual d'aquests

espais. | és que EM(P), E sbn espais de Schwartz ( de fet, sdn

M
fins i tot nuclears, perd aquesta propietat no la necessitem ); aixd
és a [8, pg. 27] i per*‘a veure~ho es fa servir un teorema de
Sebastifo e Silva ([21, pg. 282]) segons el qual un Iimit projectiu
d'espais normats &s Schwartz si és Haussdorf | les aplicacions

restriccié compactes. En el nostre cas, podem pensar que EM(P) és

el Iimit projectiu dels espais normats

Eylr €)= { ree(r) / P (<=} ,

i per tant &s suficient de veure que si £ < la inclusid
1

Eu{mE)e— E (r,q)

és compacta. La bola unitat B de EM( r,€) &s un acotat a E(r)

()

ja que

”f‘”’"rf £" vies,

i d'aquesta desigualtat veiem immediatament que també &s un tancat

de E(r). Com que E(r) és de Montel, tota successid (fm) de BE en

té una de parcial convergent, a E(r), cap a una feBE . Per no
complicar la notacid, suposem que &s ella mateixa. \Veurem ara que

fm——)f a EM( r,&), és a dir, que P. { - fm) — 0,i acabarem,

1

Tenim: P £( f- fm) £ 2, és a dir,
’



\lc+- fn;)‘”’“r £2€" M vmn

llce= ¢ ) . ¢ n
— e g

1T ™ 1

Sigui €5 0.com que £ /q<1,hi haurd n t. q.
1 °

M( " fm)(n)“P
1M,

Sigui ara mo t.g. “¥mim

«<§  um, wnyn

(o]

oo el

K
1T M

Il es dues anteriors donen que

p. (F-f) 8§

per a m ;mo

Resumint ['apartat :

(0.1.2) Proposicib. - EM(r) i EM son algebres de
Fréchet, Com a espais vectorials topoldgics sbn espais de Fréchet-

Schwartz (i en particular, de Fréchet-Montel ). //

0.2. | 'equival®dncia de classes.

\Volem veure com han d'estar relacionades dues successions

M=(Mn) i N={( Nn) per a que EM(r)cEN(r), EMC.EN . Es immediat

que si hi ha constants A,B>0 t.q.
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(5) M < AB N v n

aleshores EM(r‘)cEN(r‘), EMC EN . Veurem que (5) &s també necessiria.

Abans d'aixd cal una observacid. La hipdtesi (1) implica

1/ n

que la successid Mn és creixent { [43) ). En efecte: aixd

significa veure que la desiguaitat

n+ 1 n
-
Mn MnJ- )

és valida M n, cosa que demostrem per induccibé ;per a n=) és la
mateixa (1) i suposat per a n-1, &s per a n»2

+ - - - -
m" 1=MnIM2‘MnIM M ‘MnlM Mnl/n

n Nkt N1 "n N1 n ’

&1
i elevant ambdbs membres a n trobem M: £Mnr;.l .
1/n

En el cas que Mn estigui acotada, és clar que EM(r), EM
coincideixen amb les classes corresponents a Mn=l W n { que esth
inclosa a totes puix MlnsMn ). Aquesta de moment la deixem de

banda ( la retrobarem al Capitol 2 )i aixf doncs, a partir d'ara

/

1
suposarem que Mn I']—-)eu ( veure [45]). Amb aquesta hipdtesi, per a

cada z €Q la funcid
ez(t)= exp (itz) , teR ,
. nyf_ n
pertany a EM , ja que “( ez) ‘L— |zl exp r Ilm ZI

Introdulm aqui i'anomenada funcid d'Ostrowski ( [30 ,pg. 17])

que serd molit Util en tot aquest treball i que estd definida per a t>0
per
n
t
(6) XM(I)= sup , >0,
n30 Mn
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) .
( el fet Mﬂ/n —3 0 garanteix la finitud de )\M(t) Wt ). La hipdtesi

(1) resulta ser equivalent { [8 , pg. 5]) a

(7) M = sup
50 Aut)

| (i sota aquesta forma &s com intervindrd ), Mitjangant (6) i (7), (5)

és equivalent a

J (8) AW £A Ay, t>0

Suposem ara que EM(r‘) CEN(P) ; com que la topologia
en aquests espais &s més fina que la de la converg®ncia puntual’

la inclusio

1 Eylr) = E ()

h
té grafica tancada, i per tant &s continua. Aleshores, dohada la

] ~1
| norma p de EN(I"), existeixen A0 i B » 0 t.q.

o 1

pp,l(f) € Ap g (Fy , f eEM(r)

Si escrivim aixd pera 1‘=e_t , com_ que

li

i (n n

F p l( e )= sup M: sup t = )N(t) ,

| ™ t n Nn n Nn

i,

1[ ({2}} n

iii P -1 {e )= sup Mr‘ = gup ‘e = ) ( Bt)

h r, B ! n s™" Mn n Mn M ’

24
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trobem (8) . El mateix raonament serveix si EMC EN' Alxi hem

demostrat ( altres demostracions es troben a [30] R [8] ) :

(0.2.1.) Teorema. ~ EM(P)CEN(I“) i EMCEN si i només si

les relacions (5), (8) sdn certes. Per tant, EM(r-)= EN(I“) o E =E

M N
si i només si hi ha .constants a,b>0 t.q.
1
M n
. n
(9) a&Ll————I|]<«b , Mn . //
N
n
Una notacid.- Per no haver de posar nom a totes les

constants, una relacid com la (5) l'escriurem, d'acord amb el costum

general com

M:‘/ /n

n ]
=O(Nn ),

i direm que M_i N sbn_equivalents quan tamb& valgui la contraria

, &s a dir, quan (9). Quan dues funcions f,g d'un parametre real o
complex compleixin una relaci® com la (8) ho escriurem sovint sota

la forma

f(t)= O( g(Ot)).

Direm que f &s del mateix _ordre que g quan junt amb lanterior val

també la contraria, &s a dir, g(t)= O(f(Ot)).
. n ., . .
Per exemple, n! i n sdn equivalents, per la formula
de Stirling. Donades dues successions equivalents, qualsevol dlelles

serveix per a tractar la classe corresponent,
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0.3. Els duals i la transformacibd de Fourier

Els elements de EN; stanomenen ultradistribucions, que
| . han estat estudiades per diferents autors en relacid amb les equacions
de convolucid ([4], [39], [40] ). Molts problemes ens interessara

.

plantejar-los per dualitat, i per tant necessitem con&ixer bé EM

La millor manera de fer-ho &s, mitjangant una transformacid de
Fourier, pensar~ho com un espai de funcions enteres. Tot el que
| segueix &s substancialment a (37], [45] .

Per a z&C i TeEA’A(r) es defineix ( igual que per a E’(r))

T)=T(e)

on e, és la funcid ez(x)= exp (ixz), que és a EM(P) ( sempre amb

1/

n . . . g
la hipdtesi Mn ——00 ), de manera que té sentit la definicid de

~ A

T. T es diu la transformada de Fourier de T . Veurem ara que la

convergtncia de la sdrie

IR (ixz
=

n!

)l’\

e ———— i —

cap a ez(x) ho és per la topologia de EM(I"). Aixd voldra dir que

= ()"

T(2)=".

n20 n!

T(xax')

~

i, per tant, que T &s una funcié entera ( també& podriem veure que

i

quan w2z, (w=2)"" ( e ez) tendeix a la funcid X ) ixez(x)

~

per la topologia de EM(P), per concloure que T é&s entera i que
TYz)= T ( X b— ixez(x)) ). FPosem, fix z,
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. . (ixz)n
ak(X)= z . \

nsk n!

VVolem veure que a —- 0 a EM(P). Com que ak-—-) 0 a E{r), segons

(0.1.1,) és suficient de veure que (ak) €s un conjunt acotat de EM(r).

I (iz)" Sy (><zi)n-rn
g D — ™ 2

a
k R
nyk,m (n—-m)! nyk, m (n-m)!

“aLm)“P < 2™ exp (rl2] ),

o™ l2f
pr*,g( ak)= s:p —mm < exp (r]z]) XM( —8_

~
- - . L -
Aixd Ultim demostra que (ak) &s acotat. Es clar que T no &s una funcid
entera qualsevol, sind que el seu creixement &s controlat, Perqud

com que TeE’ (r), és

M
\T(f)l = A pr,e(f) , wieE (r),
per 2 uns certs A,£>0.Pera f=e_, ﬂe(zmllP = |z exp r |im 2| i
Prele)s A(lzI/e) exp rfimz| i trobem
(10) | Tl sa A 'z' ) exp rlim 2| , zea.

Sigui HM(r) Itespai de les funcions enteres F que satisfan
una acotacid com (10), per a uns certs A£>0. L'espai HM(PyS) de
les que satisfan (10) amb & fix, &s a dir, les F t.q.

|z
£

) exp r|lm Z|) ,

lF| =0 A

]

27



és un espai de Banhach amb norma

[F(z)

“FH = sup
Mt e AM(‘Z‘ /&) exp r|im z|

HM(P) és la unid d'aquests espais de Banach i hi podem considerar

per tant la topologia inductiva,
~
Aixi hem vist que si TeE,\’A(r-), aleshores TeHM(r). La
resta d'aquest apartat estd dedicadaademostrar el reciproc. Més
concretament, a demostrar el segllent teorema tipus Paley-Wiener:

x
~

(0.3.1.) Teorema.- La transformada de Fourier T T

&s un isomorfisme topoldgic entre el dual fort de EM(r') i ltespai
H (r).
)

Si HM designa la unid dels HM(r) amb la topologia

inductiva, &s a dir, l'espai de les funcions enteres F -t.q.
‘F(z)‘: o ( )\M( 0olz|) exp Ollm z! ),
tindrem de la mateixa forma:

(0,3.2,) Teorema. - La transformada de Fourier ' T—T

&s un isomorfisme topoldgic entre el dual fort de EM i Itespai H

Fixem-nos que a la definicid dtaquests espais podem

i sustituir XM per una funci6 de! mateix ordre. Una dlaquestes seria

la funcid n
<t
)= 2 ,
ny0 M
n

e el
A

PR

M



ue es |a ue sortiria al Utllltzal IeS normes q er Hoc de les
£ i
’ !

. Per exemple uan M =n! és t)=exp t i tots els H (r
Pre ple , q n /{M() P M()
i HM mateix resulten ser |'espai de les funcions enteres de tipus
exponencial, d'acord amb el teorema de Bore! sobre funcionals

anaiftics ( (33)).

Una vegada demostrat que T p—— T é&s una bijeccid, el

fet de la igualtat de les topologies, la forta i la inductiva, es pot
deduir de la manera segUent:EM(r*), EM sbn espais de tipus FS i, segons
{33] , la topologia forta dels seus duals &s una topoclogia LF.

Aleshores el que cal veure &s que dues topologies LLF coincideixen.,
Perd aixd és conseqlidncia diun fet general facilment deduTble dfun
teorema general de grafica tancada ( (15 , pg. 148]) segons el qual ‘
dues topologies LLF sobre un espai de funcions més fines que la
topologia de la convergdncia puntual coincideixen ( &és a dir, les

L.F-topologies sdn tan rigides com les F-topologies ). En el nostre

cas , aixd Ultim &s immediat,

-

Aixf doncs, &s suficient de veure que T—= T &s una
bijeccid tant a (0.3.1.) com a (0.3.2.). Perd de la injectivitat a
(0.3.1,) deduim que els e, sdén densos a EM(r) i en particular EM

és dens a EM(r‘). Aleshores el dual de EM és la unid dels duals dels

' * - - - . . R p
EM(r‘) ( segons Kbdthe, el Iimit projectiu | EM(r) és redult ) er

tant, &s suficient de veure T— T &s una bijeccid a (0.3.1.) i per
aixd que T=0 implica T=0 i que si FeHM(r-) hi ha TeE{(r)

~

t.g. T=F. Segueixen ara una strie de fets generals sobre funcionals
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lineals continus a Eh‘A(r'), per a arribar a contixer l'expressid general
dt TeE’ (r).
una € M( )
)
Per a feE(r) i meN, posem “f“r‘ = sup “fJ “r . Sigui

’ Ofjrm
A l'espai de les successions f = ( fn), amb fneE(r‘) i t.q.

e fi
Q (F)= Z ._nLr:L_T & 0 ,

rymye Mo £ M

WmeN,WEr0, A és un espai de Fréchet i

f——— F= (™)

identifica EM(r) amb un subespai tancat de A com ho demostren les

relacions

Z “f(m" >_ "f(mllp“-“(f’)m)[L*- . .L‘kf‘m') m\"r

r,m E(F)= n Dl = n
s M, . n%0 £ Mn mn,0 £ Mn
=q (D tq () +...... ta (F™) ( per am»0) ,
ryE r,e (a3 :

juntament amb la continJltat de la derivacid a EM(P)

Suposem que T és un funciona!l tineal continu sobre A,

\T(F)\g AaQ rn’e(?) , WfeA

?
Si in: E(r) — A &és el que posa E(r) en el lloc n i 0 en els altres

T = To in sbn elements de E’(r) t.q.

n
Well
(1) ‘Tn(f)léA —-—n-——’ wie E(r), n=0,1,2,...... ,
. M
n
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(12) T(f)= Z Tn(fn)

n30
Reciprocament, si els Tn compleixen (11), (12) defineix un funcional

lineal continu sobre A . Aleshores tindrem:

" L'expressid general dtun funcional lineal i continu

sobre EM(r‘) és

n
= 2 T h , TE€E (r) ,
n M
n% 0
on TneE’(r) estan lligades per la condicidé (11), &s a dir, que la

. n o . . .
successid ( g Mn Tn ) sigui equicontinua per a un £>0, o equivalentment,

acotada a E’(r) per a un g3 0.1

Ara aplicarem la transformacid de Fourier a aquest
~
enunciat, per saber quina és I'expressid general d'una T amb TeEr:A(r').
Primer de tot, cal observar que E‘(r} stidentifica amb Itespai de
distribucions amb suport dins Kr' En efecte, si T &s una distribucid

tny
amb suport dins Kr’ és conegut que T(f)=0 si f'n(0)=0 W, Wx eKP; aixd

vol dir que T stanulla al nucli de I'aplicacid restriccid

Em———onu— E(r)

—_—
f fic

r

i que, per tant, factoritza a la imatge; ara bé&, aquesta és E(r), de
manera que podem entendre que T € E*(r). En Ilaltre senjtit és evident,
Aixi, el teorema classic de Paley-Wiener‘ caracteritza les transformades
de Fourier dels elements de E’(r) :
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" La transformacid de Fourier &s un isomorfisme topoldgic

de E’(r) amb I'espai de les funcions enteres F que satisfan
(13) lF(z)\ = A H-\zl)m exp r\lm zl ,
per a uns certs A,m( aquest Gltim amb la topologia LF evident), !

{ La rad per la que en lloc de A no es considera !'espai de successions
(fn) amb fn funcions continues tals que
f
s Il
- n W 4 @O
3 n
&s perqud no hi ha un anileg d'aquest teorema per a mesures ).
En aquest Ultim espai un acotat &s aquell pel que serveixen
Ja mateixa A i m de (13) per a tots els elements perqud éssent un
LF complet, un acotat &s un que ho &s en un dels termes ( [15],pg. 148).
. [{a)] NG . .
Per Gltim, e, (iz) e, . Amb tot aixd, apliquem la

transformaci® de Fourier a Penunciat anterior i obtenim:
~
" |_texpressid general dluna T(z) amb TeEr:A(r') és

(14) T2 F @ (2"

ny0
on T = Fn sbn funcions enteres t.q. existeix £g>0 de manera que

£ M Fn satisfh (13) amb A i m independents de n. Breument, Fn

sén funcions enteres t.q.

(1+ |z|)rn exp rllm zl , MzeT,

(15) |r=n(z)|e = v

per a uns certs A,g,m. "
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Demostrem ara que T }——) T &s injectiva . Suposem,
doncs, que T (z) = O i demostrarem que T (f) = 0 erEM (r)
Si les Fn sdn les de (14), considerem la funcid de dues variables

complexes

Gz, w) = Z F(z) (i w)"

'n>20

Com que Fn satisfa (I5),

I’G(z, w)'_é_-A(H- |z|)m/uM( twi ) exp r ‘lmzl s

2
i com que/uM i )\M sbn del mateix ordre, podem sustituiryAM per‘) M
(16) | 6tz, w)| £ A 11|z} )" 'AM( M) exp r [Im 2] .

-

La hipdtesi TA (z) = 0. significa G(z ,z) = 0. Per tant,

G{z, w)=1i (z-w)H (z, w) amb H entera. H també& satisfd una
acotacido com (16) perque per a iZ—WI 2> 1 @&s evident i per a Iz-,-w'él
és conseqlitncia del principi del mddul maxim .

Desenvolupem H (z , w) en s&rie de poteéncies de {i w) :

Hz, w) = > G, (z) (i w)"

n0

Per les desigualtats de Cauchy, per a cada R>0,

sup lH’(z,w)’ k (_Fi)
‘G (Z)Ié WER < A (14 2] )™ exp r||m z| ——M—-—i—,
n Rn R"
A (R
lGn (Z)| €A (1 |z)" exp r [1m 2| inf M € =

R>0 =4
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A m M ¢
= — (1t lz| ) exp r“[m z( inf = =
£ R>0 (=)
3
A m n 1
= — (H-\z‘) exp r‘||m zI (sup —_t ) ,
t
en t)0 XM()
i per (7),
\Gn(z)| < (14]z] )" exp r‘lm z| , Wvn, Mz
n
£ M
Per tant, també Gn= Sn amb Sne E!' {r) que satisfan (11) . Ara,
Gz, w) =i(z-w) Hz, w) = i(z-w) 2 . G (2)(iw) =
n30

= iz Go(z)+r% (iz 6 (2) -G, () (iw",

demostren que Fo (z)= iz GO (z), Fn (z) =iz Gn(z)._csn_1 (z) per an)t.

Com que G_ =Sn » 12 G (z) &s la transformada de fy—)S (),

de manera que

T ) =S (M-S _ (B, T (H =S

Ara,

T = Z T (M) = s (14 Z s, (™ s &M =o,

nyo nl

\JfEEM (r).

34



~

Demostrem ‘ara éue Tr+—3 T és exhaustiva . El que
cal veure és que tota FeHM (r) es pot escriure com (14) amb les
Fn de manera que compleixin {15). Per a fer aixd, &s suficient de
demostrar que existeix G(z, w) tal que compleix- (16) i de manera
que G (z, z) = F (2) perq_ué, aleshores, desenvolupant G (z,w) en
poténcies de (i w), dona el que volem, tal com acabem de fer fa
un moment, Emprarem el segllent lema que &s una modificacid del

teorema 4. 4.3.de [18]( {37] ).

Lema. - Siguin S i S' C-subespais complementaris de
n
(o i?una funcid plurisubharmbdnica t. q.

]‘f(vl~L 1 )—‘f(?)lfc si 1é¢n, ' es i Iv)'l =1,
per a una certa constant C. Aleshores, si u és una funcid analfitica

a S t. q.

|u(2 exp @ dT L0
S

on de designa la mesura de Lebesque a S, hi ha una funcid

P n . .
analitica W a € t.q. U=ua S i

{u| 2 e_?(H- (r" 2)‘3k dm ('l)"' oy \u\Z e_‘{dQ‘ ,

G:z S

on dm és la mesura de Lebesque a 4 , k la dimensibd de S!' i Ct!
només depen de C //
Suposem, doncs, que FEHM(P), és a dir, que F satisfa

(l0) . Utilitzarem el lema amb
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S= {(z,z),zeﬂ:} , S'=((z',0),z'e¢}
ulz, z) = F(z),

‘? (z,w) =2r ‘lm z\J-Z log )M(lell) +2 log (1wl )2_

. er . er . s .
Es clar que el 1 i 3 termes de la dreta sdon funcions pluri-

subharmdniques emprant éls criteris 1.6., 2.6 de [18]. Tambe,
" log ) (lv-v—l)=sup (hlog {w|-n tog€E - logM )
M" ¢ n
n
&s subharmbdnica per 1.6.2. de [18]. Per tant, ‘f és plurisubharmbdnica.

Per a |z'|41

\‘f(z&z',w) - ‘?(z,w)\ = 2r llm zJ-z'\ - |Im z|\ £ 2r.

Finalment, de (10)

?

\u(z,zi\z e  =0({ N-lz\)m4 ).

Aix! es compleixen totes les hipbtesfs del lema i hi ha per tant

G(z,w) entera tal que G(z,z}=F(z) i

otz w2 &7 (1o twl 7 am e

¢2

Cal convertir ara aquesta estimacid en una de! tipus {16) . Tenim
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\ G (zo, wo)

—]- JG(z,w) e_‘{/2 eq’/2 ( H-lzlzl- \wlz;—s/z
T

2 24,3/2
“(z,w)-(zo,v,,o)”‘_l (12l E w]®) g

< 2 JlG(z;w)| 2 e—v (14{2] 2, .lW|2 )_3 dm
I

sup{ e izt 2wl 2y 3, “(z,w)-(zo,wo)” < 1}

2
(on T és el volum de la bola unitat de C° ), Ara,

‘G(zo,wo) 2fconst. sup. (1 |2| + lWF ) XMZ (lwl

\z-zo\d, |w-wo]1.1

(14wl )4 exp 2r|Im zl

|w |+ 1
"~ £ const (1+|2z | L}w |2 3 XMZ (—o———) (2 4w | )4 exp ZP\lm z \,
o] 8 o] (o]

i redefinint ¢ ,0, trobem que,

‘G(z,w)‘ ((H-[z]) (”—lW‘PX\A(lW‘) exp r|im zl)

n w
Si ara veiem que (N-|w| ) es pot Yabsorbir" a }M (I——), en el

sentit que

ariw )" N, ('W‘ = o(\, (o) ,
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aleshores ja haurem acabat, Per aixd é&s suficient de veure que

(1) absorbeix 1+t, &s a dir, que absorbeix t. Perd de (2)
M ’ ’ ’

nk 1 ne 1 1
t ’X (t)= sup < ——A sup I S Hn < -—A } { Ht).
M - H - H M

n Mn n MnL 1

Amb aixd acaba la demostracibd dels teoremes (0.3.1.) i (O, 3.2.). //

Una conseqlidncia dels teoremes (0.3.1,),{(0.3.2.) &s que

EM(r), EM sbn espais analiticament uniformes ( AU-spaces ), segons

ia terminologia d'Ehrenpreis ( [4] (11} i[45] }. En el nostre cas
aixd vol dir que existeix una famflia K de funcions continues i
positives a € t.q. \F(z)‘ / k{z) — 0 quan |z|—® , VF&HM(P)

(resp, VW FeH )i WkeK i la topologia de HM(P) (resp. H_ )

M M
coincideix amb la definida per les normes
|F el
bl = sop ——
zeC k(z)

( {45]). En el cas que ens ocupa la famflia £ és, per a HM(r)Ia de

totes les funcions contfnues positives k{z) que dominen

)\M(lzl /&) exp r‘llm z| Wer 0, &s a dir, les k tals que

(17) k (!—z—‘—)exp rllmz|=o(k(z)) ,
Mg

WEgy 0, i per a HMIa famflia de les k que dominen lM( l—EZ—‘—) exp r“lm z‘
M 0, Wr> 0, és a dir, les k tals que (17) &s valid ¥&»>0, Mr>0
( (45)(46]).

D'aqﬁest fet es pot deduir una representacid dels elements
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de EM(r), E, comaintegrals de Fourier en el sentit funcional. Si

M

feEM , T &s un funcional lineal continu sobre HM , | existeixen una

constant C> 0 i una k que domina totes les AM(Izl/g) exp rllm zlt,q.
lcm) 2 c lell,

A FEHM. Podem estendre, per Hahn-Banach, aquest funcional a
Itespai Lk de les funcions F contfnues a € t.q. |F(z)[/ k(z) —> 0

quan |z|—e@o . Com que tot funcional sobre Lk és de la forma

‘ F(z)
F r— =G d/q(Z) ,
C

per a unha certa mesura acotada/l a €, arribem a la representacid

F(z)
(18) (f, F)= du(z)
k(z) /“

a

Aixi, tota feEM determina una k i una AL de manera que (18) vat

VFeH, . Si F=T, & a dir, F(z)= T(e ), (18) &s

M
T(ez)
T(F) = —_— dul2) ,
k(z) /k
[ex
M T, i aixd significa que
€2
f = d (Z) E]
k(z) /4
a

en el sentit funcional, Quan T = S , trobem la representacid de f
X
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(19) f(x) = -e"—”(%ﬂ dp(2)

Aquesta és la forma general d'una feE

™ ja que de (19),

f(n) x) = (iz)n exp (ixz)

du(z)
k (2) /L

C

[z]

(el fet que k domini tota >\M (_E—) exp r llm in per tant tot
P(‘z\) exp r ‘Im zl amb P polinomi, garanteix la converggncia de
les integrals i permet de derivar sota el signe integral) . Donats

r,£>0 és

lM(‘FA) exp r \Imz‘ £ C k{(z) ,

i per a lxl{:r‘,

. ‘zln exp r‘|lm z| fz|"
\ft (x)‘a_f"/ull sup £ C “/A” SUp —— 37— =
z (2) z (—-;-'—)

Ll 6" Clzi/e)" L

= C W € sup = C E M ’
/) z ’X |Z‘ /u n

Mg
on hem tornat a fer servir (7) . Ara, tenim

NN, ecerem,

i feEM . Tot el mateix seria valid per a una feEM (r), només que

z
en aguast cas k dominaria .)\M( 1zl ) exp r ‘Im z\, ME>» O
£




Una representacidé semblant a la (19) es pot deduir sense
utilitzar que els espais son A, U, Raonant de la mateixa forma, una
feEM és un funcional lineal continu sobre HM . Com que aquest

és el limit inductiu dels HM (r,€)

' f
HNI(P,E) -_— c ’

és continu M r, ¥g. De la mateixa forma arribem a veure que

¥ r,¥E existeix una mesura/‘(r\ acotada a C t,q., per a |x[{«r,
'€

exp (ixz)
. s - d
(|9 bis) I(X) (ZI /‘P’E (Z) ’
. 1 { )expr l Im zl
Mg
cC
De la mateixa forma farfem per a EM {r) . Les represen
tacions (19) sén forga Gtils i les farem servir alguna vegada .

Unaaltra conseqléncia de (0. 3.2) és que els polinomis sbn

densos a EM (r), E perque els e, ho sbén i hem vist que el

M 3
.desenvolupament de Taylor de e, és convergent per la topologia de

EM (r), EM (una demostracid directa d'aquest fet es troba a (371 ).

O.4. - E| teorema de Denjoy-Carleman

Ja hem vist abans que quan Mn = n!, EM és I'espai H

n . .
de les funcions enteres. Per tant, fe€E f( )(0) = 0 W¥n implica

M
f = 0. L'any 1912, Hadamard proposd el problema de trobar condi-
cions necessaries i suficients sobre la successi6 M a fi que

f(m(O) = 0 impligqui f= 0 . Una classe de funcions diferenciables
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que compleix aixd es diu quasi-analitica. Diferents autors tractaren

el problema (Denjoy, Carleman, Ostrowski, Bang, Mandeljbrojt ),
si bé el resultat final es coneix com el teorema de Denjoy-Carleman.

Aquest teotema caracteritza quan la classe
= {n) n
c{Mn} -{feE/_-'oc,no t.a. I llmécg Mn}

{que estd formada per funcions amb totes les derivades acotades a
R) és quasi-analitica perd, amb petites modificacions técniques, la

mateixa demostracid val per a EM'

Observem també& que per a EM , la no quasi-analiticitat
equival a iexistdncia d'una funcid a EM amb suport compacte, no
idénticament nul.la : si fm)(o) =0Wnif(q)# 0ambad>0, sigui
g la funcié que és 0 per at<0 i igual af perat 0. Es clar
que g € EM ; la funcid

hit) = g(t+a) g (=1t),
estd a EM , ja que EM &s una algebra, h{t)= 0 si t¢ —d 0 ac¢t
és a dir, spt. hc[—d,d] i hl(o) = gz(c() = f2 () > O

Enunciem ara el teorema de Denjoy-Carleman ( {2], [30], [39])

(O.4.1,) Teorema de Denjoy-Carleman. - l.a clasgse EM

és quasi-analitica si i només si es compleix una de les condicions

seglients, que sdon equivalents :

M —
n 1
(a) .;._— = o0 (b) 2_ 1 = o0
2, —
n%0 M. ., nz0 M T
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w .
log }M

(c) dt = o0

l«l-tz

Iog /AM

(d) dt = o . //

2
t

0
A partir del teorema de Denjoy-Carleman, les classes

EM queden repartides en tres grups:

I) El grup analitic, &s a dir, les EM t. q. EM c H, o

equivalentment, segons (0.2.1,),

sup

1) El grup quasi-analftic (‘escrivim q.a.) no analitic, és

a dir, les EM amb Mn tals ‘que compleixen a) i

sup

1) E! grup no quasi-analitic (escrit n.q.a.), és a dir,

les EM amb Mn tals que compleixen

0 una de les equivalents .
Com exemples més caracteristics de cada un dels tres
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grups tenim : [ totes compleixen les hipdtesis (1) i (2) )~
« - 1
) M =(n!) amb q<| puix (a) ddbna 2 —
n «

n
1) Mn':(n log n) perque

-~ - = ] . -
no esta acotat i (b) dona 2 —————— que és divergent .

n logn

o 1
i) M_= (n!) amb «>| puix (a) dona > Aquestes
n %
n
es diuen les classes de Gevrey.
Quan EM sigui no quasi-analitica, la notacid DM

o

indicard el subespai de EM format per les funcions amb suport com-

pacte, La topologia que EM indueix a DM &s definida per les normes

el
p (§) = sup ——-E—;R—,£>0,\{>eDM
¢ £ M,

Donarem ara una demostracid del teorema de Denjoy-Car-
leman en el context del teorema {O.3.2.), que també& necessitarem en

el capitol 2 :

Que EM sigui quasi-analitica, &s a dir,

feE,, f%0) = 0o wn 3 f =0,

. n .. .
equival a que S( ) sigui un conjunt total a EM', perqud el dual de
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E! és E al ser reflexiu ( tot FS &s reflexiu ). Com que

M M’

(5 ) "(2)=6" (x —exp (ix2)) = (<i2)"

el teorema (0.3.2.) ens diu que EM és quasi-analitica si i només

. ._\N . . . . .
si els (iz) formen un conjunt total a H és a dir, si i nhomés si

M 2

els polinomis sbn densos a HM .

Suposem que E . és g.a. , és a dir, que elis polinomis

M

sdbn densos a HM. En particular,
lim F’i(z) = exp (-iz)

a HM per a uns certs polinoinis Pi . Fixem una k(z) que domini tota

[z .
>\M(£—‘) exp r |Im z|; pasant a una part cofinal, podem suposar que

“pi“ ké_C 4

( només per a aquesta k ), és a dir,

[P(2)f =C K(2)

Mi izeQ. Considerem ara la formula
+c0
1 y log |Pi(t)|
log |P (2)] £ — —5— 9t , z=xtiy, y>0
T (x=t) "+ y
-0

( que &s vialida per a tota funcid entera de tipus exponencial zero,

veure (5], {29] o bé el darrer Capitol 6 ).
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Junt amb Itanterior, arribem a

1
log IPi(z)l & e

4c0
1 y log
=logC ¢ — 3
v (x-t)
-00

( suposem que k(t)2 !

; la integral anterior é&s en

4¢0
y log C tlog k(t)
dt =
2
(x-0)% & y
o
k(t)
3 dt , Z=x+iy , y>0,
+y

pot prendre valor #e ). Pasant ara al Iimit, trobem

+69
1 y log k(t)
log Iexp(-iz)lé C4 — 3 ‘2 dt , z=xtiy , y»0
L1l (x=-t)" + vy
~00
és a dir,
a0
1 y logk(t)
yEC 5 s—dt , Wx, My>0.
R (x-t)" ¢+ vy
-0
Especificant a x=0 i dividint per y
40
C 1 log k(t)
1€ — & — —_— dt =
y v (x—t)zl.y2
o0 -
C 2 log k(t)
= — b — dt , Wy>0,
y v tz ¢ yz
o0 0
log xM(t)
Si fos 5 dt o0 , podriem construir una funcid
1 &t L]
.0 12 log k(t)
k(z) que domina k (—) expr [Im z|V£,ri t. q.
M ¢ 2
(x-t) +y
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ihom- arriba 'a contradiccid fent y —y oo

Pel reciproc &s suficient de demostrar que exp (-iz) és
aproximable per polinomis a HM . En efecte: fixem t e R, i

considerem

Oon Ft (z) = F (tz). Com que, perat#0,

' | F, (2)|
E = su =
t ftir, £/it) Zp XM(“ :' ) exp \tr‘ Im Z'
(t 2)
= sup lF tZ‘ =“F" !
2 )\M(“ :’ ) exp'tr Im z‘ » ro€

Yt és contfnua. Aleshores, si Pn (z) ——> exp (-iz) , també

F’n (t z) — exp (-itz), &s a dir, exp (itz) és aproximable per
polinomis W t. Com que les funcions exp (itz), te R, sbn denses
a HM (exp (itz) = (St) (z) i evidentment les gt sbn denses a EM' )s

conclufmque els polinomis sén densos a HM .

Aixi cal veure que exp (-iz) &s limit de polinomis a HM.
La prova que es dbna ara é&s una el. laboracid de la demostracid
de Bang ( [2] ). EIl desenvolupament de Taylor

— (_iz)n
exp (-iz) = >

n30 n!
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no pot ser convergent a HM ; si ho fos , pel raonament anterior ,
també& ho seria

—_ (itz)n
exp (itz) = .

n30
teR. Llavors , a la representacid (19) podrfem commutar per
obtenir
—_ t (iz)n

f(t) = 2 —_— d/u(z) , feE temR

n! k(z) '
C

Perd de la mateixa formula (19) hom veu que

(iz)" )
(0) .

{n
du(z) =f
k(z) /“
C

Aleshores , tindrfem que

per a qualsevclfeEM , teR ,&s a dir , que qualsevol feEM és entera,
cosa evidentment absurda ( hi han classes quasi-analitiques que
contenen estrictament H , com la corresponent a Mn ={(nlogn )n ).
Aixd justifica que cal mirar altres tipus de desenvolupament
de exp (~iz) . Aquests els proporciona la seglient generalitzacid de
la férmula de Taylor , deguda a Bang ( [2], [30] )l:
Lema.- " Si f és una. funcid de classe C" a un interval | s

, X €1, aleshores
n
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n-1 i () n ' .
) =2 0 e [ o L
j=0 '
X X X
j~1 1
(20) J J
n xj t
LS ) odla w
j=o ‘
-1 it N2 TG
a a
(/ / ........ designa el valor 1 pera j=0, dr pera j=t
Xj xj—l X] x]
a Ui Lo [ Ty ,
ity d dy . ...
' t) e G, T,
><J xj 1 x2 xl R

en el cas general ). //
Fixem z i apliquem el lema per a f(x)= exp (ixz), xo=—l,

x =0, Tindrem
n

N1 0
e N . .
(21) exp (niz)= =2 (=) G2y || .l ax! +
j=0 X X X
i j=1 1
n xj t
P 2 -1y Gz exptita) | | ...l o™ at=
j=0
Xj-1 X1 X2 Xy

= Pn(z) + Gn(z)
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Tot rau en triar els X, de manera que Gn —3 .0 a HM
- . < -1
quan n —3) e@ . Definim M= Mo, / M n21 i «n=(k=1 /Ak )

La hipdtesi &s , segons (a) de (0.4.1.), que °(n - 0. La bona

eleccid dels x, és :
J

.= -1, x‘=-l I dn/A‘ , x2=—1 J-O(n (/Ml Wz Yo i

n
. -2 P ”‘i"“‘%%/“l =0

Amb aquesta eleccid dels xj estd demostrat a [30 pgs lll—llZ]el seglient

(0.4.2,) Lema .-~

n xj n
2 M. dx’ = const. Z.Q(J e . //
. J . n
i=0 X 7 7 x I x i=0
j-1 je1 j-2 1
Amb Pn i Gn definits per (21) i I'anterior eleccid dels xj,

demostrarem que G_—3) 0 a HM(1,I) i haurem acabat la demostracib

del teorema. Perd,

X, . t
IGn(Z)‘ AN ! |z|J exp|im z| o
= ) - dXJ— dt
Azl exp | imz| =0 [ Ajtzhes\mz] [ [
-1 j=1 1
t
. j1
{eltros | | ....... dx’ és positiu per a ><j V¢ tex ).
- -
o1 T %2 *

Ara,
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] |Gn(.2)‘
“ Cn “ Lo 5P Azl explim 2| -

M dx

iV

n

pum—

= const, Z 0(:‘ e’

j=0

( on hem utilitzat el lema (0.4.2.) i (7) ). Com que O(n —30, és

c(ne<l per .a n gran i

0 X e
”G “ < const, Z_O(J e = 0 ,
nil 1,1 n
0 l—o(ne

per an gran.Fent n —3 00, veiem que ”Gn“I ;, — 0ija hem acabat. //
H

Bang ( {2] ) aplica el desenvolupament (20) directament a
les funcions f eEM. Hem demostrat el teorema d'aquesta forma perque
aquest mateix mdtode servird en un capitol posterior per a obtenir
d'una manera més cdmoda propietats de converg®ncia del desenvolupament
de Taylor de les feEM ( és més senzill d'avaluar sup que suprems

z
de funcions i de Ilurs derivades ),
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CAPITOL 1

LES CLASSES E,, E _(r) COM A ALGEBRES TOPOLOGIQUES

En aquest capftol tractem qlestions generals entorn de
Itestructura d'algebra de Fréchet de EM(r), EM . En el primer
apartat calculerﬁ els espectres d'aquestes algebres, En el segon
estudiem la qllesti® de quan sén Iocalment'multiplicativament con-
vexes, qllestid que é&s important en estudiar qualsevol 3lgebra de
Fréchet. Finalment, el tercer apartat és dedicat a I'estudi de la
inversibilitat, és a dir, de quan hom pot assegurar que f-'e EM
si feEM i f no stanulda mai. Més endavant estudiarem més a fons

cadascun dels tres grups separadament ( el grup analftic, el grup

quasi-analitic no analftic i el grup no quasi-analitic).

1.1, - L'espectre de EM(P), EM .

Acf utilitzarem els teoremes (0.3.1.) i (c.3.2.) per

calcular llespectre de caricters de EM(r-), E ( entenent com a

M

caracter un funcional lineal continu multiplicatiu), Si volem fer

servir els teoremes (0.3,1.) i (0.3, 2.) cal, primer de tot, expressar

A

que T &s un caricter en termes de T, Com que les funcions ez ,

zed, formen un conjunt total, T &s un caricter si i només si

T(z+2') = T(z) + T(2') . Ara bé, una funcid entera F que satisfa
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F (z+2") = F(z) F(2') per a qualssevols 2z,2' € C és de la forma
F(z) = exp izw per a un cert we C .

D'aquesta forma, si volem caicular, per exemple, Spec EM’

hem de buscar weC t.q. la funcid ew(z) = exp (izw) pertany a HM’
és a dir,
(1) |exp (izw)l = O (XM(O(2|) exp O Ilm 'zl ).
Siw = a-bi i especifiquem (1) a z real, tenim
exp (bt) = O(XM(OM ), teR,
(
que &s’'el mateix que
(2) exp (t|b] ) =0 ()\M(Ot) ), t> 0

També, (2) implica (1) : si exp (tlbl)éA >\M (—;—), t>0, per a un€>0,

<~

exp (iwz)| = exp(-a Im z)lexp b zlﬁ exp \a] \Im z\ exp | bl 1z| =

R '
£ AXM(—e—) exp |al \Im zl ,

i se satisfa (1) . Aixf, per a w = a - bi, e‘\'A'/e HM si i només si (2)

ts cert. Perd si b compleix (2), aleshores tot altre també& ho

compleix . Aixd vol dir que Spec EM és R o € i que Spec EM =C

Si i només si (2) és cert amb b = 1, &s a dir, si i només si
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(3) expt =0 (A (O0 ), t>0

La funcid exp t &és la de la successibd .Nn = n!, i d'acord amb

N

elteorema (0.2.1.), (3) &s equivalent a

n.n
sup ( ) < o0 s

n n!

iala inclusid EM(_H = E,- Per tant,

{(1.1.1.) Pr’oposicié.‘— Spec EM és R o C. Spec EM =C

si i només si la classe Ey és analitica. //

De la mateixa forma podem calcular Spec EM(r) . Ara

busquem we € t.q.

(4) ‘exp (izw)| =0 (XM(Olzl) exp r llm ZI )

Si wd R &s un d'aquests, igual que abans, arribem a (3),

= =nt) i - . — .
EM(r‘) (EN(r') H (Nn n!) i Spec EM(r) C . Si w=agmR també

ho satisfa i |af > r, escrivim (4) pera z =-it | arribem a

exp at = O (XM(OM ) exp r{t]), teR,

o))

exp {jaj t) = O (XM(Ot) exp rt), t>0 ,
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és a dir,

exp((la}] = r) t) =0O( M(Ot), t>0 ,

i continuem exactament igual que abans.

(1,1.2,) Proposicib. - Spec EM(P) és Kr 6 T .

Spec EM(r*) = € si i només si la classe EM(r) és analftica. //

Reunim les dues proposicions anteriors en un

(1.1,3,) Teorema.- En e! cas analitic, Spec EM =
= Spec EM(P) = € . En altre cas, Spec EM(r') = Kr i
E = R.
Spec E, //

Fixem-nos que, en particular, E

" i EM(r‘) sbn simulta-

niament analftiques o no. En aquest cas, &s clar com Qn weCd
actua com a carhcter: tota funcid f de la classe extén a € com a
funcid entera, a la qual continuo anomenant f i w(f) =f (w). Com
que totes les classes contenen x, també& és clar que la topologia
de Gelfand és, en tots els casos, la topologia usual, EI teorema
&s un exemple més que Itespectre d'una algebra de funcions (en
principi, de variable real) retroba el domini natural de definicid
de les funcions de Itdlgebra. EI més significatiu &s aquesta mena
de salt brusc que hi ha en Itespectre :de R a C. Per exemple,
no podem esperar trobar, amb la definicio (3) Cap 0, classes de
funcions que tinguin bandes Ilm zlf S com a domini natural de

definicib.



1,2, La l.m, —~convexitat,

Hom diu que una dlgebra A localment convexa 5 localment
multiplicativament convexa (breument, 1om, —convexa), si la scva
topologia pot Esser definida per una familia de seminormes (qi) t. q.
qi (ab) < q (a) qi‘ (b) per a tot i, a, b€ A (vcure [314], [36] 9 rSO]).
El fet que una algebra l.c. sigui I.m, —convexa #s forga important,
ja que per a aquestes hi ha descenvolupada una teoria general paral-ela
a la de les algebres de Banach, El propdsit d'aquest apartat és de
caracteritzar, en termes de la successid M, quan sbn I.m, -convexes

les algebres E EM(r), E! resultat obtingut &s el seglient :

M’

{1.2.1.}) Teorema,- Sbn equivalents els enunciats seglients:

(a) EM(r) és I.m.-convexa, ¥ r»0
{b) EM és 1. m.-convexa .

(c) hi ha constants A, B, K> 0 tals que

(5) XM(mt)s A" >\A(Kt)m, t0, meN.,
Ml/n
(d) la successibd Bn =_nTn"' &s quasi-creixent, &s a

dir, hi ha K>0 t,q. BméK Bn per a m=sn-’,

M 1/n
(e} la successid An:(‘n' ) és quasi-creixent,

() sifeg (r) i $ &s entera, bof eE (),
Demostracid, -

(a) & (b). Es inmediat ja que E, és el limit projectiu
1

!
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dels EM(I‘) .

{b) 3 (c). Sigui (qn) un sistema de seminormes que
defineix la topologia de EM i t.q. qn(fg)éqn(f) qn(g) M f,g e EM.

Donada Prg ? hi ha n, A t.q.

P ()2 A qlf, feE,

Per aquest n, hi ha B> 0 i una seminorma psS t. q.
?
<
qn(f)_B ps,S (f), f e EM .

Aleshores,

p (f ....fm)s A qn(f] ..... fm)sA qn(fl)....qn(fm)s

i, en particular,

m m m
pr,g(f )< AB Ps$ (f)

Per a f=et i &= 1, aixd dona

)xM(m )2 A Bm)‘M“ /)"
que &s (5) .

(c) & (d). Per la férmula (7) del Cap. 0
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t

1
B = — sup » NEN
n n )\M(t)ﬂn

t>0

Fixem m i prenem n>m; suposem primer que m|n, és a dir, n =ms,

-

: t . ’
Com que t = s e la relacid (5) déona

)\M(t) <A B° )\M(K t/s)°< A 8" )\M(Kt/s)s,

on hem suposat sense pdrdua de generalitat que B >1 i on hem fet

servir que s€n ., Prenem ara arrels n-simes :

>\M(t)'/”s A/M g )\M(Kt/s)s/"f CXA(K t/s)'/m

Ara,
B = ! sup : > ! sup t_ =
= —— >, 7 -
nooms 450 X (t)'ﬁ‘ C ms t»0. k (K /s) /™
M M
1 1 Kt 1
S — sup /S 7m = Bm ,
CK m t>0 XM(K t/s) CK
novament per (7) del Cap 0. Per tant, Bmsc K Bn si m| n. En

el cas general fem servir un truquet inspirat en [4:3]: posem
m s <n em(stl) i observem {veure ‘apartat 0.2.) que n Bn és creixent.

Aleshores,

B
ms 1 ms m
Bn>’Bms 7 Bm —.7 !
n CK m(s+1) 2CK
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i < 2CK .
i Bm 2 Bn per a mgn
. 1/n
(d) 3(e). Es suficient d'adonar-se que B, / A, = {n!) /n
té un Iimit finit diferent de zero ( per la férmula de Stirling) i per
tant queda acotat superiorment i inferior per nombres positius.
(e) 2(f). El punt de sortida é&s la fébrmula de Faa di Bruno

sobre les derivades d'una composicid ( veure (2] ):

] = ) () ‘)1 ) ‘)r
(6) (on) ™M= > K, e 1Mo L £ (x)
M

A (6), brecor‘r‘e el conjunt de r-ples J =( \)l’ ..... , N ), bi’ reN
tals que DILZ 024-3 IR Lrbr=n M=k VI
Les kb sdbn constants que tan sols depenen de Y.

Suposem que fGEM(r‘) i ¢eH. Fixem £> 0. Tindrem

tm n

@) [#meal2m 0 &"m  ixer , nen.

Com que f(Kr‘) és compacte, a cada 350 Ii correspon C(S))O t. q.

(8) | & o

< c(d) y‘/u , Ixlgr

n
Posant (7) i (8) a (6) i sustituint Mn per An n! , hom arriba a

| . : oy
‘(¢of)m)(x)l£ 2k, cib) P p:’i M £ mL pr,: me "m"
- |

3

d,

3

-chre" 2k ($p,
0
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. -1
Ara utilitzem la hipdtesi AméK An per a mzn i escollim S= p (f) -

r,E

. — J J
(q)of)‘”’(x)‘ec(ex)” Al > ko/l! (1 L. (k1) "L x#r, neN.
J

Veurem ara com

4‘2—~ ko/n!(T!) L (r'!)r

v
creix amb n ( veure [2] ). Especialitzant (6) a f(x)=x/ 1-x, ¢)= fix=0

n-1 -
hom troba que aquesta suma val exactament 2 n!. Ara, finalment

n n-1

bon)™x)| £ ¢ (£x)" 2" e 22k

n!

per a |x|¢r, neN, &s a dir, 4)Of EEM(r‘). .

(f) 9 (a). Pel teorema 13.8 de [50] , una élgebr‘a de Fréchet

A &s |l.m.-convexa si | només si per a cada aeA i cada funcid

n n
entera 4)(z)=%6 ¢z la serie %,0 c.a és convergent a A cap
a un element de A, anomenat C‘)(a), En el nostre cas, donada feEM(r),

Itaplicacid

H———— E, ()

4)\———‘—)4)of

és lineal i té& grafica tancada, ja que si 4)n—)(b aH i ¢n°f —> g

n
a E (r) és g=¢)of. Per tant &s continua i la convergéncia de Z—C 4
M nz0
. . n
cap a ¢ s'aplica en convergeéncia, a EM(r), de %0 cnf cap a Cl)of.
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Aix! hem acabat-la demostracid del teorema (1.2, l.)//.

Cal observar que les condicions del teorema (1.2.1,) sbn
bones en el sentit que si una succesi® M les compleix, també les
compleix una successib equivalent que defineixi la mateixa classe;
aixd és facil de veure mitjangant (d) & (e). Com a darrer comentari,
no coneixem explicitament cap sistema de seminormes (qn) que defi-

neixin la topologia i t.q. qn(fg)_-:-qn(f) qn(g) .

L 'Gnica classe EM que és analitica i 1. m. -convexa és H,
la corresponent a Mn = n! (tota éM que sigui |.m. ~convexa ha de
contenir H ja que H hi opera per composicid i x éEM; si es vol,
també& perqud An, estd acotada inferiorment si &s quasi-creixent).
Dins les quasi-analitiques, no analitiques, la classe corresponent -

a Mn = (n log n)n &s també |.m. -convexa (utilitzant el criteri (d)
del teorema (1.2.1.)). Dins les no quasi-analftiques, les classes
de Gevrey corresponents a Mn = (n!)o‘ ,%>1, sbn també& L. .m, -convexes

. e ., R not
(aplicant el criteri (d) a la successid equivalent n ).

Una altra observacibd és que tot aquest apartat romandria
valid sense la hipdtesi (2) del cap. 0 (amb la mateixa definicid de

EM). Dins aquesta categoria hom té les seglients proposicions.

(1.2.2.) Proposicid,- Per a tota successid M hi ha una

successid M! t, q. EM C EM' v Emn és |.m.-convexa i que &és la

minima amb aquestes propietats.
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Demostracib, - A posteriori,&' compleix

)M(t)s c)\v\(o ) i >\A'(n t) £ A B"XM,(K )"

Suposem. que totes les constants sbébn 1, Aleshorecs

)\M(t)”z A" >,)\M,(n 0,

M1

t .n
equivalentment, XM(-—n—) >,)\ (t). Motivats per aixd, definim,

Mt

t-.n
h {t = inf —
(t) inf >\M( = )
n1
Es evident que h(t)« AM(t);també
k
hmt) = inf A (™)< inf A (5 et A )™ o ™
M n M n M k
1 n=mk k21
e k21
v n
Definim M'n = sup ; és immediat que (M'n) és logaritmicament

' h{t)

convexa (ja no diem que es compleixi (2) del Cap. 0 ). Com que

h(t)s)\wm és

n
t
M'n>’ sup — = Mn’
W
. _ i |
i EM [l EM' . Que EM' és. I.m. —convexa ho demostrarfem igual que

en el pas (c) 9 (d) del teorema (1,2.1.). Suposem ara que EM C EM”
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i que EM" és |.m.-convexa. Aixd vol dir que

Xw(z)gc )*A(Dt.) i A ntys AB" )\M”(K 0"

Ara,

t N _-n t \n -1 -n _-n t
)‘M‘T’%C xMu“oﬁ”/A c B )‘Mu‘f)?’

, -1
Per a t qran podem suposar, fent més gros D, queC « B

Aleshores, tindrem
t \n t
_— A —_—
>\M(n ) 2 )\ (—)

Mt 5 ?

per a t gran, on A i B sbn unes certes constants. Aixd significa

que
h) o AN (-
(t) > M”(—-—B— )
per a t gran, i redefinint A, B, per a tot t . Ara,

t \n
tn n (B n
M'ng A sup = A B sup = AB Mt
t t t X t
Ay (o) (=)
i EMIC EMII //
(1.2, 3.) Proposicib. -~ Si EM conté una EM' I. m. —-convexa

(que és el mateix que dir que contingui H), aleshores en conté una de
maxima.
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Demostracid. - Seguim el mdtode anterior, Definim

1

h(t) = s:p )\M(n t)n .

h(t) és finit car la hipdtesi que EM conté H implica que

també
1 1 m
x n )\ nm m
h{(mt) = sup M(n mt) =|sup M(n mt) = h{t) ,
n
n
n

i tal com abans, M'n = sup dona lloc a una EM' que és

t h(t)

l.m, ~convexa i que, com que h(t)2 >\v\(t), stinclou a Ey Si S

n'és una altra, és

n)2 A" A (kK"

XM(t)SC Mu(Dt) i AMn M

1
>\M(n n'¢ c” >\M”(Dnt)”_z c" A" B )\M“(Kot)fA )\M”(B t),

que implica h{t) < A XM”(BI) i tal com abans,

és a dir, EM”c EM' //.
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Nota, - Totes les classes n.q. a. contenen H. En efecte :

la serie

&s convergent i el terme general decreixent d'acord amb (1) Cap.O0 ;
1

. ,n
aleshores a, = n Mn ]/ Mn tendeix a zero ; llavors, també (a]...an)
. n! . n! 1/ n
tendeix a zero, Perd a ...a, = — i per tant ( )./ roman
M M
n n
acotat i aixd vol dir que H cEM.
1.3.- Les classes invertibles,
Direm gue EM &s invertible si sempre quc feEM i

flx) # 0 W x també lee El problema que ara tractem és el

M
de caracteritzar, en termes de la successid M, quan és invertible
EM . Aquest mateix probllema se'l plantejd Rudin ( [43] ) per a les
classes clasiques de Denjoy-Carleman (parcialment, a [32] ), i
obtingu® una resposta completa tan sols pel cas no quasi-analitic
(tamb& HBrmander en el cas general, veure[20]). Aci obtindrem

una condicid necessaria i suficient independentment de tota hipdtesi

sobre gquasi-analiticitat.

Una condicid suficient és faciiment dedutble dels apartats

anteriors. Si EM és localment m-convexa i Spec E R, la

M

teoria general d'algebres |.m.-convexes (veure (34], [36] o [50] )
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assegura que EM és invertible (en una algebra I.m.-convexa, un
element &s invertible si i només si la seva transformada de
Gelfand no stanul.la mai). Aixi, la condicié segllent és suficient:
1
M, w
(9) "La successib A =(—=) &s quasi-creixent' i no acotada superiorment"
n n!
Es un fet curids .que la demostracid directa d'aixd (una vegada se
sap quina és la hipdtesi escaient) no és trivial; en certa forma, la
situacid &s la mateixa que la del teorema de Wiener sobre la inver-—
s .y = int
sibilitat d'una funcid f expressable sota la forma f(t) = 2 a e

ame‘an|£ o0 , teorema que és demostrat rapidament amb llauxili
n

de la teoria dlalgebres de Banach, A partir dl'ara veurem que la

condicid (9) és també& necessiria.

(1.3.1.) Proposicib. - Si Eu és invertible, aleshores

Spec EM = R.

Demostracid. -~ La demostracid és estandard: sigui
X e Spec EM i definim z =X (x). Si z_ no fos real, pera un costat

tindriem que x - z &s invertible, mentres que per I'altre X(x-zo)=0.
Per tant z és real. Veurem que X (f) = f(zo) . Considerem la

relacid

f(x) - f(zo) = (x -zo) f'(zol-t(x - zo)) dt ., 1
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La f io z f! & t{x-~ é j
a funcid g(x) (zo {x zo)) dt és a EM ja que
o]

() f(nl-l)

(x) =

(2 b tlx-2 ) "dt,

i fte EM. Aplicant X a la relacid

“g(n)“r£ nf(nl-l)“ N_'z '
. . o

f - f(zo) = (x—zo) g hom troba que X(f) = f(zo). //

(1.3.2.) Proposicid. - Si E,, és invertible, aleshores

EM és |.m.~convexa.

Demostracid. - Veurem que &s certa (5) per a unes
certes constants A,B,K> 0. Considerem la subalgebra B EM de
EM que consta de les funcions acotades de EM ([(36]). Hi posem la

topologia definida per les P ¢ i la norma “f"m = sup |f(x)|
’

x e

Es inmediat que B E,. &s una algebra de Fréchet. Ara, el fet que

M

EM sigui invertible significa que les funcions invertibles de B EM
sébn exactament aquelles acotades inferiorment ., Perd si f estd
acotada inferiorment, &s a dir, lf(x)l>,m> 0, W¥xeR ilf ;guﬁ(m/-z;
aleshores ’g(x)‘ > m/25>0 i g és invertible. Aixf, el conjl..lnt
d'elements invertibles de BEM és obert i, segons el teorema 13,17
de [5¢1 , B Ep és |.m.-convexa. Seguint el mateix argument que

a (b) 2 (c) del teorema (1.2.1,), conclulm que per a cada r, hi ha

una seminorma q , que &s una de les Peg © bé “ “R’ t.q.
?
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m m m
p (f)=s AB qlf)
rE

Perdb per a f = e, qlf) = l:‘ps (et)i per tant, mentres apliquem
b

t’ ]

la relacid anterior a f = et podem suposar que q = psS . Per tant,
- ¥

e)™,

m
P (emt)fAB ps,i. t

r,E

que, al ser P. E(et) = XM(—;—)’ ja &s (5).//

Com a resum de lItapartat :

{1.3.3,) Teorema, - EM és invertible si i només si és
I.m.~convexa i Spec EM = R, b6 equivalentment, si i només si la
M
- nt1/n . . . .
successid An = (— és quasi-creixent i no acotada superior-
nt

ment. //

és clar que un enunciat andleg &s cert també per a
EM(P). Fins i tot la demostracid de la proposicié {1.3.2.) seria
més facil en aquest cas ja que si EM(r') és invertible, els inver-
tibles ja formen un obert de EM(P) i no cal considerar cap subalgebra;

després es segueix igual,

Aixi dins el grup analitic, cap EM és invertible. Fora
del grup analitic, &s a dir, quan Spec EM = R, les invertibles
coincideixen amb les |.m, -convexes. FPer exemple, les clases

o
corresponents a Mn = (n log n)n i Mn =(n1!) sbn invertibles (¥>1).

En el grup no analitic, si una EM no és I.m. -convexa,

hi haurd almenys una funcid que no &s invertible tot | que no
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s'anul-la mai a R , I'espectre. En aquests casos queda el problema
dlesbrinar quina condicid cal afegir a f(x) #£0 Wx a fi que T sigui
invertible. La condici® no sembla de facil enunciat i desconeixem
la resposta a aquest problema, Tampoc coneixem, perd, cap exemple
no excessivament artificids de successid M la qual doni lloc a una
tal classe,.

En el grup analftic, en canvi, la situacid sera radicalment
diferent. En aquest cas, b& que EM no sigui |.m,-convexa, si f(z)# 0

V z€eCQ, és a dir, si f no stanul-la a l'espectre, f és invertible.
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CAPITOL 2

EL GRUFP QUASI-ANALITIC

Comencem aquest capfltol tractant el problema natural
en el cas quasi-analitic i que podriem dir-ne de sintesi espectral
- .. (N} s
de I'aplicacid f—— (f (0)). Es el problema de com es recupera
I (r) I

f de la successico (f (0)) ( qliestié ja tractada a [2] ); natural-
ment, aixd significara estudiar el desenvolupament de Taylor de f.
Després estudiem els ideals tancats de EM i com que aci Spec EM= R

ho fem en el cas natural que les funcions invertibles siguin les

que no s'anuldan mai, &s a dir, en el cas que EM sigui invertible,

2, 1,- La Usintesi espectral” en el cas quasi-analftic .

n
Com (f( )(0)) determina f 72 . En el cas Mn=n! la resposta
és immediata: la strie de Taylor de f en el punt 0 és sumable Wt i

(n)
— £0)
)= D e "

n0 n!

Fins i tot la convergdtncia d'aquesta s&rie ho és per la topologia de H.
Que podem dir en el cas general! ?
Hem vist a Itapartat 0.4, que hi ha polinomis Pn(z) de

grau n-1
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n

-1 0
Pn(z)=2_ Cj’n(iz)j, (c, - / / / ad )
j=0 X, x x

tals que Pn(z) —3exp (iz) a HM i aleshores Pn(tz) — exp (itz) a HM

W teR.A la representacid(19) del Capitol 0 commutem i trobem

n-1 i
' P (tz) e . (iz)
f(t)= lim o d/‘(z)= lim 2_. S ¢! d/l(Z) =
n k(z) n j=0 B k(z)
a C
n-1
= |lim 2, C td f(“(O).
n j=o
Escrivint Cj "= Dj n/j! , s'interpreta més suggestivament I'anterior:
? 3
n-1 r(j)l’\\
_— T 18y j
) f(1) = lim Z ——— t' D
. j W
. n o j=0 j! N MieEy,, Mt

Aixi les constants D, n sdon una mena de ''correctors universals!
Iy
.

de les setries de Taylor de les feEM . Es clar que no sbn Uniques ,
puix si multipliquem D n per queicom que amb n tendeixi a 1 obtenim
Js

altres constants amb la mateixa propietat .

Veurem ara que la converggncia de (1) &s uniforme sobre

compactes ., Com que

2:.]_ f(j)(o) . expl(itz) ~ Pn(tz)
fl)- 2 —— t! D = dmz)
=0 ! Hn k(z)

C

és suficient de veure que Pn(tz) tendeix a exp(itz) a HM , uniformement
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per a t dins un compacte . Amb les notacions de (0. 4) , hem de veure
que Yt (Pn) -—n—9 vt (e) uniformement per a |tl¢s, on e designa la
funcid exp (iz) ; com que Pn —) e, aixd sera cert si la famfilia

{\1! o Lt s& és equicontfnua . HM és tonetlat (és un L F) i per

tant aixd &s el mateix que veure si<‘1’t (Fy , 1tle s} és acotat a

HM , per a cada F eHM . Ara,
|Wt(F)" re “F"_r;,em
itl
|et2)]
“Gn = sup decreix amb r i creix
r,e ze@ )\ ( IZI) ex rllm zl
m g P

amb £ . Aixi,

lvgmrll ., < Uel,

€S per a Mfs .

Tota F fa finit el terme de la dreta per a alguns r ,£> 0 ; aleshores
I'anterior demostra que {Vt(F) , e s} és acotat a HM(P ,E€) 0
per tant a HM .

Un argument similar demostraria el mateix per a cadascuna
de les derivades , de manera que (1) &s convergéncia uniforme sobre
compactes de la funcid i derivades , &s a dir , convergdncia a E .

La pregunta natural &s si també& &s convergdncia per la topologia

de EM . Posem

n=1 il ; P_(t2)
f(t)=£ ' D, = | e——— du(z) .
" j=0  j! S bn k(z) 7
T
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Per a F e HM avaluem la seva accid sobre fn , com a element de E"v‘

(F,f )= 2 D. (F,t)
" oge0 gy B0

En el Capito! 0 s'ha vist que "I:'(z)= T ( t 3 (it) exp (itz) ). Reiterant
(2) M) T iy (10" exp (itz) ),

i en particular

'It(n)(0)= T (i) ) .

Aixd vol dir que (F,tj)= (—i)j F(‘i)(O). Aleshores,

=1 (lidig) A
(F,f)=2_ —— D (=Y FV(0).

=0t b
i)
Susiituint 7 ° (0} per
(iZ)j
du(z)
k(z) /A
c
trobem
F_(2)
(3) (F,f )= —_ du(2)=(F 1)
n k(z) . n
aC
amb
=L e i i
(4) Fn(z)=z_ —z Dj’n=Z_ FY0) 2z Ci
j=0 j! j=0

Tant a E,, com a HM’ per a una successid &s el mateix

dir convergdncia debil que convergéncia per la topologia inicial ([25] ).
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Suposem que volem veure que fn - f a EM \Y feEM; I'anterior
observacid i (3) demostren que aixd equival a veure que Fn—é =
a,HM \¥4 FeHM N (1) és convergdncia per EM si i només si
Fn—,F \¥4 F-'eHM. Quan F(z)= exp (iz), Fn és Pn de manera que
sabem que &s cert en aquest cas. Aixd també suggereix que mirem
de demostrar-ho igual que per a aquest cas.

Per tant apliquem la formula (20) del Capitol 0 a F(-tz)

com a funcid de t, amb els mateixos x .Arribem a

k
n-1 0
Fl)= (1) (c2)! F(”(o)/ / axd L
j=0 x. I'x. x.
i i=1 1
n X, t
L2 (=) (-z)} F‘”(-tz)/ / ..... o™ dt =F (2) LH (2).
j=0 X, X, X, X n "
i-1 j-1 -2 1

El primer terme de !'expressidé de la dreta és Fn(z) i hem de veure

quan Hn——-) 0 a H . Avaluem F(J)

" (2); de (2),

[F ) £ co_ (tmtvf exp (),

per a uns certs C,r,¢ . Afegim ara una hipdtesi: EM és |.m, -convexa.

. . L 2
Aixd vol dir ( Cap. 1) que existeixen D,s,g t.q.p_ (fg)4<Dp (flp (g)
rye RY s,%

¥

Mf,geE

M Aleshores,

l F.(J)(z)l P4 CDjL 1 pi,s (tH(lt)) ps’s (eZ) ’

i redefinint C,

‘F(j)(z)‘_é Cj XM( ng-‘—) exp s llm z'
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Ara, tenint en compte que -1<t£0 a la fbrmula de dalt, tenim

n X, t
lHn(z)I.:’Z__ lzlJ cd )M(I_Zl)exp sllm z, e dxi~! dt £
i=0 x, 8 X, X
j-1 j=1 1
n ><‘i
£ )M(ﬁ) exp sllm 7| Z (clzl) cee / ax! £
3 j=0 X, X, x
j=1 7 7= 1
n xj
£ )‘ (ﬂ) exp s|im z| )\M( clzI)Z M. / j ..... / dx! <«
M 1) =0 . X X X

-1 7= 1

n
£ const, XM(l—;l) )\M( Clz]) exp s‘lm zl = o(rj‘ e’ ,
j=0

per a unes certes constantss,c,s i per a tot n, on hem fet servir
el tema (0.4.2.) i la relacid (7) del Capitol 0. Es necessaria una
altra hipbdtesi:

" perA a cada parell de constants A,B >0 hi ha C»>0t.q.
(5)
Al AlzD Ay Blel) = oA (cleh ).

Amb aquesta hipdtesi, és

n
\Hn(z)lgconst. XM(l—:l—) exp s\lm zl Z O(rJ; ej ,
j=0

per a uns certs £,si tot n , & a dir
) n
S i
Il g, 5 comst: 2oty e
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Ara fent (s de! fet o(n—)o dedu™ com a I'apartat 0.4. que "Hn” ..g
’
tendeix a zero i per tant que Hn —30 a HM .

Com a resum d'aquest apartat { algun aspecte és a [2] ) :

{(2.1.1.) Teorema.- Si EM és quasi-analftica, existeixen

constants D, , i=0,....,n-1 tals que
2

e

f(t)= lim 2 ——— ¢ D. ,

n j=0 il

per a qualsevol feEM , M t. La convergencia ho é&s per la topologia
de! & ( uniforme sobre compactes de la funcid i derivades) . Si EM

és l.m.-convexa i es satisfd la hipdtesi (5), també &s convergéncia

- !/

E| caracter de'lcorrectors universals! pels desenvolupaments

per la topologia de E

de Taylor de les feEM que el teorema dbna a les D, n també el
’

tenen per a les FeH com ho demostra el fet que Fn —s F a HM

M,

i la definicid (4) de F'n . Aixl, les constants D, n , que només
1,
depenen de la successid M, sbén Ycorrectors universals" per a EM i HM' ’

La condicid (5) és equivalent a

MZn r;o
(6) sup (———5— ) <« oo
n M
n~

En efecte: (5) &s equivalent a l;(t)s A xM( Bt) i per (7) del Cap, 0,

2n th n

M2n =SUp ———— < A an sup —— =A an ( sup
ty0 Kv\( Bt) . >0 AM(t) t>0 )M(t)
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2
Recfprocament, si Mznsc n M2 ,
) t2n (Ct)Zn
)x {t)=sup £ Sup ——— < X (Ct)
M 2 M
n M n M
n 2n

Mitjangant  (6) hom veu que Mn= {n log n)n estd a les

condicions de (2.1.1.). En efecte,
2 2
M { 2n log 2n) 4 (log 2+logn))
(_2n )1/ . _
2
Mn (n log n)2 Iog2 n

roman acotat.
En el capitol seglient veurem la versid del teorema

(2.1.1.) en el cas analfltic.

uasi-analitic

invertible .

Veurem que en el cas quasi-analitic invertible I'estructura
dels ideals de EM és del tot semblant a la de H ( veure [16],[17] ).
En aquest cas, segons (1.3,2.), EM és |.m.-convexa. Tota la feina
consisteix a veure que val el mateix procediment que per a H, Un
exemple de classe a la qual s'apliquen els resultats d'aquest apartat
és la corresponent a Mn= (nlog n)n_

Els zeros d'una funcid f GEM , £ 0, formen un conjunt
sense punts dfacumulacid. En efecte, si f(xn)= 0 i X —> X, és

f(x)= 0 ; perd com que entre xn i hi ha un punt yn on

an 1

f'(yn)= 0 i v, > %, també és fi(x) = 0, Inductivament hom veu
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que f(n)(x) = 0 | com que EM és gq.a, f = 0,

Donat un ideal | de EM, h(l} indica els zeros de I,
h(l) = {xeR/fx) = 0 wfel},

i d'acord amb llobservacid anterior, o b& &s un conjunt finit o bé
és una successibd (xn), on cada terme el considerem escrit tantes

vegades com la seva multiplicitat a h(l), i |xn] —_ o0
n

De la teoria general dlalgebres I.m, -convexes ( [36] ),

hom treu :

(2,2.1.) Teorema.~ Suposem que EM és g.a, i inver-

tible . Aleshores, un ideal | de B és dens si i només si h(l) = ¢.//

Donat un ideal I, hom considera

kh(1) ={feEM/f(x) =0 Vxeh(l)}

(si x surt n vegades a h(l), f s'hi ha dtanul-lar n vegades, &s a dir,
(n-1} .

fix) = ....=f (x) = 0). Per tant, k h{l) consta de les funcions

que s'anul-den alld on totes les de | s'anullen, Doncs bé&, veurem

que k h(1) iguala I'adherténcia de | : T = kh(l). Per fer-ho,

ens basarem en el teorema (1.4.1.) (que é&s un cas particular), en

I'observacid seglient i el lema que ila segueix ,

f(x)

Si feEM i fla) = 0, podem parlar de la funcid com

X=a

a.un element g de EM t.q. f(x) = (x-a) g (x). Per exemple, Itexpressib

de g
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ag(x) =1 fr(akt (x-a)) dt
0

ho demostra, tal com en la demostracio de la proposicid (1.3.1.).

(2.2.2,) Lema.- Suposem que EM és g.a. i invertible
sigui | un ideal de EM i a € R que apareixi a h(l) amb multiplicitat n,
Si fel | f stanulda a a k»n vegades, les funcions (de EM)
()
, § = 0, —~~, k=n,

(x-a)’
pertanyen a |.

Demostracid. -~ Val la mateixa demostracid que en el cas

de H i en general, de les algebres de Hadamard (veure[o} [7] ) ;

&s suficient de fer—ho en el cas k =nk 1 i veure que f(x)/x-ael
Com que la multiplicitat de a dins h(l) és n i no nkl, hi ha gel
t. q.

glx) = (x-a)" h{x) amb h(a) # 0.

Ara, la identitat

h(a) G (x) _hla) —hx) | glx) f(x) ,
x—a X~a (><-a)m'I
demostra que h{a) fix) €i i com que h(a) # 0, fx) e 1//.

X8 X~-a
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2,.2.3,) Teorema,- Si E  &s q.a. i invertible per a
M 1]

tot ideal 1| de EM, T = kh{l). En particular, tot ideal tancat estd
caracteritzat pels seus zeros, contant multiplicitats . Qualsevol

conjunt discret pot apareixer.

Demostracid, = Utilitzarem (2.2.°1.) i (2.2.2.) (i'observa-
cié que (2.2.1.) implica (2.2.3.) és deguda a Rubel, veure [22] i

6], 27, {28] ). Sigui fek h(1) . Considerem

1 ={geEM/fge|}.

lf' és un ideal de EM i conté | . Veurem que h(l#") = ¢ ; aixd
implicard, segons (2.2.1.) que If‘ és dens ., Si 9, € ',é: i 9,— 1,
aleshores f =1,f = lim gn.f i gn.fel demostren que fel .

n

Suposem que h(lff) # & i sigui aeh(lf:). En particular,
aeh(l). Sigui n la multiplicitat de a dins h(l), p la que té& dins
h(lf') i suposem que f slanul-la a a amb multiplicitat m»n . Sigui

g€ lf tal que stanulla exactament p vegades a a. Aleshores

fge 1l i slanullla a a ptm vegades. Aplicant el lema (2. 2.2.), les
funcions

f .

= sy § = 0y==—, ptm-n,
(x-a)’
. fg .
pertanyen a!l. Com que mjn, en particular € l. Aixd vol
(x-a)P

dir que

(que &s un element de EM ja que g s'anul-la p

(x-gP
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vegades a a) és a | Com que aeh(lf) arribem a poder dir que g

£
stanulda a a més de p vegades i hem arribat a una contradiccid .
Aixd acaba la demostracid de la primera part. Per a la segona,
només cal fixar-se que donat un conjunt discret podem triar una

funcid entera que el tingui com a conjunt de zeros i aleshores

I'ideal engendrat per aquesta funcid serveix //.

La relacid entre ideals principals i tancats é&s també la

mateixa que en el cas de H :

(2.2.4.) lLema.- Suposem que EM és g.a. 1 inver-

tible; siguin f, he EM t,q. tot zero de f és un zero de h {contant

multiplicitats), Aleshores, hi ha geEM t.q. h = gf

Demostracid, - Fix un interval Kr\,siguin a] ,——--an els
) n
zerosde f a Kr*' Posem f(x) = : (x-ai) 9, (x) amb 9, € EM i
9, (x) # 0 si x EKr' Com que EM(P) és invertible (teorema (1, 3.3.),

-1

11K
r

€ EM('r'). Per hipbdtesi,

h{x) = ™ (X—ai) gZ(X) ,
i=1

amb gz( EM de manera que, a Kr

h(x) = 92(><) s;xl(x)'1
F{x)
h
és a EM(r‘), és a dir, —f—-— € B, /7.
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(2,2.5.) Teorema,- Si EM és q.a. i invertible ,

els ideals tancats i els principals coincideixen;

Demostracid. - Vegem primer, que tot principal és tancat:
sifg—>h a E, & fg——>3h a E i tot zero de f &s un zero
n n M n 4
de h amb multiplicitat no inferior. Segons el lema (2.2, 4.), hi ha

g€eE  t.q. h = fg i aix! I'ideal principal engendrat per f és

M
tancat,
Vegem ara que tot tancat é&s principal : donat un ideal
tancat | és | = k h(l), segons el teorema (2.2, 3.). Com que HcE

M

podem triar una funcid fe HcEM que tingui com a zeros exactament
h(l) (amb les mateixes multiplicitats). Aleshores segons el lema,

k h(1) = (f) i acabem//.

Nota, -~ Seria interessant de donar una versid dl'aquests
resultats en el cas quasi-analitic general sense la hipbdbtesi de

invertibilitat.
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CAPITOL 3

EL GRUP ANALITIC

En- aquest capitol tractem el cas analitic EM(r),EMc:H,
és a dir, el cas que tota f de EM(r), EM s'extén a una funcib

entera. Recordem que numericament aix6 vol dir que (veure (0.2.1.))

M
(1) sup (—ﬁﬁ)l/l;oa, o equivalentment, exp t:O(AM(Ot).

Es clar que 1'extensid de f és

= (n)
flz) « 2 L000) 0
nz0 n!

Segons la representacié (19) del Cap. 0

e ixw)
f(x) = Xk (;;’ g/u(w)
[

. iwi - i .
on k do tot les )\ —) e S una n a
( (w) domina totes ul ¢ ) exp r l;mwl T/M &s una mesur

acotada). és, fix z, 1 utilitzant (1)
lexp (izw)\ﬁ explzl lwi =0 ()M(Oiwj )

i per tant k(w) domina exp(izw) . Per tant, la seqient expre-

ssi6 té sentit i representa també 1'extensié de f
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(2) f(z) _e_’ip_(E_"‘L)_ d/q {w)

k{w)

La representacid (2) serd (til després.

Com &s costum en llestudi dl'espais de funcions enteres,
primer de tot estudiem si EM pot ésser descrit en termes de la
successid de coeficients del desenvolupament de Taylor. Si

n
feEM(r‘), E la successib (f( )(0)) pertany a l'espai de successions

M’

b a
(an) am ane tals que

n
‘anl_‘_C(f.)E Mn

per a cada £»> 0 i una certa constant C(€)»> 0, espai que, en analogia
als EM(r) designem per EM(O). El que fem primer (apartat 3.2.) és
trobar una condicié necessaria i suficient per a que sigui cert el

reciproc. A partir dlaquest punt es suposa tal.condicib.

Després, s'esbrina com son les funcions representades per
(2), &n el sentit de veure quines conseqliéncies té per a arguments
complexes la original condicid (3) del Capfitol 0 (que &s una condicib
només sobre I'eix real). Acl arribem a una Icomplexificacid" de la

condicid esmentada, i al fet EM(r) = EM.

En aquest punt, i amb una hipdtesi suplementaria, hom

veu que E _, pot ser descrita en termes de la funcid caracterfistica

M

M(r, f) = sup{ \f(z)| szl = r*] . De fet, apareixen algebres de
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funcions enteres de tipus minimal asociades a un pes; a la literatura
hi han estudiades nombroses algebres de funcions enteres de tipus
normal asociades a un pes (veure {9}, [19], [22], [23], [24], (26], (27},
[Zél, far, @7 ). A éar*tir dlaquest fet, la feina no és altra que la
de generalitzar els mdtodes i resultats al cas minimal. Els punts
que sbn tocats sbn : la qliestid dels invertibles, llestudi dels ideals

i la caracteritzacid dels sistemes finits de generadors (diversos

aspectes de llestudi dels ideals sbn també, en el cas minimal, a [28]).

3.1.- L'espai de successions EM(O)

Stha definit llespai EM(O) com el de les successions (an)

T t.q.
ambane t. q

n
fa, | ¢cteye m_

|an| 1/n
pera totf>0 i una C(£) 70, &s a dir, lim ( ) -
n Mn

= 0., Aquest

apartat és dedicat a establir uns quants resultats referents a
Itestructura de EM(O) i el seu dual que necessitaremen aquest

capito! i en el capitol 6,

Es immediat de comprovar que EM(O) és un espai de

Fréchet amb les seminormes

fa

p. (a) = sup

€ N 1€70: a=(an).

n
£ M,
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a .
Per altra banda, (an)p-—-; (_,Wn_) identifica EM(O) amb h(w) de manera
n
que el seu of-dual (veure [25] ) consta de les successions b = (bn)

t. q.
1

n
(3) sup ( |bn|Mn) < 90

També és facil de veure que la topologia definida per les Pe iguala
la topologia normal ( [25] ). Per tant, I'espai P de successions quasi
nulles &és dens a EM(O) i el dual de EM(O) coincideix amb el o —dual,

és a dir,

(4) a=f(a)v>2 a b,

n
és la forma general d'un funcional lineal continu a EM(O), amb b = (bn)

tals que compleixin (3).

~

La transformada de Fourier T dluna TeEM(O) és definida,
a fi que la transformada de Fourier de I'aplicacid adjunta de

f — (fm)(O)) de &£, a EM(O) esdevingui una inclusié, per

M

T(z) = TUi"2Y), zec .

Tenint en compte (4),

T@ =2 b (2",

n>0
amb (bn) complint (3), és lexpressid general de T . Si
1/n
c = sup (lbnl Mn) ,
n
R n
- =" (c |z
|2 <.-

o T Mutetah
n
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i com que/uMi x sdn del mateix ordre, F = T satisfa

M
() CF@| = ok,tolzl)

Reciprocament, si F &s una funcid entera que compleix (5) i

R

F(z) = 2 . bn (iz)n , per les desigualtats de Cauchy tindrem

nz0
M(t, F) A et o
[b ‘ £ inf ———— <const. iNf —~———m = const ¢ M_,
nt = n n n
t>0 t t>0 t

ib = (bn) compleix (3). Aixi , si HM(O) és llespai de les F
que satifan (5), hem vist que T +—3) T estableix una bijeccid

entre el dual de EM(O) i HM(O) .

Per a cada g > 0, liespai HM(O,E) de les funcions enteres F t.q.
- |z|
|F)| = o (XM(—E—)) ;

és un espai de Banach amb norma

|F )l
“ F"‘E = sup
2 iz|
Mg

‘HM(O) és la unid d'aquests espais de Banach i hi podem considerar
doncs la topologia inductiva, Que T —3» T &s un isomorfisme
topoldgic entre el dual fort de EM(O) i HM(O) amb aquesta topologia

LF es pot veure igual que en {0,3.1.):

a

La identificacid (an) — (—1) entre EM(O) i his) és
n
M
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topoldgica i demostra que EM(O) és un espai de Schwartz, Per.
tant, segons [33] , la topologia forta é&s una topologia LF. Aixi
T +—> T és una bijecci® entre dos espais LF de funcions. és
immediat de comprovar que les dues topologies sbn més fines que
la topologia de la convergéncia puntual, i el teorema general de
la grafica tancada de [15 pga. 148] demostra que T j}— '1': és un

isomorfisme topoldgic. Resumint :

(3.1.1.) Teorema, - . EN(O) és un espai de Fréchet-
Schwartz ; la transformacid de Fourier &s un isomorfisme
topoldgic entre el dual fort de EM(O) i llespai HM(O) de les

funcions enteres F que satisfan (5), aquest Gltim amb la topologia

inductiva. //

3.2.- La imatge puntual,

Podriem mirar de caracteritzar aquelles successions
que sdén la successid de derivades al zero d'una funcid de EM ;
aquestesformen un subespai de EM(O) . En lloc d'aixd, el que
farem en aquest apartat és trobar una condicid necessaria i suficient

per a que aquest subespai sigui tot EM(O) , és a dir, per a que

Itaplicacid

Pyt Ey — EM(O)

(n)(O) )

f e (f

sigui exhaustiva, (aquest mateix problema és resolt per al grup
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quasi-analftic no analitici peralgrup no quasi-analitic en el Capitol
6 ). Farem servir un metode originalment pensat per al cas n.q, a,
perd que també fur;ciona en la present situacid. Ara ens interessa
el cas analftic perd cal dir que tot aquest apartat és vilid en el
cas quasi-analitic general (de fet, al tractar el cas quasi-analitic

no analitic en el Cap. & emprarem aquest apartat).

Evidentment, "o és continua i injectiva i, per tant, dir
que r_ és exhaustiva és el mateix que dir que ry és un isomorfieme
topoldgic, pel teorema de I'aplicacid oberta, Com que ambdbs sbdn
reflexius (els dos sén FS), aixd és el mateix que dir que I'aplicacid

. t
adjunta r
o

: Ef(O —_—— 1
r‘o M() EM

( que &s una injeccid ja que Im Py és dens a EM(O) al contenir ? ),
sigui un isomorfisme topoldgic. Si apliquem la transformacid de

t
Fourier a Py 2 utilitzant els teoremes (0.3.2,) i (3.1.1,), trobem

la inclusid

H,(0) e— H

Quedem doncs que. cal trobar una condicid necessaria | suficient per

a que H B =- HM(O) com a espais vectorials topoldgics. Recordem

M

que H &s l'espai de les F enteres t,q,.

M

lF(z)‘ =0 O‘M(‘%') exp r [imz| ) ,
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per a uns certs r, g i HM(O) el de les F que satisfan aixd mateix

perd amb r = 0 {(tots dos amb la topologia inductiva).

" A la vista dlaquestes descripcions, veiem que una condicib

suficient &s que )\M absorbeixi exponencials en el sentit que

(6) A ) exet =0 (A 00), t>0

Ara veurem que (6) és també& necessaria.

(3.2.1.) Teorema.- Si EM és quasi-analitica, una condicibd

necessaria i suficient per a que
roo: EM —_ EM(O)

sigui exhaustiva é&s que XM absorbeixi exponencials, en el sentit de

(6)

Demostracid. - Ens falta veure que &s necessaria, Suposem
doncs que HM = HM(O) com a espais vectorials topoldgics. En parti-
cular,

H —9y H (0)
M M

s continua, és a dir (per definicid de topologia inductiva)
HM(r‘,E ) —— HM(O)

és contfnua ¥r, WE>0, Per un teorema de Grothendieck
([5, pa. 147), hi ha$r0 t.q. HM(r,e) < HM(O,Q) i
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H(rig) &— H _(0,$)

és confinua (com a espais de Banach). Per tant, si e és exhaus-

tiva tindrem :

"Per a cada parell r, £ existeix un g)O i una constant

C?0 t.q.
|| &l
(7) SUp ———— . £ C sup ,
z AM (f_l) z )M(%) exp r Ilm zl

per a tota funcid entera F que fagi finit el membre de la dreta."

Considerem F(z) = exp (—iz)/AM(-iz) . Ltacotacid

|F(z)' = exp Im z I/JM(—iz)l < exp ||m zl/uM(lzl )£ exp Ilm z, 2 ,lM(zlz]),

ens diu que (7) per a £ = 1/2, r = 1 i aquesta F té el membre de
la dreta més petit que 2 . Per tant
|F2)]
sup ——m— £ C ,
z z{
A,
Y

per a uns certs g, C, és a dir

exp Im z I/MM(—iZ)I £ C )M('l—g—i-) y Mz

Si especifiquem a z = it, arribem’a

exp t M) =0 (A (o), 150,

i aixd implica (6) ja que XM _(/AM ./
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(3.2.2.) Criteri per a que XM absorbeixi exponencials, -

(veure [1 1], pg. 478)
Si

o Mnl—l
(8) SUp ~—— = C <4 0

n (N1} M
n

XM absorbeix exponencials,

Demostracid, - Com que )\ i s6n funcions del mateix
Demostracio. - q M /“M

ordre, podem treballar amb /\AM

n-1 n -
() = - Loy L -
M n2>,—1 n . %0 (h1) - . % C/AM(t)

nd+1

és a dir, (Iog/MM(t) W5 d>0. Ara, si Ozctes

S

Iog/AM(s) - Iog/uM(t) = (Iog/uM(u)' du 3 d(s-t)
. t

i fent s = 2t, trobem que log /uM(Zt) - Iog/uM(t) » dt, que és el

mateix que (exp d t) M(t) _‘/AAM(Zt) //.

3.3. EM(r*), EM com a classes de funcions enteres. -

A partir d'ara, suposarem que es compleix (6) { els exemples
«
més caracteristics com Mn = (n!) amb & « 1 la satisfan, doncs com-

pleixen (8)), Llavors EM = EM(O).i HM = HM(O); també&, les k de la
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representacid (19) Cap. 0 o (2) sbén, tant en el cas de EM(r)

. w
com en el de EM, les funcions que dominen )\M(|—I) per a-tot

£
€ 0. Coma conéeqﬂéncia, EM = EM(r‘) Mry0 i estem tractant.

un Gnic espai : el de les funcions enteres expressables sota la
. x iwl
forma (2) amb k(w) dominant M(—E—) ME> O . De (2),
tn) (’w)n exp (izw)
i (
f(z) = e d/A(W) ’
k (w)
C

Wl exp (Iwl {z|)
k (w)

N} -
‘fn (Z), < "/u“ swup

w
Ara, k domina totes les XM(%) exp r lw| (perque les exponencials
s'absorbeixen a )‘M ik domina totes les AM(IWI/E) ). . Si

)M(‘—‘;i) exp rlw| £ c(,r) k(W)_ ,

tindrem, per a Izl £ r, (igual que després de la representacid {19)

del Cap. 0)

n .
If”“(z)ls ll/ull ClE,r) sup ﬂl__ = Il/ull cle,r) e" M,

w 1wl
M=)
(per (7) del Cap. 0). Aixd &s una mena de complexificaci®é de la

condicid (3) Cap, 0. AixT,

{3,.3.1.) Proposicié.~ Si )M absorbeix exponencials,

EM =EM(r) M r> 0 i &s l'espai de les funcions enteres f(z) t. q.
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vwr, W JC(r,e) t.aq.

| f(m(z)

£ C(r,€) &n Mn per a lzf «<r ,
)
(o equivalentment, el de les feH t.aq. (fm (0)) e EM(O). //
En el cas general, segons (0.1.1,)}, en els acotats de

EM coincideixen la topologia induida per EM i la indufda per E.

Act tenim la seglient (no repetim més la hipdtesi (.6)) :

(3.3.2.) Proposicid.- En els acotats de EM coincideixen

la topologia indufda per EM i la indutda per H (la de la convergé&ncia

uniforme sobre els compactes). Per a f QEM, la convergéncia de

e A

£(2) =2_ S o

n!
cap a f ho és per la topologia de EM.

Demostracid. - Vegem lo primer La inclusid

E, C—0 3 H

M
&s continua perque la seva grafica és tancada : si 'fn —s f a EM i
fn—yg aH és f = g sobre Ri per tant, com que les dues

sbén enteres, f = g. Aixd i el fet que E_,& sigui de Montel demostren
! M

la primera afirmacid de la proposicid .

VVegem la segona. Del fet que

r : E

° - EM(O)

M
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sigui un isomorfisme topoldgic hom veu que les sumes parcials de
n

— ) n .

2 —————— 2z formen un conjunt acotat a (perqud les seves

E
n! M
r-o -imatges el formen a EM(O) ) i aleshores la segona afirmacid

&s conseqUdncia de la primera (o també utilitzant una propietat de

la topologia normal, veure (25, pg. 414)) //.

Nota. - Val a dir que la mateixa proposicid seria valida
per a Il'espai HM = HM(O), i en general, per a tot espai de funcions
enteres definit per condicions radials de creixenga, com és el cas
de HM(O)_ Fins ara, perd, éM no ho estd de definit per condicions
‘radials; precisament en I'apartat segllent donem una condicid a fi
‘que aixf sigui . |

3.4, Nova descripcio de EM

En aquest apartat introdufm una hipdtesi que implica (6) i

que permet de descriure E

M com a un espai de funcions enteres

amb condicions radials de creixenga . La hipdtesi &s la seglient :
(9) VYLa successid m, = n!/Mn és logaritmicament convexa. !

Novament, els exemples més caracteristics compleixen (9) :

< 1-

of
si Mn = (n!) ambaz1, m = (n!) és logaritmicament convexa.

Igual que en 0.2, feiem per a Mn’ tindrem que la succesid

m . &s creixent, &s a dir,

|
("')né_(_(m'_”)"” , Mn
M M
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D'aquesta, elevant a nél

1
MnJ-l Mn?
;‘-(—) »
n!
L) M
(nt1) M_

i ara (1) ens diu que (8) &s certa, i per (3.2.2.), també& (6). Aixd

ens assegura que els apartats anteriors valen amb (9).

Si mﬂl/n &s acotada, juntament amb (1) implica que (Mn)

és equivalent a (n!) i per tant EM' = H . Com gque no volem estudiar

1/n . .
H, suposarem que mn / —3 o0 ., Aix7 podem considerar per a t>0

n o n

A =sw e, pm -2 —
n mn n mn

(3.4.1.) Proposicid.- Amb la hipdtesi (9), o bé EM és

H o bé és l'espai de les funcions enteres t.q.

(10) M(r,f) = © (/um(F.r))

per a tot £ > 0, amb la topologia definida per les normes

“f‘k ‘ = sSup __M

r /Am(ir‘)
) CL, . {gm n .
Demostracid.- Si fe EM’ com que\ (O)\éC(E) £ Mn , és

n

= M
\ft2)f < C(E)-nZ;—o —-5_:'—"—- l2|" = cle) p(elel) .

98



D'aquesta s'arriba a (10}, Reciprocament, si f satisfh (10), com que
podem sustituir /um per }m al ser funcions del mateix ordre, les
desigualtats de Cauchy i (7) del Capitol O aplicada a m. ( act és on

intervé la hipdtesi (9) ) donen

o] M r ;) A (en)
< inf £ C(g) inf —2% =
n! r rn r r-n
3 no. xm(ﬁr) _ n_ -1 _ n M
= C(€) € inf ——— =C(§) £ m_ = C(e) ¢ )
n n
r (er) nt

l {n

es a dir, () ¢ cte) €"M_ . Aixd significa que (1™(0) € g, (0)

[}
i per (3.3.1,) que feEM . Llafirmacié sobre la topologia de EM és
conseqligncia del fet que la definida per les "f“i &s de Fréchet i
més fina que la de la convergencia puntual ( les desigualtats anteriors

ho demostren directament). //

Amb aquesta nova descripcid de E_ es pot veure clarament

M

la qlialitat d'algebra de EM’ tot utilitzant la relacid

—_— M —
M= 2 K 2 L2 KL
k k! ! :

-
X
-
x
"

(11)

<2 N = M (2n).
ZP kil=n k1! I! /\Amzr

n kl=n k! I} nt

Tot el que fins ara hem dit &s bo per a la classe corres-

] 1/n

ponent a Mn=l o en general al cas sup M < o0 , que haviem
n
n
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nsegregat" al Capitol 0, Aci, m.= n! ,/Am(r)= exp r i EM és |'algebra

de les funcions enteres de tipus exponencial minimal.

of
Exemple. - Analitzem el cas Mn= (n!) amb 0<w«<l. Ara,

1o . .
m.= (nt) &s logaritmicament convexa i no acotada. En aquest cas,
n
x t
(t)= sup ————— )
1—
m n (n!) %
1-% 1-of ) )
i com que (n!) i nn( ) sbn equivalents, )\m(t) és del mateix
" ordre que
1/ 1-«
" (t / )n
1-o
sup : ={ sup )
n n{1~-«) n n
n n

L'expressid de dins el partntesi de la dreta &s del mateix ordre que

1/ 1-o .
exp t / i per tant també& ho és km(t). Conclulm aixi que en aquest

1/ =t . :
cas A [t) &s del mateix ordre que exp t / i per tant, utilitzant

m

(3.4.1.), EM és I'xlgebra de les funcions enteres dlordre més petit o

-1
iqual de A =(1-a) i tipus minimal.

3.5. Els invertibles de EM .

En aquest apartat encetem I'estudi de EM com a algebra,
Concretameﬁt, volem saber quins elements sbn invertibles,

Suposem que f &s una funcid holomorfa al disc tancat de
radi R, sense zéroé i tal que f(0)=1; posem

m(r, f)= inf  |f(2)]
\zl=r

M(r, f)= sup lf(z)‘ .
|z r '
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Aleshores tenim la desigualtat ( [5] pg. 3 ):

2r

log m(r,f)2 -~ log M(R, f) .

R-r

Si apliquem aixd a una funcid entera sense zeros amb f(0)= 1, fent
R= 2r trobem
log m(r,f) 2 -2 log M(2r,f) ,

-2 '
és a dir, que m(r,f) 2 M(2r,f)"". En el cas general, considerant f/ f(0)
-1, -1
i tenint en compte que M(r,f ')=m(r,f) , hom arriba a :

Lema.~ Si f &s una funcié entera sense zeros, hom té

(12) ' M(r, 1) < |f(o)|'3 Mzr, 02 . //

Eil lema ja permet de donar una caracteritzacid dels inverti-

bles:

(3.5.1.) Proposicid. - Una feEM és invertible si i només

si f(z)# 0 Wzed Llaplicacid f — f-l és una operacid contfnua
en el conjunt dels invertibles,

Demostracid. - La primera afirmacid és conseqli®ncia de
(11) i (12), tenint en com;;te (3.4.1,). Vegem la segona: si U &s el

conjunt format pels invertibles, és U=Q Un on

un=-{ feEM/ f(z)£ 0 per a \zl.‘n}

La topologia de EM és més fina que la induTda per H i com a
conseqliéncia Un és obert, Aleshores U é&s un Gg-conjunt i segons un

resultat contingut a [50], f p—— f-I és continua. //
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-

Fixem-nos que la situacid és radilcament diferent que en
el cas Spec EM = R, En aquell cas, el que a la proposicid s'enuncia

només era possible quan l'3lgebra era I.m,~convexa.

3.6. ldeals principals de EM.

Necessitarem el teorema seglent, degut a Levin ( [29], pg. 21):
Teorema, - Sigui f(z) holomorfa a |z\£2eR { R>0) amb
- f(0)= 1, i sigui 0<']A3e/ 2 donat. Aleshores, a |z|¢R i fora d'una

famflia de cercles la suma dels diametres dels quals és = 89 R, tenim
(13) log |#2)] > - H(Y) fog M(2eR, )

on H(Y)= 2+ log ( 3e/ 29) . //

(3.6.1.) Proposicié.- Si f , f, ¢E,, i h= fl/ fy és entera,

1" 2 M

h [3 EM.
Demostracid, - Suposem primer que fz(z)= z-a. Aleshores

M(r,h) £ M(r‘,f1) per a r gran i acabem. Aix{ en el cas general podem
suposar, en iterant el cas anterior, que fz(O)% 0 i per tant que f2(0)= 1.
Donat r»0, aplique'm .el teorema anterior per a f2 ,V)Ll/ 16 i R=2r, de
forma que podem assegurar q.ue'(l3) és cert Vlz\sZr fora d'una
famflia de cercles; com que la suma dels diametres d'aquests cercles
és 87 R ¢<r , podem assegurar que existeix un R1 tal que rchc 2r

i (13) &s valid per-a |z|=R , &s a dir, m(R , f,)%M( der,f )"C. Ara,

e

M(r,h)s M(R,,h)=sup  h(z) £M(R,f ) m(R,f,

l21=R,

= M(R,,f,) Mlder,f )€ 2 Mlser,t,) Mler, <L

102



, . . C C C
Es Ml4er,f )¢ ”f]“i /um(aere) i M(4er,f2)5(|f2[]I/LAm(4er‘£) . Per

. ck1 . .
(11), i suposant ct 1 natural par-ell,/um(l;er‘e) s/um(Cr‘e). Es a dir,
hi ha C,c t.q. W£> 0,

M, he Dl Il Ue I cered

i aixd demostra que heEM. //

De fet, hem demostrat que
Inlleg Nie ), dile

per a unes certes constants c¢,C, Si, donats g,f ho apliquem a fl= gf

i f =1f, tindrem que

2
"9”(325 llgflk Uf":

Aquesta desigualtat demostra que g— gf &€s un isomorfisme topoldgic
entre EM i la imatge ( és clarament injectiva) i, en particular, que
la imatge és tancada. En altres paraules,

{3.6.2.) Teorema.- Els ideals principals de EM sbén

tancats, //

3.7. - Estudi dels ideals tancats de EM .

Mitjangant la descripcid (3.4.1.) de EM hom veu que
'algebra Ey és de la classe d'digebres estudi.adesa [28]. A [28]
s'estudien les algebres de funcions enteres de tipus minimal respecte
un pes M(r) que compleixi que per a tot parell a,b>0 hi ha una c»0
tal que M(ar) M(br) € M(cr). En el nostre cas, &s clar que aixd és

assegurat per (11). Posant, com a I'apartat 2, 2. , per a un ideal |
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i un conjunt discret Z,
h()={ zea / f(z)=0 v fe1} k(z)={ feE, /f(z)=0 Vzez} ,
{on cada z el considerem escrit tantes vegades com la seva multi-

plicitat), el principal resultat de I'esmentat article és:

(3.7.1.) Teorema.~ Un ideal | de EM és dens si i només

si h(l)=¢. Per a tot ideal | de Epe itadheréncia de | &s kh(i). En
particular, tot ideal tancét estd caracteritzat pels seus zeros ( contant
muitiplicitats), //

Es podria deduir la segona part de la primera tal com a
Itapartat 2. 2. .Una altra observacid &s que hom pot arribar a aquest
mateix teorema utilitzant els m&todes 'que a [47], sbn desenvolupats
per a les dlgebres de Hadamard, fent servir resultats de [41] (t2cnica
dels productes infinits, veure també [9]).

La qlestid natural a considerar ara é&s esbrinar quins
-conjunts aTllats poden apardixer com a h(1) per'* a un cert ideal tancat
|. Comencem pel cas que aquest ideal sigui principal i aixf{ doncs
ara estudiarem quins- conjunts. aTlliats sdn el conjunt de zeros d'una
feEM . La tasca és només generalitzar el que a [41_] és desenvolupat
per a ilgebres de tipus normal.

Primer de tot, fixem-nos que si fEEM no solament és

M(r,f)=0O (/Am(ﬁ r)) o,

per a tot £> 0, sind que
M(r‘,f)=' (o] (/Am(£ r)) ’

.per a tot £y 0. Aixd és degut a que (11) ihplica.que /Am(e' r)=:
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=0 (/um(z:, r)). Posant m(r)= log /Am(r), podem dir doncs que feEM !

si i només si per a totg»0 hi ha r(g) >0 tal que
(14) log M(r, f) = m(g r) per a ry r(g) .

(11) stescriu ara 2m(r) € m(2r); de fet, m(r) £ m(t) < m(r&t), W r,t.
Sigui Z una successib (zn) de nombres complexes no nuls
( poden haver-nthi de repetits) t.q. lim|zn|= % ., Per a cada r >0,

n(r) és el nombre de z taq. lz |¢r i

n
r
" n(t) r
N(r)= dt =Z- log .
0. *t (z fer |zn|
Per a k=1,2,3,... i r>0, hom defineix
1 1
k
St k)= — D ()

k 1z j«r z
n n

Es diu que !a successid Z té m-densitat zero si WE»0

Jrlg) t.q.

(15) N(r}) « mler) per a r3z ri{g)

b

i es diu que &s m-equilibrada si hi ha una successibd de complexes

(an) amb la propietat que ME€> 0 A r(g) t.q.

('6) ak + S(r‘,k) < l(ir‘_). Vk’ rx r(€) .
r

Amb aquestes definicions, hom té :
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(3.7.2,) Teorema.- Una successid Z és la successibd

de zeros d'una funcid f € EM si i només si té m-densitat zero i &s

m-—equilibrada.

Demostracid. - Suposem que Z és la successio de zeros
' . . K
de feEM. Suposem també& que f(0) = 1 i que f(z) = exp (Z 3 z )
k
a: un entorn |Z‘£F° de O. (ro = min Iznl ). La férmula de Jensen
n
dbéna
21T
- .
N(r) = —— log |#tre'®| a0
21T o

i ara, per (14), Z té m-densitat zero. Per a r) 0, sigui

fr‘(z) = f(z) ‘ —_—]——

1 - z/z
lz |er "
ME
f és una funcid entera, f (0) = 1. f (2) # 0 per a |2|<r. Per
tant, hi ha una funcid holomorfa a lzl«r t.a. gr(O) = 0 i
exp gr(z) = fr(z) per a \zlzr' . Per a cada n, iper a|zi(.r~o, tenim

i 2 1 z |k
log ————— = — )
k

1 —z/zn k>1 z

de manera que, per a Izlcro, és

o (2) = (a + SlrK)) 2"
ko1



Si |z| = 2r i lznlgr- , és \z/zn|>,2 il! ——Z_l>,l . Per tant,

Z
n

‘.f.r(z)lf 'f(z)l per a iz‘ = 2r, i aixf 'fr;(z)lsM(Zr‘,f) per;a

‘z\ = 2r . Pel principi del mddul maxim,

lfr(z)l £ M(2r,f) per a izt < 2r

Aleshores
Re gr(z) = log Ifr(z)l = log M(2r,f) per alzlér
Dlac{, per una acotacid decls coeficients de la sdrie de Taylor dtuna

funcid holomorfa en termes d'una cota per a la part real (veure {Ilc]

pg. 337), tenim

log M(2r,f)
k
r

3, + S(r,k)'g 2

Donat € » 0, pér (14) &és log M{r,f) « m(gr) per a . ryr(g). Uavors,

per a ryr(€) 1 k31,

a + s(r,i)| < 2m(2¢ r) < m (4 1)

k Kk = k ’
r r
és a dir, Z &s m-equilibrada,
Suposem ara que tenim una successid Z = (zn) m-equili-

brada i que t& m-densitat zero: per a £y 0 , hiha r(¢)>0 t.q. per

aryr{(e)(15)i (16) sén certes; (16) demostra que la s&rie

k , i . .
% (ak + S(r,k)) z &s convergent per a |zl4r- si r &s gran,
% .

-y
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X k ,
L.a serie kZ-l S(r,k) z &s convergent per a lz\g Y i per atot r,
(4

perqud
k 1 Kk zk 1 z f<
k = — —— o (—
(17) o~ _Slr k) z > 2 (zn) e Z 2 (=T
K k |z s4r \zjsr K n
> k
Per tant, < a z° &s convergent per a |z|<r . Sigui glz) la
kz1 “k "o
seva suma i definim f(z) = exp g(z). Veurem ara que f, que de

moment tan sols és definida per a lz](.ro, pot &sser perliongada com

a funcido entera,

Per a r gran, definim, pera \z|<r,

(18) g (2) = 2 la + S(r, k) z¢
. Kk
Si £ (2d = exp gr(z), considerem
F4
t@ | \ (1- 2
. n
[znl £ r

Aquesta &s una funcib holomorfa a |z}« r. Comparant (17) i (18),
z
veiem que gr(z) = g(z) - Z— log (1 - ;—) per a |z|« ro - Per
- n

tant, coincideix amb f(z) per a \z|<.ro . Per tant, hiha una

funcid entera f t.q.

fr_(z) [ \ (1 - _iz__) per a |zl<r,

|zn|_¢_r‘ : n

f(z)

. =" k
f(z) exp (Zk__akz ) per a \z\z_ro
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Lo primer demostra que (zn) és la successid de zeros de f, doncs

fr(z) # 0 V|z|er. Veurem ara que f € E,, i acabarem; fixem € » 0

M

i sigui r(&) com a (15). Per a r2r(g) i lz|zr ,

o, (|2 la + Stor, | We 2 DEED Koy

K
k21 k%1 (2r)

Per a |zler, f(z) = er(z) T—l (1 —i) i aixi

|zn‘5 2r Zn
lf(Z)Is exp m(2¢er) \ l (1s — ),
Izn|£ 2r lzn| )

que és el mateix que

log M(r,f) e m(2er) + 2__ log (1 + r‘)per‘ a ryre).

|z

£
lzn|_2r .n
Com que |zn|ﬁ2r‘,
3
1L ‘Zr < 2Zr~ zr‘ _ | r i
Y I N B FAN T E

= A
log (1 & iz

|z, |€2r ntoazpeer Palhzpear o %

= N(3r) =

.<€ m(3ger)

Resumint, per a r2 r(g),
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logM(r,f)e m(2gr) + m{(3er)s m(5er)

i aixf feE, ./

Direm que una successid Z = (zn) és m-admissible si és

m-equilibrada i té m-densitat zero. Aixi els ideals principals sbn

tots del tipus k(Z) amb Z m-admissible .

Direm que una successid Z és relativament m-admissible

si hi ha una supersuccessibd 2Z' D Z que sigui m-admissible. Aleshores,

tot ideal tancat &s del tipus k(Z2) amb Z relativament m-admissible,

Tot idea! tancat serd principal quan els dos conceptes
siguin el mateix, és a dir, quan les propietats (15) i (16) siguin
hereditdries per a subsuccessions. La (15) sempre ho &s mentre que

v te s PR
a (1o n ot

ar

- TS e - ol
que veuire amb la dist

Una observecid &s que mentre (15) és una condicibé bona,
intrinseca (16) no ho és. Igual que en el cas de tipus normal ([41] )
podriem donar condicions equivalents a (16) qﬁe fossin intrinseques,

™
En lloc dtaixd estudiarem un cas concret, el de Mn = (n!) ambau«l.

o
3.8, El cas Mn=(n!) amb 0Oc¢a<l -~

Ja sabem que en aquest cas EM és I'dlgebra de les
X -1
funcions enteres d'ordre 5/5 = (1 —=o) i tipus minimal. Podem pensar

o

doncs que m(r) = r'" |
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(3.8.1.) Proposicié.~ Si m(r) = NS , una successié Z

té m-densitat zero si i només si n{r) = o (rf ).
. . [
Demostracid.~ Donat€ >0, &s N(r) <« (er) per a

r>.r(g), &s a dir, N(r) = 6 (r®). Com que

er er

t dt
N(er)>, _”f_)_ dts n(r) — = nlr),

r r

també n(r) = 'o(r*’; ).

Reciprocament, suposem que n{r) = o (r). Domat €> 0,

és n(r)=« sr‘(’" per a r » r(g). Aleshores,

r r
N(r) = N(r(€) )+ J Tlin dt 2N(rle)) +g] 8 ar =
r(€) r(g)

=N e oA —epT e

és a dir, per a r r(€)

-1 1.3

N e 2 e 2 re T Ce a7 (i) 0T

Fent r —> 00 , arribem a

é

- -1
lim sup N(r)r

r — 00

-

<€ 3

i com ¢ és arbitrari, N(r) = o (r/g ). //
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7B

Estudiem ara la condicié de r’~equilibri. Com ja és
classic, hom troba una diferéncia essencial entre el casﬂéz i

el cas 4.4 Z. (teoremes de Lindeldf (2.9.5.) i (2.10.3.) de (5] ).

(3.8.2.) Proposicidé.- Sipd Z, tota successid de r@-

densitat zero és rﬂ— equilibrada (i per tant, r2. admissible).

Demostracid. - Cal trobar 3, t. q.

(19) a + Sir,k)| = & rﬂ_k per a r 2 r{g) k 21
k b )

Fixem-nos que (19) implica que per a A<k 3, és necessariament

. o 1k
a = - lim S(r,k) = - ' 2_ (-—Z——-)
r —-»on n2

S

Comencem doncs per veure que aquesta s&rie &s efectivament conver—

gent . Donat £>0, per hipdtesi, &s n{r)s & N per a rar(&).

Aleshores, si Py > r(g),
' 1 = 1k 1 2 dn(t)
20) |sir_,k)-sir k| = —| =Z_ (=—=)|¢ gnlt)
2 1 k z K k .
relz |sr n t
1 n 2 rl
n(r,) n(r,) T2
1 2 1 n{t) A~k B -k
= = — - — + kK ___k“dt_(g(rz o) 4
r r t
2 1 r
1
T2
LE tﬂ_(k“)dt.‘a(rﬁ_kL rﬁ_k)(ll-—1-—).
2 1 R
r

1

Com que (1— k <0, veiem que la seérie compleix el criteri de Cauchy,
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D'aquesta forma podem definir

e k
i 2 1
3 = - — ( 3 ) per a k>/3.
n>1 n
Per a keg definim a =-S (2,k) (de fet veurem que no tenen
A K

trascend®ncia ) . Amb aquesta eleccid del a, demostrem ara (19) .

Fixem & >0 i sigui r‘(a)_ t.q. n(r)cer? per arzr(&). Si k>4,
lak+.5(r,k), =tim S (rk) =S (r,K)]
r'—e

Ara bé;com a (20) i utilitzant que (1 &

18-kl

)< C al ésser /542

S-S,k ee (PR ert ™) 00 1 ce (AR Bk

([p-k|
: , Ak
i fent r' —5 0, trobem que lak +sSs(r,k)l<« Ccg r per a r2 r(&)
ik>f que és (16).

Vegem ara els k<A. Com a (20),

~
n(r) n(2) N n(t)

3 +S (k)| —— + TR
r 2 t
2
Siryr(g),
r(§) :
Bk n(t) n{t)
akd-S(r,k)sé +n(2) + k;ldt& k;_Idt‘
t Wt
2 r(g)
r{€)
< g PN nt) g g g —— (B ey <
k=f-1
, t 1p-k|

?
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< € r/"k +2¢ 1 Ak L n(2) + D(E) .
{A -kl

Si fem r —p e, com que ara ;3 -k >0, trobem que

K=
lim sup lakLS(r‘,k) r A<C£

r— oo . ’
per a k<a i com que £ és qualsévol, trobem (19). //

Per tant en el cas que B¢ 2, és el r.nateix dir que 2
és r"g—admissible que dir que té r/;—densitat zero . Com que aixd

Gltim és hereditari per a subsuccessions tenim :

o( -
{3, 8. 3) Teorema.- Si Mn= (n!) amb a¢1 i A =(1-«) ]4 z,

els ideals principals i els tancats coincideixen i tots son del tipus
k(Z), on Z és una successid tal que n(r)= o rB).//

(3.8.4.) Proposicié.~ Si A €2Z, una successido de rA

densitat zero és r-admissibie si i només si la sdrie 2"(_21_)ﬂ
n n
és convergent,
Demostracid. - Suposem que existeixen ak t. q.
+ S(r,k A -k k>,
a, (r,k)|cer per a r2r(€), V¥ 1.
Per a k=p aixd significa que a, =~ lim S(r,p8)= L _2 ( ! )ﬂ
B ’ A z
r—3 < n n

i aixf la condicid és necesshria. Vegem que &s suficient. Definim

1 = 1 .k
a=- = 2 () perakyf,
k k z
n>,1 n

{ per a k)/3 , hom demostraria la convergéncia de la s®rie tal com
a la proposicio (3.8,2.)) i
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a == S(2,k) per a k</5.

Donat ¢£,0, igual que abans , veuriem pels k;‘ A que
p-k
\ak + S(r,k){<gr per a rzr(&).

Per a k=, aixd mateix &s cert per a rart (&), per definicid de a,
Aixl també &és cert (19) i acabem la demostracid de la proposicid. //
Veiem doncs que en el cas A€Z ja no és cert que les
successions r’g ~admissibles siguin les de r‘ﬁ—densitat zero, Com a
conseqliéncia, la propietat de r‘ﬂ—admissibilitat ja no és hereditaria,
les relativament r‘ﬂ—admissibles no sén r’g—admissibles i no tots els
ideals tancats scl’)n principals. Perd en canvi, hom pot caracteritzar

les successions relativament r‘ﬁ —-admissibles.

{3.8.5.) Proposicid.~ SiA €2, una successid és relati-
vament r‘/;-admissible si i només si té P/J—densitat zero, n(r)= o(r#4),
Demostracibd. ~ Hem de veure només la suficidéncia, és a

dir, utilitzant (3.8.4.) , que si 2 té r/"—densitat Zzero podem afegir-hi

termes de manera que la s&rie de terme general zr:ﬁ sigui convergent
. -1

conservant n(r)= o(r ﬁ). Una manera de fer-ho és afegint els w Zn

amb wﬁ=—1; la nova n{r) &s el doble de !'anterior |

II%
~
*

|
°
~
~

zHer n zler n 2 [er n
| M | n\ \ nl-

Emprant (3.8.4,) i (3.8.5.) tenim
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. o . -1
(3.8.6.) Teorema.~- Si Mn= (n!1) amb Ofaedd iR =(1-«) € Z

aleshores tot ideal tancat &s del tipus k{Z) on Z &s una successio

tal que n(r~)=o(r~ﬂ). Els ideals principals sén aquells que la correspo-

nent successid compleix a més a més que = z_ A
n

Nota. - En el cas o = 0 ( funcions de tipus exponencial

¢s convergent. //

-1
minimal), A =1 i n(r)= o(r) és equivalent a dir que n z — 0
( (5] pg. 5). Aquest és el cas estudiat a [38J . Cal dir que els teoremes
(3.8.3.) i (3.8.6.) semblen ésser coneguts perd que no hem reeixit

a trobar-los enunciats a la literatura,

3.9.- El cas que m(r) sigui lentament creixent,

Després de I'apartat anterior, veiem que la qllestio dels
ideals és forga subtil. Hom diu que un pes m{r) és regular quan val
(3.8.5.), és a dir, quan les successions relativament m-admissibles
sbn les que tenen m-densitat zero ( veure [41)). Aixd significard que
la condicié que descriu els zeros dels ideals és radial. Els criteris
que en el cas de tipus normal existeixen per a que m{r) sigui regular
( (41 ) poden ser generalitzats, Per exemple, aquest és el cas dels
pesos que sdn lentament creixents,

Hom diu que un pes m(r) és lentament creixent si m(2r) <

¢ Cm{r) per a una certa constant C, Hom pot veure que aquesta

definicidé &s equivalent al fet que hi Hagin per i constants A,B t.q.
0
m(t) A m(Br)
1 — £
(21) T3 dt « ” per a k>,po ,
t kr

- r
({41] lema 3.7.).
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{3.9.1.) Proposicid.~ Si m(r) &s lentament creixent,
m(r) és regular,
Demostracid, ~ Suposem que 2= ( Zn) té m-densitat zero

és a dir, N(r) £ m(g r) per a r3 r{€). Hem dtafegir-hi termes fins

Ri

fer-la m-admissible. Sig}Ji p.e€2Z t.q. 2 > 2C i P, = max( Pys p]).

1

Aixi, per a k>,p2 tenim que val (21) i

m(2") ' c"m(n) c

n
(22) < =t——) m(l)— 0
znk znk 2k n
p2 )
. -k . ~k
Definim 2* = U w™ Z on w=exp(2 1T i/ P, +1) i w  Z designa
k=0

i -k - .
la successid (\w z ). Veurem que Z! &s m-admissible. Tenim

Ni(r) = (b, & 1) N(r)

2

i aixi ja té& m-densitat zero. Ara cal trobar a de manera que valgui

k

(16). Per a kg Py definim 3, = - S(2,k). Per a k)p2 , veurem que

(Slkzn,k)) és de Cauchy( les ' es refereixen a Z' ).

zm
n m 1 dnt(t)
|st(2",k)- 52, k) - = <
n
2™ 2
n(2") nt(2™) - oni(y)
P + ' —_ at
K K ) KE

Per a r gran n'(r)< Ni(er)= (pzl- 1) N(er) < (pzl- 1) m( & er). AixI, per a

n gran, nv(zn)s(pzl- 1) m(g e2n).‘(p24- 1) c" m( € e). Per tant, per a

n,m grans
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C C
n m
s12 ,k)-S1(2 ,k) 5(p23.1) m(g e) — ‘ — .
2 2
zm
(DZJ- 1) m(g et)
+ dt
k41
n t
2

Aleshores (22) i el fet que la integral de (21) sigui convergent de-

mostren que (S'(Zn,k)') és de Cauchy. Aixd ens permet de definir

n
3, =~ lim S1(2 ,k) per a k>p2
n

Comprobem ara (16): fixem £>0 i sigui r(£) com a (15). Per a ks Py

akLSv(r~,k)=‘T 2 { e =

2| z'_"[gr* 2!

z
n r=0

=Lk- 2-— (——) —~ w =0
2<\zn\5r

Per tant, només cal comprovar (16) per a k)pz. En aquest cas,

l;k#s'(r,k)l = tim lSt(r,k)-sv(zn,k)
n

Perd 2"
n n'{r) n'(Zn) nt(t)
|stir,K)-st2 ,k)lf — e ot
r 2" t
r

Aleshores per a rr(€) i n gran

(p,b Nmiger)  (py+1) c" mige)

st(r,k)-s1(2",k)| £ i .
r-k 2nk
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n

2 .
m( & et) (szl)m(gep) (sz])Cn ml e e)
L(DZJ-’) o dt < - L L
t r P
eznf.
K m(u)
J-(024-1)(86) '}de”'
ter
) -1
i suposant f£<e n
fe2
n (pzl- 1)m(Eer) c n m(u)
1 -5t k)« + s ——
|si(r, K)-s1(2", k)| < - (Pyk 1) m(€ e) (== Wp,+1) v
r 2 u
Fent ara n —30, i utilitzant (21) trobem Eer
- ]
(pzl-l)m(éer) m(u)
[} < 5 &
,akLS (r,k)s " J-\pz 1) T du
r u
ter
I
m( € er) A m(g eBr)
=(p,+1) = + > » k>p, ryr(€),.
r kr
i aquesta ja implica (16),(gracies a que Nm(r)< m(Nr) ). //
{3.9.2.) Proposicid.~ Si m(r) és lentament creixent,
tot ideal de EM és del tipus k(Z) on Z &s una successid amb
m-densitat zero, és a dir, tal que val (15). //
3.10.- Generadors de EM .
Diem que f]"" , fh €EM sbn generadors si Itideal
(fl"" ,fn) que engendren &s tot EM. En aquest apartat donem una
condicid necessiria i suficient per a que fl,. .. ’fn siguin generadors,

generalitzant resultats de [19], [23] ,[24] . Necessitarem uns resultats
previs que també tenen interts de per sf.
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(3.10.1.) Proposicid .- Donada una funcid continua

positiva h(r) t.q. per a tot £ >0,
h(r) = O (m (er)), r>0,

existeix f € EM’ amb coeficients de Taylor 2 0, de manera que

h(r) € M(r,f)

Demostracid, - Estd inspirada en una semblant de [13]
2 P
Degut aI‘ fet que /um(er) f/um(ZEr), no solament é&s
h(ir) = O (/Am(Er‘)) WE> 0, sind que també h(r) = o },um(gr*)) ME > O,

Llavors per a cada n>1, podem triar dn>, 1 t.q.

r
< —_—

h(r‘)_/A { = ) per a r» dn

Podem suposar també que dnLl > dn . Sabem que

h(r) = C/\Am(r‘) ,

k
= r
per a una certa constant C>»t. Com que/«k (r) =2_ —~— uniforme-
m m
k k
ment sobre compactes, i canviant C per 2C, hi haun p & N de

1

forma que
il I
hir) < C 2 E— per a r'sd2

Cc

Definim b, = — k<p. .
efinim K mk_ per a \_p‘

Suposem, inductivament, que hem determinat pl—-, pne N i definit els

bl’__’ bp de forma que .
n




Llavors, per a r3 dnH ‘

P p 1
n - n
' r = 1, r kK 1 r .k = k
O oy m W e e 2

_ y
L B LN
m nt1 '
k>pn k

Per la mateixa rad anterior, 'hi ha an € N de forma que

pn anl
k 1 Kk
h(r‘)fZ b r Lé\,__ —_ (=), d er =d
Kk m n 1 nt 1 n+ 2
k=0 k=p +1 k
n
] .
ini L k = '
Definim bk ~ per a pnc an-1 D'aquesta forma
m (n& 1)
k
determinem una successibd (pn) t.q. si bk = per a P._1< ks_pn,
m n
k
tenim
Ph o0
k k
< Z =< Z
hir) < b r b r .
k=0 k=0
ndl o b kel
, 2 K, f kK Kk kK 1
La funcio f(z) = b 2z &s de E , perqud (— (0)) = ) = —
o M M, M, n

K '
perap < kspn, tendeix a zero, &s a dir, (f( (0)) e EM(O) i per

(3.3.1.) aixd és suficient per a que feEM . Finalment,
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—_ b, Ol e = M, )

degut al fet que bk>,0 M ko, Aixd acaba la demostracid de la
proposicib. //

(3.10.2.) Corollari.- Donada h(r) com a (3.9.1.),

existeix una funcid ¥ convexa en logr {i per tant, subharmdnica com

a funcid de z ) t.q.

hir) £ exp ¥ (r))
exp Y(r) = © (/qm(sr)) VE>O

Demostracib. — Es suficient de definir Y(r) = log M(r,{)
on f és la de la proposicié (3.9.1.). ¥ (r) &s convexa en log r pel

teorema dels tres cercles de Hadamard. //

(3,10.3.) Lema.- Si (Mn) &s una successid iogaritmicament

. 1/n - _— - ,
o0
convexa i Mn — , les funcions \M I/\IM definides al capftol O

compleixen les desigualtats

(23) )M(sl-t).‘ )M(.ZS) XA(Zt),/AM(sLt) < Z/AM(ll»s,)/*AM(kt) .

Demostracib, - La segona ¢ts conseqliéncia de la primera
perqud Xm(t)!/AM(t) £ 2 %A(Zt) . Demostrem doncs la primera: per

a tot n, utilitzant (4) del Capitol O, tenim

I

n n
n S n, k n-k S N
(st = %o(k)‘s " Re lM(s) XM(t) _Zk=o ) M M

n .
< M@ Aom, =0 - )\M(s) )\Am M, 2"

)
k=0 <
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) skt
Aquesta desigualtat demostra que )M( 5 )slM(s) X\A(t) que és el

mateix que (23).//

(3.10.4.) Proposicid.- Per a una funcid entera f, sbn

equivalents :

(a) fve Eu

2
(b) per a tot £>0, //A: ézl)zll d m(z)< e (d m la mesura
a
de Lebesque)
(c) existeix una funcid ¥(z)>» 0 subharmdnica t. q.
(i) exp ¥ (z2) = O(m (el ) we>o0

(i) [ lf(z)l2 exp (-~ ¥(2)) dm(2z)< oo,
[ex

Demostracid, -

(c) = (b) é&s inmediat
(b) = (a). Fixem z i sigui B la bola de centre z i radi a.

Tindrem,

If(z)l < —T% j |f(w)| d m{w) = 711.-—/ M—)—I}— /Am(c IWI)% dm(w) ¢
B/‘Jm(tlwl)

B
: :
1 { It w)l 2 1
Jg B
1

cl(g) - Ve H(EIwh d m(w)
B8
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Per el lema (3.10.3.) aplicat a la successid logaritmicament convexa

mo és /um(ﬂwl)a’/(m(el-f\zl ) < Z/Hm(4E)/Am(4£|z|). AixIl ,

1
|fz)|« cle) 2pu_we) p(aelzl))e cr (e) A (uelzl ), i Fegy,.

. » L, 2 .2 - n
(a) = (c). Si fGEM, també f eEM. Si f(z)=Z bnz ,

e

n .
la funcié g(z) = 2_ lbn' z també s de E
n .

M (perqud (|br! ) € EM(O) ).

Posem h(z) = (14 zp) glz) 4 1, on peN &s gran, que també &s a EM.

Definim Y¥(z) = logh(lz}) ; (i) és cert ja que heE . També ,
2 If(z)|2 (1zl) 1
[#2)* exp (-¥(2)) = < 2 < >
h{|z1) h(lz|) 1+ |zl

&s integrable si p &s prou gran. Finalment, Y(z) = log hilzl) =
= log M(lz|, h) &s una funcid convexa en log \z| (teorema dels tres

cercles de Hadamard) i per tant &s subharmbdnica. //

_ Lo _ . .
(3.10.5.) Teorema. Siguin f1 , fn € EM i | I'ideal que

engendren., Aleshores, | = EM si i només si no s'anullen simultania-

ment en cap punt i
n

(24) (2_ |e@) = o (A elz))
j=1

per a tot £>0,

Demostracid. ~ La condicid és necessdria : si

f,9,+ -==+ fog = 1, com que |g(2)] ¢ “g,illE Mmtelzl), tenim
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n n

1 52__] |1 @] ol = cerp ez 2 i,

i=
que implica (24).

Per demostrar que la condicid és suficient seguirem el
metode de [19] , [24] . Sigui W ltespai de les funcions f mesurables
definides a €, a valors complexes que satisfan (é) de (3.10.4.); per

o
a qr»o, sigui Lél = Lq ltespai de les formes diferencials de tipus

(O,q) a € amb coeficients a W, és a dir, les w t.q. |w| satisfa

(c) de (3.10.4.) (si w =2_ deE‘iJcr‘eixem, |wl2 =Z|WJ'2). Pera
J.

J i

cada p eN, sigui Pp el conjunt de totes les p-ples 1| = (il,--ip) amb
1.<il,——,ips n iI Lz el conjunt de totes les aplicacions antisimetiriques
de Pp en Lq . Per a cada NeLz i le pp, (1) € L_q ." L'operador S

defineix un operador no acotat

o] P
H —— L
J q qti

per (50() (nN = 3(«(!)) {(en el sentit de les distribucions). EI seu

p

S -
domini consta de les e(eL.q, t.q. d {«(1)) € Lcl vr el b

1

41 :
Definim P: L_z Lz de la manera segllent : per a

pél | . N 1\
o(eLq il o= (ll,—-, lp)e‘p,
. n
Pa) (1) =2 . oli =y i, i).
=1 3 1 P .

-

L P - 2 <
Definim també P« = O suc((l_q. Es clar que P = ()2 = 0; per a
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p&i \ . \ .
deLq , 1€ b’ com que ()fj=0 al ser fj entera, tenim

n
- JE—— - n -
P ) (1) =j2:‘ £ 04 (i, 1 ,5) =%] f J«(Iil,—-,ién -

n
£l -y i)) = 3 (P&) (1) = (dPa) (1)
=1 J s :

Y

i

Per tant, tenim un complexe doble (el complexe de Koszul) .

Amb aquestes definicions, el fet a demostrar, | = EM,
s ! 3
equival a demostrar Ilexistencia de v(eLo t.q. Poa= 1, Dot= 0.
n

En efecte: P = jZ——l fj o (j) on «(j) &s una (o,0) forma amb

coeficients de W, é&s a dir, una funcid de W; dox = 0 significa que

cada o (j) &s entera i (3.10.4) ens diu que EM = HNAW.,

El lema segent &s a [19], i &s una modificacit del

teorema 4.4.2, de [18]:

Lema 1 .- Sigui/.’t una forma de tipus (0, g4 1) amb

coeficients mesurables ,3(3= 0 iYsubhar‘mbnica t. q.

g% exe (%) am =<0,
c

Aleshores, hi ha una forma o de tipus (0,q) tal que Jdao =p i

(25) wl? exp (<9) (161212172 dm(z)e | |pl? exp (-§) am //.

(18 C

L.ema 2. - L.'equacjé od =/S i& una solucid qeLz per a cada
It eL? tal que :)ﬂ= 0.
g+t
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Demostracid, - Es suficient de fer el cas p=0. Aleshores
el lema 1 anterior ens dona una o tal que la funcié |d| compleix (ii)

de (c) de (3.10.4.).amb la funcibd s. h. Y(z)=‘f(z)1-2 Iog(H-lzl?). Ara, per (11),
exp ¥ =exp ¢ (H-lzlz )2

2

és O(/um(ilzl)) ME>»0 perque expy ho és i el polinomi també, //

+
Lema 3.- Si « eLz i P«=0, existeix A¢ LZ ' tal que
PA=d . Amés a més SA'eLp“ si (.)d =0.
: ’ q+l
Demostracido, - Per a ler;\nl-l , definim
n Sy
S 2 . ~1° skl-k -
A= (2@ 2 22 <n Foxil)
I J i k
i=1 k=t - k
. g . . P . ’ .
on Ik és l—(ll,...,lp“) amb Ik eliminat, Si w é&s el sumatori de la

dreta, utilitzant que o((lk) e I_q, que fJ_ €E,, i (3.10.4.) veuriem que

w eL_q, és a dir,

Wwi? exp (- ) < oo

c
per a una certa funcid subharmdnica 'fl t.'q. exp ‘fl(z)= o(/m(g 1z]))

YE» 0. Posem
n

h{r)= sup (Z_ \fj(Z)l )_1 ’

lzl=r =1

. n :
de manera que \fg(l)_l 2 ;(-Z\fj(z)\. 2 )—2 lw\z_s const. h(lzl)4 lyvlz.
La hipdtesi {24) significd que h(r) compleix les condicions de (3.10.2.)
i aix{ existeix una funcid subharmdnica ‘fz(z) t.q. h{lz}) ¢ ‘fz(z) i
exp ‘fz(z)= O(/Jm(s Iz])) @€> 0. Si Y =‘fll- 4 ‘fz ,Y és subharmbdnica,
exp ¥ (2)= O(/M m(S\ZU) gracies a (11) i
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JI/&(I), z exp (-¥) « const. lelz exp (- ‘9])< 0 ,

1 ,
Aixd demostra que /3 € I_p . Es senzill de veure que PA =

Suposem que 1)0( =0, Si lf|2= Zlfj(z)lz, utilitzant el lema 2. 4. de [24],

pL1 f.
|
AAIN=d (=2 (-1 W= ma) =
k=1 |f[
pd1
- D etk lfl"Z_ AURDIE ST Taall) A oz
k=1 =1 ' !

Els coeficients de (3/5)(1) sbn doncs ‘els de o((lk), que estan a W,

multiplicats per expressions
n

-1 =
| £ %1 f (fjbfik—fik)fj) .

-1
. _ 0.
[f‘ &s com abans Ofexp ¥ (z)) amb exp ¥ o(/um(alzl)) MED>
També ho sdn lfji i Ibfll perque f'eEM si feEM. Apliicant (i)
reiteradament, hom veu que els coeficients de (0B K1) sbn Ofexpf(z))
. . 3 p+1
amb exp §(z)= O(M (£12]) M€>0, és a dir, 9B €L ., .//

Lema 4, - Per a cada veLz tal que I =P o =0, hi ha

+
ﬁéLzltal que )/; 0i PA=«,
Demostracid, - Es un ar‘gument de tipus homoldgic ( [19] ).
p+1

Si r>»1 o s»n és trivial, Per induccid, pel lema 3, hi ha /?,&Lq

t.q. P/S'=¢(i 0/3 elLP 1-1 ; com que Bsﬂ:, =0 i PS/S'= SPﬁ'=3d.=0

-, .

la hipdtesi d'induccid aplicada a ()/3 permet de trobar /3"6 Lz‘_?
= B +

tal que Pf = Oﬁl i IA" =o0. Pel lema 2, existeix /3"'el_z L

f [
forma que Dﬁ" /5 . Definim 3 =f8 - Pﬁm . Ara,

VB= 8 a3 - pIg" =08 g =0 iPp=PA =Y. //

Aquest lema, per a %=1,p=q=0 demostra el teorema (3.10.5. ). //
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CAPITOL 4

EL GRUP NO QUASI-ANAL ITIC

4. 0. - Introduccibd.
E! principal resultat d'aquest capitol és el teorema de

la_sintesi _espectral, que demostrem amb hipdtesis escaients. Aclarirem

ara que entenem per sintesi espectral,

Suposem que EM és invertible, o equivalentment, se‘gbns
(1.3.3.), que EM és |l.m.-convexa. La no quasi-analiticitat significa
que I'algebra és regular. Aleshores, per teoria general { veure [36] ),
tindrem:

" Per a tot conjunt tancat F <R existeix un minim ideal

N(F), anomenat |'ideal de nulitats de F, que t& a F com a conjunt de

zeros. N(F) és format per les funcions nul-les en un entorn de F. La

seva adheré&ncia NZF), I'ideal tancat de nulitats, és el minim ideal

tancat que t& a F com a conjunt de zeros."

Un altre fet general és que existeixen a EM particions de
la unitat en el sentit habitual { veure [6) ) i com a conseqli*ncia hom
té que si f eEM pertany localment a un ideal tancat I, en el sentit que
per a tot x hi ha un entorn Ux i una gxel tal que f= gx a LJ>< ,
aleshores fe I ([6] , [36]). Es a dir, si N(x) és I'ideal de nulitats

del punt x , hom té:
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(4.0.1.) Teorema,- Per a tot ideal tancat | de Ep

T ATNTENTV N //

X

(de fet aguest resultat només depen de I'existéncia de particions de
la unitat, i utilitzant (0.1.1.) podriem veure que val en el cas gene-

ral sense la hipdbtesi de 1. m.-convexitat),

El problema de la _sintesi espectral consisteix en veure

si és certa, per a tot ideal | de EM’ la relacid
(1) I = n 14 N(x)
x

Aquest és un problema plantejable en qualsevol algebra A 1.m-convexa
regular; utilitzant que 14+ J = A si I,J son ideals tancats sense
zeros en coml ({36]), veiem que tant a (4.0.1.) com a (1) és suficient
de considerar els x €h(l) (acf no contem multiplicitats). Llavors, &és
facil de veure utilitzant (4.0.1.), que (1) és. sempre cert si h(l) és

un conjunt discret,

Hom només coneix relativament pocs exemples d'algebres

‘I.m—convexes regulars on val la sintesi espectral. L'exemple més

conegut és el de E , demostrat per Whitney ({49)). Una demostracid

simplificada es troba a [31] . En el nostre cas, comencem per identi-
ficar N(x) :
(4.0,2.) Proposicid.— N(x) és Iltideal de les funcions
' . )
de EM planes a x, , &s a dir, f (x) = 0,¥n.
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Demostracid. - Es evident que N(x) estd format per

funcions planes a x. Reciprocament, i fent-ho només per a x = o,

si #™0) = 0, definim

N
X

f(x ~1/n)yper a 1/n <

b
fn(x) = 0 per a !x]él/n,
f(x+1/n)per a x< - 1/n

fn € EM ja que pf‘,é (fn) < pr‘J-l,g (f); aix6 mateix demostra que (fn)

és un conjunt acotat a EM . Com que fn—-) f a E,per (0,1,1,)

deduim que fn—-—) f a EM i aixi f e N(x) . //

[}
Per tant, demostrar (1) significa veure que si una funcié

feEM té atot punt x el mateix desenvolupament de Taylor que una

funcid de 1| (podriem dir que pertany puntuaiment al), aleshores
fel. Expressat dlaquesta forma, és un problema plantejable en el

cas general, sense cap hipdtesi de I. m-convexitat, Aixd és el que

farem en aquest capftol : donada ENL n.d.a. estudiar quan és que
1

per a tot ideal tancat,

(2) L= 1t P,

X

on P(x) és I'lideal de les funcions planes a x .

El m2tode que seguirem és inspirat en la demostracid que
Malgrange fa del teorema de Whitney ([31]) . Quan hom intenta trobar

una generalitzacid adeqliada de! lema central 1.4, p. 22 de [3!],
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(veure més endavant), hom veu que intervenen, en linies generals,
dues funcions de d >0, una que decreix rapidament i una altra que

creix rapidament .

- La primera és la funcid que controla, per a una feEM

(k)

plana a a com decreix (x) quan |x - a‘ = d tendeix a zero,

— La segona &s la funcid que controla, per a particions
de la unitat (‘1’{) subordinades a un recobriment 9 , i fixe & , com

creix
=" Kk
2y ¥w]
1

(3) sup ,
. k
k €N S M
te R

k

qllan' el- diémeire d dels conjunts de e es fa petit .

Hom veu també que és necessari que la primera "compensi' a la
segona, Comengarem per veure que &s el millor que podem dir de
la primera funcid; després, la feina serd veure que podem sempre
construir particions de la unitat de forma que (3) no escapi dels

'imits imposats" per la primera funcio.

4.1. Com decreix f si és plana a un punt a ?

A la nota posterior a (1.2.3.) hem vist que si EM és
' M

; n o, "
n.q.a. la successio Nn = =7 és t.q. Nn/h—»oo . Aleshores
n
x (t) = sup .t—.
N N ’
- n n

és finit, per a tot t> 0 .

132



Utilitzant la formula integral pe! rest dlordre m d'una

feE en un punt a, tindrem, per a una funcié6 f plana a a, i per a
tot m,
I m
mi1 1-t mi1
(4) fx) = (x-a) L0 A o (xea)) a
0
Fixem r,f i considerem |[x|,{al<r . Aleshores

(mi1) .
f mé 1
lf(x)'f [x—aImL’ " "r < lx—‘alh b (f)aml-l M-

m m r,t m+1,

i utilitzant (2) del Cap. 0,

(£ H [x~a])™ M
m

[fea] « Agp_ UNESY

m!
1

Aixd és cert Wm i per tant

(e H [x-a])™ M
\f(x)‘é A& p_ () |x-a] inf =
s m m!

m!
AE p (f) |x-a| (sup . ) =
i€ m (€ H|x-a} )" M

At b, (0 |x-al Ny (1/eH Ix-al)

?

(k)

per a |x|\al£« r . De la mateixa forma, per a f ' que també és

plana:

lf(k)(x)| £ AE P, é(f(k)) Ix—al )\i-\i‘ (1/¢ H |x-a|), l><|,|a|.¢.i“ .

Introdum ara la primera hipdtesi .
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kén

1] H 1 1]
(5) existeix una constant D> 0 t.q. MkLné D Mk Mn
o o
Per exemple, Mn = (n!) , o> 1, compleix (5) amb D=2 ; per a
k&n k&n
veure-ho, només cal elevar a o ta desigualtat { « )= 2 . Amb

la hipdtesi (4),

(k& k 4
k), _ Hf n)“r k “f( Ln)"rDE "
P ) = s:p EPLIVEE £ Mg Sﬁp S =
‘E n £ ntk
K

lf(k)(x)lé AE M €k P Be(f) |x-a| )\;l (1/¢ H |x-al)

Aixi hem arribat a

(4.1.1.) Proposicib.- Suposem que es compleix (5)

Aleshores, existeixen constants A,B,H > 0 t.q. si f és planaa a,

hom té

(6) || 2 ae g (9 £ M lx-al AT (178 Hx-al)

Wk, per a \x\,|a\£r~ //

Quan x;-§ a, >\N(I/£ H |x-a]) tendeix a <0 ,)\-Nl(l/g H|x-al)
(k)

a zero i aixi (6) controla el decreixement de f . (a[3] s'obtenen

millors estimacions, en casos particulars, per altres mdtodes) .
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-1 - .
A (6), veiem que XN (d l) és essencialment, la primera

, e . , ~1
funci® que buschvem ., Aixi, la segona no pot creixer més que )\N(d ).

4,2. - EI| problema de les particions de la unitat,

Per fer més senzilles les coses només considerarem

particions de la unitat molt especials: seran subordinades als recobriments

format pels intervals Kn g4 = [(n—l) d, (nt1) d] i totes les funcions
H
seran trasladades d'una funcié fixa amb suport a Ko d- Es a dir,
2

d d D t.q.
onada una ?6 M q

' P(x) + Q(x-d) = 1 0ex¢d, supt¥ c [-d,d] ,

definim 'fn(x) = ¥ (x-nd) . Es clar que supt ?n‘:K per a x a

n,d’

la mitad dreta de K només no s'anul-len ‘f
n,d n,d

ﬂu,a i

‘fn’d(x) + Tnl—l, d(x) = \f(x—nd) + ‘f(x—nd—d) =1

Per tant, dtaquesta forma obtenim realment una particié de la unitat

(no cal que les funcions siguin positives). Tenim també, per a aquest x

Z ‘ff‘k)d (x) = ‘f(k) (x-nd) + “)(k)(x—nd—d) s
n ?

i per tant (3), per a aquestes particions de la unitat, &s dominat per

(k)
e llg
sup B ——

k eMk

2 =2p, (9) .

ds
Posant §(x) =Y (x/d) amb supt ¥ < [-1,1] ho reduim al
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cas d =1, i la quantitat a controlar és ara

P T

Pa,¢ (¢) = sup ——p—— = sup ———

. (¥)
k& M k  (gd)M_

Pi,ed

D'acord amb el que s'ha exposat a la introduccibd, hem de

veure que és posible de trobar ft.q.

(7) ¢eD,, supt\?cL-l,l] Q(t) +9(t-1) = 1 0%tz
i de manera que P, ad('?) no creixi essencialment més de pressa que
?
1
Al ).

Ara bé, considerem (f com a (7). Com que ‘fés plana a

-1, per la férmula (4) aplicada a ¥, a= -1 i n-1, és
( 1- -t Hl?(n){h
o 6ol e6een)” o™ J U0 gy e )"
(n-1) 1! n!
0
_ !‘.!f(”)'.i
Com due ?(0) = 1; trobem Iﬁ“__..‘.i_], és a dir “‘f(n) “1>, '
n!
Aleshores,
(n)
"‘P “1 n! x -1 -1
) () = sup ——— » sSUp ——————— = (¢ d )
BEST @)™ T e m N

Aquesta relacibd ens mostra com es dispara P, E‘d(‘f) quan
. ?
d es fa petit. Al mateix temps ens fa veure que el nostre problema
és en certa forma un problema d'optimitzacid puix mentres que per un
. P . -1
costat necessitem que p, Ed(‘?) no creixi més rapidament que (d )
y
pel altre hem vist que no pot créixer més a poc a poc. En altres
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paraules, si hem vist que
-1 -1
. > A d
inf p1’£d(‘f) » ALE ),

(f complint (7)

hem de veure també& que val essencialment la desigualtat contraria.

En I'apartat seglient traduTm (7) en termes de ia transformada de

~

Fourier de Y .

~

4, 3. - Caracteritzacid de DM i de (7).

Si ‘feDM, la seva transformada de Fourier, com a element

de EI'M’ és la funcid entera

Lo
(8) p(z) = 9 (1) exp (itz) dt
-0
( 4.3.1.) Teorema.- Una funcid entera F é&s la transfor-
mada de Fourier d'una ¢ eDM, amb suport dins {-r,r] si i només si

(a) |F(2)|

Oflexp riz|), zec

-1 X
© [Foaf = oAy (B veso, xem.
Demostracid, - Es estdndard . Integrant per parts (8) hom
~
(n)

veu que ¢ (2) = (—iz)n l; (z). Si supt 'Pc[-r‘,r]
~ r
|z|n|‘? (z)|= | ‘f(n)(z)lf l‘)(n)(t)l exp (-t Imz) dt < p£ (?)en M, 2r exp r |Imz|,

-r

Per tant, per a z # 0
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n

~ £ Mn -1 \Zl

L?(z)l £ C(e) expr*llmzl inf = C(&) expr[lmz[ (—),

\ n |z'r': lM £
que implica (a) i (b) . Reciprocament, suposem que F satisfa (a) i (b);

(b) implica que la restriccidb de F al eix real és de Lz (R) (pensem
per exemple que XM(lxl) domina 1 4 l><l2 }. Per un dels teoremes de
Paley-Wiener (veure [42]), aixd i (a) impliquen que
Lo
Q1) = s= | Flx) exp (-itx) ax,

-

la cotransformada de Fourier de F (R és una funcid amb suport
. n . .
a [—r,r] ; (b) demostra també& que x F(x) és integrable Wn, de forma

que YeD. Ara,

(v
‘?(n)( t) = -2-171_} (—iX)n F(x) exp (-itx) d x,
- 0

"‘{’(n) ”P < c  sw [x["F(x) (14x7)
X

. 2 x x
Per atot £ 0 hi ha $>0 tal que (1&x ))\M(-—E—) £ AM(—S—) .Ara, per b

2
“?(n) "r‘é C(S) sup M‘ C(g) sup __!_>.<l_n_._. =

W x AL

n
= Cc(%) & M

(utititzant (7) del Cap. O), &s a dir, ¢ EDM.//

Aquest teorema és anileg al de D, on la condicid (b) es
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sustitueix per \F(x)l =.O( 1+ lxlm) ¥ meN. Val a dir que hom
podria donar una demostracid del Teorema de Denjoy-Carleman
utilitzant (4. 3.1.) ( [42] ho fa per a les classes classiques).

Ara volem traduir la condicid (7). Suposem que %®eD i
que supt‘fc[-l, 1] . Té una transformada de Fourier complexa
definida per (8). Per altra banda podem pensar ¥ com a funcié

periddica i en la seva transformada discreta, que en aquest cas seria

1

‘fo(n)='2_ (1) L
-

Veiem que la relacid entre ambdues és que (T n)=2 ‘{)o(n). Com

que ‘9(t)= 2 éo(n) e_iTrm , és

nez

Qs pu-n = 2 ¢ m (i) T

neZ

de manera que @(t) +§(t-1) =1 per a Os t<l (o com a funcid periddica
W t) és equivalent al fet que ‘fo(n)= 0 per a n par diferent de zero i
?0(0)= % Aixd i I'observacid anterior porten a la

{4.3.2.) Proposicié. - Sigui $¢D amb suptPeci-1,1] i F= .

Llavors, @(t) +9(t-1)=1 per a O0=<t<s1 si i només si F(0)=1 i F(2TTn)=0

per a n£0.//

4. 4. - Construccid de les particions de la unitat.

Introduirem ara la hipdtesi que ens permetrd de construir

les particions de la unitat que necessitem, o el que és el mateix, les
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?compnnt (7) adequades.

Es defineix ( veure [30] ) , si m = Mn/ M _, per a nz1,

-1

n{r)= nombre de m_ que son & r,

Aleshores tenim

N
(8) A XM(P)= sup , el suprem s'agafa a n=n(r). "
n M
n
~ r*n_] 1
Aixd &s conseqglitncia del fet que —— / =r m_ és =1 per
. M M n
n n-1

angn(r) i >1 per a n»n(r), La hipdtesi de no quasi-analiticitat

=2 m. < implica ( {30] } que
(9) n(r) = o (r) .
Doncs bé, la hipdtesi que necessitem és

= M n(r)
(10) " existeix C >0 tal que Z—— N ccC o

>
n2n(r) MnJ,.l r

( &s a dir, &s una hipdtesi sobre la velocitat amb la qual decreixen
> L

els rests de m. ).
n

o
l,a successid Mn =(n!) amb o> 1 satisfa (10); en aquest

o o «
cas, mn=n i si n<re (nk1) &s n{r)=n; aleshores n(r) és , llevat
1/2 o
de constants, n(r)=r . Per altre costat, pel criteri integral,

M
—af, 1-¢ n

Z (nt1) "és, llevat de constants, n_ , de manera que Z
nzn nan(r) M
n

] 1

, 1/d 1=« 1/t =1
&s del mateix ordre que (r /4 )1 =r /

, que és del mateix
ordre que n{r)/r .
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(4.4.1.) Lema, - Suposem certa (10) i fixem £20; per a

cada r » 0 posem dr(€)= 16 C n(
successio (Pr(lr)) de nombres

(r)

(a) 2_

r) /er.

Per a cada r»> 0, hi ha una

positius tals que:

<
(ri s
nJ-l 4
pr)y 1
(b) lim (—— )" <o,
n M
n

@ p'Ms )\ 1K

n

Ed(f)){, d(£) M

on K é&s una constant independent de r,t

Demostracid. - Sigui

per (10)

n
Q =d (£)

n
£ Mn de manera que,

S Q 1 = M C n(r) 1
) n 2 n
= < =
3,
nyn(r) QnJ-l edr(e) nzn(r) MnLl PEdP(E) 16
Posem P = n(r) ; després sigui pzeN t. q.
S Q 1
° n £
-— 3 ?
n>,p2 Qn#-l 422
i en general sigui pkeN t. q.
= Q 1
Z— Z = K+
k
n),pk in-l 4k 2
Podem suposar que (p \ és creixent. Si en definim P(P)=k-n
p q pk-' Pk_ ‘pkl-I ’ n




de manera que

.

i es compleix (b). Tambeé,

=1 -
o (r) P o () Prerr”! a
S o> n LD 2
= < k £
r) r) - =
ey Py K% =y Pory ! P S

D
x
X
IS
N
@

k21

(r

N Vo (8 n(r))". AixI,

Per a nep, = n(r) definim P

(r)

P 1

™ n _
ne p () 8
Pi Tk
i amb la d'abans, tenim (a). Ara,
P(r‘) P(r‘)
n n
sup = max ,
n Q nsnr) Q
n n
(r) .
perqud Pn = Qn per a n»n(r). Aixi,

F’r(‘r) (8 n(r))n r"
sup £ max T = max = <
noQ nen(r) dr(E) £ M ngn(r)  (2C) M_
R~ f‘n(r‘)

£ max = ,
ngnir) ™M M
n n(r)

on hem suposat sense pdrdua de generalitat que C» { 1 hem utilitzat (8).
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Ara,

(r) r,n(r‘)

P 16 C n(r) 1
sup T« = ( )n(r) _— =
n Qn Mn(r‘) 3 dr(g) Mn(r)
gecn)” (16 c 3)" nt
< sup £sup ———— = }N( 1/ Kéd (£))

noo(gd (eN” M . n (ed (DM

que és (c). //

(4.4.2.) Lema. - Suposem certa (10), fixem £>0 i per a cada

r>0 sigui dr(s) com a (4.4.1.). Per a cada r >0 existeix ?reDM t. q.

(a) supt ‘Prc[—l,l]

(b) P ()P (t-1)=1 per a O<t<1

© Py go o) 8% © A1/ Ked (€)) .

on C,K sbn constants independents de r,§ .

. P r .
Demostracio. -~ Per a cada r>0 sigui Pr(1 ) la successi6 del

lema (4.4.1.). Definim ( la construccid que segueix &s en part inspirada

en [42] )
sin(z/2) sin(z/8) sin A\ z
(1) F_(z)= ( 2 T e :
2/2 z/8 k=1 )\kz
on )\k= Pé_r:)l / F’ér) per a k1. Es

sin 2z
1=

| < 81|
per a |z[£1 i per tant
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sin \(z

\ z

k

1-

\_4 Bxk\zl per a \z|«1/ )\k .

Com que Z >\k<oo per (a) de (4.4.1.), la s&rie
k

. sin)\z .
Zh__k\
k=1 \ oz

k

convergeix uniformement sobre tot compacte, Aixd significa que el
producte de (11) convergeix i que Fr és una funcid entera . A més

a més, utilitzant la desigualtat sinz /z|cexplz|li (a) de (4.4.1.), &és
2 b

0
2
| F (Z)|.<exp(‘i)(e><p iz, | l exp A |zl =
r 2 8 k=1 k
T e \ P Yy
= exp(—-2—4-—4—¥ Z /\k )1Z\sexp (Z} s

x
Ll‘

és a dir, F satisfd (a) de (4.3.1.).

Es evident que F.P(O)=1 i que F'P(ZTI'n)=O per a n#0. Per a

x real, |sin x|<4|x| i \sinx|21 . Per tant, )
sin{x/8) n sin >\ x
lxn F (x)l_llx\n (— )2 ﬂ K £
r x/8 k=1 | N
(12)
sin (x/8) sin(x/8)
€ (— % Oy = el )2
x/8 x/8

Ara utHitzant (b) de (4.4.1.) veiem que Fr satisfh també la condicid

~

(b) de (4.3.1.). Per tant, Fr=‘fr amb
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4 o0 -

1 .
= e F({x) exp (-itx) dx
(?P(t) R (x) exp ( ) s
~ o0
i supt ‘frc[—l,l]. Aixi ja tenim (a). Com que Fr(0)=1 i FP(ZTTn)=0

per a n# 0, (4.3.2.) ens diu que Yr‘ satisfa (b). Ara,

10
(f(nr)(t) = E.lr—r (-ix)" F(x) exp (-itx) dx ,
-
i amb (12), +00
(67, « = P [ 2o o
x/8
-0

Si ara utilitzem (c) de (4.4.1.),

] e ¢ No/kea e d @) m
és a dir,
que és (c). //
Aixd ja és el que ens haviem proposat a la fi de I'apartat
4. 2., Desfent el cami, i fixant-nos que per (19) i la definicid de

dr‘(g)’ dr(é) tendeix a zero quan r —yoe , podem enunciar:

{4,4,3 ) Teorema, -~ Suposem certa (10). Fixem £€>0. Per a

cada d>0 és posible de trobar una particid de la unitat (‘fn d ) per
?

funcions ‘?n d ( no necessariament positives) de DM subordinada al
?

recobriment format pels intervals Kn d [(n—l)d,(nl-l)d] i de manera que
?
(k) k
(13) Zn H’n,d(‘)‘f c )\N(I/Ked) £ M,
pera tot t,tot keN, on C i K sdn constants independents de d, &£ S/
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4.5, ~ El teorema de la sintesi espectral,

Demostrarem ara e! teorema de la sintesi espectral,

inspirats en [31] . Abans cal demostrar un lema, sempre amb les

hipdtesi (5), (10) .

(4.5.1.) Lema.- Sigui | un ideal de E,, i fe Vit P(x),

X

és a dir, per a tot x hi ha gxe I tal que f—g)< és plana a x . Fixem

r,g i sigui I._CKP t. q.

- < of
(14) sup pr’Be(f gx)

x € L
(aquesta B és la de (4.1.1.0) . Aleshores, per a tot $20 existeix
g€l i ¢ eEM que val 1 en un obert que conté L i tal que

pre(d)f-g)s% .

Demostracid. - Com que f-ga és plana a a tenim (6) .

Empran (14) tindrem, per a |x|er

(k) k -1
(15) (-0 )% 00| £ clerem_ x-a| A7 (172 HIx-a),
on C(€) és independent del punt aelL .

Per a cada d> 0 sigui (‘Pn d) una particid com a (4.4,3,) .
?
[4
. _ PN .
subordinada a{Kn’dg. Posem P ‘n ez/ Kn,d L # ¢}, com que

LCKr, P &s un conjunt finit. Per a cada né&P, sigui aneKn n L,

»d
Definim, posant gn= ga
a]
¢ =Z— ‘P ’ 9=2_ ?
nepP nid nepP n,d gn ’
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de manera que g€l ; L no talla U K g Adue és un tancat, i
ndpP M
¢ val 1 al complementari dlaquest tancat., Aixd demostra que 4)
val 1 en un entorn obert de L ., Avaluem ara pr p (¢ f-g) :
b
$i-g = Z P, alf-s,)

neP

Per a [xl¢r, meN

{m)

(x)| <

|@r-0'™ea|« 2 |14, L))
neP !

= 2 = Wl va| =g )™ 00

neP k=0

(k)

, homés conten
n,d

Ara, per a cada n, i degut a la presdtncia de
I
els x t.q. |x-an|_<_ 2d . Utilitzant (15) amb a =a_ i el fet lx—an|_4 2d,

arribem a

e

m
[0 ™| £ clera X 1/2ena S (M 2_ ey
k =0

Podem pensar que la H de (15) i la K de (13) sbén tals que 2H =K,
perque sind emprariem (15) amb §K/2H es lloc de & i aleshores ara
estariem avaluant pr’c£(¢)f-g) per a una certa constant c, cosa que
no afecta el resultat final. Aceptat aixd, si ara utilitzem (13) es
produeix la "cancelacid" que esmentavem a la introduccid .

m
= ,m m-k

|dr-0™oa| € ctera > (g™ MM, "M <o) ae™m 2"
K=0

Aixd val qualsevol que sigui |x|¢ r, meN. Per tant
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(16) P 5 f-9) « Cle) d.

Aixi per a cada d»0 hem construit ¢) i ge&l tal que (16) val amb

C(£) independent de d . Per tant, a fi de cloure la demostracid

de! lema és suficient de prendre d prou petit, //

(4.5.2.) Teorema (de la sintesi espectral).- Per a tot

ideal tancat | de EM’

AN Y

x
” - - 2 - .
on P(x) és I'ideal de les funcions planes a x. Es a dir, si una

funcid f pertany puntualment a | en el sentit que el seu desenvolu-

pament de Taylor en tot punt coincideix amb el d'una funcid de |,

aleshores fel .

Demostracid. - Per a cada x sigui gxel tal que 1’—9)<
&s plana a x . Volem veure que fel (la inclusid contraria es evident).
Com que | és tancat, és suficient de veure que donats r,& 8,

existeix gel tal que p|_~6 (f-g)sg . Definim per a p>p_,
»

(o]

Bp={x/|x|5r~ i pr-,Bg/Z(f_gx)‘p}

on B é&s la de (4.1.1.) i P, és el primer t.q. Bp # @ . Demos-
o

trarem per induccid I'enunciat seglient, per a p2 p0 :
H "donat$>0 existeixen E i I tals que
p ) (pp € M gp € q
= 1 en un obert ! que conté B _ i (@ f- )€S. Ameés
q)p P p ' Pre ¢p %
a més, @p(x) =1 sj (Pp_l(x) =1, per a P>P, n
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= € (I 4,5.1, i .
Per a p p, &s el lema ( ) puix pr,Baspr‘,Be/z

Suposem-ho per a p-1 :donat$>0 existeixen ¢p le EM i gp 'e I

tals que ¢p-l =1 en un obert L,lp_'DBp__I i

P f- <§/2.
e (@p_, RV
sy o _ . _
Sigui U Bpf\ supt (1 ¢p—l) . La funcid (1 ¢p—'|) f

pertany a flup(x) i (l-cpp_]) -0 e = (1-¢ ) (f-g ) s

també plana a x. Com que

Pr B! (l-cbp_,) f-u-¢p_1) 9,)= P g /2! (l-dpp_,) f) P g /A9

roman acabat per a xe¢ L'ch, estem sota les condicions del lema
{(4.5.1.) de manera que existeix gegl i Q)EEM que val 1 en un

entorn obert U de L! tal que

P @04 ) fai b2 |

Defini 1=~ = (1= 1= i =qt . &
efinim ¢p,gp per ¢p -9 ( ch-I) g, =gtg ;i és clar que
=1 a I'obert U (puix =1 a i també que =1 fora de
¢p (puix ¢ u) que ¢
.2 . |
- . = 1
supt (1 ¢p—l)’ per tant Cpp 1 a la unid dlaquests dos oberts, que és }
|

un entorn de Bp. Aixi, ¢p =1 a un obert que conté Bp. També

P (¢pf-gp) = ¢ _,+ ¢u(1-¢p_1) Jf-9-9 ,) =

2P @ f-g Db B(1-¢ -9

p—
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Que ¢p(x) =1 si q>p_‘_|(x) = 1 és conseqlitncia de la definicid de ¢p'

Dtaquesta forma Hp és cert VW p>,po. Aleshores, ser

> P - Sigui

(o]

K ] e U a t _—
< L,pu uL_.p per uns certs p,,-=,P

1 m
p = max (p]—— pm); com que tot XGKP estd a un dels up , és

i
¢p (x) = 1 per a un i ialeshores també ¢p(x) = 1. Aixd vol dir
i

que ¢p = 1 a KP i per tant

Prg 795) = Pr g @, +-g,) = &

és a dir, 9, &s la que buschvem, per a aquestp. //

Per exemple, a les classes de Gevrey val la sintesi espec-

tral,

’

~prim3ria de | al punt x, Al darrer apartat del Capfitol 6 wveurem
com sbn les components primér‘ies' dtun ideal! i precisarem el

teorema de la sintesi espectral, en el cas que EM sigui |. m=convexa,
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CAPITOL 5

LA SINTESI ESPECTRAL A LA CLASSE DE LES FUNCIONS

PERIODIQUES EN’ MITJANA,

5.0, -~ Introduccid,

Hom diu que una funcié f€E é&s periddica en mitjana si

satisfad al menys una equacid de convolucid homogenia
(1) Txf = 0,

on TeE', &s a dir, T é&s una distribucid amb suport compacte. Dos
i

exemples d'equacions com la (1) sén : {(a) T = P(D) , un operador

diferencial amb coeficients constants; aleshores T%f = 0 és el

mateix que P(D)f = 0 :

(b) T = Sp—s i aleshores (1) significa -

que f(x4+p)-f(x) =0 Wx, és a dir, f és periddica amb periode p.

En ambdds exemples hi ha teoremes clissics de represen-
tacid de les solucions de (1). Al primer, per a cada xeC tal que
P(¢) =0 hi ha un polinomi C«(x) de grau més petit que la multipli-

citat deofa P i t.q.
(2) fix) = <2 Colx) X%,
P{d) =0

El segon és el cas de les sdries de Fourier

40 2T ni
(3) fix)==2. Cc e ~ p x
-od
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La strie a (3) &s convergent a lespai E . Fixem-nos que els dos

exemples tenen en com( dues coses :

(a) tota solucid de {1) stexpressa com a lmit en un cert

sentit de combinacions lineals de monomis exponencials, és a dir,

m P .
expressions del tipus x exp (ixa), que son també solucions dc (1).

(b) les freqU®ncies d'aquests monomis exponencials,

solucions de (1), sbén els zeros de T, la transformada de Fourier

de T,

L. Schwartz ({44)) generalitzd aixd al cas que T fos
qualsevulla, Aixi, si f satisfd una equacid com la (1), f és Iimit

de combinacions lineals de monomis exponencials

> —ix
<

{4) fix) = .
T(«) =0

— r A
“

G(\XI e
Una qllestid natural que es presenta és: com depenen els coeficients

i les freqitncies a (4) de f ? . Per exemple, si

quines freqli®ncies serveixen 2. EI natural fora que fossin les
comuns, és a dir, aquells o t.q. T1 (o) = —ee = T () = 0., En

particular, quan no hi hagi zeros en comlO f tindria que ser O.

Aquest &s el teorema de la sintesi espectral demostrat per Schwartz

({44)) :
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Teorema de la sintesi espectral. Si f € E satisfa

Ti*f=0, i=]s"‘:ni<4‘1‘:i(d)=o i=',"“9 n} =¢:

aleshores f = 0

El propdsit d'aquest capfitol és demostrar aixd mateix per

El cas periddic es pot tractar directament, doncs en
aquest cas hom té una férmula pels <, de {3) Fent-ho només per a

p = 2T, a fi que (3) sigui converg®ncia per E per a una f €E

M? M

periddica, és suficient segons (0.1.1.) que

L0

U lcnl pr,é(e—inx) < o0,

) ~ <0

per a tot r, g (&s a dir que les sumes parcials de (3) formin un

conjunt acotat a EM). Integrant per parts, és immediat que

27T 27T
1 (m) inx (—in)m inx m
5 fox) e dx = 5 f(x) e dx = (~in) <,
[o] 0

Aleshores,

legbn™ <™, e, g 8™

§ ™

. -1 ' n
legl £ ppqrg ot ™ pzw,ﬁ(f)km (g

t
Donats r,¢ , hi ha §> 0 t.q. 12 )\M(;—) £ Ct X‘A(?) per a una

certa constant C >0, Uavors,
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Lo . Leo

S lelon, 7 =S e A 2
—-00 .

~ap
Lo } o2
-1 ,n &A n E 1
—_— —) £ C f —_ O,
£ PN 2 A (AL = Pyrr 6 M 2 =
-0 _)
E! problema es pot plantejar dluna forma més general :
pel teorema de Hahn-Banach, i la definicid de convolucib, (1) és

equivalent al fet que el subespail tancat V. generat per les trasladades
de f és propi i T ev° . Un subespai tancat propi de EM invariant
per traslacions nthi direm una varietat, V. Els problemes a resoldre
son : a) Hi ha al menys una exponencial etj tota varietat V ? . b)
Estd. tota varietat determinada pels polinomis exponencials que conté ?,
Es a dir, si feV, és Ifmit de polinomis exponencials de V ?. ¢}
Relacionar els polinomis exponencials de V amb els zeros de les

A

o
funcions enteres T, amb TeV .

Seguirem un mdtode que redueix aquestes qllestions a
qliestions sobre els ideals de E! |, quan E;\A sigui una algebra de
convolucid (veure [12], [47]). Primer hem de veure quan E,'v‘ és una

algebra de convolucib.

5.1.- L'algebra de convolucid E,'v‘ .

Recordem la representacid (19) del Cap. 0, per a una

feEM:
(s) g = | 200 que
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: ' lz
A (5),/4 és una mesura acotada i k(z) domina totes les XM(-—£—|)exp_r|lmz|.

Més en general, és ¥ T e &l o

T (z
Tf) = . ___L d/( (;)
. k(z) o
Per a feEM i'TeE"v‘, es defineix llur convolucid per

(TR (x) = Ty flx-y)).

TXxf é&s doncs una funcié. EI que farem ara, que &s veure que

TX f &s diferenciable i estudiar quan TxfeE es pot fer directament

M’

tal com es fa en el cas classic, perd aci ho farem utilitzant (5),

Tenim
exp (ixz) exp {-iyz)
f(x-y) = — d a(2)
T k(z) : /A
Ara fem actuar T sobre la variable y i obtenim
(6) (Txf) () = | 202 T2y,

P k(z)

~

La integral de (6) té sentit doncs T eHM. Com que les potencies

n FARR zl
tz| sén absorbibles als )M(%) i k domina tota )\M(lé—) exp r ] Imzl,
podem diferenciar sota el signe integral, TXxf &s diferenciable i

exp(ixz) (iz)n ‘I‘: (-2)

(x) = d p(2)
k(z) /‘

(Txn"
T
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oy \
Estudiem ara quan Tx%f éEM . Si \T(z)| £ C >\M(-‘-fsz——)exp rllmzl ,
tenim per a |x|zs,

\z|
Mg

121" A

) exp (ris) |imz|

\ran™eals c bl sup
z k(z)

Suposem que es compleix la propietat (5) del Cap. 2, és a dir,

(7) A A )VB" =0 ()\M(o:) ), WA,B>0

Aleshores,k domina totes les M(l—:—‘) )\M(-l:—l) exp r llm z| i aixf

n
Lren™@eal « cle,s) sup 2

s

n
= C(g,s) € M., Mn, |x|zs

és a dir, Txf eEM .

Llaplicacid lineal f+— TXxf é&s continua perqud té grafica

tancada : si fn—)f a EMi T)&fn—;g a E per a un x fixe

M’
és

a(x) = lim T (y+— fn (x~y)) .
n

les

Com que evidentment ltoperacid de trasladar és continua a EM’

-aplicacions y p— fn(x-y) tendeixen quan n —pap a l'aplicacid
y —3 f(x-y) per la topologia de EM. Llavors

glx) = T{yw—p flx~y)) = (Txf) (x)

i g=Txf . Resumint,
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{(5.1.1.) Proposicid. - Si es compleix la condicid (7),

2
{(que és equivalent a XM (t) = Of )\M(Ot) ), t>0 ), per a cada
TEE), TXfeEE, VfeE | f +— TXf és continua. //

Recordem (Cap. 2) que fa condicid (7) és equivalent a

oAn

M
2
sup (——2—3'/'} o0 . Per a les classes cor-masponents,aMn =n
n M ‘

2¢

Mn 1/n (2n) o«
(— = 4 - 4o
M n
n
de manera que (5.1.1.) és cert per a aquestes classes { de fet,
1/d

. n
)M(t) = exp t ).A Itapartat 2, 1, vam veure que és cert per a (nlogn) .

v ’

Fixem T‘ GE;\A . Per a feEM, posem f{x) = f(-x). Es
\4

immediat que fI—3 f &s una operacid continua a EM ; aleshores,

. vy
segons (5.1.1,), també fiI— (Tl*f) és continua. Aquesta tindra

t H 1 v la i ' 1
una trasposta continua EM —_ EM A la imatge d'una "I'2 € EM per

aquesta trasposta n'hi diem TZ*TI . Aixi,
T T x 7 f
(TXT ) () = T,((T,xH), vieg,.

Catculem (T,XT ) (2). (T x&) (x) = (T Xe_) () =T (y+—se_(xy)) =

e 0 Ty ime_(-1)) = e () T (yro e M) = e (x)T, (2) .

z 1
Per tant, (Tlx;z)v (x) = ez(x) ';‘1 (z), és a dir, (T]X;z)v= e, “?'](z)
Aleshores,
(8) (T,XT ) %(2) = (T,xT ) (e,) = T,((TxE)) =T (2) T,(2)
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~

Utilitzant (8) i el fet que Tyr— T &s un isomorfirme (teorema
(0.3.2.) )}, veiem que T2>3<TI = T1))(T2 i de la mateixa manera“

totes les propietats que fan que E"v\ esdevingui una algebra per la

convolucid . Llavors
HM ={F6‘H/|F(Z)| = C (X\A( Olz| ) exp 0|lmz')} .

la imatge de E"\A per la transformacid de Fourier, és, segons (8),

una algebra amb el producte ordinari, cosa que també& hom veu amb

(7).
Finalment comprovem la relacid necessaria més endavant
T )kf=T %(T.Xf), T., T. eE! , feE, .
(9) (T])X 2)* 11b<( Z)X ), 1 ze M M
Aguesia -&s conseqglidncia de {6) i {8) ja gque ambdds membres resulten
ésser iguals a la funcid de x,
exp (ixz) Tl(-z) T (~2)
d/A(Z)
k{z
< (2)
A partir dlara suposarem certa la hipdtesi (7).
5.2.- Plantejament i solucid de! problema a HM .
(5.2.1.) Lema.- Sigui V un subespai tancat de EM . Vés
. R o . . s
una varietat si i només si V és un ideal de E"\A {per la convolucid).
Demostracid. - Si V és una varietat, és el mateix dir,

per a TEE"\A, T(f) =0 vfeV que Txf=0 WfeV. Aixi,
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V° =<T / Txf = 0 VfEV}. Aleshores, (9) demostra que Vo

és un ideal,

o
Suposem ara que V &s un ideal i sigui feV. Fixem y

vV
i volem veure que fy (x) = f(x-y) &s a V; ara bé, fy = Syxf =(§ ;," )

i si Tevo, T(fy) = T((s_;'l ‘f,)v)= (T *S-y) (f) = 0 doncs T*S_y e v°
Per tant, fye Voo =V, //

Aleshores | = (VO)A seri un ideal de HM .

(5.2.2.) Lema.- x exp{ix«) €V si i només si tota
F el stanulda al menys n vegades a o ,

Demostracib. - Es conseqlidncia del fet que xj exp(ixx) ¢ V

, . e 0 n . . .,
per a jén(és combinacid lineal de trasladades de x exp(ixx))i de la férmula

(10) T2y = T (x = (10" explixz) ) . //

Posem amb les mateixes notacions que als apartats 2.2, 3.7., h(})
pel conjunt de zeros de | i kh(l) ={ FeHM/ F{z) =0 WMz eh(l)}

(contant multiplicitats) .

(5.2.3.) Lema.- Sigui V una varietat i Vo C Vel

subespai tancat que engendren els monomis exponencials de V.

Sigui 1 =(Vv°)" ; aleshores V_ =V equival a kh(l) = I
Desmotracid, - Es suficient de demostrar que kh(l)={ VZ)"

i aixd &s conseqldncia del lema (5.2.2.) i de (10)}). //

E! lema (5.2.2.) respon la qlestid 3) plantejada a la fi

n
de la introduccid : x exp (ixX)eVV si i només si & apareix a h()

159



amb muitiplicitat 3 n. La qliestid a) és ara

]

A) té tot ideal tancat | de Hy, un zero ? . Equivalentment,
h(l) = § implica | dens ? ,

i la qlestid b) és

B) és | = kh(l) per a tot ideal tancat -1 de HM ?

A una algebra 'topolbgica A de funcions enteres amb la
propietat
Hsi FgA | F(d) = 0, F(z)/z-o € A"’
és facil de veure que A) = B) (observacid deguda a Rubel ), pel
mateix metode amb el qual a Itapartat 2.2. varem veure que (2.2.1.)
implica (2.2.3.). €s clar que HM compleix aquesta p:ropietat, ja que
a fi que una funcid entera estigui a HM només depén del! seu compor-

tament per a z de mbddul gran i per a lz— e(|>,l,

|27 @

| F(2)
‘ z-9

Aixi només ens falta demostrar A). En el cas analitic,

HM. HM(O) és I'digebra de les F t.q.

F(z)

-0 (XM(o lz{))

és a dir, és I'3dlgebra de funcions enteres de tipus normal respecte
el pes XM i aix? A) és cert ({26], [27],(47]) i per tant B). Perd
podem donar una demostracido en el cas general, El'lema seglient

és demostrat a[IM] :
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(5.2.4.) Lema. - Si F(z) és una funcid entera de tipus

exponencial i rapidament decreixent en el eix real (és a dir, .dominada
-n . ~
per |x| M n )} (equivalentment, F =% amb Q¢ D), aleshores

—

(1) Fi2) = P(2) F(z) + 2. (F(2)

n 2-2Z
n

+ Pn(z) F(z)),

on z_ sbn els zeros de F, pn llurs multipticitats, P(z),Pn(z) son
n
polinomis i la série &s t.q. la seva restriccid al eix real &s conver-

gent a LI(FR) ./

Sigui | un ideal de HM sense zeros i Fel ; podem suposar
que F=\$ amb ‘PeDM(siné, la multipliquem per una de 6M), de
manera que tindrem (11); sigui Gn(z) el rest d'ordre n de la sdrie
de (11). Totes les Gn tenen el mateix tipus r i per tant, segons

(4.3.1.), les
L

P = % G_(x) exp(~ixt) dt

- o0

totes tenen suport dins un interval fixe [-r,r] . Per a f g EM’
r

|(c-;n,f)| =| ® (1) F (1) dt | £ 2r ||f||r ||l{>n(|R£ 20 Il o, uL] .
' -r
Segons el lema, "G ] - 0 ; per tant, (G ,f) — 0 Mf €E ,, &s
n L] n M
a dir, Gn —3 0 debilment a HM; com que aquest és de Montel,
Gn——) 0 a HM . Per tant, la s2rie de (11) &s convergent per la
topologia de HM. Com que Fel, F(zn) =0i I no té zeros, la

funcid

pertany a | (veure /2.2, 2.) ); aleshores (11) demostra
n
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que F'¢ | . D'aquesta forma hem vist que si F gl n BM’ .aleshores
d
Ftel, i reiterant p(Tz-) Fel WP . Per un altre resultat de [44],

) . d .
al menys una exponencial és limit de p(?iz_) F per la topologia de

E!' ; com que E!' < E;\A és continua, conclulm que una exponencial

és limit drelements de | i aleshores, tota exponencial &s limit
d'elements de 1, puix que | é&s un ideal. Com que les exponencials
, ' $ . NG .

son denses a HM (les N trivialment ho sébn a E,'\/l i Sx(z)= exp{ixz) ),

| és dens a HM . Aixl, A) &s certa i podem enunciar, dualitzant

A)i B) :

(5.2.5.) Teorema.- Suposem que &és certa (7) i que V és

una varietat (propia) de EM. Aleshores V conté al menys un monomi

exponencial i totaf €V és IImit, a E,,, de polinomis exponencials de

V/, E!s monomis exponencials de V sén determinats per h(l) (contant

multiplicitats) on 1 = (Vo)‘, segons (5.2.2.).//

5.3, - Les funcions de H. periddiques en mitjana,
i

Hem deduit un resultat sobre varietats de EM dtun
resultat sobre ideals de HM’ mitjangant els lemas (5.2.1.),(5.2.2.),

(5.2.3.). Perd de la mateixa forma resultats sobre ideals de EM

esdevenen resultats sobre varietats de H Comengarem per donar

M

els lemas corresponents als del apartat 5,2,:

(5.3.1,) Lema.- Sigui | un subespai tancat de EM i

o . R - . R
Vv ={l ). Aleshores | &s un ideal si i només si V &s una varietat,
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Demostracid. - Posem (f,F) per designar l'accid de F
sobre f, com a element de Ehlll’ via transformacid de Fourier.. D'acord

amb la definicié de T, fixem-nos que (ez,F)= F(z). Si Fw(z)= F(z-w), és
(12) (f,Fw) = (e_wf, F),

erEM. En efecte: és suficient de fer-ho per a f= ez doncs aquestes

sbn totals . i en aquest cas

(e, F )=F (2)=Flz-w)=(e, ,F)=(e_ e ,F).

Z,

Per tant (12) és cert erEM, MFeH i Mw. De (12), veiem que

M
V és una varietat si i només si ewlcl per a tot w; com que les ew
son totals i | és tancat, aixd és el mateix que dir que | &s un ideal. //

(5.3.2.) Lema, — zn exp (iz«) € V si i només si tota fel

stanul-la al menys n vegades a & {( aci ¥eR).

(n)

Demostracido. - Considerem Sin) (f)=f "(«). Com que

(n)

(S(:) )A(z)= (iz)n exp (i« z), podem escriure (f,(iZ)n exp(ioz)) =f (o),

R R . n . s ” . .
i aixd demostra e! lema doncs si 2 exp (i«€z) esth a V també hi és

2! exp (igz) amb jen,que &s combinacid lineal de trasladades dlaquesta, //

.

Es clar que en el cas aﬁalftic el mateix resultat és cert
aceptant valors complexes de o . Tal com a Itapartat 5.2, hom
deduiria, en el cas quasi-analitic ( que &s quan podem parlar propia-
ment de h(l), kh(1) ), el seglient lema.

(5.3.3.) Lema,- Sigui V una varietat de H i VocV el

M

subespai tancat que engendren els polinomis exponencials de V ( amb
freqUencies & reals en el cas general, amb freqligncies complexes en
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el cas analftic) . Sigui I= Vo, mddul transformacid de Fourier,
Aleshores, Vo=V equival a kh(l)=l ( zeros reals en el cas general,
zeros complexes en el cas analitic i sempre contant multiplicitats). //
Per tant, quan les qliestions A) i B) tinguin respostes
afirmatives per a ideals de EM tindrem Htanaleg del teorema (5.2.5.)
per a varietats de HM. Aquest &s el cas dels teoremes (2.2.1.)-(2.2.3.)

i (3.7.1.). D'aquesta forma tindrem:

(5.3.4,) Teorema, - Suposem que EM és analfticali que
compleix les restriccions del Capfitol 3) o bé que és quasi-analitica
invertible, i sigui V una varietat de HM' Aleshores, V conté al
menys un monomi exponencial { amb freql&ncia compliexa al primer
cas, real al segon) i tota FeV és Iimit, a HM, de polinomis expo -
nencials, Els monomis exponencials de V son determinats pels zeros

o) T
de 1= V", contant multiplicitats, segons (5.3.2.).//
q .
Per a Mn= (n!') amb ¥<1 val el teorema (5.3.4.). En

1/d
aquest cas, )\M(t)= exp t / { ho veuriem de la mateixa forma que

a l'exemple de Itapartat 3.4.) i HM= HM(O) és lespai de les funcions

enteres d'or‘dr‘e.‘t!(—I i tipus normal., A [47]hi ha més exemples

d'aligebres defin.ides per condicions radials a les quals val (5.3.4.),
També é&s cert per a Mn= (n log n)n ja que aquesta dbna

lloc a una.classe quasi-analftica invertible ( apartat 2, 2.). Calculem

que val (t} en aquest cas, per identificar H . Amb les notacions
M ? M

)

de 4.4, , aci és

n
(n logn) 1 log n

m = =N (14 1" logn (
" ((n=1) logln—1)"" n-1 log {n=1)
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1 log n
n=-1

) i(

n—1 log (n-1)

Les successions (14 ) tendeixen respectiva-

ment a e i 1 i per tant el sustituir mn per nelogn significa susti-

tuir M = ml....mn per una successid equivalent, de manera que supo-
n

sarem que m =e n'log n. Aixi ara, seguint amb les notacions de 4. 4.

i per (8) del Capitol 4 , és

Ky
1 si enlognstge(ntl) log(nd1), n(t)=ni )\M(t)= SR "
(n log n)
La primera desigualtat ens mostra que log n{t) i logt sbén del mateix

ordre, i que n(t) &és del mateix ordre que n'{u) on n! &s la funcid

n que correspon a n! i u=t /logt. Per tant,

)\M(t)=

tn(t)

(n(t) Tog n(tn™ ")

és del mateix ordre que
nt(u)
u

T

n!
n'(u)
que, com ja savem, és del mateix ordre que exp u. En resum, per a
n
Mn= (n log n) XM(t) és del mateix ordre que exp ( t / log t). Observem
que aixd &s eongruent amb la condicid (c) de! teorema de DeEnjoy-
Carleman (0.4, 1.) doncs
o0 o0
log 1 (t) t
M
dt = _—_—dt

1 Ltz . log t (H-tz)
0 ]

és divergent a o . Aixi, en aquest cas HM és llespai de les funcions

enteres tals que
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O |zl
exp O|Im z| )

\F(z)\;o ( exp
log O|z|

i per a aquest espai val el teorema (5.3.4.) amb freglidncies reals.
Veurem que també és cert el teorema (5.3.4.) quan EM

és no quasi-analitica, [.m, -convexa i satisfh les hipdtesis del

capfitol anterior ( és a dir*; quan valgui la sfintesi espectral). Aixd

ho farem al darrer apartat del Capitol 6,
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CAPITOL 6

LA IMATGE LOCAL | PUNTUAL DE LES CLASSES E:v‘
i

En aquest capftol estudiem la imatge local i puntual de

les classes EM . Per imatge local de EM entenem lIt&lgebra restriccid

de EM a I'intePVaI[—l,l] i aixi es tracta dl'estudiar quan

) EM — EMU)

F— f,n

és exhaustiva. Per imatge puntual s'enten el conjunt de successions
n
)

(0) ) amb feEM . Ulespai de successions involucrat és el que

g
ja va apar&ixer en el Cap. 3 (veure 3,1,), és a dir, I'espai
n
E,0 ={a=(a) /ve>0o 3ciE) ta lalccerem }

Aix{ es tracta dlestudiar quan Itaplicacid

ro EM —_— EM (0)
(n)
oy (F7(0))_

&s exhaastiva (és a dir, I'anileg del teorema de Borel). Hi han
diversos treballs on es demasira itexhaustivitat de r, €n casos
concrets {veure {10], [35}) o bé es donen condicions suficients sobre
una successid a = (an) a fi que ae¢lm r (veure [20]) . Ehrenpreis

([Il], darrera seccibd), amb petites restriccions, arriba a una
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condicid necessaria i suficient per a que Pl i ro siguin exhaustives.
Aci arribarem a condicions semblants d'una forma que considerem

més senzilla Al darrer apartat precisem la sintesi espectral del Cap. 4,

Només considerem el cas q.a. no analitic i el cas n.q.a,

ja que el cas analitic I'hem tractat ja als apartats 3.2., 3.3, .

6.1.- Les imatges local i puntual en el cas quasi-analitic,

no analitic,

En aquest apartat es tracta d'estudiar si les aplicacions

\

ry By — EMU)

ryt EM —_— EM(O)

)

definides per r‘l(f) = f'[_‘,]], ro(f) = (0) )n’ sbn exhaustives en
el cas quasi-analfitic, no analitic (en el capitol 3, apartats 3.2,,3.3.,
s'ha tractat el cas analltici(3.2.1.) dbdbna una condicib necessiria i
suficient, per a que Y sigui exhaustiva) . En el cas quasi-analftic,
no analftic, la resposta és radicalment oposada, puix Py ro no sbdn

mai exhaustives (aquesta afirmacid, per a "o és a la tesi d'en Bang

i demostrada per altres metodes) .

(6.1.1.) Teorema.- Si EM és quasi-analftica i no anali-

tica, és a dir,

=" M, Mn?

S e, w e - e
MJ-I nt

050 n n
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" i r no son exhaustives.
o

Demostracid. - Veiem primer r . Si r

1 . fos exhaustiva,

seria bijectiva ja que &s injectiva al ésser EM quasi-analitica, Ales-
hores seria un isomorfisme topoldgic i EM , EM(I) serien dlgebres
topoldgiques isomorfes, Perd el teorema (1.1.1.) ens diu que tenen
espectres diferents. Aixi{ r'] no pot ser exhaustiva,

Per a ro valdria una demostracid semblant si haguéssim
tractat EM(O) com a algebra i vist que el seu espectre estd reduit a
un punt. Perd podem donar altres demostracions:

1.~ lgual que abans, si s fos exhaustiva seria un isomor-
fisme topoldgic. Aleshores, per a cada x, I'aplicacid

#"(0)) ——s #(x)

seria una forma lineal continua a EM(O). Tenint en compte com és

el dual de EM(O) ( apartat 3.1.), hi ha una successid bn(x) t. q.

/n

sup ([b_(x)]| Mn)] <% f(x)=Z #"o) bn(x‘) MfEE, .
n n

. - n n
Si especialitzem a f(x)= x trobem que bn(x)= x /nt Llavors, la

primera relacido anterior dbna que

M
n
X sup < o0 »
n n!
que contradiu la segona hipdtesi,
2.- EI teor;ema {3.2.1,) és també& vilid en el cas quasi-

analitic general, de manera que

A0 exp t= A (X (BD)
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&s una condicid necessaria per a que " sigui exhaustiva., Veurem
que aixd implica que la classe és analitica i haurem acabat: utilitzant
(3.10.3.), podem escriure

)\M(Bt) P lM(:) XM(c:)

per a una constant C. Aleshores deduTm que
expt £ A }M(Ct),

i per (0.2,1.), EM és analitica.

AixT ro tampoc pot ser exhaustiva, //

El teorema (6.1.1.) planteja el problema de caracteritzar
dtalguna forma Im Po en el cas g.a. no analitic: com ha diésser una

o)

successid a= (an) de EM(O) per a que existeixi una féEM t.q. f
a, ?. sembla ser que Beurling { no publicat) va resoldre aquesta
qliestid pel cas M= (n log n)" ( veure {11}) perd no hem pogut trobar
el seu resultat ni molt menys esbrinar els seus m&todes. A part de
les dbvies condicions necessiries que {(2.1.1.) proveeix, només po-
dem donar una condicid que no és, tanmateix, una solucid satisfactdria
del problema ( {20) també conté un resultat en aquest sentit).

Podem pensar que el dual de EM(O) és el subespai HM(O)
de HM de les F t.q. |F(z)| =0f )M( Olz|)). Una successid a=(an) de

EM(O) és un funcional

H,(0) ——— €

_— n .
=Sb (i
Flz)=2 r\(:z) — 2 anbn
Com que EM és reflexiu, a€lm "o sii només si aquest funcional es
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pot estendre continuament a HM i com que HM(O) és dens a HM al
contenir els polinomis ( estem en el cas qg.a.), si i només si aquest
funcional és continu quan HM(O) porta la topologia indulda per HM'
P . . 1z}
Per tant han dlexistir C >0 i k que domina tota )\M(—é—) exp rllm zl t. q.
\Fe2))

|Zoleca T

per a F(z)= an(iz)n de HM(O). Fins i tot, com que els polinomis

sbn densos, és suficient dlimposar aixd als polinomis.

(6.1.2.) Proposicid.- Una successid a=(an) és a la imatge
. . . L . )\ \zt
de r, Si i només si existeix k(z)}) que domina totes les M(-:E_) exp r[lm zI
n

—_ k
i existeix C >0 tals que per a tot polinomi P{z) =2 bk (iz)

k=0
N |P(2)|
l 2 ak bk|£C sup //
k=0 2z k(z)

. ’ . . k P .
Fixem-nos que aquesta condicido, per a P(z)= z , &s equi-

valent al fet aeEM(O).

6.2, - Les imatges local i puntual en el cas no quasi-analitic..

El problema és el mateix que en Ilapartat anterior, perd
en el cas n.q.a.. Trobarem condicions suficients, necessaries per a

que les aplicacions r Po siguin exhaustives. Les condicions que

l’
trobem sb6n molt semblants a les obtingudes per Ehrenpreis { seccid

X1, 3 de [ l] ) perd creiem que d'una demostracid moit més clara.
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(6.2.1,) Proposicid. - Y. exhaustiva = " exhaustiva.

u ta ffh)

{n)

Demostracib, - Si feEM(l), hi ha f €eE
(n)

(n)
+

(=1)=f" "(~1)

i fJ‘_G EM t.q. f  ( 1)=f '(1). Aleshores, la funci6 que &s igual a

f per a t€-1, af per at3l1iafpera ~l1¢tsgl exten f//

+

El segltient criteri &s una altra forma d'escriure un cone-
gut teorema sobre epimorfismes d'espais de Fréchet :

Proposicid. - Siguin E,F espais de Fréchet i WE —a F
lineal contfnua. u és exhaustiva si i només si Imu &s densa i

[o] t

(ker u) c Imu.

Demostracib. - u &s exhaustiva si | només si Im u és densa
. t . |
i Imu és debilment tancada a E'( veure [48] ). Com que Imu és
1

[o] t
débilment dens a ( ker u) i aquest é&s d&bilment tancat, dir que Imu

P . t o
és debiimeni tancada ent a2 dir que Imu = (keru) .//

[0

s eguiva

En el nostre cas, &s clar que Im r],lm L sbén densos ( ja
que im r'] conté els polinomis i Im ro les successions quasi-nul-les).
Aixi tenim

o] t
" r*] exhaustiva equival a ( ker r‘l) c Im "

. . o t
0 "o exhaustiva equival a ( ker r'o) c Im "o ",

Im rtl és E;\A(l) pensat com a subespai de Er'v1 i el mateix

(r\)(o)= 0

podem dir de Im r:). Telker ro)o si T(f)= 0 sempre que f
Mn ; utilitzant (4. 0. 2..) , veiem que (ker ro)o consta de les ultradistri-
bucions T tals que supt T={0}( &s a dir, si supt T={0} , T és Iimit
a E{A de combinacions lineals de S(n), sense que aixd contradigui

la nota al Teorema 4 de [40] ). De la mateixa forma,( ker‘r‘l)o és Mespai
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de les ultradistribucions T amb suport a [-l,]] .

Calcularem les imatges per la transformacié de Fourier
dtaquests subespais de E"v‘ de manera que poguem treballar amb espais
de funcions enteres.

t t o, . . .

Per a Im Py im ro es immediat: es transformen,respectiva-~
ment, en HM(I),HM(O)

HM(I)={F&H/lF(z)‘=O( )‘M(O'Z” explim z| )]

(1
H (O Fer/ [F)| =0t A ok}

A

o)
Per a (ker r‘l) cal saber expressar en termes de T el fet que

supt Tc[-—l, l] . Suposem doncs que T eE;v1 i que supt Tc[—l, 1. és

T £C f f
[Tl ¢ce 0, feE,

per a uns certs C,r,£ . Per a cada $o sigui hﬁ‘EM tal que h{ =0
per a lxl),”-% i h{ =1 en un entorn de [-1,1]. Aleshores, com que

f= fhy en un entorn de [-1,1],
[Tl=l7t rlece ().

A = i < .
ra, fhg = 0 per a ]xl)ILS i pr,s (fhs)ﬁ p”_é,E (fhS)‘pILS,e/Z(f)plQ,e/Z(hQ

Dtaquesta forma, si supt TC[—I,I] existeix &£>0 i per a cada $20 hi ha

C(s) >0t.q.

IT0] 2 c®rp (0, feE, .

Reciprocament, si aqueéta és certa i (-1,1]asupt f =@, agafant
% <d{[-1,1],supt f), hom troba que T(f)= 0. Aixd ens diu que supt T ¢

c[-l,l] si i només si Teg E,'M(H-S) per a tot S)O ( amb la precisid que
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& no depdn de $ ). Tenint en compte la caracteritzacid de E"'A(H-S)

com HM(ILs) ( teorema (0.3.1.) ), tindrem:

1
(6.2.2.) Proposicid, - Una TeEM t& suport a [-1, 1] si i

només si hi ha £€> 0 tal que per a tot $> 0 és

(2) ) \T(z)\=o( )M('ei‘) exp (1+8) |Im z|) , zecC
i t& suport {0} si i només si hi ha£» 0 t,q. per a tot 8> 0 és

12|

) |1’:(z)|=o( )\M(T) expdlimzl ), zeax . //

Definim hM(l), hM(O) com els espais de funcions enteres
que satisfan respectivament (2), (3). El nostre problema queda ara

plantejat de la forma seglent:
I
n " exhaustiva equival a hM(I) cHM(I) n
(4)
n Y exhaustiva equivai a h, {0) ¢ H _{0j
amb els espais definits per (1),(2),(3).
il-lustra pensar en un cas semblant, el de E: el paper que
12\ .
per a EM fan els pesos )\M(T) variant €> 0 ho fan per a Eels pesos
(N-[zl)m variant meN, Per exemple, el problema de si s és exhaus-
tiva { el teorema de Borel) &s equivalent al problema: donada una
funcib entera F t.q. per a un m és
m .
[F@)| =0 ( (1112)™ expb]im 2|)
. m . . . . .
VS, és |F(Z)‘ =o ({1+fz]l ) ), és a dir, &s F un polinomi ?. Aixd
és [5] (6.2.13.). Doncs igual que aquest resultat de Boas, ens basa-
rem en estimacions fines de la creixenga de les funcions enteres que

apareixen,
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6. 3. - Nova descripcid de hM(I) i hM(O)_

El que volem fer é&s obtenir una descr\ipcié de hM(l') i
hM(O) en termes similars als que tenim descrits HM(I) i HM(O), és a
dir, en termes dtun Unic pes ( fent fora els S a la definicid de hM(l),
hM(O) ). Comen_cem per definir aquesta'funcidé pes!,

La funcié log 'AM(“” és una funcid comrﬁua de t i és
dt/ H-tz - integrable segons la condicid (c) del teorema (0.4,1,) de

Denjoy-~Carleman, Podem considerar doncs la seva integral de Poisson

400
1 Iyl tog A (Ith
—_— —s dt , z=xtiy, y£ 0,
L (t-x)"+ vy

-0

que &s una funcié harmbdnica de z a ambdbs semiplans i té valors

frontera log lM(ltI). Definim, per a y# 0,
N 40
I
1 Lyl tog )M(ltl)

(5) O(M(Z)= exp{ —

dt z=xtiy

2 2 b ?

T (t-x) &+ y
-0

i la considerem estesa a R per dM(t)= XM(M).Aixf O(M és una

funcid continua al pla complex que extén )M(Itl) it.q. dM(2)= O(M(z).
També, és immediat de comprovar que O(M(-z)= O(M(z), és a dir, dM
queda determinada en el quadrant x%0,y> 0, Necessitarem les estima-

cions contingudes als lemas seglients.

Lema, - ( acotacid de ‘\A)’ - Per a tot $> o,
!

(6) X (2) =0 )\M(ZIXI) exp Slyl ), z=xtiy,y# 0.
Demostracib, - és suficient de fer-ho per a x> 0, y> 0.

Fent el canvi t=xtu a (5),
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y log XM(|><J-UI)

log «,(2)= —

T u2 $ y2
- 00
+0 100
y log )\M(|><|4-IU|) y log XM(ZIXI)L log )&M(Zlul)
z — 5 5 du € — 5 5 du ,
™ by aE u by
-0 —0Q

on hem fet servir la relacid xM(sLt)fx\A(Zs) XM(Zt) ( veure (3.10, 3.)).

400 400

3 y du y |log )N(Z\Ul)
log % (z)2log 2|xl) —— | ———t— | ———e— du =
M M T uzL y2 T u2 + y2
400 it -0
y log XM(ZIUU
= log XM(Z‘XI) +— —2—-——2-——- du ,
T u + vy

-

Liavors és suficient de veure que W5» 0,

400
y log )M(thl)
T t Ly
—o0

El terme de l'esquerra és el valor en el punt z=(0,y) de la integral
de Poisson de la funcid continua log }M(thl) . Hi ha una acotacid
([29] pg. 232 lema 3 ) que diu que si v é&s la transformada de Poisson

d'una funcid continua u , aleshores per a cada $>o0,

2,
lz|
|viz2)| =00 +$

y

En el nostre cas z= (0,y) i aixi acabem la demostraci6 del lema. //

Lema ( acotacid de 'AM ).- Per a tot £ >0 tenim

(7) )M(t) = 6( exp £t ).
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. .
Demostracib, - Es conseqliéncia de la relacid

valida en el cas n.q.a., que virem demostrar a la nota posterior a

(1.2.3.).//

Necessitarem també el teorema segllent, degut a Nevanlinna
( teorema 6.5.4. de [5]o teorema 5 pg. 40 de [29] ) :

(6.3.1.) Teorema.~ Si F(z) &s una funcid holomorfa al

semipld y >0, continua al semipla tancat y>0, els zeros (zn) de F

al semipla obert no tenen punt d'acumulacid finit i

(8) o = lim inf r‘—1 log M(r) < co
r— o
a0
log ™ [F (|
(9) —F——dt < e
1+t
- 00

( acl M(r)= sup{IF(z)I; lzl=r, Im z>,0} ), aleshores

400
% 1-z/ z |y IogIF(t)l
(10) IogIF(z)l=Iog l — & 5 dt + cy,z=xtiy,y>0
n=11-2z/ z AT J (t-x)"by
n -0
2 1 ( i9
on c= lim (—) r_ log ,F(r‘e' )‘ sin® d® ., També, c<4 « /1T,
r—a00 TT
0
{ I'existdncia de ¢ i la convergdncia del producte i la integral formen

part de les conclusions del teorema). //
Ara ja podem donar la nova descripcid de hM(l), hM(O):
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(6.3.2.) Proposicid. - Una funcid entera pertany a hM(l) si

i només si hi ha £>0 tal que

(1) : |F(z)|=O(O(M(—z€—) expllmz|),ze¢
i pertany a hM(O) si i només si

' . z
(12) F(z) =0/{( O(M( ?—))

per a un £€> 0,

Demostracibd. - Comparant (11) i (12) amb (2) i (3} veiem
que la suficidncia és conseqlitncia de llacotacié (6). Vegem ara la
necessitat ( ho fem només per é hM(l) éssent igual per a hM(O) ).

Sigui F eh, (1), &s a dir, existeix £>0 t.q. w850,

(13) lF(z)|=O( 1M(L£Z—')exp(1LS)|lm Z|), z€CQ.
Segons (7), XM(L:l =0 ( expSlzl) VS>O, de manera que

|F(z)| = 0O {( expslzl exp (1+%) |Im zl) ,

per a tot $30. Aplicarem el teorema (6.3.1,) a la funcid G(z)=

=F(z) exp iz . Per a Imz >0,
IG(Z)|=|F(z)l exp ~|Im z|= O expsizl expil!m z| ).

Per tant, |G(z)| =0 ( exp 2$]z|) per a tot $>0 alm z>0, Aixd significa
que G és de tipus exponencial zero i que satisfa per tant (8) amb

o £0, Per a teR, (13) dbna

(14) lswl=1Fwl = o ¢ ()
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i G també satisfd (9) ( estem en el cas n.q.a.). Per tant, per a y> 0,

40
1-z/z_[ v [tog|F(1)]
log |F(2)|~ y=log |&(2)]=tog| T ] — b | —— dt +cy.
n=1 l-z/zn T | (t-x) 4y
)

l—z/zn le-zn(

Ara bé, c<4a/ TT£0 i

<1 silmz, Im z > 0. Conciulm

I—z/zn |z-zn|

doncs que, per a y?>0,

400
y [ 10g|F)
IOQlF(Z)If—‘ ———2——2 dt & y
T (t—x) "¢y
-00

Si fem el mateix amb la funcid F(-z), trobem que per a y«O,

100
-y log lF(—t)I
loglF(z)|¢ — | ———m—— dt —= ¥y
o~z T | (tex2ey?
-0

i amb el canvi -t=u trobem que en general, per a y# 0,

400
vl log lF‘(t)|
(15) log [F(z)) ¢ — | ———5 dt + vl
o (t-x) ¢y
-0

Ara, per (14), lF(t)Ilc } (Itl ) i (fent el canvi t=8u a la integral)

$00
t
IV [ 1og chiog A (2h
log 'F(z)l‘— 5 5 dt +|y] =logC + |yl &
T {t=x)" + vy
-0
30
lyl [log XM(IUI) [v/el log A milul)
+ — - du=1logC &|y}+. 2du
AL (£u—x)24- y2 ans (u- —) *-( 4
e -l
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és a dir,

|F@)«c “M(TZ) exp [Im 2| ,

per a y#£ 0. Per a y=0 aixd ja és inclds a (13) puix o(M(t)= )\M(ltl).

Per tant, = satisfa (11) i la demostracid &s aixf completa. //

E! problema original ha quedat redult, mitjangant (4 ) i

la proposicid (6.3,.2.) al seglient: tenim
H,, (0 )={l=e H/IF‘(z)l= o( )\M(olzl) exp|Im zl)}
H(0)={F e H/IF(2)}= o( A (o1z1n}
(16)

hM(1)={r:e H/IF(2)| = O( «,,(02) exp |im 2| )}

hy,(0) {Fe H/|F(2)| = of O(M(OZ))} |

i busquem condicions necessaries i suficients per a que valguin les

i ions i h (0)eH (0),
inclusions hM(l)c_HM(l) i M(O'CHM' ).

6.4, - Una condicid suficient.

A la vista de (16) &s immediat el resultat seglent:

(6.4.1.) Teorema.-

Una condicid suficient per a que

PI:EM_———’EM(]) ,

r EM————) EM(O)
definides per rl(f)=fl[ 1L ro(f)=(f(n)(0)) " siguin exhaustives &s que
=T

(17) ®,,(2) =0 ( A (olz)) ,

on o(M estd definida per (5).//

Més endavant analitzarem si aquesta condicid es compleix

en els exemples més impoftants,
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6.%. - Condicions necessiries.

El que segueix estd fet per a r_, perd el mateix metode

1
val per a r ( fins i tot es simplifica en alguns punts)
Suposem doncs que hM(l)cHM(I), és a dir, hM(l) = HM(I),

Aleshores, aquest &s un espai de funcions enteres en el qual hi

podem posar dues topologies : la inductiva de les

| = 2)

Nell! < sup
£ z kM(L:—l) exp |Im z|

i la inductiva de les

|F ()l
“F “£2 = sup > .
dM(E—) exp [Im z|

1 2
Posem hM(l), hM (1) per designar I'espai vectorial topoldgic corres—

ponent. Posem també, per a i=1,2
i i
(€)= { Fer/ lIFl <o .

i , " s .
Cada hM(l,S) es un espai de Banach i per tant les dues topologies
sbn topologies LF, També les dues sbn més fines que la topologia
de la converg®ncia puntual., Fent servir una vegada més el resultat
de Grothendieck ([15]) segons el qual sobre un determinat espai de
funcions només hi ha una topologia LF més fina que la de la conver-

. ! 2 ] .

gdncia puntual, concluim que hM(1)=hM(l) com a espais vectorials

topoldgics. En particular,
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2 id 1
hgyl!) —— b (1)

&s continua, és a dir
b I

2 1
hM(l,S) —— hy,(M

és continua per a tot $> 0. Per un altre teorema de Grothendieck

{({15] pg. 148 ) hi ha €>0 tal que h;(I,S)ch;‘(l,E) i

2 1
hygl1:8) e h (1,€)

¢s contfnua { com a espais de Banach). Aixi, per a tot 8> 0 hi ha £€> 0
i C>»0 tals que
- | F@l [F2)

(18) sup = € C sup >
2 )\M(ig-‘-) exp |Im 2| z O(M(E—) e><p|lm 2\

sempre que el membre de la dreta sigui finit, Aixd ja es va semblant
a la condicid (17): si existis una funcid entera F t.q. |F(z)| =

= O(M(z) exp llm zl aleshores (18) per a S=1 i aquesta F ens donaria
que la condicid suficient (17) és també necessaria, Es clar que una
funcié com aquesta no existird sempre. Ara bé&, cada F gue trobem

ben adaptada a (18) ens donard una condicid necessaria,

Suposem que tenim una funcid entera F tal que:
(@ [Fm| =o ( A (olh) , ter,

(b) F &s de tipus exponencial zero, és a dir,IF(z)‘=O(exp£(z| )
v E>0.
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F estara a les condicions del teorema (6.3,1,) doncs (a)
implica (9) i (b) implica (8) també& amb o <8 . Aixi, (10) &s valid per

aF i Imz?3y0, Definim

400
vl log |F(t)]
PF(Z) = exp -; m dt} per a im z# 0
—o0

P =|Fl.

De la mateixa forma que hem obtingut (15) a la proposicid (6.3.2.)
( utilitzant que c €0 i que (z—zn|<|z—2n| per a Imz,Im zn>0 tant per

a F(z) com per a F(-2z) ) obtenim que
(19) |F(2) ¢ pt2)

per a Im z#£ 0 ( hom pot tamb& obtenir aixd utilitzant un principi de
Phragmén-L indel8f), Després, (a) implica , igual que al darrer

pas de la proposicib (6.3.2.), que
(20) PF(Z) = O O(M( 0z)).

Analitzant la demostracid del teorema de Nevanlinna (6.3.1.), hom veu

que la converggncia del producte

4

1-z/2
¢(Z) = T—l n
=1 - :
n 1 z/zn
Itassegura la convergdncia de la sbdrie Zn' llm l/znl . Ara bé, aixd

implica no sols la converggncia del producte al semipla y>0 , sind
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la convergéncia uniforme de ¢(z) sobre tot compacte que no contingui

cap z . Aixd ens permet de definir una nova funcid entera
WF(Z)= =(z) cl)(z) exp icz exp -iz ,

( aquesta ¢ vés la de (10) ), de manera que
\wf___(z)l:lF(z)“(b(z)l exp-Cy exp y .

Si Im z>0, com que (10) slescriu ara lF(z)I:FF(z)lq)'l(z)I exp cy, tenim
|wF(Z)| = Pe(2) expv.

Si Imz<0, és IC‘)(Z)](I puixlz—Ean-znl i tamb& exp-cyg¢ 1 dones

c<0,yc¢ 0. Aleshores, ]wF(z)I le(z)l expy i amb (19)
|we(2)|€ P L(2) expy.
Finalment, si Im z=0,
lwet|= [F| = P )

En resum, W és una funcid entera tal que

(21) le(z)| £ Pr__(z) expy, WVMzeC,
(22) \WF(Z)I = PF(Z) expy silmz>0,
Per (20), ?F(z)s A O(M(Bz) i aleshores (21) diu que (18) per a g=l/ B

i WF__ té el membre de la dreta més petit que A, Per tant,
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[we2)

sup ] = CA
ze@ )M(—‘s—) exp [Im z|
per a uns certs C,£ , és a dir,
12|
\wF__(z)l.‘C XM(—-S—) exp |Im z' , Mz,

Si especifiquem a Im z>0, per (22)

=l
3

2

PF(Z) = C XM(

per a Imz>0 i com que PF(Z)= PF(z), per a tot z, Resumint, hem
vist que si una funcid entera satisfd (a) i (b) , aleshores PF(Z) =
<o ( A olz)).
Comencem ara a aplicar aixd a F concretes. Primer ho
apliquem a I;“(z) = M (2) = =2 zn/ M Que/M satisfh (a) és
M n n ' M -

immediat (/(AMi )‘M sbn del mateix ordre ) i (b) és conseqlidtncia

de la desigualtat [/AM(Z)lf/uM(Izl), de! fet que/in lM sbn del!

mateix ordre i de (7). Hem arribat a

{6.5,1.) Teorema.,- Una condicié necesshria per a que
r*I i Po siguin exhaustives é&s que
400
| vl log | M, (t)]
M

(23) exp { ——— .____{.:.___2_ dt} =0 { AM(O|2|) )

T (t-x) &+ vy

t" e
on /MM(t) = Z- _— A

n,0 Mn

També es  pot agafar qualsevol funcid obtinguda de/qM
suprimint termes., Per exemple, si UM(z)=/)M(z)L/AM(-z), obtenim:
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(6.5.2.) Teorema.- Una condici® necessiria per a que

o j T siguin exhaustives é&s que
400
vl log 'JM(t)
(24) exp{— | ——5——s dt } =0 ( A (olz])),
I (t-x)" +y
—e0
2n
t

A

on KM(I) = Z

20 M
n 2n

Les condicions (23),(24) sbn més fluixes que la condicid

suficient (17), Aixd es veu mitjangant la definicié (5) i les relacions

| 0] £ g ) = 2 X c2ieh)
(25) b

Yl £ 4 Al

6.6, - Condicions necessaries i suficients.

Quan alguna de les relacions (25) sigui certa en sentit
contrari tindrem una condicid necessaria i suficient. Per exemple,
aquest &s el cas amb la prestncia de la condicid (5) del Capitol 2.

Aquesta era equivalent a

1
M2n n
(26) sup ( 5 )} < oo
n Mn

. . n 2
i aleshores, si MZnsH Mn , de )\M( t) 31,

t2n (V_H— ¢ )2n
)\M(Itl) !lr\j (It}) = sup 5= & SUp —————— < UM(VQ_ t).
n Mn' n M2n
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Aixf, si val (26) és )‘M(m) =0 { UM(ou ), és a dir, la

segona de les (25) es potgirar!" ., Per tant, podem enunciar: .

(6.6.1.) Teorema.- Si es compleix (5) del Capfto! 2

o equivalentment (26), les conditions segllents sén equivalents:
(a) P és exhaustiva.
(b) " és exhaustiva,

(c)

400
Iyl log )\M(ltl)
(17) o, (2)= exp{ — ———3 dt} = Of )M( olzl) ), zec.//
T (t-x)"+y
-
Nota.- Demostrarem ara la segllent relacib

A2 = o (lzh £ & (2) ¢ o (il2])

La primera ( que.per altra banda demostra les inclusions HM(O)c hM(O)

i HM(I) chM(l) directament ) voldrd dir que (17) &s de fet imposar

que XM(IZI) i dM(z) siguin del mateix ordre. La segona demostra
que (17) equival a O(M(ir) =0 ( XM( or)) , és a dir, a
o0
2r log A, (1)
(27) exp{ — 5 5 dt} = O ( XM( or))
Rl t +r
0

Per demostrar les anteriors desigualtats només cal observar que és

suficient de fer-ho per a Imz%0, Re z 0 , que
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400

0 [¢]
y log 1M(tt?) y
= ———y——— — t T
*,,(2) - T d Tr( - )=
e Y 0 ‘-0
~00
0
Yy 1 . 1
— log } (t) L dt
M
T 0 (t—x)zl- y2 (N-x)2 + yz
1 1
i que al posar y=r sin® x=r cos€ al nucli vy I

(t—x)zl- yz (tl-x)zl- y2

hom troba una funcid de © que a Ilinterval 0<0¢TT/ 2 &s creixent,

Al darrer apartat encara trobarem més condicions

equivalents a (.17)—(27) .

6.7.- Interpretacido de la condicid, '

Aquest apartat intenta d'explicar com é&s que la condicid
(17) é&s suficient, El que ara segueix &s alhora una nova demostracid
de la suficidncia,

Ja stha vist que HM(O) é&s, mddul la transformacid de Fou-
rier, el dual de EM(O) i que la topologia forta coincideix amb la induc--
tiva dels: espais de Banach HM(O,F,) ( apartat 3.1,). fgual que per a

HM, aquesta topologia resulta ésser igual a la definida per les normes

|F(2)]

IIFll, = sue
ze€C k(z)

on k{z) &s una funcid que domina totes les )M(-l—gzl) (1] a6l ).

Suposem que (17) &s certa. Interpretem aquest fet aixf: tenim la
e . (F-4 N .
familia de funcions M( ——) i una transformacid
£
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Ay - @ (-)—exp(P[) w1

( P ta transformacido de Poisson ); (17) vol dir que per a tota funcid
1zl lz\
} (_8_) de la familia n'existeix una altra ) (ﬁ_) tal que

P l ) y=0{( ‘X (LZ-'—)) Aleshores aixd mateix serl cert per

z|
a la familia de funcions k que dominen ) (l—-) W £€> 0: per a tota

k dlaquesta famflia n'existeix una altra k tal que

40
vl tog k(t)
(28) exp | —— — dt =0 ( k(z))
‘ T (t-x)" &

(podem pensar que (28) &s una altra forma d'escriure (17) ).
A HM(O) hi podem considerar també& la topologia definida

per les normes

l=pa]

Il F"'k = sup
xeR  k(x)

Evidentment que “F";(g “F"k . Donada k, considerem k com a (28);

per a FeHM(O) tenim ( igual com demostrarem (15) per a FEHM(I) ) que

400
(o) Ivi léglF(t)|
log |F{z)] ¢ — —_— dt
I (t—x)z&y2
~00
! -
Per definicit, |F|¢flFll; k()
' 10
Iyl log "Flllﬁ Llog k(1)
log |Fla)] ¢ — L - at =
ar (t-x)}" + vy
-~
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10

. log k(t)
-o0

Aixd, utilitzant (28), vol dir que Wk 3k t.q. || F“ks c ﬂrrll'E

per a tota Fg¢ HM(O). En altres paraules, la_condicid (17) significa

1
que ia topologia de H_(0) estd definida per les normes_ || “k (en la
LA4]
terminologia d'Ehrenpreis, que Rés un conjunt suficient), i, en certa

forma, concentrada en lleix real. Amb aquesta interpretacid de (17)

hom pot donar d'una forma més constructiva una demostracid de la
suficiencia, Repetim llargument emprat per a deduir la representacib
(19) del Capito!l 0: una aeEM(O) és un funcional lineal continu a

. - " . 1z}
HM(O) i per tant hi ha una funcio k{z) que domina totes les AM(-S—)
i una C»>0t, q.

l
|a,m)eclFll, , Fen 0.
Per Hahn-Banach, aquest funcional extén a llespai de les funcions

contfnues f(t) t. q. lf‘(t)l=0 (k(t)) i per tant existeix una mesura acotada

/A a R tal que

F(t)
(a,F) =

du(t)
k(t) /
R

per a F eHM(O). Si Tn és la forma lineal contfnua que aplica

P Y o
a= (an) sobre a, és Tn(z)= (iz) . Aixi,

(6.7.1.) Proposicid. - Si es compleix (17), per a tota

successid a=(an) de EM(O) existeix una mesura acotada/u a Ri una
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funcid k(t) que domina 1 (u) ©YErO t.q.

a = du(t) v

Ara és facil de demostrar Hexhaustivitat deAr‘o : donada

aeEM(O) i si /M, k sbn com a la proposicid anterior, definim

f(x) =  — d/.«(t) .

Com que ara m €s una mesura acotada a R, té& sentit aquesta definicié

i feE, També { com després de la representacid (19) del Capftol 0)

(it)n exp (itx)
i) - —— duty)
R k(t)
En particular, f(n)(0)= a f(n) estd acotada a R i

n

el
™ 2 v '
R A0 T

) (—'-"—)« cle) k (v,

n
(n) (3% i (tl/e)
| “ < \/A“é sup .‘(I/JIIC(E)g SUp ——— =
t k(t) t AM“”/S)

ll/ull cle) €7 M

demostren que f € EM .
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6.8, - Exemples,

Abans de considerar exemples concrets cal una observacid
de caracter general. | és que el fet que )\M compleixi la condicid
(17) és equivalent al fet que una funcid del mateix ordre que 1M la
compleixi (si a la formula (5) que defineix o(M sustituim )M per una

del mateix ordre s'obté una funcid de! mateix ordre que G(M) .

(a) Les classes de Gevrey . En aquest cas XM(t) és del

1/0

mateix ordre que expt (ho veuriem de la mateixa forma que a

l'exemple de I'apartat 3.4.) i dlacord amb I'observacid inicial podem

1/d

pensar que AM(t) = exp t (fixem-nos que aixd &s congruent

amb la condicid (c) del teorema (0.4.1.)). Ara !

[ vl {Lw i t] A

o (z) =exp { — —_— dt
M T w(t-x)zi-yz

—

i un calcul per residus dbna que

O(M(z) =exp{ r‘/"( {cos -j— + Rysen —?—)}

. . e .
on Re( és una constant i zZ =re (fixem-nos que quan & — 0

o
o(M(z) —3 exp rl/ = )M(r‘) com ha diésser). Llavors

otM(z)£ exp { (1 LRd)r]/dS

1/d

i com )M(lzl) =exp r es compleix (17). Per tant, tenim el seglient
teorema ( aquest &s el resultat demostrat a [10], (35], per altres

metodes) |,
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' x
(6.8.1.) Teorema, — A les classes de Gevrey Mn=(n!)

amb o> 1 les aplicacions Py ry sbn exhaustives . //

2 .n , .
(b) Mn =(n log n) . Per a aquesta successid, (que déna

1 1
lloc a una classe n.9.a. doncs 2 = Z ——c ), és
n M l7n
n

2
n nlogn

1 2 A
M — (2n log 2n)2 log4 2n
2n.n
M 2 2 log n
n {n log n)

i per tant es satisfa la condicid ( 26 ), de manera que, segons
(6.6.1) la condicid (17) (o I'equivalent (27) ), &s necessaria per a

que r Po siguin exhaustives. Amb un calcul semblant al fet per a

]’

n .
Mn =(n log n) al darrer apartat del Capitol 5, hom troba que

f(t) = exp ( ).

2
logt

és una funcid del mateix ordre que )‘M(t) . Per no tenir problemes
t
at=1, posem f(t) =exp (———) que continua éssent del mateix
tllogt
ordre. La condicié (27 ) amb aquesta f en licc de )\M slescriu

0
2r t dt Br
exp £A exp wm————
2~ 2
T o (H-Iog2 t) tzl-r 1+log Br
i prenent logaritmes
. 0
2 rtdt Br
—— £ C & ——
5 £
™ ], Oklegniler?) 1tlogBr
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dividint per r :

o0
2 tdt C B
- 2.02 2 £ — ¢+ 2z _ ;
iLE o (1&log t)(t &r7) r 1+log Br
fem el canvi t = ru a la integral
od
2 u du C B
— Lo b e
2 - b
T 0 (1+log r‘u)(H-uz) r 1+ Iogzar‘
. s 2
multipliquem per 1&log Br {per r grans)
0 2
2 t dt 1+log Br
— 5 £C — 00— + B .
1 '
1L 0 (1Hz) (1 ogzr*t ) r I
1+log Br
t
Les funcions gr(t) = 5 tendeixen puntualment a
2 1+lo rt
(1317 (Lblog t,
1+ log Br
. ! . 14 Iog2 Br
la funcib 5 quan r —y® i ¢om que —————— —3 0, tenen
1t r r

integrals acotades. EI lema de Fatou implica que és integrable

1o t2

i hem arribat a un absurd. Aixi, (17) no es pot complir en gquest

cas i tenim:

2 n
(6.8.2.) Teorema.- Pera M_ = (nlog'n), r ir no
sbn exhaustives. //

P n
(el mateix seria cert pera Mn =(n IogIp n) amb p%2)
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6.9. -~ Precisions del teorema de sintesi espectral del

Capitol 4,

En aquest apartat veurem que la hipdtesi (10) del Cap. 4
amb la qual hem demostrat la sintesi espectral implica (17); aixd

ens permetrd de precisar el teorema de la sintesi espectral,

Recordem que m. = Mn/M per a n%»1 i que n(r)

n-1

és el nombre de mn que sdn <« r ., Posem
Mir) = tog A (r)

Aleshores, (veure (30] o {40] )

__n_ M __n r
M(r) = sup 2 log r - log . - sup 2 log — ,
ny0 qg=1 Mq-l nz2 0 qg=1 mq
i el suprem s'agafa per a n=n(r). Podem escriure doncs
n(r) . r R r n(u)
M(r) = 2 log — = log — dn{u) = du
u
q=1 Ma 0 o “
D'aquesta,
er er
n(u) du
(29) M(er) >, : du 3 n(r) = n(r)
u u
r r
dM n(r)
i = . Basant-se en aquesta (ltima, hom pot veure ((30])
dr r
log A, (1 M(t)
que la convergdncia en ® de dt = 3 dt i

t t
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n(t)

dt sdn equivalents i impliquen que
t
M(t) n(t)
(30) lim —= 0 = {im
t t
t-5® t =daD
Ja hem vist que (17) &s equivalent a (27) . Com que

només importen a (27) valors grans de r la podem escriure,

prenent logaritmes, sota la forma

[ o]
r M(t)
31 ——— =
(31) 7,2 dt O (M{or))
0
Ara bé,
3
r r 1
[ r M(t) [ r { 1
) > dt 2 M{r} 73 9t M{r) 5 dv
+ } + } 1+ 4
0 t r 0 t r 0
r
és a dir, ja és O(Mr) ) ; per tant (31) &s equivalent a
0
r M(t)
—— = (o]
) dt O (M(Or))
t &r
r
2 2
t &r
‘Finalment, com que 15—2—-— £ 2 per a t»r, aquesta és
t
equivalent a
[
r M(t)
(32) s dt = O(M(OP) |13
t
r

Ara calcularem expHlcitament la integral de (32). Integrant per parts,
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com que —— = ,
dr r
« © had
M(t) m(t) n(t)
_—dt = - — + dt
t t t
r r
i emprant (30),
©0 o0
M(t) M(r) n(t}
—5 dt = + 2 dt
t r t
= c) .
Posem p n(c) ; m £r < mpl-l Ara
R m m
L k&1
M(t) M(r) pH p —— k
—-t—z—— dt = - 4+ tT dt - ; tTdt
kyptl'm
M(r) 1 1 - 1 1
- Fp (—- Y e O K — - ) =
r N k> phl kK Mked
M(r) n(r) p _ 1 1
= + - L 2 K (o = e ) =
" r Mory  K2pH] M Mkt
) M(r) . n(r) . - 1 ) M(P); n(r) . —— M,
r r —-r-r"n- ) r r M
kypki K Kyn{r) k&1
-]
r M(t) = Mk
AixT — dt = M{r)+ n(r) +r _/: —— , i utilizant (29),
t .

k»n{r) MkH

arriben a que (17) és equivalent a
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e

M
(33) rZ_ X <o(moOnr)).
k 2n(r) MkLl

Per‘. (29), la condicid (10) del Capitol 4 implica (33) i per
tant (17) i "o és exhaustiva. Veurem quines conseql&ncies té aixd
per a. la sfr?tesi espectral,

Abans observem, perd, que (33) també& implica (10) del
Capftol 4 si M(r) i n(r) sén funcions del mateix ordre. tna condicid

suficient per a aixd Gltim és

n n n+1
(34) M £ C M

per a una certa constant C, En efecte: si m grem és n{r)=ni

nk)?

M(r) = n log r- log Mn de manera que

M(r) - oa M1/M 2 Thet | Mt
=togr - log n = o9 17n = leg ne1/n
n(r) Mn Mn

of
roman acotat si (34) &s certa, Per exemple, les (n!) amb «>1 satis-
fan (34). En certa forma, doncs, gairebé sbdn equivalents (10) de!
Capitol 4 i (17).

Ara ro és exhaustiva. Ens posem en el cas que E sigui

M

l.m.-convexa-{ que é&s el cas que originalment ens haviem plantejat).
Per exemple, les classes de Gevrey sén |.m. -convexes, ( apartat 1,2.)
EM(O) és una 3lgebra amb el producte ( que fa de r, un

morfisme) seglient: si a= (an) i b= (bn)

n

. " n
(a.b) =2 () oa b
k=0
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(6.9.1.) Proposicio.- Si EM és invertible ( en el cas

n.q.a. és equivalent a |.m.-~convexa, apartat 1.3,), EM(O) és una

3lgebra local, integra i amb ideal maximal M={a/ a°=0} principal

i k
)< = oy .
Demostracid, - Veurem que si ao;é 0, a és invertible, Sigui

f(n)(0)= a . Com que f(0)= a, #0, f no

: -1
stanul-la en un interval [—r,r]. Aleshores, g=f € EM(r) ja que

(n)

feEM t. q. ro(f)= a, és a dir,
EM(P) és invertible ( apartat 1,3,);ara, b={g '(0})) &s un invers
per a a. Aixd demostra que EM(O) &s local amb ideal maximal ‘W .
N #x . s . k
Que ) " ={0} &s immediat doncs ¥ ={a/ a=..... =a .~ 0.}_
M és la imatge de {f/ f(0)= Oi per r aquest és principal doncs
si f(0)=0 &s f{x)= x g(x) amb
1
g(x) =] fr(tx) dt
0
Per tant, m és principal. Que EM(O) és Integra és immediat doncs
EM(O) és isomorfa a una subllgebra de les sdries formals mitjangant
(a) > (a /K1) . //
Per un teorema general d'3lgebra commutativa ( veure (1]
problema 4 pg 99) EM(O) és un anell de valoracid discreta i en parti-
. . . k
cular tot ideal de EM(O) propi és un dels m
Sigui | un ideal de EM. Posem

rE EM —)EM(O)

{n}

f b—_—— f (x).
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-1
La component i ia | é - .
p n pr‘uméma‘ N de | a x és re ' x (1) . Com que rx(l)

és ara un ideal de EM(O) al ser r exhaustiva, hi ha nel_\l ( aceptem

n
el valor © per an), t.q. r‘x(l) =4 i aleshores

N ={f/ ) x=0, Oz'kfn}

D'aixd en treurem unes conseqlizncies:

a) Cada I és tancat i h(lx) ={x} . Aixi, 1 és un ideal tancat
primari ( és a dir, contingut només a un maximal). Suposem que J
&s un ideal tancat primari a x, &s a dir, h{J)=lx{ ; com que h(J) =1{x}
J>P(x) perque és el minim, Ara J2li J3P(x) donen JJIX . Per tant
podem enunciar el teorema de la sfntesi espectral sota la forma;

(6.9.2.) Teorema.- Suposem que EM és no quasi-analitica,

I.m, —convexa i que satisfa leshipdtesis (5X10)de! Capftol 4. Aleshores,
tot ideal tancat &s la interseccid dels ideals tancats primaris que el

contenen, //
b} Sigui | qualsevol, Tindrem 1 =Q T +P(x). Perd
-1 . , = .
1 +P(x) = P rx(l) és tancat i conté | ;per tant és lcl &P(x) i

TLP(x)= I P(x). Aixi,

(6,9.3.) Corollari.- Suposem que EM és n.q.a., I.m, -

convexa i que satisfa les hipdtesis (5)10) del Capfto! 4. Aleshores, si |

.

és un ideal de EM ’

'=Q 1+ P(x) .//
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c) Enunciarem d'una forma més suggestiva el teorema de

la sintesi espectral. Donat un ideal tancat, agrupem els x t.q.

p.
rx(l)c M

h;)u):{x/rx(l)cmp} ={x/ 9 (x)=0, j¢p-1, M fe 1} , PEN .

hp(l) = h;)(l) - h;_)“ (1) per a p finit

hy(1) = ht (1),
Anilogament a kh(l) definim per a cada per:

i Wyorog - )
(<h)_(1) -{feEM/f (0)—0,J_p—l,Vx\hp(I)} )

Fixem-nos que (kh) (1) = ﬂ I ; aix{ el teorema de la sintesi

espectral s'escriu

on (kh)p(l) és I'ideal de les funcions que sl'anulllen al menys p vegades

alla on totes les de | s'anul.len al menys p vegades.

d) Veurem ara que el teorema (5.3.4,) és també cert en
aquest cas. La qgllestio A) d'aquell Capitol té& resposta afirmativa:
si h(l) =@, | &s dens ( &s un fet general a les hlgebres |.m.-convexes,
[36] ). EIs lemas (5.3.1.) i (5.3.2.) coniinuen éssent certsen aquest
cas. Amb les notacions del lema (5.3.3.), si fe¢ EM és ortogonal al
subespai engendrat pels 2" exp (i«z) que siguin a V, segons (5.3.2.)
f stanul-la al menys n vegades alld on totes les de | stanul-len al

n
menys n vegades { serd n= % si z exp (inz)cV Wn). Llavors, ‘per c)
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f és de 1 = Vo. Aixd demostra per Hahn-Banach, que Vo és dens a
V. Aixi,

(6.9.4,) Teorema.- Suposem que E és no quasi-analitica,

M

I.m, —-convexa i que satisfd (5)(10)delCapitol 4 . Aleshores, tota
varietat tanf:ada \/ propia de HM conté al menys un monomi exponen-—
cial ( amb freql&ncia real) i tota FeV és limit a HM de polinomis

N ’

exponencials, //
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