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Introduccid

L'anomenat problema invers de la teoria de Galois pre-
gunta si, donat un grup finit G, existeix una extensid ga-
loisiana N del cos dels racionals Q que tingui G per grup de

Galois.

Hilbert (1892) prova que els grups simétric i alternat
es realitzen com a grup de Galois sobre Q. Scholgz (1937),
Reichard (1937) i Zafarevid (1947), en una série de treballs,
resolen el problema per als p-grups. Aquests esforgos tenen el
seu punt culminant en el célebre resultat de Safarevid (1954)
segons el qual tot grup resoluble es realitza com a grup de
Galois sobre Q. Neukirch ha clarificat els métodes de
Safarevi&, donant recentment (1979) una demostracid molt en

tenedora en el cas resocluble d'ordre imparell.

Després del resultat de Safarevi®, hom es concentri en
la realitzacid de certes families de grups no resolubles.
Shimura (1966) inicia el cas dels grups GL(2,p), resolent el
problema invers per als primers p, 7<p<97 i Serre (1972)
el resol completament per a tot valor de P primer. Macbeath
(1969) demostra que els grups PGL(2,n) es realitzen tots com
a grup de Galois sobre @, generalitzant un resultat de Weber
(1908) per a n primer. Shih (1974) prova que els grups
PSL(2,p) es realitzen quan p#2 &s un primer tal que 2,3 & 7
no &s un residu quadratic mddul p. Sonn(1980) realitza

SL(2,5)='P:5 sobre @ com un pas previ gque li permet assegurar

que tot grup de Frobenius &s grup de Galois sobre Q. Final-
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ment Matzat, a la seva tesi doctoral (1980), déna equacions
explicites sobre Q(T) amb grups de Galois: PIL(2,8),

p[L(2,9), PSL(2,8), PGL(2,9). Per al primer dels grups es-
poradics simples, el grup de Mathieu Mqgq, hom disposa {ni-
cament d'una realitzacid sobre Q(/=71), deguda també& a Mat

zat.

En agquesta memdria tractem el problema de la realitza-

cid de les extensions centrals del grup alternat An com a

grup de Galois. Aquestes sdn les extensions més “"tractables"”
dels grups simples (no abelians) més "senzills". Provem gue
tota extensid central de An es realitza com a grup de Galois
sobre Q(i). Sobre Q, demostrem que el problema té resposta

afirmativa per a gairabé la meitat dels valors de n.

La membria esta subdividida en cinc capitols. En el ca
pitol I es revisen els conceptes de teoria de grups necessa
ris pel tractament del problema; en p;rtlcular estudiem
l'extens1d central universal ﬁn del grup alternat, de la que

donem dues presentacions.

En el capitol II es ddna un teorema de reduccid que per
met assegurar gue n'hi ha prou en realitzar ﬁn per tenir re-
solt el problema de realitzar tota extens1d central de An
com a grup de Galois. La realitzaci1d de Kn 1'abordem com un

problema d'immersi$ galoisiana. Donem també un criteri que
permet fer una primera "tria” d'equacions que realitzen An,

a fi que el problema d'immersidé esmentat tingu1i solucid.



En el capitol III presentem un resultat molt recent de
J. P. Serre, comunicat a Martinet, encara no publicat. En el
nostre context, Serre calcula l'obstruccid que presenta el

o)
problema d'immersid a An en termes d'un invariant de Hasse-

Witt. Com una primera aplicacid, utilitzant les realitzacions

> . h
de An sobre Q donades pels polinomis que varem construir a

[17 ], donem una resposta afirmativa al problema per a

n=0 (méd. 8), i n=2 (méd. 8) i suma de dos quadrats.

En el capitol IV es tracta el problema de la Q-defini-
cid d'extensions galoisianas de Q(T). Provem que tot grup
complet que admeti "bones" presentacions &s grup de Galois
sobre Q(T) i, per tant, sobre Q. Donem tamb@ un métode per
obtenir equacions sobre Q(T) amb grup de Galois grups com-
plets per als que hom disposa d'una "bona" presentacid. En un
apéndix demostrem gque hi ha extensions de Q(T) amb grup de

Galois ﬁn i tals que el polinomi definidor de l'extensid té&

els coeficients a Q(T).

En el capitol V, utilitzant els métodes del capitol 1V,

construim noves families d'equacions que realitzen Ar'
Iy

L'obstruccid que aquestes equacions presenten al problema

- : ~
d'immersid galoisiana a An &s calculable. Demostrem que é&s

nul.laper a tot valor de n sobre Q(i) i que, sobre Q, €s nul.
la si nZ0,1 (mdd. 8); n=2 (mdd. &) i n &s suma de dos qua-
drats; nZ3 (mdd. 8) i satisfent la propietat (N) (cf. Cap.V,
§3). com a conseqﬁéncia queda demostrat que tota extensid

central de An es realitza com a grup de Galois sobre Q, per

als darrers valors de n.
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Si un resultat utilitzat es troba a la literatura, en

x . Y
donem una referencia explicita.

Finalment, vull expressar el meu agraiment a la
Dra. Pilar Bayer per l'estimul i confianga que m'ha do-
nat en tot moment i per la seva valuosa ajuda en la rea
litzacid d'aquest treball. Tamb& voldria agrair al Pro-
fessor J. P. Serre la seva gentilesa en comunicarme el
resultat, ja esmentat, i per l'atencid que m'ha dispen-

sat.



Capitol I. Extensions centrals

Al tractar de realitzar com a grup de Galois totes les
extensions centrals del grup alternat o, mé&s generalment,
d'un grup perfecte qualsevol, hi ha una extensid central gue
juga un paper molt destacat: l'extensid central universal.
L'objecte d'aqguest capitol &s estudiar aquesta extensid en

el cas del grup alternat.

§1. Extensions centrals. Extensid central universal

Sigui G un grup. Un grup E es diu que &s una extensid

central de G, si existeix una successid exacta de grups
1->A+EgG+1,

tal que la imatge de A a E estd continguda en el centre de E.

o) . * .
Una extensid central G de G es diu universal si, per a
tota extensid central E de G, existeix un {inic homomorfisme

A
de grups h:G =+ E, tal que el diagrama

A T

1 > kexw - G -+ G > 1
v llig

1 > kerp + E E G > 1

€s commutatiu.

Es clar que si una extensid central universal existeix,

€s {nica a menys d'isomorfismes sobre G.

Esmentem, tot seguit, els resultats fonamentals sobre

les extensions centrals universals.
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Teorema 1.1. ({16)], Th. 5.3) Una extensid central E de G &s
universal si i només si E &s perfecte i tota extensid cen-

tral de E descompon. #

Recordem que un grup es diu perfecte quan coincideix amb

el seu commutador.

Teorema 1.2. ([ 18], Th. 5.7) Un grup G admet una extensid cen

tral universal si i només si G és perfecte. #

Remarca. La nocid d'extensid central universal va &sser intro
duida per primera vegada per Schur ([25]1, 1904), per als grups
finits. Veiem ara com es lliga aquesta nocid amb les defini-

. A .
cions classiques.

S'anomena grup dels multiplicadors de Schur de G el grup
*
de cohomologia HZ(G,C ).

Proposicid 1.3. Si G és un grup finit perfecte, l'extensid

central universal G de G t& nucli isomorf al grup dels multi
plicadors de Schur de G. A més, & és el grup de representa-

cions (Darstellungsgruppe) de G.

Demostracid. En la demostracid del teorema 1.2, ([16], pig.45)
es prova que, escollit un homomorfisme d'un grup lliure F so-
bre G de nucli R, aleshores

&g =ry i kermT = RNF'/

[r,F] [r,F] '
on F' &s el commutador de F i T la projeccid induida per
*

F/[R,F] = F/R = G. D'altra banda, kerm= #?(c,C’) per [10} .,
Vv, 23.5¢). Per tant, 8 és el grup de representacions de G, que

&s finic per ésser G perfecte (l10l, v, 23.4, 23.6). #



§2. Extensid central universal del grup alternat: A
£ 43

El primer que cal determinar per estudiar l'extensid cen
tral universal del grup alternat An, com s'ha vist a la propo
sicidé 1.3, és el grup dels seus multiplicadors. Aixd ho £&u
el propi Schur el 1911 (| 26]).

Teorema 1.4. ([ 35], 3, 2.22) El grup dels multiplicadors de
Schur de A (n>4) t8 ordre 2, si n#6,7. Per n=6 & 7 &s d'ordre
6. #

D'ara endavant suposarem sempre n#6,7. Aixi doncs, 1l'ex-
~
tensid central universal Al de A és una extensid central de
Z-\n amb nucli Z/2.

"

Teorema 1.5. (Schur). El grup ﬁn esta definit pels generadors

c,x,‘,...,xn_z, i les relacions
2 3 3
= = = i <n-
c x1 (xj_ij) 1, 1< j<n-2,
[x,,c1 =1, 1<i<<n-2,
2 2 . o
Xj = (xixj) = c, 1<ig<n-2, 1gi<ji-1.

Demostracid. Provarem gue només hi ha dues extensions de An
amb nucli Z/2: la trivial i la donada pels generadors i rela-
cions del teorema. Aquest quedaré demostrat, car s immediat

veure que una extensid trivial no pot &sser universal.
Considerem la presentacid de An donada per Moore (1897)

{ct. [ 41, pag. 66), de generadors Syre--r8 _,irelacions

2 2
= = = = <5 - i< §~1.
s] sj (sj 1sj) (s.sj) 1, 1<j<n-2, 1€i<j-1

Sigui G una extensid de A per Z/2 donada per la successid exac

ta,
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1+ Z/2 569 A > 1.

si £(Z/2)=<c>CG, és clar que cz=1, ceZ(G) 1 g(c)=1, on Z(G)

denota el centre de G.

D'altra banda, existeix x1eg_1(s1) tal gque x?

. .3 ! -
si x1=c, aleshores (x,'c)3 = x?c3 = 1 i x1ceg 1(s1). Anéloga—

ment, es prova que existeixen elements ijG tals que

=1, ja que

xjeg-1(sj) i (x, x.)3=1, per a tot 1<j<n-2.

Per tant, G &s el grup generat per x1,...,x c amb primers

n-2"'
lligams

¢ =xT=(x, ,x_) =1, 1< <n-2,
2 2 . s s
xj,(xixj) €E<e>, 1<3<n-2, 1S<i<-1.

) a A
Vegem que les darreres relacions no poden é&sser tan arbitra-

. . 2_ 2
ries. Provem primerament gque xj=xj_1,
3 -1
te, com que (x, x,) =1 aleshores x, X X, XX, =x .
! 4 =1 73 ! J=17373-17373-1 73

per a tot 3>2. En efec

Elevant al gquadrat aquesta expressid,

I N A B
i=173753-1 Ty

Provem ara que (xi 1

Es satisfan les identitats,

Xj)2=(xixj)2' per a tot j>3, 1<1<j-1.

X,X X x_1—x“1 x_1x x_1(x X )2=x"1 XX x_1(x X )2x2 =
3Ti-174T3 Ti-1T3 it i-173 i-17371%3 i-173 j
.1 =12 2 2.2 1 -1 2 2
= i—1xi xj(xi~1xj) (xixj) xj Xi-1xi h%_1x) (xlxj).

Elevant al cub, obtenim



2 2
Per tant (xi_1x.) =(xix.) + per a tot j>3, 1<i<j-1. Pinalment
J I 2 2 3
elevant al cub l'expressid, x,x1xj=(x1xj) Xy es té que

J
(x1xj)2=x§, per a tot 2<j< n-2.

Veiem doncs que el grup G, generat per x1,...,xn_2,c,
satisfa les relacions
2 3 3 .
c —x1—(xj_1xj) =1, 1<ji< n-2
2 2 2
- < fodn . 2.
(xixj) xj xj_1e<c>, 1< i<j~1, 2<«j<n-2

Per tant hi ha dues possibles extensions de An pexr Z/2:

. A
G1—Z/2 x An i Gz_An' #

§3. Segona presentacid de A

n

Aquest parégraf estd dedicat a donar una presentacid de
”~ - Y : 2
An amb fGnicament dos generadors, que serd utilitzada en el

capitol 1IV.

Teorema 1.6. Existeixen elements x ¥ €A tals que x, ene-
sx2xena 1.0. I3 n q Yy g9

N . i .
ren An i satisfan les relacions:

(x y xy )" o= ¢, 1<r < [(n-2)/2]1,

c=[x,el = [y,e] =1,

n-2_ cn(n—2)(n—3)(n—7)/8
- ’
n P, . n-1 .

(yx) =1, 81 8s n imparell, (yx) =1 si &s n parell.

Per demostrar aquest teorema, cal determinar l'ordre de
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x e .o 6

-2 Xor X o X, on {xi}1<:i<er sbén els generadors de
A

An satisfent les relacions del teorema 1.5. Per fer aixd pro-
varem una série de lemes previs, cada un dels quals és de f£a-

cil demostracid.

. R
Anotem algunes relacions entre els elements xi’s, dedui-
des immediatament de les relacions definidores de ﬁn, que

convé tenir present, car les utilitzem constantment.
Per j>2, (x. .x.) =1 = x XX

. . . =CX . X, X, .
=13 =13 31 ji-13

Per j=2, (x1x2)3 =1 = X _X_X, =X_X

Per 1<j<n-2, 1<i<j-1, (x.x.)2=c = X, X.=CX.X,, X,X,X,=X,.
1] 1 3 J 1 Jj 13 1

2 -1 -1 2 2
<AL - =g = = = = R
Per 2<j<n-2, (x1xj) c x1xj xjx1 ’ ijlxj cx1 ,x1xjx1 xj

En tot el que segueix, k &s un enter positiu, 1<k<n-2.
Els elements X_ ,...,X%X

1 k
la presentacid del teorema 1.5.

~
sén els k~primers generadors de A per

Lema 1.7. Si k>r =22 ,

(k=2) (k-x) -1

(x ...xr)(x ...x2)=c (x

k k k-1

Demostracid. Per induccid sobre k. Si k=r+1,

r~2
xr+1xrxr+1xr...xz—xrxr+1xr_1...x2—c (xr...xz)x

r+1°
Suposem-ho cert per a k-1,

_ k=r-1 ~
(xk...xr)(xk..na)—c (xkxk_1xkxk_2...xr)(xk_1...x2)—

e s X X s s X .

-1k *x-1"%-2 T ¥x-1 2

Per hipdtesi 4'induccid,



k-r c(k—3)(k—r-1)-—1(x
k-1"k k-2 2 k-1 r+1

=c(k-—2)(k-r)—1(X

k.__1...x2)(x ...xr

Lema 1.8. Si k>r =2,

(r-1) ((k-2) (2k-r-2)-2) /2 Cx )r_i(xk...x .

Gy 2

r
(xk...xz) =c 41

Demostracid. Per induccid sobre r. El cas r=2 s'ha provat ja en

el lema 1.7. Suposem-ho cert per a r-1.

r_ (r—2)((k—2)(2k—r—1)-2)/2 -2
(xk...xz) =c (xr_1”.x2) (xk ”xr)(xr..sz
Pel lema 1.7
r_ (r-2) ((k-2) (2k-xr-1)-2) /2 r-2 (k-2) (k-r)-1 o ‘e
(xk...xz) =c (xk_1...x2) c (Xk~1 xg(xk Xr+)
_ (r—1)((k—2)(2k—r—2)—2)/2 r—-1
=c (xk_1...x2) (xk. . r+1) #
Proposicid 1.9. (xk...xz)k=ck(k_1)(k_3)(k—é)/a.
Demostracidé. Pel lema 1.8,
k_ (k—2)((k—2)(2k—k—1)—2)/2 k-2 ‘
(xk...xz) =C (xk_1...x2) xkxk...x2
_ (k(k—2)(k—3)+1)/2 k-1
=C (xk_1...x2) .
El resultat s'obté per induccid sobre k. #
Lema 1.10. sSi 1<r<k,
X, X X X x x.x_=c*) X X_X X
2737 T T rT 41 s 3%, e+t ' ¥3%, 37 e E et

Demostracid. Per induccid sobre r. Per r=2 &s immediat. Supo-
HZemostracio.
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sem-ho cert per r-1. Aleshores,

Koo oX X q¥ oo Xp=C Xou i X X X X X el X
=C X_, .X X X X, X -—cr‘1x X X_ X _X X X
1727 -1 T T2 e T r+17c "0 T30 3 0 T
Lema 1.11. 8i r<k i k &s parell,
(x ) oD (x=2)/2 N )rx(—1)r"x N
k¥ IEERE 1 PERRE. S
Demostracid. Per induccid sobre r. Si r=2,
( x )2— X, X X =(x X )2 2x
L T LA ERRE S NPPRE Pt ST PEEEE PO RE PP
Suposem-ho cert per r-1. Aleshores,
r -1 (-2) (z-3) /2 r-1_(-1§72
(xk...x1) =(xk...x1) xk...x1=c (xk...xz) x1 xé..xr_1xk~-x1.
Utilitzant el lema 1.10 obtenim,
x(_1¥_2x X x =c(k-r)(r—2)x(—1¥_§ X crvzx X_X_X X X
1 27 Fpa i ¥ 1 kT T P S M

se e X X X _ L..X X

=c(k-r+1)(r—z)x(—1f'i
1 k 323 r 1

-2 -2

(k—r+1) (r-2) (-1¥ =13

=C xk...x3x1 x2x1 X3...Xr
-1

_r-2 (-1F

=c xk...x3x2x1 x2...xr. #

Proposicid 1.12. Sigui k parell,

k+1_ k(k=-2)/8
(xk...x1) =C

Demostracid. Pel lema 1.11,



x c(k-z)(k—1)/2(xk.._x2)kx2x caex .

X )k-
I N 172 k

k
Per tant,

k+1_ (k-2)/2 k_2
(xk...xi) =c (xk...xz) x, x*k

_Ak=-2)/2 k
=C c(xk...xz) ,

1 aplicant la proposicid 1.9, obtenim el resultat.

Lema 1.13. Si 3<r<k 1 k és imparelil,

Kye e X, X o0 X, X
2

2
(x,%x.27x X_...x % ) X, «oox )=x ...X X.X_X°%x x R
r r-1 k 1

Demostracid. fs facil veure que
Zgmostracio.

2 2
x1x2x1xk...x1—xk...x2x1x2x1x3x2.

Provem el lema per induccid sobre r. Si r=3,

2 2
x1x2x1x3x2xk...x1—x1x2x1x3xk...x4x2x3x2x1

2
—cx1x2x1x3xk...x4x3x2x3x1

2 2
—x1x2x1xk...x5x3x4x3x2x1x3

2 2
—cx1x2x1xk...x5x4x3x4x2x1x3

2
—x1x2x1xk...x2x1x4x3—xk...x

Suposem-ho cert per r-i. Aleshores,

3

#

. 2
X X X X X_X,_X X

2717271

3727473°
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2
KX X K Xpee X X (Koo X =C

k—r+1
=c

k=-x+1
=C

o X X2 X
X1 e T

X, X %2
172717

2
X, X K «esX

1%2%1 T

X, X X2
172717

2
=X X X, ...X

=X .. WX
k

1

..Xr_1Xr_2Xk..

X -..X X -l X X

r k r+1xr—1xr r-1 21

.xrxk...xr+1xrxr_1xr...x2x1

se e X X X

2
Tr

X b4 X X e X X
r+2 r+1 r 41 2

X +eaX X X

2%1 e=1%r=2%k" " F 2% ¥y

Lema 1.14. Si r<k i k &s imparell,

r
(xk"'x1) =c(x

k

2
2x1x2x1x3x2...xrxr_1xr+1xr.

#

r 2
...x2) X, XK X, X_X_...X%

1

Demostracid. Per induccid sobre r.

Suposem-ho cert per r-1.

(x ...x1)r=c(x e X )r—1

k k 2

i utilitzant el lema 1.13,

Lema 1.15. Si r =23,

2
x1x2x1x3x2...xrxr_1xrxr_

Suposem-ho cert per r-1.

X

1

Aleshores,

2
1¥,%X X%,

1

Demostracid. Per induccid sobre r.

Aleshores,

(x-
=C

2¥1%3%2 Xr-1"

Si r=2, &s una comprovacid.

. o X e X

r-1%r-2%x 1’

acabem la demostracid. #

x
2) (r=3)/2_2 (=1)"+1
R X Xqe o X X,

Per r=3 &s una comprovacid.

2x
1

r



2 2
x1x2x1...xr_1xr_2xrxr_1xrxr_1...x1~x1x2x1...xr_f&¥2xr_f%xr_2”.x1
—cr"3x X x2 X X X _X x2x
- 172717 =1 =212 %
r
=c(r-—3)(r—2)/2 2x Cx x1+(—1) . "

%1%2 ¥

Proposicib 1.16. Si k &s imparell,

(x v ox ) ST 2ag (1) (k=70 /8

Demostracib. Pels lemes 1.14, 1.15 tenim,

(x )k+2_c( )k % x2 % ( % )2
ERRE =clxy...x, X, X, MR S Xy 1
: _ k_(k-2)(k=-3)/2_ 2 o (k=3)/2
-c(xk...xz) c x1x2x3...xkxk...x1—c c(xk xzk.

Utilitzant la proposicid 1.9, obtenim el resultat. #

Lema 1.17. si 1<¥r<k,

(k=2)x
(x b4 )_rx (x b4 )r*crx X x x(-1) X X X X
k"TT2 LI S M N I Xt | 2737 e
Demostracid. Per induccid sobre r. Si r=1,
(x X )-1 (x x )-ck_1x X X, X X
k--- 2 X1 k...z— 2.-.k1k...2
k-1 < x . (-1)K"2
TC O Epre XXy ... x3X, 2
_okm1 k=2 (=1)K72 — x x(—1)k'2
= 271 2 2% *a¢

Suposem-ho cert per r-1. Aleshores,
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(k~2) (k-x)

-r x_ -1 r-1 -1
(xk...xz) x1(xk...x2) —(xk...xz) ¢ xrxr_1 xzx1 x2...xr_1xrxk...x2
k-2 -1
=ck+r_2x X . ,X X X X celX x(_1)( ' x)...x X oeeaX X X -
27 T+ -1 T T2 2" T Tk k k+272 r-1"¢ r+1

Pel lema 1.10,

(k-2) (r=-1)+x-2
—cr+k_2x NS 0 I SIS S SR S x( B X X

(-1) (k-2)®

=cFx XX, X X X #
4177773727 2% T+t

Proposicid 1.18. si 1<k,

(_1)r(k—1)

(x1 (x 2

X"

Demostracid. Pel lema 1.17,

r+1 3%2%3  F K 3% 2537 Fra

-r r _
..x2) x1(xk...x2) ) =c.

- r(k-1) k-2

T T P 2T x“”( >)<rx % )

% HpoooXy) XK oXy0 1= 1 r+i7 %2 2 ¥
k-1 k-2 k-1 (k-2)

=, (-1§( ) X X(—1§( X) X X X(_1§( X) X X(—1§ X X X =

4 T 2 X1 17 %2% 20 ¥ e

Demostracid del teorema 1.6.

Sigui x=x_, y=c(n_1)(n_z)(n-3)(n'4)/2X o x
1 n-2""""2

Per les proposicions 1.9, 1.18, 1.12 i 1.16,

que g(x),g(y) generen An([4], pag. 66). #

X,Y satisfan
les relacions del teorema. D'altra banda X,Y generen A
n

¢ Ja

X

2

27

C.

#



Capitol II. El problema d'immersid

El problema de la realitzacid de les extensions centrals
de An 1'abordem com un problema d'immersid galoisiana. Per
veure que tota extensid central de A €s grup de Galois, pro
vem primerament que n'hi ha prou en realitzar la seva exten-
si6 central universal Kn' Seguidament donem un crateri, pel
qual, hom pot saber si, per a una equacié amb grup de Galois
An, el problema d'immersid local per al primer de l'infinit
té solucid. En cas negatiu, pel principi local-global, podrem

ja desestimar 1l'equacid en questid com a possible candidata

a ésser solucid del problema d'immersid global plantejat.

1. Immersions galoisianas

Sigui K un cos (commutatiu) 1 K una clausura separable.
Denotem per GK el grup de Galois absolut de K, &s a dir, el

grup de Galois de X sobre K.

Sigui G un grup finit. Sigui L/K una extensid galoisia-
na finita amb grup de Galois G(L/XK) isomorf a G. Sigui
h:GK * G l'epimorfisme de grups induit per la projeccid cané

nica GK * G(L/K).

Sigui E un grup finit, extensid del grup G, donat per

la successid exacta
3
1>A>E> ¢G> 1. (1)

Es diu que l'extensid L/K adret una immersid galoisiana

a E guan existeix un homomorfisme

f:GK > E,
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tal que el diagrama segient

f/lh

J
1 >A~>E»G-»>1

s commutatiu.

Sigui N=RTE) o1 cos fix del nucli de £. si £ &s epijec
tiu, es té que G(N/K)=E i N DL DK. En identificar G(N/K) amb
E i G(L/K) amb G, la projeccid candnica G(N/K) + G(L/K) és
aleshores l'homomorfisme donat j. Si f no &s epijectiu, s'ob
té @nicament una algebra galoisiana amb grup de Galois E. Ike-
da [12] demostra gque si el nucli A &és abelia, i K un cos de
nombres, aleshores un problema d'immersié galoisiana que tin-

gui una algebra per solucid, té també un cos com a solucié.

Suposem d'ara endavant que el nucli A &s un grup abelid.
La successid (1) déna a A estructura de G-modul i determina
un element aEHZ(G,A). Mitjangant l'homomorfisme d'inflacid de

finit per h,
inf: H2(G,A) + HZ(GK,A),

: . : . bl . . 1 .
tenim la seglient caracteritzacid cohomologica de l'existéncia

d'immersions galoisianes.

Teorema 2.1. ([ 911.1) L'extensid galosiana L/K admet una im

mersid galoisiana a E si i només si inf(a)=0. #

En particular, si (1) descompon, el problema d'immersid
té solucid.

Suposem ara que K &s un cos de nombres. El problema

d'immersid galoisiana déna lloc en aquest cas a un problema



d'immersid galoisiana local.Per a cada primer y de K, sigui
K? la seva completacid, E$ una clausura algebraica i
GK?=G(Ry/K¥). Una inclusid (fixada) de K a K? es pot esten-

dre a una de K a R? de manera que, aleshores, K?=K.K$ i GK

f

es pot identificar amb un grup de descomposicid deﬂfa K/K.

Per tant G és un subgrup de G

X (determinat a menys de auto
?

K
morfismes interns). Siguin Gyg=h (G ), h?=h|GK%, E$=j—1(Gﬁ) i

j?=j|E$. La successid exacta (1) origina la successid exacta
1 - A » E? if G? > 1 . (2)

Una solucid global f restringeix a una solucid local f?.

Es a dir, si fA;=f|GK , el diagrama
¢

5

&s commutatiu. £s vAalid 1'important principi local-global se

gﬁent.

Teorema 2.2. (18], 2.2, 4.7) s1 A &s un GK—médul trivial fi

nit, l'aplicacid

2 IIre 2
8% ,n) —% 1 5(c. ,a)
K "g K,?
€s injectiva. En conseqﬁéncia, en aquest cas, el problema
d'immersid galoisiana global t& solucid si i només si el co-
rresponent problema d'immersid galoisiana local té solucid

per a tot primer ? de K. #
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§2. Teorema de reduccid

El resultat seglient &s conegut (cf.[34]). Aci, perb, en

donem una demostracid diferent, a la vegada mé&s natural.

Teorema 2.3. Sigui X un cos de nombres, G un grup finit perfec
te. Sigui G l'extensid central universal de G. Si G es realit-
za com a grup de Galois sobre K, aleshores tota extensid cen-

tral finita de G també é&s grup de Galois sobre K.

Demostracid. Sigui E una extensid central finita de G. Sigui

2 -
a€EH (G,ker e) l'element gque determina la successid exacta
e
1 > ker e » E 5+ G > 1.
. : 2 . . . -
Sigui ueH (G,kerm)l'element associat a la successid exacta
b
1 > kernm - & > G + 1.

A . . : . .
Per ésser G extensid universal, existeix un homomorfisme

g:a > E, tal que el diagrama

1 > ker 7 » t - G + 1
¥g id

1> ker e > E > G + 1

és commutatiu. Per tant, g indueix un homomorfisme

g:ker 1 + ker e. Sigui h la composicib dels homomorfismes

m
G, + & »G. E1 diagrama de parelles

K
(GK,ker1T) _iELEQL (G,ker m)
(h,id)

(GK,ker e) —L==5% (G,ker e)



€s commutatiu, car ker 7T, ker e, sén G-mdduls i GK-méduls
trivials. A nivel de cohomologia aixd déna lloc al diagrama

commutatiu seglent

*
1% (G, ker 1) ReEd) HZ(GK,ker )

* *
l(idlg) l(idlg)

*
02 (G, ker e) Beid) o HZ(GK,ker e).

Aixi si
. *
0= inf(u) = (h,id) (u) ,
tindrem que

* * * * *
inf(a)=(h,id) (a)=(h,id) ((1d,g) (uw))=(1d,qg) ((h,id) (u))=0. #

§3. Principi local-global per a 81

El nostre problema ha quedat reduit a la realitzacid
com a grup de Galois sobre Q, de l'extensid central universal
~
An' Afrontem aquest problema des del punt de vista de les im-~

mersions galoisianes.

Sigui K/Q una extensid de Galois amb grup de Galois iso=-
morf a An. Sigui anEHz(An,Z/2) l'element corresponent a la

-
successio exacta

1 7/2 > ﬁn A+ 1 (3)

construida a 1.5.

Sigui h:GQ > A l'epimorfisme que defineix K/Q. Conside-

rem l'homomorfisme d'inflacid
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inf:Hz(An,Z/2) - HZ(GQ,Z/Z).

L'extensid K/Q admet una immersid galoisiana a Kn si i només
si inf(an)=0. Per tant, donada una extensid K/Q que realitzi
A . podem dir que l'obstrucecid al problema d'immersid galoi-
I - s
siana a An és 1nf(an)=bn.
D'altra banda, resulta del §1 gque aquest problema d'im-
mersid galoisiana localitza. Sigui p un primer de Q (£init o

no), sigui

2
res :H2 (G »Z/2) > H (Gg ,Z/2)
P P
l'homomorfisme de restriccid. Pel principi local-global,

bn=0 si i només si resp(bn)=(bn)p=0, per a tot p primer de Q.

A continuacid fem algunes consideracions de caracter ge
neral sobre aguesta obstruccid local. Sigui p un primer de Q
fix. Tenim el segUent diagrama commutatiu

i’ (a_,2/2) =25 w? ey, 2/2)

l res l res
P inf p

Hz(Gp,z/2>—~—E+ H®(Gq ,2/2) .
P

on G_=h(G .
o ( )

Q
P

£s clar que (bn)p=0 si i només si el problema d'immersid

galoisiana donat per

1 7/2 + G 5 1 (
> > G > G > 4
P P ! )

on G =ﬂ—1(G ), té solucid.
P P

Si la successid exacta (4) descompon, aleshores (bn) =0,

En particular si HZ(GP;Z/2)=0, es té que (bn)P=0.



4,

Tenint en compte [29], cap. VIII, §2, §4 i cap. IX, th.

hom demostra fécilment

Proposicid 2.4. Sigui G un grup finit. Es compleix

a)

b)

c)

-

es

si 2*#G, aleshores Hq(G,Z/2)=O, per a tot g.
si G és ciclic i 2|#G, aleshores Hq(G,Z/Z)ﬁZ/2,per a tot g.

S1 2|#G, aleshores Hq(G,Z/Z)p=0, per a tot primer p]#G,p#Z.

A més, l'homomorfisme

1% (c,z/2)585 . 4952 7,2

(2)

injectiu, on § és el 2-subgrup de Sylow de G. #

Retornant a la nostra situacid, si p €s un primer de Q,

clar gque GP €s isomorf a un grup de descomposicid de p a

K/Q. Ara, si l'ordre de Gp és imparell, (bn)P=O. si GP#O té

ordre parell, HZ(GP,Z/Z)#O, car la seva 2-component &s no

nul.la ([ 28], z, 4.3).

84.

L'obstruccid local a 1'infinit

En aquest paragraf estudiem el problema d'immersid lo-

cal a ﬁn en el cas del primer de l'infinit.

Sigui K/Q una extensid galosiana amb grup de Galois An'
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Si el primer de l'infinit, p_ ., no ramifica a K/Q, aleshores

Suposem d'ara endavant gue p_ ramifica a K/Q. E£s clar

que Gp =G(C/Ry={id,y}, on y &s la conjugacid complexa. Per

o0
tant, H2(G ,Z2/2Y=7/2. D'altra banda,
poo
é ve determinat per ?eﬂ_1(Y), on T &s l'homomorfisme
00
2 ~na_.
n n
si ?2=1, aleshores @P ~7/2 x Z/2 i (4) descompon. Per
-]
tant, tenim que (b_)_ =0.
n’pg
, 24 ~ . K .
si ¥ =1, aleshores, GP ~7Z/4 i, en consequencia,
el

resp (an)¢0. Com gue, en aguest cas,GQp— G(C/R):Gp , tenim

oo co ©

gque inf_ =id. Aleshores
Pg

(bn)P =infP resp (an)#o

o £ o«

Hem demostrat aixi el resultat seglient.

Proposicid 2.5. Donada una extensid galosiana K/@ amb grup

de Galois An, l'obstruccid local a l1l'infinit per ﬁn és
nul.la, si i només si hi ha un element d'ordre 2 a l'anti-

imatge de y pel homomorfisme W:Sn+ A . #



Sigui £(X)€Q[%¥] un polinomi irredufble de grau n tal

que el seu grup de Galois Gf €s isomorf a An' Direm que
£(X) admet una immersid galoisiana a ﬁn (resp. una immersid
galoisiana local per a p, a ﬁn), quan aixd succeeixi per 1la
clausura normal de f(X).

Donem tot seguit condicions sobre el nombre d'arrels
reals del polinomi perqué la seva obstruccid local a 1'in-

finit sigui nul.la.

Proposicid 2.6. Sigui f(X) un polinomi irreduible de grau n

amb grup de Galois isomorf a An' Si el polinomi f(X) té exac

tament r, arrels reals, aleshores nEr1(m6d. 4) .

Demostracid. Siguin 61""’en-r , les n—r1 arrels complexes
1

no reals de f(X). Aleshores, YEGp C Gf, pensat com a permu-~

]

tacid de les arrels de f(X), ve donat per

Y=(12)(34)...(n-r_ -1 n—r1L

1

Com que per hipdtesi szAn, tindrem que

YEG,. si i només si (n—r1)/2 €s parell. #

£

Teorema 2.7. Sigui £(X)EQ[ X] un polinomi irreduible de grau
n amb grup de Galois isomorf a An. Suposem que f£(X) té& exac
tament ¥, zeros reals. L'obstruccid local de £f(X) a 1l'infi-

nit &s zero si1 i només si nEr1 (mdd. 8).
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Demostracid. Per la proposicid 2.6,

r1§n (mod. 4) i y=(12)(34)...(n-r1—1 n—r1)er .

«©

- - 2
Per la proposicid 2.5, tot est2d en provar que 9%=1, on

?Em—1(Y). D'altra banda, tenim les identitats

Y=(12) (34)...(n-xr -1 n—r1)

1

(n-r1—4)/2

=(12) (34) (12) (56)...(12) (n-x -1 n-r1)(12)

1

=8 8, ...8

on si=(12)(i+1 i+2). Per ([4], piag. 66), Sqree-sS,_, gene-
ren An. En el teorema 1.5, s'ha provat que existeixen ele-
ments xieﬁn que generen ﬁn i satisfan les relacions de 1.5,
tals que Tr(xi)=si per a tot 1 <i<n-2, on ﬂ:ﬁn* A . Alesho-

res,

A2

T TEXg ¥nor -2 247 Fnor -2
=c(n-r1-2)/20(n—r1-4)/2.“C2c
=C(n—r1)/4

Per tant,

?2=1 si i només si (n—r1)/4 és parell. #



Corol.lari 2.8. Sigui f(X)EQ[X] un polinomi irreduible de

grau n amb grup de Galois isomorf a An. Si el nombre d'arrels
reals de f(X) és r1zn (mdd. 8), aleshores f(X) no admet una

03 2 - 03 . Ead
immersid galoisiana a A . #

AixI doncs, a través d'una condicid "f&cil" de compu-

tar sobre una equacid que realitzi An, sabrem si el proble
ma d'immersid plantejat no té solucid per a aquesta equacid.
aixd ens permet fer una primera tria de les equacions que
realitzen An' Aplicant el teorema de Descartes, veiem que
per a polinomis del tipus Xn+ax+b 1'immersid galoisiana no
sera mai possible si nZ4,6,5, & 7 (mddul 8). El mateix es
pot dir per a polinomis del tipus Xn+aX2+bX+c, si n=5,6, &
7 (mddul 8).

En el treball {17] virem construir explicitament, per a

cada valor de n, equacions sobre Q@ amb grup de Galois An

(cf. cap. III, §3). Anotem ara el seglient

Corol.lari 2.9. Les equacions del teorema 2.1 de [17] adme-

. ry . > ~ Iy . > . I3
ten una immersid galoisiana a An local a 1'infinit si i no-

més s1 nZ0 8 2 (mdd. 8). #
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Capitol III. El teorema de Serre

Donat el problema d'immersid galoisiana

GK
¥
~
> 2 > - -
1 Z/ AL L 1,
en un resultat recent [31] , Serre calcula l'obstruccid

. 2 , . :
1nf(an)EH (GK,Z/Z) en termes d'un invariant de Hasse-Witt.

En aquest capitol presentem aquest resultat i en donem
una primera aplicacid: Les realitzacions de An sobre @, dona
des pels polinomis que construfrem a [17], Th 2.1, admeten

una immersid galoisiana a ﬁnpera.nEO (mdd 8), n=2 (mdéd 8) i

suma de dos quadrats. En conseqiiéncia, per a aquests valors de

n, tota extensid central de An es realitza com a grup de Ga-

lois sobre Q.

§1. L'invariant de Hasse-Witt d'una extensid.

Sigui XK un cos de caracteristica #2, K una clausura se-

parable i GK=G(I_</K).

Denotem per Br(K) el grup de Brauer de K, és a dir, el
conjunt de les classes d'equivaléncia de K-algebres centrals
simples i de dimensid finita sobre X, dotat del producte ten

sorial de K-algebres.

- . 2 =%
Donat que Br(K) &s isomorf a H (G, K y(l29],%x, prop.9),

és facil veure que la 2-component del grup de Brauer, Brz(K)

és isomorfa a HZ(GK,Z/z). En efecte, la successid exacta

-k LD ok
1 u2 + K > K =+ 1,



déna lloc a la seglient successid exacta de cohomologia

> H(G, k) » m(e, ) > 12,k 2 wie ,BY) -
e K’ K'uz K’ et K’ ..
-
Pel teorema 90 de Hilbert, H1(GK,K )=0, d'on s'obté el resul
tat.

Remarca. Com que l'obstruccid inf(an)GHZ(GQ,Z/Z), definida a
II, §3, &s un element de Brz(Q), hi ha una extensid quadratj
ca on descompon ([1 ], %, Th 5).

Denotem per (a,b), a,bEk, 1la K-élgebra de guaternions

de generadors 1, x1,x2, amb l'estructura de K—élgebra donada

per

(a,b) &s una K—élgebra central i simple, gue defineix un ele

ment de Brz(K). Es sabut gue sobre un cos de nombres, Brz(K)
esta generada per les élgebres de guaternions.

Recordem ara algunes propietats de les élgebres de gua
ternions ( {20 ], 57:10), que utilitzarem més endavant. Si-
* 1
guin a,b,c,d€K . En el grup de Brauer de K sdn valides les

igualtats:
1. (1,a)=(1,—1)=(a,—a)=(a,1-a)=M2(K)=1.
2. (b,a)=(a,b)=(ac?,ba’).

3. (a,b) @ (a,c)=(a,bec).

Sigui L/K una extensid separable de grau n. La forma

: 2
guadratica TrL/K(X }), no degenerada, dota a L d'una estruc-
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tura d'espai quadrétic. El seu discriminant, 4(L), i el dis-

criminant de l'extensid, defineixen el mateix element de

2

8 '
. ® L/K
K /K “.

Anomenem invariant de Hasse~Witt de l'extensid L/K l'in-

. R . . 2 .
variant de Hasse~Witt de l'espai quadrétlc (L, Tr (x7)). si,

L/XK

2
en una base ortogonal de L/K, TrL/K(X )=a1x%+_AanX§,aleshores

l'invariant de Hasse~Witt w(L/K), .com element del grup de

Brauer, és

Recordem gue si un espai quadrétic descompon U=V1lV2,

l'invariant de Hasse-Witt de U és
W(U)=W(V1) 9 W(Vz)e (d(V1),d(V2)),

on d(Vi) €s el discriminant de Vi. En conseqﬁéncia si V=rH,

on H &s un pla hiperbodlic,

w(v)=(-1,-1)Tx=1/72

§2. L'obstruccid global: Teorema de Serre

Sigui L/K una extensid separable de grau n i N/K la seva
clausura normal. El grup de Galois de N/K &s un subgrup del
grup simétric sn. La projeccid natural GK <+ G(N/K) ddna lloc

a l'homomorfisme

A nivell de cohomologia, g indueix, en particular, un homomorfis

me



*m%(s_, 7/2) » B%(6,,2/2)
g : n’ K .

Sigui Sn el grup generat pels elements ;i’ 1<i<n-1, €,

satisfent les relacions

2
i i i7i+1

2

(E.t.)°%=¢, [5-1]> 2.

i3]

~

Definim M:$S_ * S per
n n

T(E ) =t,, mle)=1,

on ti son generadors de Sn satisfent les relacions

2

TR

([ 41, pag. 63).

Es clar que la successid

+=

1 +Z/2 =+ S s = 1,

n n

€s exacta. Sigui SAEHZ(Sn,Z/Z) l'element gue determina

ta successid.

Teorema 3.1. (Serre [311) w(L/K)=g*(sn) ® (2,da(L)). #

Com a consequéncia immediata d'agquest teorema

e?=le, e, I=t?=(£.t, )3=1, 1<i<n-1

3 2 : -
(it ) =t 80 7=1, =i l3-i|= 2

aques

tenim
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Proposicid 3.2. Sigui L/K una extensid separable de grau n

N/K la seva clausura normal. Suposem que G(N/K)zAn. Sigui

2 -
anEH (An,Z/Z) l'element associat a la successid exacta

A
1—>Z/2+An+An+1.
Aleshores,
s 2
w(L/K)=1nf(an)€H (GK,Z/2).

fs a dir, 1'obstruccid perque N/K admeti una immersid galoi

siana a ﬁn és w(L/K).

Demostracid. Sigui h:GK > An l'epimorfisme definit per l'ex
tensid galoisiana N/K. Tenim que g=ioh, on i:An +> Sn és la
> + - b . * * .* .

inclusid canonica. Es clar que g =h oi i que

* *
i (sn)EH2(An,Z/2) €s no trivial; és a dir, i (sn)=an. D'al-

*
tra banda, d(L)EK 2 ja que G(N/K)ﬁAn. Per tant, pel teorema
3.1,

w(L/K)=h" (i"(s)) @ (2,a(L))=h"(a_)=inf(a ). #

Observacib. Despreés d'aquest resultat, el problema de realit
zar An com a grup de Galois sobre Q ha guedat centrat en re-

soldre les gliestions segiients:

a) Trobar polinomis f(X)EQ[ X] irreduibles, de grau n, tals
que szAn.

b) Calcular w(L/Q), on L=Q(8),06 arrel de f(X).



c) Donar condicions sobre f(X) a fi que w(L/Q)=1.

Cap d'aquestes guestions no té una resposta facil. Vol
dria destacar ara, les dificultats que hom troba en tractar
de resoldre b). Siqui L=Q(0), on 8 8s una arrel del polino-

mi irreduible f(x)=Xn+an_1xn_1+...+a§EQ[X]. La matriu defi-
nidora de Tr (X2) és la matriu formada per Tr (6i+j)
L/Q P L/Q ’

0 <i,j <n-1. Per les formules de Newton ([2],v, App.1),

i P . . . [ .
Tr s0n polinomis isobarics de s iena ,...,a
L/Q(e ) P ri de pe e of ran_ g

El primer problema es troba en diagonalitzar Tr Q(X2). A

L/
la vista de les expresions de TrL/Q(el), la tasca es simpli
fica si el polinomi f(X) &s de la forma Xn+p(x), on p(X) té
grau petit.

AixI els polinomis donats per Hilbert [8] sobre Q(T) i
per Schur [27] sobre Q (guan n¥2 (modd. 4)), no sdn escaients

per al nostre problema, car es tracta de polinomis complets.

§3. Primers resultats sobre Q

En un treball en col.laboracid amb E. Nart, [17], va-
rem donar criteris perque polinomis del tipus Xn+ax3+bX2+cX+d
tinguin grup de Galois isomorf a An. Utilitzant aquests cri-
teris construirem, per a tot valor de n, infinits polinomis

amb grup de Galois sobre Q isomorf a An. Esmentem els resul

tats que fan referéncia al cas n parell, car els utilitza-

rem tot seguit.
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Teorema 3.3. ([17], Th.1.1) Sigui n un enter parell, n>2.
Sigui f(X)=xn+bX2+cx+deZ[X], b,d#0 un polinomi satisfent

les condicions

1) £(X) &s irreduible i primitiu.

2} cz(n—1)2=4bdn(n~2).

/2

3y (-1)%/ %4 &s un quadrat.

4) S8i u= -c¢(n-1)/2(n-2)b, existeix un primer p de Z tal

v

que
4a) plf(u) i pfc(n-1).

4b) 3)fv_(f(u)).
p

Aleshores, el grup de Galois de f£(X) sobre Q@ &s isomorf a

A . #
n

Teorema 3.4. ([17], Th. 2.1) Sigui n un enter parell, n>2.
Sigui g un factor primer de n-1 i A€ Z tal que 2q*A i 1'ex-

pressid

)n/223nn(n—1)n_1(n-—2)n—1A2/qn no &s un cub.

1+ (=1

Si posem



b = (-1)n/222n3(n—1)2(n—2)A2,
c = (—1)“/223n2(n—2)qA2,
a = (-1"%2qn)2,

el grup de Galois de f(X)=Xn+bX2+cx+d sobre Q &s isomorf a
A . #
n

Teorema 3.5. Sigui n un enter parell, n>4. Sigui

2+cX+deZ[X] un polinomi satisfent les condicions

£(X) =x"+bX
del teorema 3.3 (p.e. els polinomis donats en el teorema

3.4).

Els polinomis f(X) admeten immersid galosiana a ﬁn so-

bre Q si i només si
nzo (mdd. 8) o nz=2 (mdd. B8) i suma de dos quadrats.

Demostracid. Sigui L=Q(9), on § &s una arrel de £f(X). Volem
calcular el valor de l'invariant de Hasse-Witt de L/Q, Y{L/Q) .
1,9,...,en_1 €s una base de L/Q. Els valors de Tr(ei),
1<ign-1, sén:

Tr(1)=n Tr (8% %)= -(n-2)b

Tr(ei)=0, 1<i<n-3 Tr(en-1)= ~-{n-1)c.

Sigui m=n/2. Es clar gue 1,9,...,6“‘_1 sén vectors dos a dos

-2

: m 2 .
ortogonals i que 8,...,8 son vectors 1sétrops. Per tant

l'espai quadrétic L descompon en la forma

L=v, 1 vl <1,60 s,
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on V1:(m—2)H, i H s un pla hiperbdlic.

Calculem el discriminant de l'espai V2

a(m)=(-1""2a(v ) n-(r2)b)=d(v,) (-1)

* *
Com que G zAn, tenim que d(L)=1€Q /Q 2. Es

£
d(v2)=(—1)m"n(n-z)bse*/a*z.

Per les condicions 2), 3) del teorema 3.3,

* *
per tant d(v2)= -1€Q /Q 2, és a dir, v, és

Aix{ doncs l'espai L descompon en la forma
m=1
L=V3_|.<1,e >,
on V3=(m-1)H. Aleshores,

W (L/Q=w(v,) 8 wi<-1,6""") @ (-1

=(_,l'__,l)(m—1)(m—2)/2

a(=1,-1) ®TIR/2 0, -1)™) =

_1)n(n—2)/8 /2

=(-1, g (n,(-1* ).

Per tant, si nz=o(mod. 8) , w(L/Q)=1
si n=2{mod. 8) , w(L/Q)=(n,-1)

si nZ4 (méd. 8) , w(L/Q)=(-1,-1

m-

>

’
1
n(n-2)b.

a dir,

m

(-1

L= ™

® (n,-(n-2}b) ® (-1,-1)

(*)

) £

si nZ6(mdd. 8) , wl(L/Q)=(-1,-n) # 1

L . s . .
En conseqlencia, w(L/Q)=1 si i només si

m-

n=0(mdéd. 8) & n=2(mdd. 8)i n suma de dos guadrats.

(*) El resultat en aquest cas em va ésser indicat per J.P.Serre.

"Zn(n—z)beQ*z,

un pla hiperbélic.

1



Corol.lari 3.6. Tota extensid central de An es realitza con
a grup de Galois sobre @ per n=gQ (mdd. 8), nZ2 (mod. 8) i

suma de dos quadrats.

Remarca. Pel comportament local en el primer de 1l'infinit,
(corol.lari 2.9), ja sabiem que peran=4 & 6 (mod. 8) no seria
possible 1l'immersid galoisiana a ﬁn per aquestes equacions.
D'altra banda, pel cas n imparell, finicament disposem de po~
linomis del tipus Xn+bX2+cX+d que realitzin An' si n &s un
quadrat imparell ([ 17}, Th. 1.6). Hom pot provar que, en
aquest cas, w(L/Q)=1. Per tant ﬁn es realitza també@ si n és
un quadrat imparell. Observem, peré, que un quadrat imparell
s sempre de la forma 1+8A. El cas n=1 (mdd. 8) serd resolt

completament en el capitol V.
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Capitol IV. El metode de les superficies de Riemann

Pel teorema d'existéncia de Riemann, tot grup finit G
és grup de Galois sobre C(T). Hom es pot preguntar si hi ha
una equacid definidora de l'extensid de C(T) amb coeficients
racionals, de manera gue sobre Q(T) sigui normal, amb grup
de Galois isomorf a G. Aquesta &s una guestid dificil, no
resolta en general. D'altra banda, com és ben conegut, si
hom realitza un grup G com a grup de Galois sobre Q(T), pel
teorema d'irreduibilitat de Hilbert, aquest grup &s realit-

zable sobre Q.

En aquest capitol donem condicions perqué, per a grups
complets amb bones presentacions, la questid abans esmenta-
da tingui solucid. Aquests métodes serin aplicats en el ca-
pitol segiient per obtenir noves equacions sobre Q(T) amb

grups de Galois isomorfs a S 1 a An, respectivament.
n

§1. Cossos de definicid

Sigui F un cos de funcions algebraiques d'una variable
amb cos de constants k. El problema de classificar les exten
sions finites de F esta completament resolt en el cas k=C,
via el teorema d'existéncia de Riemann. Sigui ® la superfi-
cie de Riemann associada a F. Sigui F'/F una extensid finita
de cossos. La superficie de Riemann ®' associada a F',&s un
recobriment de & amb un nombre finit de punts de ramifica-
cidé. E1l teorema d'existéncia de Riemann ens diu que hi ha
una correspondéncia bijectiva entre les extensions finites

de F i els recobriments ramificats de grau finit de &. Per



tant, el problema de classificar les extensions finites de
F, queda reduit a un problema topolégic de solucid ben cone-
guda. Sigui S={?1,...,§}} un nombre finit de punts de la su-
perficie de Riemann ®. Els recobriments de grau finit de &
que no ramifiquen fora de S, es corresponen bijectivament
amb els recobriments no ramificats de la superficie #-3.
AquestsS es corresponen bijectivament amb els subgrups a'{n-

dex finit del grup fonamental, ﬂ1(ﬁ—s), de la superficie
®S. E1 grup ﬂ1(ﬂ—s) té r+2g generadors, u1,.“,urnﬂ,yv..,ﬁfyg,

satisfent una {Unica relacid
u1...ur[x1,y1]...[xg,yg]= 1, (1)

on g és el genere de R.

L S [ . s X
Sigui F~ la maxima extensid galoisiana de F que no rami-

S

fica fora de 8. El1 seu grup de Galois G =G(FS/F) és la comple

tacidé profinita del grup “1(€PS), és a dir, el completat per

la topologia definida pels subgrups normals d'Iindex finit.

Si el cos de constants k &s algebraicament tancat de
caracteristica zero, tot el dit fins ara &és valid (principi
de Lefschetz). El grup de Galois GS és doncs el grup profinit

amb r+2g generadors amb 1l'finica relacid (1) (cf.[ s D).
D'ara endavant suposarem que el cos de constants k &s 6,
la clausura algebracia de Q, i que F=@(T). Sigui ké:ﬁ un sub-
cos, suposem que els primersly1,...,$& de F sdén ko—definits,
és a dir, (?&fﬁko[T})élT]:=%J per 1<i<r finit. Denotem
S={?1,...,ﬁl} i F° 1a mixima extensid galoisiana de F no ra
mificada fora de S. En aquest cas hom t& que g=¢0 iGS=Gm§/F)
€s el grup profinit generat pels r elements de GS, Uireeestd

r

amb la relacid u1...ur=1. Els subgrups generats pels elements
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. . s h 0] )
ui, i els seus conjugats, sdn els grups d'inercia dels pri-

mers de F° sobre els 'gi’ 1<i<r.

sigui QGEG(Q/k ). Bs clar que, en &sser els primer . ko—
<)
definits 0 es pot estendre a un automorfisme &GG(FS/FO) , on
Fo=ko(T) . Cada element O defineix a la vegada l'automorfisme

de G =G(F°/F) segiient

Lema 4.1. Amb agquestes notacions, els subgrups generats pels

N A, . :
elements u, i u; sdn conjugats a GS, 1Sisx.
.2 . . . S
Demostracid. Siguil {2 un primer de F sobre A?i, tal que
—_— i

T (FS/F)=<u.>, on T (FS/F)« denota el grup 4'inércia de v
s * ks i

a FS/F. £s clar que u?& T&(’ﬂ )(FS/F), ja que per &sser Q al-
i

. X 1 > 3 s
gebraicament tancat, els grups d'inercia coincideixen amb

els de descomposicid i

a, -~ e =1 . ~
ui(u('ﬂg):auia (a(’)gi))=aui(1ai)=a(fli).

, , s . ~ x ,
D'altra banda, si UETa(’ﬂ-i) (F7/F), tenim que u(a(ﬁi))—u(/}&i) i,

per tant, & 'uwd€T, (FS/F)=<u,>. Aix{ doncs, <u, >=T. (F°/F) .
"?‘i i i o)

Donat que ﬁgi é€s k -definit i que &GG(FS/FO), &.('pi) esta

també& sobre AY,. Per tant T~ (FS/F) iT (FS/F) sén conju-
& ay) Ri



gats a GS. #

Definicid. Sigui G un grup finit. Direm que una r-pla
(Eyree-rt)) €s una r-presentacid de Hurwitz de G, si els

elements t1,...,tr generen G i satisfan la relacid

t1...tr = 1.

El conjunt de r-presentacions de Hurwitz de G el deno-
tem ﬂ;(c).

Donada (t1,...,tr)Eﬂ;(G), denotem per K(t1,...,tr) el
conjunt de r-presentacions de Hurwitsz (s1,...,sr)€ﬂ;G) tals
que <si>, <ti> sdén subgrups conjugats a G, per a tot 1<i<r.

Dos elements (s1,...,sr),(s;,...,s;)EK(t1,...,tr) direm

que sdn egquivalents si existeix un automorfisme gSAut (G) tal

que
g(sf=si s I<i<r.

Anomenem nombre de Hurwitz h(t1,...,tr) de
(t1,...,tr)€ﬂ;(G) el cardinal del conjunt de classes d'equi-
valéncia de ﬂYt1,...,tr).

£s a dir

h(t1,...,tr)= # %(t1,...,tr)/Aut G-

Sigui N/F una extensid galoisiana finita tal que NCFS,
€s a dir, tal que l'extensid N/F no ramifica fora de S. Si-
gui G=G(N/F) el seu grup de Galois i 'rr:Gs + G la projeccid

canénica. Bs clar que (ﬂ(u1),...,n(ur)) é€s una r-presenta-
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cid de Hurwitz de G i que els subgrups generats pels elements
ﬂ(ui) a G, i els seus conjugats, sdén els grups d'inercia dels

primers de N sobre %a.

Ssigui aEG(@/kO)=G(F/FO), o s'estén a un Fo—homomorfis—

me & de N en una clausura algebraica de N. Hi ha [N:F] exten

sions de o, peré en ésser N/F normal, les imatges de N per

les diferents extensions de o coincideixen. Sigui Na=&(N) la

la imatge de N per les extensions de Q.

Proposicid 4.2. Si h(ﬂ(u1),...,ﬂ(ur))=1, aleshores Na=N, pexr

a tot aEG(ﬁ/ko ).

Demostracid. Donat que els primers %k sén ko—definits,

N crS. Sigui Ga=G(Na/F) i ‘na:GS + Gy la projeccid natural.
Pel lema 4.1, tenim gue m(uy) i ﬂ(uia) generen subgrups con-

jugats de G. Per tant (ﬁ(u1a),...,ﬂ(ura))ER(ﬂhﬁ),...,ﬂ(ur)).

Com que per hipdtesi h(ﬂ(u1),...,ﬂ(ur))=1, existeix g€Aut(G)

tal que

g(w(ui&n=(n(ui)), 1<i<r.

S - . s P s
Un element u€G, u=u, ...u, , &s u€ker () si i només si
1 s

)...n(ui"‘))=g(n<u°‘)) ;
S

1= (a)=m(u, ...u, )=g(m(u,
1 kR 1

G
1 s 1

Per tant, ucker(w) si i només si uaeker(n).

D'altra banda, &s clar que ueker(na) si i només si
a1
u® E€ker (T)). En consegliéncia ker(ﬁ)=ker(wa) i, per tant,

Na=N, per a tot aEG(ﬁ/ko). #



Definicib. Una extensid de Galois N/F diem que &s galoisiana

ko—definida, on koCG és un subcos, quan existeix una exten-

sid N /F, de Galois, F =k, (T), tal que

NOQ=N i G(N,/F_)=G(N/T).

En general €s un problema diffcil trobar els subcossos
de definicid d'una extensid galoisiana N/F (cf.[37]). Donem
a continuacid un criteri per calcular cossos de definicid

quan el grup de Galois és complet.

Recordem que un grup G es diu complet si té centre tri-

vial i tot automorfisme de G és intern.

Teorema 4.3. Sigui G un grup finit complet. Sigui(t1,.”,tr)
una r-presentacid de Hurwitz de G tal que h(t1,...,tr)=1.

k3 0] C_ . . . - . .
Sigui ko Qi s {*1, ,ﬁ;} una familia de primers de F
ko~definits. Aleshores, existeix una extensid galoisiana

N/F amb grup de Galois G, NCFS i tal que N/F &s galoisiana

k ~definida.
o

Demostracid. Siguin u1,...,ur els generadors del grup profi

nit GS satisfent u, ... ur=1. Sigui Tr:Gs * G l'homorfisme

: s ker (m) .
definit per ﬂ(ui)=ti. Sigui N=(F") ; provarem que N/F és

galoisiana ko-definlda. Per la proposicid 4.2 tenim que
n%=n, per a tot QGG(@/kD). Com a consegiiéncia és facil veu-
re que N/F €s normal, on F =k (T). Sigui r=G(N/FOL és clar

que G=G(N/F) &s un subgrup normal de [ ; per tant [T actda so
bre G per conjugacid. Es a dir, per a cada a€l”, sigui
waEAut(G) definit per wa(s)=asa'1, s€G. Per ésser G complet,

existeix un dnic saEG tal gque wa(s)=asa—1=sas S;T, per a
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tot s€G. Podem doncs definir un homomorfisme de grups
j:© » G ,
on j(a)=sa per a tot a€[. Clarament la successid
1>H->T 361

2s exacta, on H=Cr(G) és el centralitzador de G a [ . Per
tant G=G(N/F)=[/H. Com que la inclusid de G a [T &s una sec~

cid de j, tenim que
T = G.H .

Sigui NO=NH, és clar gue NO/F° és galoisiana, i que

G(No/Fo)ﬂG=G(N/F). Com que NonF=NHnNG=Nr;FO, tenim que

Noﬁ=N. Per tant, N/F &s galoisiana ko—definida. #

Remarca. Si un grup finit G &s complet i admet una presenta-
cid de Hurwitz amb nombre de Hurwitz 1, G es realitza com a
grup de Galois sobre Q(T). Per tant, pel teorema d'irreduibi

litat de Hilbert, G també és grup de Galois sobre Q.

§2. Un criteri de racionalitat.

En aquest parigraf donem un criteri que ens permeterd
construir polinomis sobre Q(T) amb grup de Galois certs

grups complets prefixats.

En tot el que segueix,Fi.Fo denotaran Q(T) i Q(T), res~

pectivament.



En primer lloc estudiem la ramificacid de les extensions

finites de F=Q(T).

Sigui L/K una extensid finita i separable de cossos de
grau n, N/K la seva clausura galoisiana i G=G(N/X). Anomenem
representacid per permutacions de G associada a L/K la repre
sentacid fidel i transitiva de G com a permutacid de les

n arrels del polinomi Irr(6,K)EK[X], on 6 &s un element pri-
mitiu de L/K.

Es clar que aquesta representacid® no depend de l'element

primitiu escollit.

Teorema 4.4. Sigui L/F una extensid finita,N/F la seva clau-
sura galoisiana i G=G(N/F) el seu grup de Galois. SiguiA£ un
primer de F i.ﬁ.un pPrimer de N sobre y. Si un generador del

grup d'inércia T- + en la representacid de G per permuta-

/g
cions associada a L/F, descompon en producte de g cicles

disjunts de longitud ei,1<§<g, aleshores

e e

=t | g
f——f% ...%% ,
on f% sbén primers de L, 1<i<g.

Demostracid. Sigui L=F(9), E(X)=Irr(6,F), n=g(f(X)).Suposem

que

E(X)=£, (X) oo n £, (%)

&s la descomposicid de £f(X) en factors irreduibles a E?, on

E? €s el completat de F a/?. Si e£=gdfi(x)),aleshores
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el e'

1 g'
A9 —f% ...f%, ,
on1%v sén primers de L.

Siguin x ,...,xn les arrels .de f(X) en una clausura al-

1
gebraica de F?. Sigui s€G un generador de T?]N/F). Bs facil

veure qgue la representacid de s com a permutacid de xi,..,xn

s la mateixa que la associada a L/F. Aleshores, donat que
T@}N/F)zG(Fw(x1,...,xn)/F?), s permuta les arrels de cada

gl/

on els si's sdén dos a dos disjunts. Cada s, €s un cicle. En

fi(X) entre elles. Per tant, podem descompondre s=s1...s

efecte, si no fos aixi podriem descompondre Si=si 1...si v
I T
1

en cicles disjunts. Si LR RARENE TN sbn les arrels que per
' 12 -

ij

i (X)= :j(X— ) é 1 {X) é inva-

muta s, . 1 . I X, es clar ue . X es i1nva
1,3 g1,] 1 1, ! 4 gl,j

riant per s, i, per tant, també per s. En conseqﬁéncia,

L (X)EFL[X] 1 g, .(X)|f.(X) . Bixd estd en contra de la
93,5 sl X] 95,5 REes
irreduibilitat de fi(X). Aixi doncs els s sén cicles dis-

junts i aleshores g'=g i e;=ei. #

Corol.lari 4.5. Sigui L/F una extensid finita, N/F la seva

clausura galoisiana. Sigui ? un ideal primer de F tal que
e, eg
R AR

onﬁei's sén primers de L. Aleshores, l'index de ramificacio

de ? a N/F és el mcm(e1,...,eg). A més, el generador del



grup d'inércia de ﬁ?a N/F, en la representacid de G per per-
mutacions associada a L/F, descompon en g cicles disjunts

de longitut e, 1<i<g. #

Sigui N/K una extensid de Galois finita, G=G(N/K) el seu
grup de Galois i 7 una representacid per permutacions fidel 1
transitiva de G, de grau n. Direm que L &s el cos associat a

T si

on H &s el subgrup de G associat a la representacid T
(I 8], T™h.5.3.1). Aleshores la representacid per permutacions

associada a L/K &s equivalent a 7.

Observacid. Sigui N/F una extensid galoisiana, G=G(N/F) el
seu grup de Galois 1 T una representacid per permutacions,

de grau n, fidel i transitiva de G. Sigui L el cos associat

a 71, aleshores la ramificacid a L/F estd totalment determina-
da per la de N/F. En efecte, si % no ramifica a N, ﬁpno rami-

fica a L. Si Agramifica a N, s & un generador de TﬁfN/F) i

m(s) descompon en g cicles disjunts de longitut e, 1<i<g,

aleshores

e e

ﬁf=1%1...¥%g a L.

Finalment, donem el resultat que sera clau per a la consg

truccidé de polinomis amb coeficients a FO=Q(T) de grup de Ga-

lois un grup complet admetent una bona presentacid de Hurwitz.
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Teorema 4.6. Sigui G un grup finit complet, T una representa-
cid per permutacions fidel i transitiva de grau n, de G. Si-

gui (t1""'tr) una r-presentacid de Hurwitz de G amb nombre
de Hurwitz h(t1,...,tr)=1. Siguin ﬁh,...,g& primers de F

Q-definits. Suposem que hi ha una finica extensid K/FO de grau

n, a menys de Fo—isomorfismes, amb ramificacid Gnicament a

/«fi, 1<i<r, i del tipus

i (fi x
- r I
o= 06T Kk A o -

on elsCli 5 0<j<k sén divisors de K, no ramificats; 5
7 r

sén les diferents longituts, més grans que 1, dels cicles

disjunts en que descompon ﬁ(ti), 0<i<k i e, O=1;gr(xi 3
I ’

el numero de cicles disjunts a ﬁ(ti) de longitut elj, o0<ji<k.
I

Aleshores, el grup de Galois de la clausura galoisiana de

K/Fo és isomorf a G.

Demostracid. Sigui S={?1,..,,¢r}. Sigui N 1'Gnic subcos de

F° tal que G=G(N/F) i T (N/F)=<ti>, 1<i<r. Pel Teorema 4.3,
s

N &s galoisiana Q-definida, &s a dir, existeix No/Fo extensid

de Galois tal que

NOQ =N i G(NO/F°)=G.

Sigui H el subgrup de G associat a m{e ], Th. 5.3.1)
i L=NH el cos fix. Ja hem observat gue la ramificacid a L/F
esta completament determinada. Sigui H)=Q?, és clar que

Ly Q=L. Per ésser L/LQ no ramificada, la ramificacid de



Le/Fo s del mateix tipus que la de K/Fo. A més,

[LO:FO]=(G:H)=n. Per la unicitat de K, tenim gque L =K. #
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Apéndix. Nombre de Hurwitz de ﬁq
1

Ja hem esmentat que el problema de la definicid d'ex-
tensions galoisianas de Q(T) &s, en general, un problema
difficil. No sempre una extensid galoisiana de Q(T) &s ga-
loisiana Q-definida. En certs casos , peré, és pot assegu

A a2 . .
rar que prové d'una de Q {(no necessariament galoisiana)

(cf.[32],[37])-

Definicid. Una extensid finita N/F, P=Q(T), es diu que &s
ko—definida, ko(ZQ, si existeix una extensid N IF_, on

Fo=ko(T), tal gque

NO(S=N . [N:Fl=[N_:F_].

Aix0 ens diu que existeix un element O0EN tal que N=F(0) 2
Irr(G,F)eFo[X]. L'extensid Fo(e)lF0 no sera en general nor-
mal.

De manera semblant a la emprada a [j15] provem el se-

gient

Teorema 4.7. Sigui G un grup finit, (t1,...,tr) una r-presen
tacid de Hurwitz de G tal que h(t1,...,tr)=1. Sigui
S={?1,...,ﬁk} una familia de primers de F, ko—dEflnltS,

= L 2 .. s
koCQ' Aleshores existeix una extensid galoisiana N/F, FCF,

amb grup de Galois G, tal que N/F &s ko—definida.



Demostracidé. Siguin Uoyeea u generadors del grup profinit
S S . . - . S
G =G(F /F) satisfent la relacid u1 . .ur=1 . Sigui 7:G -+ G

l'homomorfisme definit per
m (ui) =ti .

Sigui N=(Fs)ker(ﬂ) el cos £fix per ker(m). Bs clar que
N/F 8s galoisiana, NCFS i G(N/F)=G. Provarem que N/F és
k -definida.

[}

Per la proposicid 4.2, per a tot automorfisme
OLEG(ﬁ/ko) s N%=N. En conseqgliéncia, N/Fo 8s normal, on
Fom=k0(T).

Sigui r:G(N/FO) > G(F/FO) l'epimorfisme de restriccid

definit per
r(a)=a|FEG(F/FO) ’
on aEG(N/FO). Bs clar gque la successid

r
1 > G » G(N/Fo) > G(F/Fo) > 1

é€s exacta. Construirem una seccid de l'homomorfisme r.
Sigui i\go=(‘1‘—xo), XOEFO, un primer de F tal que a N/F
descompongui completament. Sigui/pun primer de N sobre A? .
(o)
Si aEG((—Q/kO), les diferents extensions &EG(N/FO) de o estin

caracteritzades per les seves imatges sobrelp,. En efecte,

a('P)=&' (’F) si i només si &‘1&'(-?) =Ap,
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£s a dir, si i només si 5_1&'€ Dpr/F)={1}. Per tant,

&(’ﬂ)=a'(lp) si i només si a=4"'.

Aleshores, per a cada GEG(a/ko) existeix una {inica ex-

tensid &GG(N/FO) tal que

&pp)=12.
Sigui H={a€G(N/Fo),tals gue a(1¢)=14}; acabem de provar

que
Aut (Q/k ) =H .

Aquest isomorfisme déna lloc, obviament, a una seccid
del epimorfisme r. Sigui N°=NH el cos fix pel subgrup

H CG(N/FO). Aleshores

NN p=n® A nConC (N Fo)=Fy -

Per tant, NOF/No és galoisiana amb grup de Galois isomorf
a G(F/Fo)ﬁG(ﬁ/ko). Com que, per construccid,

G(N/No)=H:G(Q/ko), tenim que NOF=N. #

Utilitzant aquest resultat, provarem que hi ha exten-

sions galoisianes de Q(T) amb grup de Galois ﬁn' Q-defini-

des. Pel teorema 4.7, només cal trobar una r-presentacid de
Hurwitz de ﬁn amb nombre de Hurwitz 1. Provarem que la pre-
sentacid de Kn donada al Capitol I, §3 satisfa aquestes con

dicions.



. .. .
En primer lloc, cal coneixer com sén els automorfis-

A
mes de A_.
n

Lema 4.8. Hi ha correspondencia bijectiva entre Aut(An) i
Aut (3 )
u al-

. . s 2
Demostracid. Siguin c,x els generadors de An

EEENE S

donats al teorema 1.5. Sigui ﬂ:ﬁn > An tal que
m(c)=1 ,1T(xl)=si, 1€i<n-2 ,
on s, 1< i< n-2 generen a .
Sigui EEAut(ﬁn); €s clar que %(c)=c, ja que el subgrup

- o S -
generat per c é&s el centre de An. f déna lloc a un homomor-

fisme w(%):An > An definit per

() (s)=T(E(x)),

on sGAn i xem_1(s). Es clar que 9 (f) estd ben definida i

pel lema de la serp €s un automorfisme de An. Acabem doncs

de definir w:Aut(ﬁn) > Aut(An).

Sigui feAut(An); si f(si)=si, 1<i<n-2, si generen
An i satisfan les mateixes relacions que els elements s, -
De la demostracid del teorema 1.5, es segueix que existei-
xen xiEﬁn tals que w(x;)=s£, 1< i< n-2, satisfent les ma-
teixes relacions que els elements X, . Sigui w(f):ﬁn > 1

n

definit per
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W(E) (x)=x! , 1<i<n-2,

£s clar que Y (f) (c)=c, que w(f)GAut(ﬁn) i que
T(W(£)(x)=£(F(x)). D'altra banda é&s clar també que ¢, ¥

sén correspondéncies inverses l'una de l'altra. #

Recordem gue tot automorfisme de An s'obté per conju-

gacid per elements de s - Per tant Aut(An)zsn. ({35],3,2.17).

Sigui t1=y, t2=x, t3=(yx)—1, on x,y sbn els generadors
de Kn donats en el teorema 1.6. Es clar que (t1,t2,t3) és

una 3-presentacid de Hurwitz de ﬁn. Recordem gue

=2n(n-2)(n—3)(n-—7)/8

#t1 (n-2),
#t2=3,

n, si n &s imparell,
#t3=

n-1, si n és parell.
D'altra banda, podem suposar gue

“(t1)=(12)n-1(34...n),

“(t2)=(123)'

i, per tant, ﬂ(t3)=(12...n)_1, si n és imparell;

H(t3)=(134...n)-1, si n &s parell.

Teorema 4.9. h(t1,t2,t3)=1-



Demostracid. Sigui (r1,r2,r3)€ K(t1,t2,t3). Suposem gque n

€s imparell. Existeix xeﬁn tal que r3=xt§ x_1. Com que

#<r3> =#<t3> =n , tenim que (k,n)=1, i W(t§)=(12...n)_k

s un n-cicle. Existeix aESn tal que
K, _ Ky, -1
wa(ﬁ(t3))—a(n(t3))a =m(t,).
Pel lema 4.8, existeix @aGAut(ﬁn) tal que
~ k
¢a(t3)—t3 .

Per tant, moédul Aut(ﬁn), (r1,r2,r3) é€s eguivalent a

(r;, ',t3), on ﬂ(ré) é€s un 3-cicle.

2
Es clar que conjugant per poténcies de (12...n) podem
aconseguir gque ﬁ(ré) sigui del tipus (1ij). Per tant,
5 o) - > n
modul Aut(An),(r;,ré,t3) és equivalent a (r1,r§,t3), on

m(rs)=(1i3).

D'altra banda,

1 1

T(r)=T(t,) T(ry) '=(12...n) (i) =

(12...3-12 i+1...n3j J+1...i-1), s1 j<z2

(12...2=-1) (2 i+1...3-1)(3 j+1...n), si 3>i.

Com gque ﬂ(r;) €s conjugat d'una poténcia de n(r1) a Sn' 1

#ﬂ(r;)=n—2, la primera pcssrbilitat no es pot donar. Puix
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gue ﬂ(r1) no conté els digits 1 i 2, ha d'ésser i=2, j=3,

en la segona possibilitat. EBs a dir,

ﬂ(r?)=(34...n) i ﬂ(r5)=(123).

Per tant r§= ja que ambdds tenen ordre 3. En conseqlén-

3’
cia, també rq= 1°

El cas n parell es demostra de manera semblant. #



~
Capitol V. La realitzacid de A
T

En aguest darrer capitol donem solucions al problema
que ens hem plantejat: La realitzacid de les extensions

centrals del grup alternat com a grup de Galois.

Provarem gue tota extensid central de An és grup de
Galois sobre @Q(i) i que, per a gairabé la meitat dels va-
lors de n, també& ho és sobre Q. M&s concretament, demos-—

trem gue per als valors de n seglients:

n 0381 (mdda. 8),

=1
il

2 (mdd. 8) i suma de dos quadrats,

n = 3 (méd. 8) i satisfent la propietat (N) (cf. §5),

tota extensid central de Al és grup de Galois sobre Q.

Per fer aixd, construirem primer noves equacions amb
grup de Galois Sn sobre Q(T), utilitzant les técniques do-
nades en el capitol anterior. Aguestes equacions de Sn ens
permeten, a la vegada, obtenir noves families d'equacions
amb grup de Galois An, tals que l'obstruccid al proble-
ma d'immersid a ﬁn €s calculable. La resta del capitol es
ta destinada a diagonalitzar la forma guadratica traga
associada a aguestes eguacions i al calcul del seu inva-

riant de Hasse-Witt.
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§1. Noves equacions per als grups SjLén

Donat que el grup simétric Sn és complet, podem apli-
car els métodes del capitol anterior per construir equacions
sobre Q(T) amb grup de Galois isomorf a Sn' Per aixd, tro-
barem primerament una 3-presentacid de Hurwitz de Sn amb

nombre de Hurwitz 1.

Proposicid 5.1. Siguin n,k enters positius , primers entre

si, k<n. Considerem les permutacions seglients

s1=(n n-1...321),
sz=(12...k)(k+1...n),

s3=(1 k).

Aleshores (s1,sz,s3) és una 3-presentacid de Hurwitz de s,

Demostracid. Es clar que s3=s152, per tant s1szs3=1. Sigui

1,52. Provarem que G=Sn. Es clar

kK (12...x)" " %€e. per tant (12...k)EG, ja que

G el subgrup generat per s

n-
2

(k ,n-k)=1. En conseqgiéncia (k+1 k+2...n)EG. Es una comprova-

que s

. -
cid que

51(k+1...n)s3(12...k)s3 = (12).



Aleshores (12)€G i G=s . #

Proposicid 5.2. h(s1,sz,53)=1, on (s1,52,53) és la 3-presen-

tacidé de Hurwitz de la proposicid anterior.

Demostracid. Sigui (t1,t2,t3)EﬂKs1,sz,s3). Existeix aESn

tal gque t1=a s? a-1. Com que #t1=n, tenim que (n,i)=1 i
1

t €s un n-cicle. Per tant, existeix besn i bt1b_ =s . Aixi
doncs, modul Aut(Sn)=Sn, (t1,t2,t3) és equivalent a

-

1 ] ' -1 = T a -
(s1,t2,t3),on ti btib ,i=2 & 3. Es clar que t3 és una tras

posicid, ja que <té> és conjugat de <s3>. Es flcil veure gque

existeix un enter k tal que s;ktg s?

Per tant, mddul Aut(Sn),(s1,té,té) és equivalent a
. s . _ -k ., _k
(S1It2l(1j)) on t2 S1 t2 S, .

=(1 j), on j<(n+1)/2.

D'altra banda,

-1 . . .
ts = s (1 9)=(12...3=-1)(3F 3+1...n).

Pero, <t5>’<52> sbén subgrups conjugats, &s a dir

ty &s conjugat de ((12...k) (k+1...n)) .

Per tant, ha de ésser j=k+1. #
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Teorema 5.3. Siguin n,k enters positius, primers entre si,

k<n. El polinomi

k n k

G(x,T)=x"""(x- k

-k
% "(ﬁ) T (1)

té grup de Galois sobre @Q(T) isomorf a S,-

Demostracid. Considerem els primers ,fo, 1%, Afw de é(T) donats

per les igualtats

aivim=-g 471, aivir-n=g 41

Es clar que Ago, A&, Agm sén primers Q-definits. Provarem que
hi ha una Gnica extensid K/Q(T), de grau n, ramificant Gni-

cament a /«;m, A}JO, 'f] amb tipus de ramificacid

N Gt o R O (2)

on %"Poo'pm' £, sén primers de grau 1 de K i (OLés un divi
sor no ramificat de grau n-2. Aleshores, pel teorema 4.6,
tindrem que el grup de Galois sobre Q(T) de la clausura ga-

loisiana de XK &s Sn.

Suposem que existis una extensid K/Q(T) amb l'estruc-
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tura de ramificacid donada a (2). Per la fdérmula del génere

de Hurwitz ([ 7 1, 1v, 2.4), tenim que

ZgK—Z = =2n+n-1+n-k-14+k-1+1 =-2,

per tant el génere Ix d& K &s igual a zero. D'altra banda K
té& primers de grau 1, per tant K és un cos de funcions ra-
cionals ([ 3 ], pdg. 23).

Podem escollir la variable x de manera que K=Q(X) 1

div(x)=p p;ﬂ , div(x—1)=1d1 ;1 ,

- - - -1
div(x~a)=ﬁ%1 %h1,div(xn 2+an_§g13+”.+ao)=C11% .

on a ,ao,...,an_3 €Q.

Aleshores, tenim que
. _ -1_,.n-k k -n_ .. n-k k
div(T)=® ¢, ~1Q001ﬁ01 12» =div (x (x~a)"),

. -1 2 - -
dlv('l‘-1)="f1 ’:fm =p1OZ'P;=div((x—1)2(xn 2+an_3xn 3+...+a0)).

Per tant, existeixen b,b'€Q tals gque

xn—k(x—a)k = bT,

2 - - 1
(x-1) " (x +an_3x +...+a1x+ao)—b (T-1) .
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£s immediat veure gue b=b' i que

xn—k(x—a)k—b=(x—1)z(xn-2+a xn_3+...+ao).

Aixd &s equivalent a dir que g(x)=xn—k(x-a)k-b, té exacta-

ment una arrel doble, x=1. Per tant ha d'ésser
k
a=n/(n~-k) , b=(-k/(n-k)) .

T ) . s . .
Com a consequencia, hi ha com a maxim un Gnic cos, a menys
de Q(T) isomorfismes, amb ramificacid nomes a i
(1) ' A&olhfol"f‘
del tipus (2).

D'altra banda, ara és immediat provar que si K=Q(x), on

x és una arrel del polinomi irreduible

n .k

_ h-k _ _ -k .k
G(X,T)=X (X= === () TeQ(T)[ X},

K té l'estructura de ramificacid desitjada. #

Lema 5.4. E1 polinomi G(X,T)=Xn_k(X— E%Edk—(§§z)k T té& dis-

criminant

D(e)=(-1) P (=2/2.m ek R P2 gy
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Demostracid. Denotem per R(G,G') la resultant de G,G', on G'

€s el polinomi derivat de G respecte de la variable X. Es

compleix
p(e)=(-1)RP=1)/2 ¢ ey
kK k-1 kK n-k-1 K k
=T 2R 2y Ty TR gy gy R
(n-k) (n-k)

k(n-1) __
=(__1)(n~-1)(n—2)/2nn(;—{§_]z) - 2(T-1). 4

A continuacid, utilitzant aquests polinomis obtindrem poli-

nomis amb grup de Galois An, per a cada valor de n.

Teorema 5.5. Siguin k,n enters positius, primers entre si,

k<n/2. El polinonis

n k
Fn’k(X,T)—x -A(nX~k(n-k)),

2k (n-1) /2

si n &s imparell, on a=x"" (1-(-1) nTz);

F k(X,T)=Xn+kn_2an-k_1(nX+(n—k)kB)k,
I

/

si n &s parell, on B=((-—1)n 2k(n—k)T2+1),

tenen grup de Galois A sobre Q(T).
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Demostracid. Sigui N el cos de descomposicid del polinomi (1),
A

obtingut en el teorema 5.3. Sigui L=N " e1 cos fix per A ;

aleshores Q(T) CLCN. Estudiant l'extensid L/Q(T), obtindrem

els polinomis Fn k(X,T) amb grup de Galois An.
14

Cas n imparell. £s clar que

Ty N/ QT C AL
T N T)), Tap (N/Q(T))C A_.
% o8/ QUT) %, /¢ A

Per tant, *m no ramifica a L/Q(T) i 40'¥1 ramifiquen a
L/Q(T).

Sigui

2

o=t - Af1=47"21

on.po,,ﬂ1 son primers de L de grau 1.

Mitjangant la férmula del génere de Hurwitz, obtenim
que el génere de L és zero. Per tant L &s un cos de funcions

racionals. Escollim la funcid y de manera que L=Q{(y), i

. o =
dlv(y)—po 4&1 .
Es compleix gque

aiv(r(r-1)" "=t ' =p2 B =aiv e



Per tant, existeix )J€Q tal que T(T—1)_1=Ay2. Pel lema 5.4

tenim que, en aquest cas,

* - * *
D(G) €L7% si i només si A=(-1) B"2)/2 g%/ *2

En conseqiidncia, com que G(N/L)ﬁAn,

T= (1= ((-1) (PT11/2,,2)-1) -1

) ).

Substituint a G(X,T) i fent els canvis de variable

obtenim

F(§,§)=i“—kn'2k(1-(—1fn'1V2n§2)(nx—k(n—k))k )

Cas n parell. De manera semblant al cas anterior obtenim que,

a L/Q(T), yo no ramifica i ’1'qb ramifiquen. Sigui

2

2
$w=ﬁw' M= ¥

on 61,¢& sén primers de L de grau 1. Igual que abans, L és
un cos de funcions racionals i escollim la variable y, de

manera que L=Q(y) i
div(y) =~_ﬁ1 ?_;1 .
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Aleshores,
div(T—1)=f1$;1=§3$;2=div(y2)‘
Sigui Ae€Q tal que T—1=Ay2. pel lema 5.4,
D(G)GL* si i només si )\=(—1)n/2k/(n-—k)EL*/L*2.

En consegiiéncia,

=1+ (-1)%k y2/(n-%).

Substituint a G(X,T) i fent els canvis de variable

y=(n-K) ¥, x=(-k) ((-1)* %k (n-10072+ 1%,

obtenim el resultat. #

Observacid. Aquestes eguacions, en el cas k=1, foren obtin-

gudes per Matzat ([15]).

Corol.lari 5.6. El grup de Galois de Fn k(X,T) sobre Qi) {(T)

I

és isomorf a An, n>>5.

Demostracid. Sigui N el cos de descomposicid de F k(X,T)EQ(T).
I

£s clar que i¥N. En efecte, si i€EN aleshores



Q(T) c Qi) (T)C N,

i G(N/Q(T))zAn tindria un subgrup d'index 2, la gual cosa no

€s possible. En conseqliéncia G(N(l)/@(l)(T))=An. #

Remarca. Pel teorema d'irreduibilitat de Hilbert existeixen

infinits valors de T=t, t€7 tals que els polinomis Fn k(X,t)
’

tenen grup de Galois isomorf a An' sobre Q@ i tamb@ sobre

Qei).

§2. E1l lema fonamental

Sigui f(x)=xn+akxk+...+aoex[x] un polinomi irreduible

amb coeficients a un cos K de caracteristica zero. Sigui 6

una arrel de f(X) i E=K(9).

Aquest apartat estd enterament dedicat a l'estudi de
l'espai quadratic (E,TrE/K(xz)). El resultat més interessant
€s el cdlcul de TrE/K restringida a cert subespai de E, que,

d'altra banda, &s fonamental per determinar l'invariant de

Hasse-Witt de les equacions del teorema 5.5.

La forma quadrdtica TrE/K(Xz) estd determinada pels va-
lors Tr(ei), on 0<i<2n-2, ja que 1,6,...,911_1 €s una base de
E com K-espai vectorial.

Es comprova sense dificultat, bé& per un calcul directe,
bé utilitzant les férmules de Newton (t2 1, v, app 1), que
si k<n/2,

11



112

Tr(8%) =0, 1< i< n-k-1,
Tr(8Y)=-i a vy n-k< i< n.
n+1
si k< 2R,
3
o
rr (8771 =0, 1< i< n-2k-1,

min{k,n-i}
L (i+j)a,. a
j=max{n-k-i,0} ]

Tr(0n+l)= C e n-2k< i< n-2.
n-(i+7j)

La diagonalitzacid de TrE/K(Xz), depén de la paritat

de n-k.

'e(n-k)/2

Cas n-k parell. Els vectors 1,0,... sbén ortogonals

e(n—k—2)/2

. . 1
dos a dos i 0,..., sén vectors isotrops. Per tant

l'espai E descompon de la manera seguent

(n-k)/2

E=<1>1 <8 >LEe*LEn

on E'=(n-k-2)/2 H, H s un pla hiperbolic, i E" &s un sub-

espai de dimensid k, contingut en un suplementari de

e(n—k—z)/z e(n—k)/2>l

<B,..0., >a<1,0,...,



e(n—k--1)/2

Cas n-k imparell. Els vectors 1,0,..., sén dos a

6(n-—k-—1)/2

. . ‘
dos ortogonals i 0,..., sén vectors isotrops. Per

tant l'espai E descompon de la manera seguent
E=<1>1 E'1l E",

on E'={(n~k-1)/2 H, H &s un pla hiperbdlic, i E" &s un sub-
espai de dimensid k contingut en un suplementari de

e(n—k—1)/2 e(n—k—1)/2>l_

<B,..., > a <1,8,...,

Per acabar l'estudi de 1l'espai quadrétic E, hauriem de

classificar l'espai E". Per tal fi, calcularem el valor de

la forma quadrética restringida al subespai <1,8,...,

1
Lema fonamental 5.7. Siguin e,vE<1,9,...,6m> . onm=[ (n-k)/2].

Suposem que

Aleshores, si n-k &s imparell,

x k+1-3
Tz K(ev)= E _um+j( i£1 Am+i

(n~k—1+1+j)ak+1_i_j)+A;

Si n-k &s parell,
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k-1 k-3
TrE/K(ev)=Amum(n-k)ak+j§1—um+j(i£1Am+i(n—k+1+3)ak_i_j)+A.
Oon

1 min{k-j,i}
a=—[ I &, (A_ .u .H+A .u (Z ~a.. a, n(j-i+2r)+a.a.i(n-j))]
N i<k i3 "n=i"n-3 "n-3"n-1i"" " J+r i-r i3
1,  si i#j
i 8, .=
3 2, sioi=j.
n-1 i m_l
Demostracid. Un vector e= I Aie pertany a <1,8,...,8 > si
i=0
i només si
n-1
Tr(ekkonn. I Ai i an_i=0,
i=n-k
i (3)
3 n-3
- s - <i<m.
Tr (ef"”) ) Py .Ai(l+3)an—(i+j) 0, 1<j<m
i=n-k-j

Anotem els altres valors de Tr(e]e), per a j>m,

. n-j
Tr(gle)=- I A i+ida

oy
i=n-k-j n-(i+3)

sim<j<n-2k.
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n-j
z
i=max{0,n~-

Tr(eje)=—

si n-2k+1<j<<n-1.
Per tant,

n-1
Ty (ev)=Tr(( Z A,
E/K j=p &

. (=

n—-1
I A
i=n-2k+1 ©

Si denotem per

n-1

s i+j
Agli+dda__ o o+ 3 A;Tr (9 )
k-j} * ne143)  onook-y 1
i n-1 i
87)v)= % Ai Tr (6" v)
i=m+1
n-i
z U, (i+j)a A
j=n-k-i i n-{i+73j)
n-i n-1 it
(- Z M, (i+j)a_ ,. ..+ I H.Tr (0" I))
j=max{0,n—k—i} . n-(143) j=2n-2k-i
m~1 n-j
Aia )+ I u.(-7% A, (i+3)a AN B 2
i"n-i 5=1 i=n-k-j i n-(i+j)

n-m-7j
z A, {i+j+m)a o ) o+
=mt ] n-(i+j+m)
2k~1
2n-2k-i-j
‘Z' An—2k+i Tr (9 )).
i=j
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2k-1 2

A'=-) u n+ I ( ; A Ty (g2P72k*1-d,,
}‘OUO =1 Lln-—j i=3 n-2k+i !

Tenim gue

m-1 3 k n-m-3j
Tr (ev)=T'+ Z-u,Tr(8”e)+ Z p__ .(- & A, (i+j+m)a - )
E/K =1 3j 5=0 m+3j jem+q T n-{(i+j+m)
k n-m-j
=T'+ Z u ,.(~ Z A, (i+j+m)a s ).
3=0 m+j i=m+1 i n-(i+j+m)
Provarem que A'=A. Aleshores ja &s ficil acabar la demostra-

cid del lema. N'hi ha prou en observar que:
Si n-k és parell, m=(n-k)/2 i aleshores, Tr (8™e) =0
ens diu que

n-m
Am(n-k)ak=— L A, (i+m)a

i=m+1 n-(i+m)

Si n-k és imparell, m=(n~k-1)/2 i aleshores,

n-m
0=Tr (8™e)=~ I A, (i+m)a
N 1 n
i=m+1

-i-m”

Per demostrar gque A'=A fem un calcul previ del valor de A'.
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Lema 5.8. Per a tot 1< q<k-1 &s compleix

q s k
Attndglg= I -(C I A _sa (gog)) (R Fnoakeses (Pk+iday )+

=1 i=1 i=g-s+1

q s k
*IoC P e o)) 02 Mcakssi (B7k-ilay D+
s=1 i=1 i=g-s+1

a+2 2k-t .l 2k~ (q+1) .
I (DA m @) s (A T (7))
t=2k-q-1 i=1 r=1 i=1 n

Demostracid. Per induccid sobre g. Si g=1, tenint en compte

que Tr(ezn-Zk)=(n—k)ai i que Tr(e.ek_1)=Tr(v.9k_1)= 0, car

1€ k<< m, s'obté el resultat.

. Suposem~ho cert per g-1, anem a provar-ho per g. Sigui

RA el terme seglient

9 _ o
T 2 Tr(e2n 2k+g-i ) (n-k+q-s)a

- S
- )+ T (- T

1 s k-g+s

i

Ry é€s el coeficient de U en l'expressid de A'+nA0ug

n-2k+q
valida per g-1. Un terme semblant en funcid dels parémetres
ui gque denotem RH' és el coeficient de An—2k+q en la citada

expressid de A'+nlgug-
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Afirmacid

Suposant certa l'afirmacid i tenint en compte gque
K- -
Tr (6 qe)=Tr(6k y) =0,

obtenim

k
Y (- Z

g9
A'+n&)H)=( E A

. (n—k+1)ak_i) +

n-ik-(g-1i) Hn-2k+g+i

k

)(_i£1kn—2k+q+i(n—k+i)ak—i) *

- s k
+ I ((Z A .a L) (- z u

(n~k+i)a ) o+
i=g=-s+1 k-1

n-2k+s+i

K
)= é Mp-2kts-i (BTRFLI A 400
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+ .
+Tu (I A Ty (93P 2k*i-x,

D'on s'obté el resultat. Per tant, nomé&s tenim que provar
l'afirmacié.

2n-2k+g-i

Substituint Tr (6 ) pel seu valor, tenim

min{k,Zk—q+i}

g9
RX= § A —i( z a,{n~2k+g-i+j)a )

i=1 7Y jepax{0,k-q+i} 2k-(g=i+3)
g-1 s
- X (L X .a ., ) (n-k+g~s)a .

g=1 j=q P~% k-(s-1) k-g+s

Observem que, per ésser 1<g<k-1, aleshores
max {0,k-q+i }=k~qg+i i que aixd passa si i només si

min {k, 2k-q+i }=k. Per tant,

2 g-1 k
Ry=A_ _ (a, (n-k))+ I ) ot X a,.(n-2k+g-i+j)a el )
A "n-q °k jo1 m-d j=K-q+i 2k=-(g-i-3j)
g-1 g-1
—.Z DI ak_(s_i)(n-k+q—s)ak_q+s
i=1 s=i
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Acabem ara la demostracid del lema fonamental. Pel lema

5.8 aplicat en el cas g=k-1 i pel fet de que Tr{e)=Tr(v)=0,

obtenim
k-1 s k
[ - ~k+i :
A L ((.Z >‘n—iak--(s—i))(. L 1“n—2k+s+;i.(n k l)ak—l)) +
s=1 i=1 i=k-s
k-1 s k
- ~k+i
I D Uy sy (gogy) (2 Mzkesei PRI A 500 ¥
s=1 i=1 i=k~s
k 2k-1 s
2n=-2k+i~x
+
z un—r(.Z n-2k+i Tr (0 )
r=1 i=k
1 k-1 k-1
-— -k+i —k+i ).
n(.):o)\n-k+i(n k+iday ) (.Zoun—k+i(n a4
i= i=
Sigui ¢ el coeficient de A u , 1<x<y<k en
X,Y n-x " n-y
1'expressid anterior de A'. Aleshores
_ 2n-x-y, 1 _ _
cx,y_Tr(e ) n((n x)axay(n yvy) +
k-1
+ 3 (n+k-y-s) +

-a a
s=max{k-y,x} k-s+x y+s-k

k-1
+ 7 -a (ntk—-s-x)a

-5+ —k+s+x.
s=max{y,k-x} k-s+y St
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2n-x-y

Substituint Tr (6 ) pel seu valor i suposant que x<k-y,

obtenim
x+y 1
cx,y=.2 ai(n+1—x—-y)ax+y_i—;(n—x)(n—y)axay -
i=0
x+y X+y
- I a,a c(nti-x-y)=- I a.a . {n-x-y+i)
jog4q T xty-i i=y+1 i x+y-i
x-1 X+y
= 7 a,(n+i~x~y)a .+(n-yla_a + L a.a . (n+i-x~-y) -
j=0 x+y-1i X joxeq T oxty-i
1 x+y x+y
-—(n-x){n-y)a_a_~- L a.a ,(n+i-x-y)-% a.a . An-x-y+i)=
n X PR i x+y-1 i=y+1 i x+y-i
1 x-1 x-1
=;axay(n—y)x+‘2 ai(n+1—x—y)ax+y_i—‘2 ajax+y_j(n-3) =
i=0 J=0
1 x
= - - -x+ .
n(axay(n y)x rE]ax_ray_'_rn(y Xx+2r))

Fent un calcul anéleg, si x>k-y, obtenim el mateix resultat. #

121



122

§3. Chlcul efectiu de 1l'obstruccid global

Siguin n,k enters positius, k imparell i k <(n+1)/3.

Considerem el polinomi irreduible de K[ X] donat per

Fk(X)=Xn+a(bX+c)k, (4)

on

—kn—2k(1—(—1)(n_1)/2nT2) , si n &s imparell
a_

- 2 - - .

KPRy 2 o2 PR, sion &8s parell,
b=n

-k (n-k) , si n &s imparell
c=

(n-k)k ( (-1 %k (n-k)T2+1) , si n &s parell,
i TEK.

Suposem gue el grup de Galois de Fk(x) sobre K és iso-
morf a An. Pel teorema 5.51i pel corxol.lari 5.6, sabem que

aixd passa si K=Q(T) o bé& si k=Q(i,T).

Sigui N el cos de descomposicid de Fk(X). En agquest
apartat calcularem el valor de 1'obstruccid global al pro-
blema d'immersid galoisiana de N/K a ﬁn' Pel teorema de Se-

rre, 3.1, el valor de 1'obstruccid ve donat per l'invariant



de Hasse-Witt de la forma quadratica TrE K(Xz), on E=K(8),

/

9 una arrel de Fk(x).

- 1
Proposicid 5.9. Siguin e,v€<1,8,...,6m> , on m=[ (n-k)/2].

Suposem que

n-1 n-1
e= L 3 0% i y= T u 8t |
i=0 i=0 *
Aleshores,
k k k . .
~k- +1=-i-3

Trp lev)=Z -au (% A g (tk1-1-3) p IR 2R

3=1 3 i=k41-5 itg-k-1
si n &s parell. I

k-1 k-1 k f .

s . +j-k 2k~-i-

TrE/K(ev)= z un_m_.a( z An_m_i(n+k—1—3) pHI kc k=i J) +

3=1 R i+3-k

+ A (n—k)abk+A

n»m—kun-m—k !
s1 n &s imparell. On
k k-1 . k k-1 .
2 k-i_i-1 k=i i-1
A= a nkhhk)('z An—i . c )(.Z LN b ).
i=1 i-1 i=1
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Abans de provar aquesta proposicid donem un resultat

que necesitarem sobre nombres combinatoris.

Lema 5.10. Si i,j,k sbn enters positius, i+j< k, es compleix

i k k k-1 k-1
T (j-i+2r) =k )
r=1{j+xr | |i-x 3j i-1
Demostracid.
i k k k k
z (j=i+2r)= ( (j=i+2)+8)
r=1|j+1}]i-r j+1 i-1
on
i k . .
g= I (§-i+2r) (k=4-1) ... (k=j-xr+1) .
r=2|i-r (3+2) ... (3+x)

Afirmem que, per a tot 2<t<i~-1, es compleix

i-t| k . . . s s
g= T (j_i+2r)(k—3~1)-.-(k—j—r+1)+(k—]”1)...(k-j—1+t)(k—1)...(k—(t—1)).

r=2 |i~x (3+2) ... (3+x) (3+2) ... (3+i-t)-(£-1)!

Ho provem per induccid sobre t. Per t=2 &s una comprovacid.
Suposem-ho cert per t-1, sigui

i-t{ k
s'= I (j-i+2r)
r=2 |i-r (3+2) ... (j+x)

(k=3j=1) ... (k=j-xr+1)
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Aleshores

(k=3=1) ... (k-j-i+t)
(342) ... (J+i-t+1)

k
S=S'+[ ](j+i—2t+2)
t

(k=3=1) .« . (k=j-di+t=1) (k-1) ... (k=-(t=2))
(3+42) ... (F+i-t+1) (£-2)!

+

(k=1) . .. (k=t+2(k~j=1) (k=j-i+t)
(t=1)! (5+42) ... (j+i-t+1)

=g'+

(j+i-t+1) (k-t+1).

Per tant, si t=i~1 tenim que

(k=1) ... (k=-i+2) (k-3-1)
(i-2)!

S=

Aleshores

i k k k k . .
: { } (5ois2r)= ( (o242) 4082100 Gemdi2) (kmj-1),
=1 {j+r | {i-x j+1 i-1 (i-2)!

k (k=1) ... (k=i+42)
j+1,‘ (1—1)!

r

((k=1i+1) (3+1))
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Demostracid de la proposicid 5.9. Substituint en les expres-

sions de les traces del lema fonamental 5.7 el coeficient ai

pel seu valor en aquest cas, 0<ig< k, s'obté, directament,

la primera part de l'expressid de Tr (ev) .

E/K

El valor de A, substituint i aplicant el lema 5.10, és

22 144 ke k-1 [k~1 k) [k
AL SO u e B e Hemk| L @ | L]
1<k ’ ’

Estem ja en disposicib de classificar completament lles

pai quadratic E, en aquest cas.

Teorema 5.11. Si E=K(8), on § &s una arrel del polinomi (4).

Aleshores

E=<1>1 E'1 <v> ,

<6(n_k)/2>1~((n'3)/2)H’ si n &s imparell,

on E' =

((n-2)/2)H, si n &s parell,



éssent H un pla hiperbdlic.

Demostracid. El1 polinomi Fk(X), veure {(4), &s un cas parti-
cular dels tractats al §2. Per tant, si m=[(n—k)/2], l'es~

pai quadrétic E descompon en la forma:

Si n &s imparell,

E=<1>_L<6m>J.E'l E"

on E'=(m-1)H, H s un pla hiperbélic, i E"™ &s un subespai

de dimensid k contingut en un suplementari de <9,...,9m_1>

a <1,0,...,001

Si n &s parell,

E=<1>] E'1l E"

on E'¥mH i E" &s un subespai de dimensid k contingut en un

1
suplementari de <6,...,9m> a <1,9,...,9m>

.

1
El coneixement de la traga restringida a <1,6,...,6m> ’

proposicid 5.9, ens permetrd construir efectivament sufi-
cients vectors isbtrops per classificar completament l'es-
pai E".

n-1

En primer lloc observem gue si e= I AieleE“, aleshores
i=0

a la vista de les formules (3) del §2, deduim que

A ,-..,}\n reecr A

sbén funcid lineal de )
n-m n

-1 "0 ~-m-1 n-m-k’

s s
mentre que aquests darrers parametres sén lliures. Per tant,
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existeixen constants A1 PRSE ,AkeK tals que

Suposem primer que les constants Ai=0 per a tot

n=1_4 4
1<i<(k+1)/2. Aleshores definim els vectors e,= L ?\;GJ,
j=0

1<i<(k-1)/2, de manera que

)\;=O, per a tot j#n-m~i, 0<<j<<n-1;

i
n-m-i

#0 .

Tenim doncs (k-1)/2 vectors linealment independents

tals que

2 .
Tr(ei)=Tr(eiej)=O, 1€1,j< (k=-1)/2,
per la proposicid 5.9. En conseguéncia,

E" =E, L <v>,

on E1=«k—1)/2)H.

Suposem ara que existeix un r, 1< r< (k-1)/2 tal que

n-1 .
A #0. Considerem els vectors e;= z )\].'63, on
=0



A;=O R per a tot j#n-m-r, j#n-m-i, 0<j<n-1,

i . i i i
+.. .t =
An— _i#O i An— - tals que A1An— -1 Akxn- —x o,

per a tot ifr, 1<i<(k-1)/2. Bs clar que els vectors

{Gl,ej}, 0<igm, 1<j<k-1)/2, j#r, sbébn linealment inde-

pendents i gque

2
Tr(el)=Tr(eieJ)=0, 1<i,j<(k=-1)/2 1i,3#x,
per la proposicid 5.9. Tenim doncs,

"
E—E1.LE2 P

on E]:((k—B)/2)H, dim E2=3.

Tenim que acabar de classificar aquest espai E2'
tingim ara segons la paritat de n. Sigui m=[(n-k)/2 ]
. n-1
Si n és parell, sigui v= I u.e., on
jo0 174

ui=0 per a tot i#n/2, i#n-m-r, 1<i<n-1,

pn/z #0 i un tal que A1u +...+A U #0.

-Mm=-x n-m-1 k"n-m-k

Observem que n/2=n-m-{(k+1)/2. E£s clar que VEE2 i gue

er a un convenient
P Yh/2 ’

Dis~



k azk(n—kL 2

2
Tr v = nc + (A1un—m~1+"'+Akun-m-k)

un/2

=—(n—k)k((—1)n/zk(n~k)T2+1)n+k(n-k)n

-2)/2 % %3,
=n (n-k) 2k (-1) /2222 (- 1P Zei* k2
D'altra banda, &s facil comprovar que
* * 2
d(E2)=n(—1)n/2€K /K2,
Per tant tenim que Ez descompon
=<y>
E2 v> 1 E3,
on E, és un pla hiperbdlic.
. n-1 .
Suposem ara que n &s imparell. Sigui v= 3§ y,0",
i=o *
on
¥; =0, per a tot i¥m, ifm+r, 0<i<gn-1,
#0 i tal
L ey T2l que A1un~m—1+"'+Akun—m—k#o'

Es clar que VEE2 i que pera un ¥4 convenient,
. m
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2

2 2 k 2
Trv =um(n—k)ab +a k(n—k)(A1u )< /n

Ce o HALU

+
n-m-1 n-m-k

2

=a{n-k ) (uinbk+ak(A )7y /n

H - -tALU

1 n—m—1+ n-m-k

~-1)/2 -
(n~1)/ (n ﬂ/sz

=a{n-k)(1-(1-(-1) nTZ)/ n =3 (n-k) (-1)

=—k (n-k) (-1) (P7IV/2 0 (Lqy (0= /2 02yt 2

D'altra banda, &s facil comprovar que
a(E)=(n-kyk(-1) PN/ 2 gy (=122,

Per tant tenim que E_ descompon

2

=<
E2 v>1 E3,

on E, €s un pla hiperbdlic. #

Observacid. La proposicid 5.9 és certa per a tot polinomi

irreduible del tipus Xn+a(bx+c)k. La descomposicid de l'es-

pai E donada al teorema 5.11 només és vilida per als va-

lors de a,b,c de (4). De fet, perb, aquests valors {nica-

ment s'han utilitzat en el Gltim pas, és a dir, en la classi

ficacid del subespai E, de dimensid 3.

Ara ja estem en condicions de calcular l'invariant de

Hasse~Witt dels polinomis Fk(X) donats a (4).
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Teorema 5.12. Sigui eei una arrel del polinomi

Fk(x)=xn+a(bx+c)k donat a (4). Sigui E=X(9). L'invariant de

Hasse-Witt de l'extensid E/X és

(-(n-k)k,(-1)(n—1)/2n) ] (—1,—1)(n+1)“r4){asirlés imparell,
w(E)=
(n,(—1)n/2) ® (_1'_1)n(n-2)/8, si n és parell.

Demostracid. Suposem primer que n &s imparell. Pel teorema

anterior, E descompon

(n-k)/2

E=<1> 1 <8 > <v>] E' ,

on E'=((n-3)/2)H,H pla hiperbdlic. Recordem que
( ) ’ q

k

Tr(en_ =—(n—k)abk.

Aleshores, utilitzant les propietats esmentades en el capi-

tol I, 8§81, tenim gque

w(E =i(<1>L <6 WK% ) ony g (=1 PTI/2 _yg(-1,-1) (P73 (75178

(n-k) /2 (n-3)/2

2)6(<1,-1) (2=3) (n=1)/8

=w(<1>1 <8 >) @(—n(n-k)abk,-(_n

(=1)/2) 0 4 _qy (a=1) (0=3)/8

(n,-(n-k)ab%) § (-n{n-k)ab",(-1)

(n~-1)/2

(n—1)/26(_1l_1)(n—1)(n-3)/8

(=1 n,n(n-k)ab") @ (-1,-1)

= (=1 V2 ™ (- 1) @200 Ky g (o, -y (7D (AT /B
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(n~-1) /2 (n-1)/2 _2 (n~-1) (n+1) /8

=({(-1) n,-k(n-k) (1~ (~1) nT?) @ (-1,-1)
=1 PV 20 k)@ ((-1) BTV 2 o) (71 /202) 0 (a1 () /8
=((-1) ®N/2 k) 8 (-1,-1) (AN (n+)/8

Suposem ara gue n &s parell. Pel teorema anterior tenim

que en aquest cas E descompon

E=<1>1 <v>1l E' ,
on E'=((n-2)/2)H, H pla hiperbdlic.

Aleshores,

w(E)=w(<1> L<y>) g (-1,-1) (P72 (n=d)/8 o 4\ n=2)/2

(n-2) /2 n(n-2)/8

={(n,n(-1) ) 8 (-1,-1)

/ n(n-2)/8

%y 8 (-1,-1) #

=(n, (-1)"

§4. Resolucid del problema sobre Q(i)

Provarem a continuacid que per als polinomis Fn,k(X'T)
construits al teorema 5.5 existeixen infinites especialitza-
cions T=t, tEZ, de manera que els polinomis resultants
Fn,k(x't)’ sobre Q(i), admeten una immersid galoisiana a

ﬁn. Tenim aixi, per tant, per a cada valor de n, families
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infinites de polinomis que resolen el problema d'immersid

sobre una mateixa extensid quadrdtica, Q(i).

Teorema 5.13. Siguin n,k enters positius primers ‘entre si.

Sigui k imparell, k S {(n+1)/3. Sigui F oo (X,T) el polinomi
1]

construit al teorema 5.5 i N el seu cos de descomposicid.

L'extensid N/Q(i,T) admet una immersid galoisiana a ﬁn per

a tot valor de k, si n és parell i per a tot valor de k

guadrat, si n &s imparell.

Demostracid. Pel corol.lari 5.6, el polinomi Fn k(X,T) té
1
grup de Galois isomorf a An sobre Q(i,T). Sigui § una
arrel de Fn k(X,T)i.E=Q(i,T)(6). Pel teorema 5.12, tenim
’

els segﬁents valors per l'invariant de Hasse-Witt,

1. si n é&s parell,

w(E/Q(i,T))=

(n-k),n)=1, si n &s imparell i k &s un quadrat.

Per tant, per la proposicid 3.2, l'obstruccid perque

Fn k(X,T) admeti una immersid galoisiana a ﬁn sobre Q{i,T)
’

-

é&s nul.la. En conseqaéncia, per a tot valor de n, n¥6 & 7,

ﬁn 8s grup de Galois sobre Q(i,T). #

Fent Qs del teorema d'irreduibilitat de Hilbert s'obté
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Corol.lari 5.14. El problema d'immersid galoisiana a ﬁn s0-

-

bre Q(i) t& solucid per a tot n, n#¥6 & 7.

Corol.lari 5.15. Tota extensid central de An es realitza

com a grup de Galois sobre Q(i) per a tot n, n#6 & 7.

85. Solucions - sobre @

En aguest darrex parégraf donem les solucions obtingu-
des sobre @ del problema invers de la Teoria de Galois gue

ens hem plantejat.

Definicid. Direm que un enter n (n#¥4 m, n#8m+7) té la propie

tat (N) si existeixen enters k1,k2,k3 tals gue n=k?+k§+k§ i,

per algun i, 1<i<3, (k.l,n)=1 i ki<(n+1)/3.

Teorema 5.16. Siguin n,k enters positius primers entre si.

Ssigui k imparell, k< (n+1)/3. Sigui F k(X,T) el polinomi
1
construit al teorema 5.5 i N el seu cos de descomposicid.

L'extensid N/Q(T) admet immersid galoisiana a Kn en els

.
casos seguents

n=0 (mdd. 8) , k>0
n=1 (mbd. 8) ., k un quadrat
nZ2 (mdd. 8) i n suma de dos guadrats, k>0

n=3 (mdd. 8) i n satisfent (N), k=ki.
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Demostracid. Sigui O una arrel del polinomi Fn k(x,T) i
’
E= Q(T,0).

Si n és parell, pel teorema 5.12, tenim que

/ n(n~-2)/8

w(E)=(-n, (-1 %) @ (-1,-1)

Per tant,

i nZ0 (mod. 8) , wW(E) = 1.

Si nZ2 (mdd. 8) , Ww(E) = (n,-1).

Si nZ4 (moéd. 8) , Ww(E) = (~1,-1)#1.
Si n=6 (mdd. g) , w(E) = (~n,-1)#1.

£s clar gque, (n,-1)=1 si i només si n &s suma de dos qua-

drats.

Si n és imparell, pel teorema 5.12, tenim gque

(n-1)/2 {(n+1) (n-1)/8

w(E)=(-(n-k)k, (-1) n) @ (-1,-1)

Per tant,

8i n=1 (mdd. 8) , w(E)={-(n-k)k,n).

Si n=3 (mdd. 8) , w(E)=(-(n-k)k,-n)@(-1,-1).
$i nz=5 (mdd. 8) , w(E)={-(n-k)k,m)@(=-1,-1).
Si nZ7 (mdd. 8) , w(E)=(~(n-k)k,-n).

En conseqﬁéncia, si n=1 (mdd. 8), l'extensid N/Q(T) admet

) s s > "
una immersid galoisiana a An, per a tot enter k quadrat.

136



En efecte,
w(E)=(-(n~k)k,n)=(~(n-k) ,n)=1.

Si nZ3 (mdd. 8) i n satisfa la propietat (N), aleshores

existeix un valor de k tal que N/Q(T) admet una immersid

galoisiana a ﬁn' En efecte, donat que n satisfa la propie-

tat (N), existeix una descomposicid de n en suma de tres

quadrats satisfent:

2 2 2
n—k1+k2+k3,

(k; m)=1, ki <(n+1)/3 per algun 1<i< 3.

Sigui k=k?, aleshores
i

w(E)=(-(n-k)k,~-n) @ (~1,-1)
=(-(n-k),-n) @ (-1,-1)

={(n-k),-1) @ (-(n-k),n).

Ara, (n-k,-1)=1, car n-k &s suma de dos gquadrats. D'altra

banda &s immediat gqgue (-(n-k),n)=1. #

Pel teorema d'irreduibilitat de Hilbert, hi ha infinits
valors de T=t, t€Z tals que Fn,k(x’t) admet una immersid
galoisiana a ﬁn sobre Q, pels valors de n donats al teorema
anterior. Si nZ4,5,6 & 7 {(mbdbd. 8) aquests polinomis no adme

ten una immersid galoisiana a An’ per a cap valor de k.

137



Remarca. Tot enter nZ3 (mod. 8) &s suma de tres quadrats i
admet descomposicions primitives. Mitjangant l'ordinador hem
comprovat que tot enter n<600.000, n=3 (mdd. 8), té la pro~-
pietat (N). Sembla é€sser, per tant, que la propietat (N) no

és restrictiva.

D'altra banda, A. Arenas ha provat: Tot nombre de 1la
forma qt, on g &s un primer, g=3 (mdd. 8) té la propietat (N).
a, a, b bs .
si n=p, p, d4, ...4  , on els primers piE1 (mod. 4) i els
qu3(m6d. 4), 1<j<s, tota descomposicid primitiva de n en

suma de tres quadrats té un sumand primer amb n.

-
Corol.lari 5.,17. El problema d'immersid galoisiana a An so-

bre Q té solucid si

nz0, 1 (mdd. 8),
n=2 (mdéd. 8) i n és suma de dos guadrats,

n=3 (mdd. 8) i n satisfi la propietat (N). #

Corol.lari 5.18. Per a aquests valors de n, tota extensid cen-

tral de An es realitza com a grup de Galois sobre Q. #

138



Index terminoldgic

Cos associat a una representacid per permutacions.
EXtensid central ...iieieeeneunrnnrnecannnnoenennsn
Extensid central Universal ....cveeeeeveononaeesens
Extensid ko—definida St n e ettt et e e

Extensid galoisiana ko-definida Nt c s s eaeee

Immersid galoisiana ...eeeesencanan.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

o
.
.
.
.

Invariant de Hasse~Witt d'una extensi
Multiplicadors de Schur ,......... .0 nrnnenennn.
Nombre de HUXWItZ «un i er et ventvrennncacaennnens
Obstruccid al problema d'immersid .........eeeee.n
Presentacid de HULWItZ ... viivrnnennrnnnenenncenns

Representacid per permutacions associada a una ex~

o= X T 1 2

91

49

49

94

87

6l

74

50

85

66

88

89

139



Bibliografia

1. E. Artin, J. Tate; Class field theory. Benjamin, 1967.

2. N. Bourbaki; Eléments des mathématique, Algébre Chap. 5.

Hermann, 1967.
3. C. Chevalley; Introduction to the theory of algebraic
functions of one variable. Amer. Math. Soc. Surxveys,

n® 6, 1951.

4, H.S.M. Coxeter, W. J. Moser; Generators and relations for

discrete groups. Ergeb. der Math. 14, Springer, 1965.

5. A. Grothendieck; Géométrie formelle et géométrie algebri-

gque. Séminaire Bourbaki. May 1959, 182, 1-28.

6. M. Hall; The theory of groups. The Macmillan Cy., 1959.

7. R. Hartshorne; Algebraic Geometry. Graduate Texts in Math.

52, Springer, 1977.
8. D. Hilbert; Ueber die irreducibilitat ganzer rationaler
Functionen mit ganzzahligen Coefficienten. J. Reine Angew.

Math. 110 (1892), 104-129.

9. K. Hoechsmann; Zum Einkettungsproblem. J. Reine Angew.

Math. 229 (1968), 81-106.

140



10.

1.

12.

13.

17.

19.

B. Huppert; Endliche Gruppen I. Die Grund. der Math. Wiss.
134, Springer, 1967.

A. Hurwitz; Uber Riemann'sche Fl3chen mit gegebenen
Verzweigungspunkten. Math. Ann. 39 (1891),1~61. Math.
Werke I, 321-383.

M. Ikeda; Zum Existenz eigentlicher galoisscher K38rpex
beim Einbettungsproblem. Hamb. Abh. 24 (1%60)
126~131.

A. M. Macbeath; Extensions of the rationals with Galois
Group PGL (2,Zn). Bull. London Math. Soc., 1 (1969),
332~338.

B.H. Matzat; Konstruktion wvon ZahlkBrpen mit der Galois
gruppe M11ﬁber Q(v/=71). Manuscripta Math. 26 (1979),

103-111.

B.H. Mat=zat, Zur konstruktion von Zahl-und Funktionen-

KOrpern mit vorgegebener Galoisgruppe. Karlsruhe , 1980.

J. Milnor; Introduction to algebraic K-theory. Princeton

University Press, 1971.

E. Nart , N. Vila; Equations with Absolute Galois group
isomorphic to An. J. Number Theory, 16 (1983), 6-13.

J. Neukirch; Uber das Einbettungsproblem der algebrais-

chen Zahlentheorie. Invent. Math. 21 (1973), 59-116.

J. Neukirch; On solvable Number Fields. Invent. Math 53
(1979), 135-164.

141



142

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

O. T. O'Meara; Introduction to guadratic forms. Die

Grund. der Math. Wiss. 117, Springer, 1963.

H. Reichardt; Konstruktion von Zahlkorper mit gegebener
Galoisgruppe von Primzahlpotenzordnung. J. Reine Angew.

Math. 177 (1937), 1-15.

I. R. Safarevi&; On p-extensions. Math. Sbornik 20 (1947),
351-363. Amer. Math. Soc. Transl. 4 (1960), 59-79.

I. R. Safarevil; Construction of fields of algebraic num
bers with given solvable Galois group. Izv. Akad. Nauk
SSSR Ser. Mat. 18 (1954), 525-578. Amer. Math. Soc. Transl.
4 (1960}, 185-237.

A. Scholz; Konstruktion algebraischer ZahlkSrper mit
beliebiger Gruppe von Primzahlpotenzordnung I. Math. 2

42 (1937), 161-188.

I. Schur; Uber die Darstellung der endlichen Gruppen
durch gebrochene lineare Substitutionen. J. Mat. 127

(1904), 20-50.

I. Schur; Uber die Darstellungen der symmetrischen und
alternierender Gruppen durch gebrochene lineare Substi-

tutionen. J. Math. 139 (1911), 155-250.

I. Schur; Affektlose Gleichungen in der theorie der
Laguerreschen und Hermiteschen Polynome. J. Reine Angew.

Math. 165 (1931), 52-58.

J. P. Serre; Cohomologie Galoisiemnne. Lecture Notes in

Math. 5, Springer, 1965.



29,

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

J. P. Serre; Corps Locaux. Hermann ,b1968.

J. P. Serre; Propi&tés galoisiennes de points d'ordre
fini des courbes elliptiques. Invent. Math. 15 (1972),
259-331.

J. P. Serre; Carta a Martinet, Febrer 1982. (Publicacid

en preparacid).
K. Y. sShih; On the construction of Galois extensions of
function fields and number fields. Math. Ann. 207 (1974),

99-120.

G. Shimura; A reciprocity law in non-solvable extensions.

J. Reine Angew. Math. 221 (1966), 209-220.

J. Sonn; SL(2,5) and Frobenius Galois groups over Q.

Cand. J. Math. XXXII (1980), 281-293.

M. Suzuki; Group Theory I. Die Grund. der Math. Wiss.
247, Springer, 1963.

H. Weber; Lehrbuch der Algebra. Chelsea, la. ed. 1894-96.

A. Weil; The field of definition of a variety. Amer J.
of Math. 78 (1956), 509-524.

Rebut el 20 de juliof del 1983

Departament &'Algebra 1 Fonaments.

Facultat de Matemitiques

Universitat de Barcelona

ESPANYA

143



