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ESTUDI D'UN PUNT D'ATUR SOBRE NxN

M. Farré

Definirem un punt d'atur que pren valors sobre NXN i generalitza
el temps d'arribada a un cert nivell del passeig aleatori ordinari.
L'objectiu d'aquest treball és demostrar que aquest punt d'atur és

finit amb probabilitat 1.

0. NOTACIO, DEFINICIONS 1 PROPIETATS PREVIES

Sigui {N= 0,1,2,...,1 el conjunt dels nombres naturals.

En NxN tindrem 1'ordre natural, <, definit coordenada a coordenada.

Sigui (2,F,P) un espai de probabilitat. Considerem una familia
creixent de sub-o-algebres de F, (Ft, teNxN). Direm que una variable
aleatoria T, definida en (&,F,P) i a valors en (NxN)u{«}, &s un punt
d'atur relativament a la familia (Ft’ te NxN) si i npomés si per a tot
teNxN el conjunt {T<t} és de Ft'

Si T és un punt d'atur es defineix:

FT = {A€F: An{T< t}eFt, vt e NxN}

que &s una sub-o-algebra de F.

Es facil veure que T és un punt d'atur relativament a (Ft) si i
només si {T=t} és de Ft’ per a tot te NxN.

Si T1§ T2 son dos punts d'atur, aleshores FT < FT .

1 2
Donat (Xt’ t€NxN) un procés adaptat a la familia (Ft) i T un punt
d'atur a valors en NxN, l1a funcid XT’ definida per (XT)(w) = (XT(W)(w)),

és una variable aleatoria FT—mesurab1e.

103




1. CONSTRUCCIO DEL PUNT D'ATUR T

Considerem una familia de v.a. independents i idénticament distri-
buides (Xij’ (1,J) ENxN} [Nota: Quan no quedin clares les coordenades
del punt indicador escriurem X,

i,
quadrat integrable i posarem 02=Var(Xij) i u=E(Xij).

j. Els imposarem gque siguin de

Designarem per

(S b=0 2 X}
1] K<i kh
i h<j
la familia de sumes parcials.

(F (i,j)e NxN) sera la familia creixent de sub-o-3lgebres

i3’
associada a la familia de variables Xij de manera natural. Es a dir,
Fij és la o-algebra generada per les variables (th, k<i,h< j}.

En aquestes condicions, 1 recursivament, construim la segient

successid de v.a. que prenen valors en NxN:

(rg»ty) =40,0), i.per n>0

( Yy = (r %+ 1

vt = R c,),
n+1°'n+l n X tEB} n (X ¢ €B™}

nn nn

on B és un borelia de R tal que

{ = i C =
P( XijEB})p>0 i P({XijGB})q>0,

per a tot parell (i,j).

Es facil comprovar, per induccid, que, per a tot n>0, (rn,tn) és
un punt d'atur sobre NxN. Notem que, en suposar (rn,tn) punt d'atur,
ja té sentit considerar la v.a. Xr ¢ que intervé en la definicid de

nn
(rn+1’tn+l)‘
La successid {(rn,tn), n>0} és una trajectdéria aleatdria que

surt de 1'origen de coordenades i, per a tot n>0, (rn,tn) &s un punt

de la recta x+y=n. En cada pas es decideix el cami segons una variable
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aleatdoria de Bernouilli de parametre p.

1.1. Proposicid

Les variables aleatories (Xr t } son independents i idénticament
n'n
).

distribuides amb la mateixa 1lei que les (Xij
Demostracid: Per a tot borelid C, i per a tot n>0 tindrem

n
P X eC/F ] = D (P[r =i, X, __.€B, X, EC/F 1+
rn+1tn+1 rntn 5 n i,n-i i+1,n-1 rntn
. c
= = }.
+ P[rn i, Xi,n-ieB . Xi,n—i+]eC/Frntn]) P{XOGEC ;
ja que, per cada i, les o-algebres Fr t i Fi n-i tenen la mateixa
n’n ’

traga sobre el conjunt {rn=1}.l

Aquest resultat es pot obtenir també com a conseqiiéncia d'un teo-
rema degut a Krengel i Sucheston {[1], p.211, teorema 3.1) formulat
utilitzant el concepte de tactica. Més precisament, la familia de parts
de F, {Hst’ s,te NxN, s<t} definida per Hs,s+(],0)={X§EB}’ Hs,s+(0,])=

={XseEf}, HS = altrament, é&s una tactica en el sentit de Krengel i

t
Sucheston.

Sigui aeR, a>0. Definim:
v=inf{n>0: |S ,|>a, (v== si el conjunt és buit).
n'n
Diem T = (r ,t,) si v, i T== si v=e,

1.2. Proposicié6.

T &s un punt d'atur a valors en (NxN) U {=}.
Demostracid: Per tot {m,n)eNxN anomenarem T una aplicacid injectiva
i creixent de {0,1,...,mtn} dins (NxN)n[(0,0),(m,n)]. E1 nombre d'apli-

cacions injectives distintes és (m+n)!/m!n!.

Podem escriure:

105




m+n-1
{T=(m,n)} = IL‘J(.{ISmn|>a}ﬂ{(ri,ti)=1'(1), 1=0,...,m+n}ﬂ{1f:10 Us

1.)lia} 1)

que ens dona el conjunt T=(m,n) com a unions i interseccions finites
d'elements de F__ . W
mn
T és el primer punt en qué el valor absolut de les sumes parcials

S arriba a un cert nivell a, en considerar aquestes sumes en els

iJ
punts de la sucessid creixent {(rn,tn), n>01.

2. TEOREMA: T ES QUASI SEGURAMENT FINIT

E1 segiient resultat ens demostra que el punt d'atur T és finit
amb probabilitat 1, tal com podiem esperar deguf.a 1'analogia que guar-
da amb el passeig aleatori ordinari.
2.1. Teorema

Lim P({v >nl}) = 0

n+e
Demostracid: Distingirem dos casos A) u=0; B) |u| > 0.
A) w=0.

Fixem 8>1, 6§&R, i considerem les corbes del pla:

x = yS i y = x8.

Cada punt aleatori (rn,tn), per n prou gran, pot trobar-se entre
les dues corbes o entre una d'elles i 1'eix. Fent disjuncid de casos
i majorant s'obté:

8 § 1/6 s
Piv>n} < Plr >t p+P{t >r 3+P({t T<r <t 30{v>n}). (1)

Degqut a la simetria entre els dos primers sumands de (1) sera

suficient veure que

1/s 8 . : LN
P({tn 45rn§tn}r\{v>n}) 0, 1 que P{rn>tn) 0.
Escrivim:
8y - s, . s 6-1
Pir >t} = Pin>t +t '} P{1>(tn/n)+(tn/n) n- i {2)
Jonat que
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n
tn= Z (IfX
r

cy);
= ¢, €87

11

-,

tenint en compte la proposicid 1.1 i per la Llei Forta dels Grans Nom-

bres es té que (tn/n) - g (q.s.), aplicant-ho a (2) s'obté

[
P{r‘n>tn} + 0.

Ens queda per comprovar que P(An) -0, on

AL = tv>n) N (/< ra<tiy.
Direm Kn = (k=(0,k1,k2,...,kn) : k1.+]-k1. = 0 6 11, aleshores

P(A,)

D, P[A 0{|S. , J<arntr =0, ro=ky,...,r =k }] =
kEKn n rntn 0 171 nn

= > PIAN(S, .| < anG.],
kGKn n kn,n kn k

on Gk = {ro=0,...,rn = kn}.

Si considerem la segiient descomposicio de @: per o>0

4 3+o a 3+a
9={|Zxk -i-klin }U{lek 1'-k|>n } (3)
=0 Si017K f=o KT
i diem:
n
Skonok = Sk ek T o2 XkLik.
n n n n i=o i i

aixd ens permet escriure

' i+a <
P(AD S 2 PIA NG NUS, | <am ™0 ) X Ll
ke K, n’oon i=0 i i

tio
+ 2 PIA NG N{|S < am{|§ X0 .., 1>n 11 (4)
ke "R TRy o Kk

) n
Pel segon sumatori, que notarem 22, fem 1'afitacio:

n n 1t+g
2, < 2 PG NUY X, 0> 0T <
27k R R T
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n
<Q/(n'*%). X > X a1 2 e = (172, (5)
keK JG,  i=o0 "i* i
n* "k
deguda al fet que les v.a. (Xij) son i.i.d., centrades, amb variancia
02, i que els Gk son dos a dos disjunts i recobreixen 2.
n

L'afitacido (5) demostra que el sumatori,zz, convergeix cap a

zero quan n tendeix a infinit.

E1 primer sumatori, Zq, el majorem de la segiient manera:

n | t+a 1/8 §
Z] <2 PLUS, ok 1 2amtTr0 G nqe fxe <t ). (6)
k EKn n n
Si indiquem per BT( el nombre de variables aleatdries que sumem
dins S"( n-k * és facil comprovar que fixat n, i quan ens mantenim

n n 1/s

dins la regid {tn grngtg}, aguest nombre esta comprés (uniformement

respecte k) entre els segiients 1imits:

o {1/6)+1 ) L
{n/2)" < B < in/d)Ty {7)

de manera cue per a tot €> 0 es pot trobar un noE N tal que, si n>ng

es compleixi:
(a+n%+°)/VBQ < e, sempre que 1/(26)> a> Q.

Per tant, per a tot nino, i per @ i & que satisfacin 1'anterior

relacid, es compleix:
U< 2 PtUS, o 1/ VEY ) <erp(G,), (8)
n’ n

_g_ sOn independents de les
3 n .
variables aleatories que determinen el conjunt Gk'

ja que les variables que sumen dins S,
n

Fixat ¢'> 0, el Teorema Central del Limit ens diu que existeix un
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2

" tal que per tot n> n, i per tot conjunt UnEN de Card.=n,

PLOMRY L D X;l<erso(e) - o-e) + o,
(i,j)u_ "
n
on ¢ representa la funcid de distribucid d'una 1lei N(O,oz).
Degut a 1'afitacid uniforme resnecte k donada ber n tindrem:

G+
per a tot n>m = Hax{n_, 2([ n}/ " J+1)} es compleix:

PUS, 1/ Vek<iey < ole) - of-c) + e
n°" n -
En conseqiiéncie,

n
Z,iNE) - o(-e) + ', peratot n>m.

Com e 1 €' sdn arbitraris, queda demostrada la convergéncia

cap a zero de ):]n, i per tant de P(An).

8) lul>0.

L'esquema general de 1la demostracié és andleg al del cas p=0.
No obstant cal precisar certs detalls que hem de tractar de manera
diferent.

La particid donada per (3) no és ara adequada, ja que a (5) obtin-

driem, per {u|>0:
(1/(n"*2%)) ((n+1) 6% + nin+1n?)

que no convergeix cap a 0. Considerem la segiient particid:

n

n
A
2 =] Xk 1_k|in]+/2}U{l Z X j-k k>

i=o i’ i i=o i i

1+x/2}, A>0.

També obtindrem la separacio de P(An) en dos sumatoris:

- n n
P(A) = 27 + 25
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i la convergéncia cap a-zero del segon, 222, es demostra utilitzant
els mateixos arguments que en 1'apartat A). No és aixi pel primer suma-

tori:

n ' o 14A/2 Ak )
e UL

kek n
n
que estudiarem considerant el conjunt
' n.d 1+2/2 n,d
{1S, ,n_k|/(sk) < {a+n )/(sk) },
n n
on d<1 ha de ser tal que
d>((2+4x) 8/ 2(148)), & >1, 2>0.
Amb la condicid anterior, i per 1'afitacidé uniforme (7):
1;m [(a+n]+x/25/(82)d] = 0.

Aleshores, per a tot €>0, i per n més gran o igual que un

cert ng obtenim:

P S rrusy 1 /6M%<er -p6)] =
1 _'hEKn Kn2kn k . k

d-1
> (pusy 1 /et <e8MEh Lopge,) ) <
ek, kysn-k | 7Pk K k

IA

(1-d)(8+1)/s
[PUS: 1/8) < e(2/n) }-P(G, )]s (9)
éé&n Kpon kn k ) k

aqui hem aplicat altre cop 1'afitacid uniforme (7) i els arguments
d'independéncia de les S;j respecte els Gk que ja utilitzarem pel cas

¥ nul.la.
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Per 1a Llei Feble dels Grans Nombres sabem que: ve' >0, vy> 0,

am, tal que vm> m, 1 per a tot conjunt U cNxN de cardinal m

P{ln| -e;§(1/m) b3 X, A< Jul+e'1> 1-y,

Al J-
(i,3)0,
(/s 417!
Si prenem n>2([mg ]+1) = ny» es satisfa que B“kimo’
per tant
P{lskn'"‘kr! /8 <ll-e )<y (10)

D'altra banda, per a tot ¢ >0, € <|u, a partir d'un cert Ny
VN> n,:
-d) (6
E(2/n)“ e+ Juj= e'. (11)
Per tant, per a tot n>max{n ,n;,n,}, aplicant simultaniament

{9), (10) i (11) s'obteé:
n
2, <72 PG =Y, Y>0 arbitrari.
kek

I aixd acaba la demostracio.®
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