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INVERSION DE LA TRANSFORMATION DE
POMPEIU DANS LE DISQUE HYPERBOLIQUE
{Cas de deux disques)

MimouUN EL HARCHAQUI

Abstract

in this paper we extend the result established for the euclidean
space in |3} to the hyperbolic disk. This includes the reconstruc-
tion of a function defined in a fixed disk B(0, R} from its averages
on disks of radii r1, r2 lying in B(0, R).

1. Introduction

Nous proposons dans ce travail d'étudier le probléme inverse de
Pompéiu local des deux disques dans le disque hyperbolique. Il s’agit de
reconstituer un signal f connaissant ses moyennes calculées sur les trans-
latées de deux boules géoddsiques contenues dans une boule de rayon fixe.

Rappelons le probléme de Pompéiu des deux disques dans le cas eu-
clidien. Si x; et x2 deésignent les fonctions caracteristiques des boules
euclidiennes B{0,r;} et B{0,r2), on définit I'application:

P ER™) — EHR™Y)
fo—a*fixaxf)

appelée traditionnellement transformation de Pompéiu.
Si P est injective, on dit que la famille {B(0,7;), B{0,r2}) possede la
propriéte de Pompéiu globale. Si on désigne par E, 'ensemble

En={§:5>o, n>0, J§(€)=J%(ﬂ)=0}

ol J;_z est la fonction Bessel d’indice 7. On a:
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1.1 Théoréme {[5], [9]). La famille (B(O, r1}, B(O, r2)> posséde la
propriete de Pompéiu globole si et seulement si -:-; ¢ E,.
Nous allons maintenant preciser ce que nous entendons par la propriété

de Pompéiu locale. Soient B{0, R) la boule euclidienne centrée & V'origine
de rayon R et 0 < ry,re < B. On définit de la méme fagon I'application

P: 5(3(0, R)) — E(B(Q - rl)) X E(B(D, R- 1"2))

fo—larfixexf)

Si P est injective, on dit que (B(O,rl),B(O, ?“2)) posséde la proprieté

de Pompéiu locale par rapport & B(0, B).
Ii est clair que si lg propriét€ globale est non verifiee alors 1a propriéte
locale ne saurait l'étre. Le résultat local suivant est connu:

1.2 Theéoréme ([3], [2]). Soient ri,m2 > O tels que IL ¢ E, et
R > ry + 19 alors la famille (B(O, r1}, B(0, 7‘2)) posséde la propridie de
Pompdiv locele par rapport & B(0, R).

Plus précisement, sous les hypotheses du théoréme 1.2, il existe un

procéddé explicite permettant de construire deux suites d’approximations
{#1)i>1, (pi)i>1 & support compact telles que:

Jim (wrtos ftme G f)) = .

Cela permet, d’aprés ([3], [2]), de déterminer [ dans B(0, R) a partir
de ses movennes locales y; = f et xo = f.

Dans le cadre des espaces symetriques de type non compact X = G/K
ou G est un groupe de Lie semi-simple connexe non compact de centre
fini et K un sous groupe compact maximal de G, on définit, de fagon
analogue, la transformation de Pompéiu:

P:E(X) — EHX)
frs (Pl(f)spz(f))

avec

Pi(f)(z) = [  fla)s, j=12

¢B;
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oize X, g€ G: 9.0 =1z B, By deux boules géodésiques centrées en
w(e) = 0 € X et de rayons respectifs r1, 7.

La définition de P peut aussi s'écrire sous la forme d’un systéme de
produit de convolution sur Gt

Pf) = (f*f_cslaf*isz)

{Consulter la Section 3 pour la définition des opérations * et -).
Dans ce cas le resultat d’injectivité global est bien connu:

1.3 Théoréme ([4]}. Soit X un espace symétrique de type non com-
pact de rang 1.

Supposons que f € LI (X) et

| f@ys =0,

B

pour toute boule géodésique dans X de rayon ry ou ra, alors f =0 st
et seulement st les équations (p&““"ﬁﬂ}(rj) =0, § =1,2 n'ont aucune

solution commune h € C.

Le but de cet article est de généraliser le résultat établi dans {3] an cas
du disque hyperbolique. L'injectivité locale sera alors une conséquence
du résultat principal que 'on: énonce maintenant en supposant que le
signal & restituer est de classe C'°°, cas auquel on peut se ramener par
regularisation (cf (3, pg 273]).

Théoréme. Soient 0 < 7 < 1q, {r1+re < R), tels que les équations
1,1 )
Py =0, i=1,2

n’alent aucune solution commune A € C et (ep)p>1 une suile striciement

-1, Rp = (?“1 +T‘2)(1+
2

croissante de reels positifs et de limite

gp), P2 1, Ry =0, et telle que

R-R,
lim =2 =1.
prte R- R,
Pour tout p > 1,7 € [Rp—1,Rp| et k € Z*, il existe deur suites de
distributions (Uy),(B)) d’ordre < 5 & support compact dans B(0,R —
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r1), B(0, R — ro) respectivement telles que pour | > max{Ly, k) et f €
C* (B(0, R)} on ait:

1 2m ) ) i )
ar ), T )00 — s, f X iry) = (Bua f % )
¥ 1 gitd
L iy
T~ L{(R-7)7 zegﬁfR’) 82'027 f(z)|
ogi,jgé’

0% fr; = XBor;): J = 1,2, p=thr, R, = %R-{- iR, ety =
¥lry,me, R, 1) > 0.

{Consulier la Section 3 pour la définition de Uopération x ).

Le cas des espaces symétriques de type non compact de rang 1 {H*(R),
H™{C),...) sera traité dans un travail uitérieur en préparation.

2. Notations

On utilise dans ce travail les notations classiques qu’on rappelie
briévement pour la commeodité du lecteur.

Si G est un groupe de Lie on désigne par:

E{GY): L'espace des fonctions C° sur G.

D{G}: L'espace des fonctions C°° sur G & support compact.

E{D): L'espace des fonctions O™ sur D.

D(D): L'espace des fonctions £ sur D a support compact.

E'{D): L'espace des distributions & support compact dans D.

E4{D}: L'espace des distributions radiales a support compact dans
D .

H{C): Lcspace des fonctions entiéres.
B(0,7): La boule géodésique centrée A Vorigine et de rayon r.
B_{0,7): La boule euclidienne centrée & l'origine et de rayon r.
8i T € D(G) et f € D(G) on désigne par T la distribution: (T f) =
(T, 7) avec flg) = flg™"). g€G.

3. Rappels sur ’analyse harmonique
dans le disque hyperbolique

On appelle disque hyperbolique, le disque unité ouvert de C, D = {z €
C : |z| < 1}, muni de la structure riemannienne définie par le produit
scalaite { ), sur l'espace tangent T,(D)=R? 4 Den 2

()
R P R
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ou (u|v) est le produit scalaire euclidien usuel. Si on désigne par d la
distance riemannienne définie par ce procédé on a, pour tout z;,2; € D

|zo — 21| 1 1+ |z2|
| ¥

= d = —l .
d(z1, 22) d(O, -2 avec d{0, z) 5 og Tl

d
L’élément de volume est du(2) = % avec dmf{z) = dzdy si
z = ¢ +1y et le Laplacien-Beltrami est 'opérateur L = (1 —|2|?)2A, avec
52 &?
A - w + %E.

Le disque hyperbolique apparait naturellement comme un espace
symétrique de rang 1 obtenu comme quotient de G = SU(1,1) par
S0(2): Le groupe

G = {(§ b) € M(2,C) : [af? — b7 = 1}

a
opére transitivement sur ) par 'operation:
(g,2) e Gx Dr— gz =(az+b)(bz+a)"!

et le stabilisateur de zéro est:

So = {(g 2) :af? = 1} = 50(2).

Il est bien connu [7] que la fonction e, ,(2) définie par:

1—]z|? 7
e#|b(z):(|z__lb[|2) : IZ|<1

avec 1 € C et b € B = @D, est une fonction propre de L pour la valeur
‘propre u(p — 2).

Si f : D — C est une fonction mesurable telle que, pour tout A €
C, b € B la fonction

2 € D— fz)e_inr1,(2)

soit intégrable pour la mesure du(z), on introduit la fonction:
f: C x B —  définie par:

(1) Foub) = /D F@eminrip(2)du(2)
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que 'on appelle transformée de Fourier de f. Avec des majorations
usuelles on peut obtenir I"holomorphie en A.

On dit qu'une fonction C*, 4 : C x B — C, holomorphe en A € C
pour chaque b € B, est de type exponentiel uniforme R si, quel gue soit
NeN ona:

(2) sup e TP L DN N, b)] < oo
(MB)ECX B

On dispose alors de la “version hyperbolique” suivante des résultats
usuels concernant linversion de la transformation de Fourier et les
théarémes du type “Paley-Wiener”.

3.1 Théoréme {[7]).
i) Si f € D(D) on g la formule dinversion:

B &= [ [T bean@anGda

ot db est lo mesure > 0, invariante par rotation, de masse 1 sur
B.

ii) L’application f —— [ est une bijection de D(D) sur lespace
des fonetions (A, b) de type exponentiel uniforme satisfaisant
Péquation fonctionnelle:

/e,-).H,b(z)w(,\,b) de/e_,;A+1,b{z)w(~)x,b}db
B B

tii) L’application f — f se prolonge en une isométrie de L2(D, du)
sur L2(R* x B, (2m)~1A th(%):)d)\ db).

Nous allons intreduire & présent les concepts de fonctions sphériques
sur [ et de transformée sphérique.

On dit que f : D — C est radiale si f(2} = f(bz) pour tout z.€ D
et b € B. Une fonction sphérique est alors, par définition, unc fonction
radiale qui est aussi une fonction propre du Laplacien hyperbolique. On
trouvera dans [7], la preuve du fait important suivant:

Toute fonction spherique est un multiple par un scalaire complexe de
la fonction:

ealz) = f einr1,6(2) db
B
ou A est un paramétre complexe. On verifle que:

(4) L{gxa)(z) = —(1 + A)pa(z)
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On appellera transformée spherique d'une fonction radiale f telle que,
pour tout A € C z+—— f(z)_(z) soit dans L(D, dy), la fonction:

(5) o = fD FZhor(z) dul2)

On a alors 1'énoncé suivant:

3.2 Théoréme ([7]).

i) Pour toute fonction radicle f € D(D) on o la formule d’inversion:

1) = oz | F)or(@le #ah, ze D
avec
e = ().

i) On ¢ la formule de Plancherel, pour f telle que ci-dessus:

Q LR aut) = gz [1FOIER 2 ax

iil) L%mage par la transformation sphérique des fonctions radiales
de D(D} est espace des fonctions entiéres paires F' du type de
Paley- Wiener, ie; il existe B > 0 tel que, pour fout N € N, on
ait:

{7) supe” Rl AN < .
AED

tv) L’application f— fse prolonge en une isometrie du sous-espace
de L2(D, du) constitué des fonctions radiales, sur le sous espace

des fonctions paires de L*(RT, 2i). th(%A)dA).
i

Nous introduisons maintenant la notion de convolution sur G =
SU{1,1) dont nous noterons dg la mesure de Haar pour laguelle on peut

remarquer que
] Fd= f (f o) dg
D o

pour toute fonction f € D{D) ou v : G — D est la projection canon-
ique.
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Si f,¢ € D{G) on pose
(Frode) = [ omitan)ah= [ fr)eng)an.
G Je.

Comme usuellement, cette convelution s’étend aux distributions. En
mtroduisant la distribution 8 sur G définie par:

(8) bt f s /K F(k) dk

ot K = SO(2) et dk est la mesure de Haar normalisée sur SO(2), on
peut associer, & chaque f € £(G), une fonction f, € £{D) définie pax:

) from=fxéx.
Chague T € D'(D) induit une distribution 7 sur G par la régle:
(10) (T, f) =T fx)

(5iz = n(g) on & fulm) = ((6x)n fleh™)) = [ Flgh=1)dk =
Sy F(gk)dk, et ainsi le support de fr est contenu dans w(supp(f)). En
particulier f, € D{D)si f € D(G). 5i une fonction est considérée comme
une distribution on a: @{g) = ¢{w(g)}, soit (@)y = .

Ainsi, les fonctions, (ou les distributions) sur X peuvent étre identifiees
avec les fonctions, {ou les distributions) sur G qui sont invariantes &
droite sous l'action de K (ie: @{gk) = (g} pour tout k € K). On a
aussi une notion de convolution dans D'{ D) donnée par:

(11) Tl XTzZTI*TQ,

st I'une des distributions T; a son support compact. Cette convolution
est associative et vérifie T x § = § x T =T o1 § est la mesure de Dirac
a lorigine.

On dit qu'une fonction f sur G est K-birinvariante si f(kigk2) = f(g)
pour tout g € G et k1, ks € K. Si f € D(G) est K-bi-invariante, on
dispose d'une “Transiormée Sphérique” F donnée par:

(12) FH) = /G F(o)orla) dg

ol px{g) = pa(n{g)) par abus de langage. Il est clair que f, est radiale
et élément de D{D) et que fr = F(f).
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Nous noterons Dg{(G) l'ensemble des éléments K-bi-invariants de
D(G).
On a un analogue du thécréme de Paley-Wiener:

La transformation de Fourier sphérique établit une bijection de Dp{G}
sur 'espace des fonctions entiéres paires de type de Paley-Wiener.

Cette bijection se prolonge en un isomorphisme linéaire entre ’espace
EH{G) des distributions K-bi-invariantes & support compact dans &G
et 'espace des fonctions entiéres paires & croissance polynomiale sur
R. La correspondance entre £{G) et F{£,(G)} est un isomorphisme
topologique d’algébres ([7]).

Nous aurons 'occasion d’utiliser les fonctions (p&“’ﬁ)(r) définies par:

1 1
3 000 = F(Glo+iNglo-iNia+ L (ot
ou F est la fonction hypergéométrique de premiére espece.

Rappelons que la fonction F admet la représentation intégrale.

Le)
(BT (v - B)

pour Revy > Ref3 > 0.

1
Fla, By 2) = /O P - AN — )Yt

Teip= o+ 8+1, et la fonction ¢y n'est autre que wgo,o) {cf: [7]). {on
renvoie & [6] pour les fonctions hypegéométriques).

Nous utilisons de fagon fréquente dans la suite le résultat du calcul
suivant que nous rappelons pour la commodité du lecteur:

3.3 Lemme {[4}). Soit xp(o-) !'indicatrice de la boule geodesigue
centrée & l'origine et de rayon v > 0. Lo distribution X g,y est radiale
et a pour transformeée spherigue la fonction

(14) %80 = 7(shr)(chr)?o{V(r).

Preyve: On a

Szon (V) = j () du(z),

0,r

en coordonnées géodésiques polaires, t = d(0,2) et 8, on a z = (th t)e’?
avec |z] = th t. La mesure dp s'ecrit {[7, page 84])

(15) dp(z) = %sh2t dtdo
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Ainsi

T 2
XBo,ry(A) = é /0 /0 w(th t)sh2t dt df

= 'ﬂ'/ F{v,1 —v;1; —(sht)?)sh2t dt

4]

avec v = 3(1+1X). D’apres {[6, (22) page 102]) on a

Fly,1—-v1;2) = {%[zF(v,l—u;Q;z)]

et il vient
sh2tF{v,1 — v; 1; —(sht)?) = % [(sht)QF(v, 1—w2 —(sht)Q)]

d’oil
‘}EB(O,:‘)(/\) = W(Shr’“)gF{V'. 1- vy 2; _(Sh.’-")z).

Enfin, en utilisant 1'égalité [6].
(16} Fla,byc;2) = (L= 2)"%"%Flc—a,c ~ byc; 2),
on obtient
w(shr)?F(v,1 — v;2; —(shr)?) = ?T(Shif‘)z(ch'f‘)zlpgl’”(i"). [ |
3.4 Lemme ([4]). La transformée spherigue de la distribufion radi-

ale o, mesure d’intégration normalisée sur 8B(0,7) pour Uelement de
longueur hyperbolique, est.

(17) Fr(A) = 0 ().
Preuve: On a

r(A) = / oa(s) dor(s) = o> (r) dor(s) = 0V(r). m
BR(0,r) 8B(0,7)



PROBLEME DE POMPEIU DANS LE DISQUE HYPERBOLIQUE 143

4. Quelques lemmes preliminaires

_ a\™\" , a\™\’
4.1 Lemme. Soient ((E) ) , {respectivement ((a) ) JA

T L

{'operateur differentiel ddjoint de (%) , (respectivement de 5 A

concu comme opérateur differentiel Ryperbolique, et o la distribution
dans D définie par: §o(f) = f(0), f€ (D). One

o (E))smer(z)s
o (E)ser)

Preuve: On désigne par { ), (resp { ).}, la dualité hyperbolique,
{resp. euclidienne).
)n

(i) Soit f € D(D) on a:
(&)Y or-
~ 6o, T3 (%)nm
- @ (2) 0.
- (-0 (2) e
=0 () o e
- (-0 (2) &

ce qui prouve (i). La preuve du point (ii) résulte de {i) en remplacant 2
par z. B

N

/‘*\/‘—‘\ Eﬂm
|Q= %I‘m

ja

4.2 Lemme. Soit S, la distribution définie par:

S

ona (i) Sa{A,b) = b Py (—iA)

¥l

)n)*én, sin>0

)'“') o, sin<O

Flo



144 M. EL HARCEAOUI

it) 8, = (-1)*5,

ot: Po(—=iA)=(1-2)({1 -+ (1 —-3+2)... (1 -v)+n—-1)=
11(4;(;%1”:_@, aveec v = %(1 +i)) et Pz} = (%(I + 1)}(%($ + 1)+

.. .(3z+1}+n-1).

Preuve: (i)sin >0 on a:

s = {((2)7) oot
(5 (&) ecosto)

= (%)n ler-ixs{2)], ¢
(@)
b

It

n 1— |2|2 LIS REEY!
|:<|.€—5|2) :|z=0

Z
- {1 - )+ ) ({(1=)+2) .. (1—v)+n—1)

Dans le cas n < 0 on montre, de la méme fagon, que
Sn(A,B) = b Py (—iA) = 87 Py (—14).

Pour (ii} on a

5. (0 b) = {Saye1-in(2))
= {Sn, €1-ar(—2})
= (=B)*Pa(~iA) = (~1)75,(A,0). W

4.3 Lemme. Soit Hy, le polynome defini por
_k .
17 stk >0
19 Hilw) =
{19) () {w”" sik <0,

et o, lo mesure d’intégration de masse totale égale a 1 sur 8B(0,r),
bord de la boule géodésique centrée & l'origine ef de rayon r > O dans

D {do, = 2—-) congidérée comme distribution radiale dans D (pour lo
T

structure hyperbolique). On o

1
S x T
(5] = 1)Hchr)z kX Lok

(20) H;CG}. -
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ot T, 1 est lo distribution rediele dans D définie par:

0 = |w|?

&t—1
) Tuw = (55EE) xmomtw) (21D
obwe D et p=1thr et S; est définie dans le lemme 4.2,

Preuve: Nous remarquons que si w = pe'®, on a Hy(w) = pliFle—*¢
pour tout k € Z*

Hio (A b) = (Heor,e_ias1p)

[ Hwlennsw)don(w)
8B(0,r)

k 2w
M

= e-.;;..,.l‘g,(pew)e_ike de, avecp=thr
27 Jy

_ o / T R
2r Jo \Tpe® — 47

1-—
:gkplkl 2”( 1-p? ) Vez'kadg’

2 0 lp— e
or, d’aprés ([7]}, on a pour tout k € Z,

1 2 1—,02 1_U. .
22) — — 9 40
@ 5 ] (peor) e

_ Mk +1 - v)

Fv,1 —v;|k| + 1; —(shr)?).

|&)!T(1 — &)
Par suite
— B g2kl 2
(23) Hpop(Mb) = ——— P (—EXFi, 1 — vy [k| + 1; —(shr)*).

K[!
D'autre part, d'aprés le lemme 4.2, on a
(24) Sk x TprlA ) = 82, 0). 55 () = B* Py (=N T i (M)

Pour finir la preuve, nous allons calculer la transformée sphérique de
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Tpr Ona
2 2 k-1
= P =l
Baor- [ (27t
P,k( ) B 1_|w|2 ¥ /\( ) }u‘( )

,02 - |’!.U|2 ) I+l 2)"_2 2) ( )
= — 1— || Flu,v; 1; |Jw|*)dm{w
Lo (i) ¢

P
= 271'/ (0* — O — 2y -tk Ry b1 5%)sds
)
2

o
=w/ (62 — )¥=1(1 — §)*~ 1= W F (s, 3 1; 5)ds.
[t

D’aprés {[1, Théoreme 2.3, page 418]) on a: si o > 0, ¢ > 0, et
0 <y <1 alors:

Rl S )“‘CF(a b+ e+ i y)

2= c+,u f(y )1 — )2 #2° F(a, by ¢ 2 )dz.

On applique cette relation avec y = g%, p=Jkl, c = let a =b=v.
On trouve

25)  Tpa(0) = M= 22T Py + (KL R+ 150%)

= mp2|k|(chr)2F(v, 1— v k| + 1; —{shr)%)

la, derniere égalité résulte de la relation: [6, page 64 (22)]

(26) Flabje;zy=(1—2) *Fla,c— b g . i l) pour |z} < 1.

Finalement, d’aprés (23}, {25) et le lemme 4.2, on a:

(27) Heor(Ab) = S0, ). Tpx(N)

w{lk| — 1)i(chr)?
d'oll, compte-tenu des lemmes 4.1 et 4.2

1

m“:ﬁw—nmmy

SkXT'k

-1 k ‘
m((%)k%) x Tpr sik>0

—1)k : ‘
WI(—IH))T(EW ((%)!kl ‘50) X Tpn stk <0

d'ol le lemme. ®
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4.4 Lemme. Soient a,, ag, a3 trois nombres réels strictement posi-
tifs, k un entier positif ou nul et

(28) 8(A) = i (@)l (a2)el ) (ay).

Il existe des constantes Ly, Ap > 0 telles que, pour tout entier | > Ly,
i existe py €}, 1+ 1] tel que:

(i) St |ImA| 2 1 et |\ = Ly ou bien

(it} Si |A| = g on aft:

20 glertaatag}Imi|
(29) B0 > e

De plus, si § > 0 est donné et si ay,00,a3 € [6,671], on peut choisir
Ay et L dépendant seulement de 6 et de k.

Enfin on peut chotsir la suite (p)i>1, dépendant seulement de a,, ao,
ag et de k.

Preuve: Puisque la fonction & est paire i suffit d’effectuer la preuve
pour Rel > 0.

Nous allons utiliser le développement asymptotique de F{v, 1 — vk +
1, —{sht)?) par rapport & la variable v [8]:
Pourz=ch{,{=£6+inoi £ >0el|n <mona

(30) F (a+'r,ﬁ—7;’?; %(1 —2))

Nl—‘(l—ﬁJr‘r)P('y) atB-1pq _ ~Cyi- —C\vy—a—fF-1
ﬂI‘('y 5+T) (1—-e™®)z277(1+e %)

[(" ‘G)CZC I{s+= }T T2 4T 3)e (”"‘)(Zc Ps+= )‘r
s=0

valable pour |7| assez grand ¢t — 5 —wy + 6 < Arg7 < § +w; — 6, pour
tout § > 0 et ol

we = Arctg(2), wi=-—Aretg(¥F"), sin20
wy = Arctg(TE7), wr = —Arctg(F), sin<0.

On désigne ici par Arctg la détermination principale de Arctg : —§ <
Arctg < §
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Dans le cas particulier ol a = § = 3, vy =k + 1, z = ch2t {t > 0} et
:%onaz co=ch=L1-v=31-d)=0F-Tetv=a+7=

.
1(1 + i)). Par suite (30) s’écrit:

(31) F(v,1 —vik+ 1;—(sht)?)
(FEL2N
= C(\k,t) [(e““—-> + eﬂ“%)*’*e—f(*”ﬁ) = o(e 3”)]

Az BIk:
avec
T{vikl
(32) C( k) = %(th £y *(sh2t) "2,
soit encore, en ne conservant gue le signe + dans les expcnentielles
eE*+3NT oo qui est possible car Im{ch2t) = 0 ([8, page 289)):

(33) F(v,1-v;k+1;—(sht)?)

= C(Ak,t) 25\.)* cos{ M — {2k + l)g) +O(%~;I—t)].

Ces développements sont valables pour:

—n+ 8 < Arg A < § + Arctg( )
(34) ou bien
—-7 4+ & — Arctg(3h) < Arg A < 6,

[ImAft
t € [0,7] et |A| assez grand, le O ( N ) étant uniforme par rapport &

|2

t € [0,7). D’autre part on & Fle,bic; z) = F(b,a;¢; 2} et, ainsi, (33) est
valable pour: '
—Arctg()+ 8 <Argh<m -4
{35} ou bien
§ < Argh < 7+ Arctg(g) — 4.

On obtient alors, par recollement des cas (34) et (35), que le
développement (33} est valable dans C lorsque [A| — +00 {on choisit
0 < & < Arctg(3-))-

D’aprés (16) on a:
W) = Flk+ v,k +1 -k +1; —(Sh"‘}z)

(ch % g bl vk + 1, —{shr)?).
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On observe, comme il est bien connu,

I'() 1 2\* 1
(36) RO ~ e (;) 7% pour |A| assez grand

par suite, ¢n a

C ( ) | Fred]e
(37) gogk My = A: cos(Ar — {2k + 1)~ )+O(Tf\|—k+'§)

avec

ko2 O\
(38) Cilr) = 7 (m) .

Exprimant, de méme, wf\l’l)(aj-), i =1,2, nous en déduisons 1'egalité:

(2k + D
)

O el!m.\l(a1+az+a3)
( Elas: )

(39) 600) = —25_cos(ah — o7 cos(ash — ) cos{ash ~
Z 4

Ak+7

avec

(40) Ck = C’k(al,ag‘a;;)

Kt RN R L S
- (/7)3 (shalchal) (shagchag) (shagcha3)

Nous allons maintenant étudier la fonetion # & travers I'étude du pro-
duit

(2 + 1)

4 )

5 .

cos{am A — -E) cos{agh — 3—415) cos(agA —

Sotent V = {(21 + 1)%, { € Z}, 'ensemble des zéros de la fonction cos

et d(A, V) = Min(l,dist(X,V)). La fonction cosinus vérifie I'inégalité
globale de type Lojasiewicz:

dA VY im
{(41) leos(A)] = —ﬂ_e—e“ AL

Nous allons commencer par évaluer le nombre de zéros que ce produit
peut posséder dans un intervalle [{,7+ 1], 1 entier. Si a est un réel > 01l
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y a au plus [E] < & géros de cos(ah — Q-k-:ll) dans (1,1 + 1]. En effet
oo
chercher combien d’entiers n sent tels que:
2%k + 1

ai = (T + -g +nm € [al,a{l + 1}],

revient a chercher combien de fois on trouve 7 dans a. Il ¥ a donc au

plus [a—lj-?ﬂ] zéros du produit ci-dessus dans [1,{ + 1].

On partage {{,I + i en N = [m

de ces parties est sans zéro. La longueur d'une telle partie étant

] + 1 parties égales. L'une

LS.

N mta+a+7

il existe un cercle de rayon g €]1,1+ 1[ tel que la distance de p; aux zéros
du produit soit au moing

T
2(01 +a2+a3+7r)'

Alors la distance de A tel que |A| = p; aux zéros de la fonction

{2k + I)w

i)

A +— cos{a; A —

T
2{ay +ag+az+ )

2k+1 ; . . , X
(a; M — g—’;ﬁ) aux z€ros de la fonction cos est supérieure ou £gale a

a;m

g

2(a1+ag+a3+7r)'

est supérieure ou égale i , et ainsi, la distance de

Par suite, pour {A| = g, on a

2k+1 i ;
|cos{a; A — u)] > —Min|{l, % @ilmAl
4 e 27 + a; + a2 + az)
> Min 1 1% . g2 lmAl
= 2e(n + ay +az +a3)’ 2we{m + a1 + ag + as}
Min(lﬁa}') e [ImAl

~ 2e{w + ay + az + a3}
Par ailleur, si {ImA| > 1, nous avons

(2k+1}w)|2%

[Im (aj)\— 2
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et la distance de {a; A — @k—:l)-”-) aux zéros de la fonction cos est au moins
a; et done

B (2k + l)w)l > Min(lsaj)eaj|1m)\|.
4 = e

| cos{a; A

D'ol, pour |[Immd| > 1 ou |A| = o1, o0 &

(2k + 1)m Min(1, a;)e% ™
N > .
(42) | cos(a; A Iz 2ex(m + ay + a2 + a3)]

Par suite pour [ImA| > 1 ou jA| = p; on &

(2k + 1)7r)
4
H 2 Min(1, a;)e% ™A
[28?’((71’ +ay + a2 + 33)]3

{43} |cos{a1 A — 3%) cos{azh — %E) cos{asA —

Finalement
(44)

180 2

Ck(ahaZgaB}]___[?i? Min{l’aj)eajﬂm)\l ‘ (e{al+az+ﬂ.a)|1m)k|)|
[Zem(n + a1 + ag + a3)[3|A[F+2 |A|k+E '

Ainsi il existe Ly tel que pour I > Ly on ait: Si |A| = gy ou |[ImA| =1
et |A| = Ly alors

Ag
45 1Y > e(ﬂ,)_—‘,-ug—‘,-ag]”m.\l
(45) 0 2
avec
Ci(a1, 02, as) [[}Z] Min(1, a,)
2[2en(7 + a1 + 02 + @3)?

(46) A =

4.5 Lemme, Pourtoutk e N, r >0 et AeC on a:

Lle™ e|fm)\|r
(shrehr)k | Pe{id}]

(47 R =15 )] < pour A £ (2m + 1)i,

(m € Z).

Preuve: D'aprés [7, page 60 (73)] on a

D(v)k!

(48)  F(v,1—wvik+1;—(shr)?) = RO OTL

O p{thr)
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avec
JETEN
1—(thr)?\ ¢
— , ko L k
(49) ¢A,k(th ‘:‘") = L Bh\_;_l‘g,(th ?"}b db L ( |th - b|2 ) B*db.
On a . )

1—{thr) < 1—{thr) _

lthr—b — (1—thr)? '
par suite

Ik
1—(thr)2\ *
[tk T — b7

En utilisant 12 relation {48) on trouve

<emelf™Ar dou |gaslth r)| < e e,

50O = oo )2k|F(v, — vik+ 1 =(shr)?)|
k!
= (shrchrY Rl P (i)

kle™ elImA]r
< ]
= (shrchr)® |Po(in)]

@ kith v}

4.6 Lemme. Soit f une fonction O dans B{0, R) ei, pour chague
D<r<R z2=pe¥, p=thr

(50) HOE =Y a(p)e™?
keZ

le développement de Fourier de la fonction 2m-periodique 8 — f{pe*®),
évaluce en 8 = .
On a
1
i E#0 =
(i) pour k # 0 ar(p) o chr )R] = 11

(it} pour k=0 aolp} = (xoB0.s) )

{Sk % Ty ks f)

Preuve:

2
ax{0) = %f flpe)e*4dg
_ { I fuie, fw)@)F doy(w)  sik>0
- p_—k' f|w]=p Flw)w) *doy(w) sik<0
1

~ == [ fw)Hilw) doy(w)

%]
P lw|=p
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pour tout & € Z, ce que 'on peut écrire
1
(51} ax(p} = pr < Hgor, [ >.

Or, d’aprés le lemme 4.3, nous avons

1 :
- Sk X Ty pour & # 0

Heor = L R = 1

d’ot le lemme. ®

5. Reconstruction de f

Nous suivons la méthode de [3]. L'idée de base consiste & constru-
ire deux suites de distributions radiales p; = wm(r, k) et v; = w(r k),
éléments de £4{D) pour tout { > 1 telles que:

(52) Tor = zl_ljg) [m X XB(o.r) Y1 X XB(O,rz}]

car, alors, on sera capable de restituer les coefficients ag{p) du développe-
ment en série de Fourler de f, conformément &

(53)
1

ar{p} = }E& el (chr V2 (6] — 1! [<#£;Svk x [ x X1 )+{, Sk % f )fz)]

en utilisant la connaissance des “moyennes”, f x ¥%; et f x ¥2. Pour cela
nous introduisons une suite strictement croissante: {0 = R < r1 + 712 <
Ri < Ry < --- < R, /' R. et une suite {(g,)p>1 strictement croissante
telle que: Ry = (r; + r3}{1 + €5}, en exigeant de plus que

im 2 fem1

=1
p—toe R— R,

On pose 3p = gp{r1 +72).
La décomposition de T}, x va dépendre de la valeur de I'entier p tel que
T € [Rp_1, Rp|. La transformée sphérique de T, x (p = thr, k € N*) est:

fp_k = %(chr)z(shr)%go&k’k)(r) = w{k — DH{chr)2(shr)?*Ge(d, 1)
avec

1
(54) Ge(A ) = el ).
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5.1 Proposition. Seient ry,v2 > 0, {ri + r2 < R) tels que les
équations:

(1 9]
(55) { {r:) =0

W) =0,

n'atent aucune solution commune A € C. Pour tout k,p € N,r €
[R,_1,Rpl, tl existe deuz suites de distributions radiales (explicitables)
pi v (> 1) wérifiant:

(56} |Gk(Ar) — (Ga(A, r) (X)) + Go(A r2}T (AN

’ 3 RplimA|
< %(shrchr)_k%e——m———

pour { = max{Lg, k) et ||A|| = max(1,|A]},

k“’\”:ie(rzh@p}lme

57 m{ M| < (shrehr)™

- i [[A]Belra 8ol ImA|
58 TN < M (shrchr)™® I -
(58) B < € (shrahr) # s

avec ¢’ une constante strictement positive dépendant de v1,7o, R, et £,.
La constante " depend de plus aussi de l et de k.

Preuve: Nous allons appliguer le lemme 4.3 avec a3 = r1, @2 = rz et
a3 = ep{r1 + 72).
Posons pour la suite

{ (7)) = Gi{Ar)Gi{Ar2)Gr(A, Bp)

(59) o) = Gelrr).

L'idée de la preuve consiste & utiliser la relation

1 9 dc = { g(A) silA < p
0

(60} == .
2T Jigi=p § — A si Al > pr.

Seit ¢ un entier & fixer plus tard. La relation (60) peut aussi s'écrire
sous la forme:

1 4(Q) ¢70(Q) — MO(N)
SR /th, o) (=x %

24w
90 gl¢) d¢ { g(N) silA <p
2?7)‘ ()f—piCQ(-)(C)C—/\_ 8 si|Al> o
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On introduit la fonction entiére paire

_1 5¢) ¢T0IC) — MO
(62) Hi(\ = %im /|C|=.o: 8(0) &S dq.

C'est 'interpolation de g sur les zéros de la fonction A?@(A). La parité
de H;{X) est indépendante de celle de ¢. On peut choisir la suite {e5)p>1
pour que les couples de fonctions

G\ ) et Gi(A, 5Bp)
(63) { Gi{dra) et Gr(A, Bp),

soient sans zéros communs dans C, en effet soit 4; = {)\}, j € N}
I’ensemble des zéros de la fonction A — G(A,r;). Pour tout j,k € N
on désigne par A; ;i I'ensemble dénombrable des zeros, dans ]0,+00f,
de la fonetion r +— G(A},7), qui est réelle analytique et non nulle

(Gk(Aj,O) # 0). 11 suffit alors de choisir la suite (€,)p>1 telle que pour

tout p e N
B¢ | ) (ArseUds;n).

FkEN
Le théoréme des résidus donne:
{64)
Hi(A) = MG (0, 710G (A, r2) g3, (A + AIG1{A, m1}Gr (A, Bp)ga ()
+ XG0, 12)Gr(X, Bp)g1.0(A) + ©O(AYP(X)

avec
(65)
_ Gi{A,r1) ™71 Tg(Q)(¢ — o)™
i = Do Tonfa) - 1y agmed R L
|°|r<.101
(66)
_ Gahra) @1 (g — )™
i) = X Tnla) — 1) g FEareril
|el<pr
(7)
_ Grl(A, ) dm [g(o(c_a)m“*}
@)= D el - DI | (3000 ..
|al<py
(69)

-1 -2 ... -1
P = R (SO OS2 0T ),
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od m{a) est la multiplicit€ de o. Il est clair d’aprés {37} que m{a) =1
pour | A| assez grand comme on le voit en utilisant le théoréme de Rouchs,
Nous ne savons pas si m(a) est constament dgale & 1 pour les valeurs
petites de |A|. '

On observe que si o est un zerd de A — A?O(A} on a:

gla) silal <p
6 silal>p

(69) | Hi(a) = {

car

gl§) _d¢ _{9()\) st [Al < o

1
H,\—i-f/\q@)\'/ —
“H) 2w 3 0 st |A] > pu.

= IO C—A T
Les distributions et v; seront alors défnies pé.r:

(70) { B{Ay = MGi(Ara)gaiflA) + MG, Bp)ga(A)
(XY = X9GR(A, Bp)gia{A) + PAYG (A, 713G A, Bp)

et ceci nous fournira la factorisation suivante:

{71} Hi{A) = m(XN)Gi(d 1) + 5{A)Ga(X ra)

et les estimations sur || et |27
Nous allons commencer par montrer que la famille (H;),, ;, est bornée

dans E:EB')
Nous disposons des inégalités suivantes: {(lemme 4.4}
(72)
r [fmk|r
e e
A <
9O < F R 1B
(73)
oRp lImAIR,

O < erchirs ) (shrachms) (s, chrz, Y 1P N ET PRGN

les constantes e” et e®r peuvent étre remplacer par e®. On choisit { >
max{Lg, k) > 2, pour |[A| = pr. D'aprés (29) on &

] o] ok . elfmAlR,
(shrychry)% (shrachrs)® (shiBychB,)e+1 pf+%

(74 o) =
avéc
1 [min(1, 71,72, Gp))°

V2(y/m)®  [er(z + R)]3

a=clrn,r,R) =
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De plus on remarque que si Red > 0et A# (2m+1)ime Non a

(75) BN > (%)k

car, pour tout k € Net z € C tel que Rez > 0, 0n a |¢+ k| > j2|. Comme
la fonction g est paire on peut supposer que Re(iA\} > 0. Par suite (72)
s'écrit
2ke?“ lB|Im)\|':"
lg{M)| < TR
(shrehr)® A

(76)

Pour estimer H;(}) lorsque |A| > g nous utiliserons I'éxpression:

g(¢) d¢

1
Hi(A) = —5—A0(}) N It

Les relations (74) et (76) donnent

e” (shrichr} (shrachra) ¥ (shBpch B Y+ A9V

[H(M) <

cl(shrchr)’“p?_% |Al = ot
< e (shrichry)? (shrachra)? (shBuchB,)5 % [A5|O(N)]
- o1 (shrehr)* [Al — o’
avec g = 5.
D’apres {73} et (75} on a:
ez IAIseRPHmM
77 H(\) < )
) N = Cahrohr ¥ RGN - 21
avec

462R 3 1 1
X {shirichry )2 (shrochry )2 (shBpchB,)?

¢y =ca{ry, 7o, R) <

S C;(rlz»?'z:_R) = 6;2

Pour estimer H;(A) lorsque |A| < p nous utiliserons cette fois-ci
I'expression

H(N) = o3) — - A%0() 9()

¢
2 I¢|=0: CSQ(C) C - X
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11 vient
Co P\|36Rp|1mk[
Hi (DY < lg(AY) + ,
< o fo e TR o )
er eRpilmAl e |A|3€Rplfm/\|

= (shrchr)® | Pe(id)] + (shrche)® |PL (i) {(p — |A])

o eR,,].’m)\l JMB
< - I+ ——— .
(shrehr)® | Pe(id)| ( pu— P\|)
On déduit de cette derniére inégalité que, pour [A| < {—1 on a {car

=2 1)

2, ||MfeRlim

(78) S e B

avec [|Al] = max(1, |3},

d'ou, si |A| ¢ [I — 1,1+ 2], puisque |[A] ~ o] > 1, on a:

o b IDIPeRm
= (shrchr)t | P(id)|

(79) |51 (A)

Dans la couronne ! — 1 < |A| < 1 + 2, le principe de maximum donne :

R
= (shrchr)® | Pp(i))]

(80) {H ()

La constante cj étant indépendante de k. On déduit de (79) et (80)
que (80) est exacte dans € en modifiant la constante c¢j éventuellement.

On conclut alors que (H,};>1 est un ensemble borné dans

Ezp(C) = lim Ezpyn(C)
N>

avec

Expn(C) = {f € H(C} : ilé}éﬁ‘”'”lf()\)l =1 flly < o0}

Ce que nous voulons montrer est que, en fait, (HE)!Zl est un enscmble

e

borné dans £'(D): c'est-a dire qu'il existe A > 0 tel que
IH(N)] < AL+ et de .

Nous allons d’abord estimer Hj(A) pour A =z € R.
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Nous savons déja que, pour |z| ¢ [{ - 1,1+ 2],

2cy  ||z]|Pe®
{shrchr)® |Pu(iz)]”

|Hi{x}| <

Pour z € [l — 1,1+ 2] nous écrivons
H;(x) = Hy{z} ~ Hg+3($) + Hg+3(5€)

avec

2, |lz|Pe®
shrehr)k |Pi(iz)|’

B)  |His(a)l < si fa| € [0 — 1,1 +2],
il suffit done d'estimer (H; — Hip) ().

Soit I'; le bord du domaine défini par: {Rex > 0, ;v < A £
piv1 et [ImA] < 1}. Avec un choix convenable de I'orientation on a:

5
(82) Hi(z}— Hyslz) = (/r /) gfé)oc}g 2 é*z == }dc’

pour{eNetl-1<z<{+2

[¢°0() ~ 2°0(z) _

£ — =| |w z|<5

2 wow))

c5 ||=(1*
(Shnchﬁ)(shrgchrg)(shﬁpchﬁp)k | Pr ()]

avec une constante ¢f indépendante de k.
Pour {€Tjet!l -1<a<{+2

1$°e(¢) — 5@(&’«‘)I < [¢P6(0)| + [z°(z)|
. 26} [
= (shrichry}(shrachra}{shB,chfB,)* | Prliz)|

aingi pour |z e —1,{+2jona

o 1

(83) [Hi(@) < (shrchr)* ||z|| 3| Peliz)|

avece ¢y indépendante de k.

Finalement une telle inégalité est vraie pour tout x € R, avec une
constante au numérateur indépendante de k. Pour avoir des inégalités
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dans € nous utiliserons le principe de Phragmen-Lindel6f, dans chacun
des quedrants ReX 2 0, ImA 2 0. Par exemple, dans Red =2 0, ImA 2
3, nous considérons la fonction holomorphe.

. i ‘ 2_
(84) ad)=0(+7) 3P (A Hi( Myt
Pour A = z > { nous avons d’aprés &83) ave¢ une constante ¢,
o c \ Yy )
indépendante de & et de {, de la forme, W, ol ¢ est indépendante
de k&,
3
(55) o)) <o
((z+ )7+ 32)

-Pour A = iy, nous avons d’aprés (80} et toujours avec ¢ comme
précédemment,

1\ 3
(56) il < (v+5) Il

On en déduit que g; reste bornée par une constante indépendante de
I et de k dans le quadrant Rei > 0, ImA > 0 ¢f donc
lyS ™

(87} |Hi{ A} < CW

On traite de méme le cas des trois autres quadrants.

Ainsi (H;)i»1 est bornée dans £4(D).

Montrons & présent que:
lim Hy(A) = g{A)},
{—0o
sur tout compact comme conséguence de I'inégalité snivante, valable pour
Al < o

Al
(shrehr PN (o — W)

(88) | H:(A) = g{M)] € ¢z

; ]
Si[A[ £ 5 ona

C_‘Z ||A”3€R,,|Im)\|
I {shrchr)*|Pe{id)]

|Hi(A) = g(M) <
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Si\>4ona

|H:(%) — g(A)]

[

(M) + [g{M)
2¢9 ”,\“3eRp|1m.\|
=TT (shrehr PRGN (o1 — N

Ainsi, pour [A] < g
ca |[A|PeBelTmAl
1 (shrchr)*| Py (i)

{90) |H:(A) —g(M)] <
cé qui acheve la preuve de {56). les estimations {57) et (58) s’en
déduisent. B

Nous sommes ainsi en mesure d'énoncer:

5.2 Théoréme. Soient 0 < r1 < ro (r + 12 < R), tels que les
équations

1,1 .
V) =0, 5=1,2

n'aient aucune solution commune A € C et (gp)p>1 une suite strictement

-1, Rp = (T‘l +?“2)(1+
2z

croissante de reels positifs et de limite -
€p), P21, Ry =0, et telle que
R-Bpy

oo R~ Rp

Pour tout p > 1,7 € [Rp—1, Rp| et k € Z* 4l existe deux suites de
distributions {U4),(B;) d'ordre < 5 & support compact dens B{},R —
1), B{0, R — 72} respectivement telles que pour I > max(Ly, k) et f €
C* {B(0, R)) on ait:

pa
OO |o [ 1o a0 - s x ) = 811 % )

~ Fti
< - ———
S TR =77 sengn, 10702 f(z)
og@,jg:?

0% pr, = XBlog), 3 = L2, p=thr R, = §R+ %Rp et v =
y(ry,re, Rye1) > 0.

Preuve: Pourtout k€ Z* on a

(o) = &
AT SR chr Y2 (R - 1)

!(SA: X Tpks f}



162 M. EL HARCHAOUI

La transformee spherique de T, i est:
A— w([k| — 1)}(chr)?(shr) *I G (A, 7).

On applique la proposition 5.1. On peut trouver deux distributions ex-
plicites, radiales, y; et v; telles que supp(y;) C B(0, R, —r1), supp(vy) C
B(0, Rp—7y), et, telles que, si T est la distribution radiale de transformee
spherique:

Ti(A) = (shrchr)F (Gl (A r) = G r)E(N) — Gi{A r2)B ()],
on ait Yinégalité:
¢ [A]feslim
PPN

ol la constante ¢ est celle qui apparait dans 4.1. On définit les distri-
butions:

‘ﬁ(,\)‘ < pour [ > max{Lg, k),

(shrchr)l®

. = ok EGahr 7
B {(shrchr)I¥!
(93) Bi= n{chry)2(shra)? Sk x v
Alors
(94)
27

5o | Floe)e™*0d0 — @, f x ) = (Bry f % firy) = (T, S % f).
0

Nous allons estimer (?E,S‘k * f) en utilisant la transformation de
Foaurier.

On introduit une fonction radiale ¢, égale & 1 sur B{0, %R+ %Rp) et a
support dans B(0, R,), avec R, = 2R + }R,, que l'on peut choisir telle

que
5+ <
)| <

A
(B-r7)7

sup
0<i,j<3
lz| <R,

pour une constante A > 0 indépendante de p.

{Ti, Sk x £ = |{Te, Sk % (¥pf})|

~ Ay A
<o [ TP EDIEDOBIN S )drd
T JrtxB

¢ a7 TA
<o [ @A,
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D’autre part on a, pour tout n € N,

LR (Fe) 0 b)] = | (1+22)" | [(r)n0)

] L™ () (2)einsra(2)dps(z)
B(O,RY)

: (/B(o,R;,) |e_m1'b(z)|dp(z)) sup - |L™ {fdp) (2|

2€B(0,R})

S?r(shR;,)zeR;(H”m)‘” sup  |L™(fip)(2)]

2€B(G6,R))
d’cu, pour n =3, 0on a
. (shR;)*c'e™s )gc’e » Y
h(-——)d
{70, 8 x £)] < ( T4 77 t(2),\)
22 ()] < T Ot
sup z)| = sup ——f{z
ZEB(U,R’) i (R ) ZE€B(0, R 32‘823
041,3{3

ouy = ¥(r1,72, R, 1) > 0. Ce qui achéve la preuve du théoréme pour
k] = 1. 8i k = 0, on procede de la méme maniére en remplagant T &

par o, dont la transformée sphérique est égale & <p I\ G)(:r) |
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