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CARACTERISATION DES ANNEAUX
NOETHERIENS DE SERIES FORMELLES
A CROISSANCE CONTROLEE.
APPLICATION A LA SYNTHESE SPECTRALE

JACQUES CHAUMAT ET ANNE-MARIE CHOLLET

Abstract

Given a subring of the ring of formal power series defined by the
growth of the coefficients, we prove a necessary and sufficient con-
dition for it to be a noetherian ring. As a particular case, we show
that the ring of Gevrey power series is a noetherian ring. Then,
we get a spectral synthesis theorem for some classes of ultradiffer-
entiable functions.

Introduction

Soit M = {M,},>0 une suite de réels strictement positifs vérifiant les
propriétés suivantes:

(Hy) My =1 et {M,},>0 est logarithmiquement convexe,
(Ho2) Mz}/p tend vers linfini avec p.

On désigne par F(n) anneau des séries formelles en n variables. Soit C
une constante strictement positive. On note

M(n,C)=qAecF(n); A= ajz’; su |L_U| < 00
B

Keywords. Noetherian rings, spectral synthesis, ultradifferentiable classes.
1991 Mathematics subject classifications: 16P40, 26E10, 46J20.
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ou j désigne la longueur du multi-indice J. On pose

BM(n) = (] M(n,C) et CM(n) = | | M(n,C).
>0 >0

On caractérise ici les suites {M,}p>0 telles que les anneaux BM (n) ou
CM (n) soient noethériens. Ce sont les suites qui vérifient, de plus,

(Hs) il existe A > 1 tel que, pour tout p > 0, M, < Ap+1Mp.

En effet, dans une premiere partie, lorsque (Hy), (Hz) et (Hj) sont
vérifiées, on établit un théoreme de division sans perte de régularité
dans BM(n) dont on déduit naturellement le caractére noethérien de
I’anneau. La réciproque fait I’objet de la deuxieme partie.

On donne, comme application, un théoreme de synthese spectrale de
Whitney pour des classes ultra-différentiables.

Les résultats concernant C M (n) font 'objet du paragraphe 17.

On peut comparer le théoreme de division 9 établi ici avec le
Théoreme 20 de [4] ou la division par un polynéme générique dans
des classes de jets sur des compacts de C fait apparaitre une perte de
régularité optimale sur la classe. Dans un cadre un peu différent, on
peut consulter [5].

Premiere partie

Dans toute cette partie, on suppose que la suite M = {M,},>¢ vérifie
les hypotheses (Hy), (Hz) et (Hs) ci-dessus.

1. Définitions et notations.

Soient ¥ = (’l/)la"' 71/)71), wj > 07 1 S] < n, et J = (jla"' a]n) deux
n-uples d’entiers. On note

(1.1) U.J = Zz/)kjk.
k=1
En particulier, pour 1 = (1,...,1), on a, si on note j la longueur de J,

(1.2) 1.J=> ji=j.
k=1

On note F(n) lanneau des séries formelles en n variables et O(n)
I’anneau des germes en 0 de fonctions analytiques au voisinage de 0 dans
cn.
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Soit C' une constante strictement positive. On note

M(n,C, \Ij) = {Aef(n)v A: Z (L.].’EJ; sup M < OO}

Jenn senn C7My.g
et
BM(n,¥) = (] M(n,C,®).
Cc>0

Lorsque ¥ = 1, on écrit BM(n,1) = BM(n).

Clairement, BM (n, ¥) est un sous-anneau de F(n) qui contient O(n).
C’est aussi une algebre de Fréchet avec pour famille de normes:

la]
CiMy. ;'
Lorsque ¥ = 1, on écrit [|Allpr. 00 = [Allarco-

On note de méme

| Al ar,c,0 = sup
JeNn

CM(n,¥) = | J M(n,C, ).
Cc>0

Lorsque ¥ = 1, on écrit CM(n,1) = CM(n). Bien sir, CM(n, ¥) est
un sous-anneau de F(n) qui contient O(n); mais ce n’est plus une algebre
de Fréchet. C’est une limite inductive d’espaces de Banach. En effet,
M(n,C,¥) est un espace de Banach pour la norme || - ||a,c,w et, pour
Cy > Cy > 0, 'injection canonique de M (n,Cy, ¥) dans M (n,Cq, V) est
continue.

2. Propriétés élémentaires de CM(n) et BM (n).
On sait [6] que, sous les hypotheses (Hy), (Hz) et (Hs), CM (n) vérifie
les propriétés suivantes:
(2.1) Si A=), cnn agx’ appartient & CM (n) et si a(,... o) n'est pas
nul, alors A a un inverse dans CM (n).
(2.2) Plus généralement, C M (n) est stable par composition.
(2.3) Le théoreme des fonctions implicites est vrai dans CM (n).

On déduit de (2.1) que CM(n) est un anneau local. De plus, si on
note (CM(n))o l'idéal maximal de CM(n) constitué des éléments qui
s’annulent & origine, la propriété (Hs) montre que (CM(n))o est en-
gendré par (z1,...,2,).

On montre également que tout idéal I # 0 de C M (1) est engendré par
x¥ pour un entier v convenable. Ceci prouve que C'M (1) est un anneau
noethérien.

Les mémes propriétés sont vraies pour BM (n). On peut s’en convain-
cre aisément en utilisant le lemme élémentaire suivant. On trouvera une
version plus élaborée de ce lemme dans [3].
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Lemme. Soit une suite M = {M,}p>o satisfaisant les proprié-
tés (Hi), (H2) et (Hsz) et (Aj)i<j<i, une famille finie d’éléments de
BM(n). Alors, il existe une suite N = {N,},>0 satisfaisant les pro-
priétés (Hy), (Ha) et (Hz) telle que Uon ait

(2.4) (Aj)i<j<k est incluse dans CN(n)
et
N, 1/p
2.5 li - =0.
(25) pingo (Mp)

On peut remarquer que la propriété (2.5) implique que CN(n) est
inclus dans BM (n).

Dans la suite de ce travail, on traitera le cas de BM(n) de maniére
détaillée et on reviendra dans le paragraphe 17 sur le cas de CM (n).

Soit m un entier, m > 1. On note, pour tout A de C™, A\ =
(A1, ---, Am), et tout z de C,

P(x,\)=a™+ Mz N,

Si on note ¥, = (1’15{" ,1,1,2,...;m — 1,m), alors, pour tout multi-
018

indice (I,.J) de N* x N™ on a d’apres (1.1)
ou 7 désigne la longueur de I.

3. Formules de division dans F(n) par un polynéme géné-
rique P,. Soit A=Y ;.. ajz’ un élément de F(n). On note x =

(x1,... ,xn)=(21,2"). Alors, on peut écrire, au sens des séries formelles
en (x,\),
m—1
(3.1) Az) = Q™ (A) (@, ) P (1, ) + > R (A) (@', Nt
t=0
avec

b!
(32) QMA@ N = Y D Y au@mmr (-1 pal AP

KeNn—1 BeN BeN™
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st on note b la longueur de B et
be(b—1)!
(3.3) RMA)(2',\) = Z Z a\pO.B+t)K(—1)bT)\BZL'/K
KEeNn—1 BEN™
si, on note B = (b1,...,bn) et, pour tout t,0 < t < m — 1,
by = Zz m— tb

Preuve: On a

(3.4) B B "
Pp(2,A) = Pr(§, ) = (2 =€) ( atem Tty Z Ak Z xtgmk1t>

t=0 k=1 t=0

m—1 m—1—t
—w-g Yo <§m1t+ > /\kgmklt>

k=1

m—1 m—1—t
e e (65 )

=0 k=1
m—1
=(z =& > 2" ITISIEN).
t=0
On tire de (3.4)
1 Prn(z, ) te—1-¢91 (& A) (&)
3.5 = + .
S A Y Z R Y
Soit 2 un mondéme. On peut écrire, pour [A| = (3", |)\k|2)1/2 assez
petit et pour |z| < 1,
% = € ¢ d
2um l€|=1 ¢E—x
1 e
- Pm Jf,)\ _/ —d
( )2“7 ej=1 (§ = 2)Pn(§,A) <
(36) m—1
1 S (g N
; 2 |€]=1 Pm( )\)

= QN (x, xA+thRm
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La fonction Q7' (z, A) est holomorphe au voisinage de (0,0) dans C x C™
et les fonctions Ry, (), t =0,... ,m—1, sont holomorphes au voisinage
de 0 dans C™.

On remarque que, pour tout entier 3 et tout multi-indice B de N de
longueur b, B = (by,... ,by), on a

_ atd " (m—i)bi
(3.7) Df:f@i?(o,mzﬂﬁ!b! / Ldé
[E]=1

21T EAFIH(b+1)m

et donc, en calculant I'intégrale figurant dans (3.7), avec Bl = by!...b,,!
et AB =\ 2o

b! <
(3.8) QM (xz,\) = Z (—1)b§xﬁ)\3 avec m + (8 + Z kbr = a.
BEN,BEN™ ’ k=1

Alors, en utilisant la définition de ¥, on peut écrire

(39) QU= > (—1)p 2o,

B!
(8,B)ENXN™; W, .(8,B)+m=c

Pour ¢ entier, 0 < ¢t < m — 1, on pose A = (XN, \’) avec X =
(Ayeo s Am1—¢) et X' = (MAm—ty .- , Am). De méme, pour B € N on
écrit B = (B’,B") avec B’ = (by,... ,bpm—1-t) et B” = (by—ty .- ,bm).

On a alors, en reprenant l'expression de Ry, (\) dans (3.3) et

en prenant en compte le fait que S7*(£,A\) ne fait intervenir que Ag,
1<k<m-1-t,

1 _ S (€,
(3.10) DER,(0) = 2_/ ga-arope SEEN|
1 Jlgl=1

m—1—t

1 : vl
== gmHIDE ¢+ ME™ ) DY 5=
2 Jygj=1 A kz::l * M P(€0)

On remarque que 'on a

- m—1—t . , 1
(e 2 ) ot )

— (_1)b//bll!

A=0

=0

m—1

é’ i=m—t
(em+ Sy~ neme) "
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et donc

BRm (0)

( 1)b’ b//'/ Ea t—14 i t(m i)b; Df’ 1 - dé
2T m m=—1-t m—#)""
lel=1 (em+ >0 awgmk) o

m—1
a—t—1+ m—1i)b;
:ﬂb"(b—u!/ £ 2 de.
|€]=1

247 gmb
On a donc
m b (b—1)!
(3.11) R, (A) = D e TR
BEN™;t4+Wy.B=a
Soit A = Y cn ayz’ un élément de F(n) avec x = (x1,...,2,) =

(z1,2"). Alors, au sens des séries formelles en (:U A), on a

(3.12) A(z) = Q™(A)(, \) Py (1, A) + Z RIY(A

avec

Qm(A)(xv)‘) = Z Zaa,KQZL(xla)\)le et

KeNn—1 aeN
(3.13)
REUANE N = D Y aax R
KeNn—1 aeN
On a

(3.14) Q™ (A)(z, \)

S D 3 (1) mafa? | o'k,

KeNn—1 \ aeN (8,B)ENXN™: W, .(3,B)+m=a

De la, en sommant par tranches dans la formule (3.14), on obtient (3.2).
Un calcul analogue conduit & (3.3) & partir de (3.13). |

4. Théoréme de division dans BM (n) par un polynéme géné-

rique P,,. Soit {My},>0 vérifiant les hypothéses (Hi), (Hz) et (Hs).
Quel que soit A dans BM(n), on a

(4.1) A(z) = Q™(A)(, \) P (1, \) + Z RIM(A

avec Q™(A) dans BM (n+m,¥,,) et R7*(A) dans BM(n—14m,¥,_1).

Preuve: 11 s’agit 1a d’une conséquence immédiate de (Hs), (3.1), (3.2)
et (3.3).
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5. Notation. On note P"(x) = x7 + H,,_1(x) ot H,,_1 est le
polynéme homogene générique de degré m — 1 en z = (z1,...,2,) =
(z1,2"). On peut encore écrire

m—1
(5.1) Pl (zy, 2 p) = 2 + Zxﬁ Z pr't
=0 LEN™ 1 ¢=m—1—t

ot1 ¢ désigne la longueur de L et u = {ur; L € N*~1 ¢ < m — 1} appar-
tient & CN(»™) si N(n,m) désigne le nombre de monémes homogenes
de n — 1 variables et de degré inférieur ou égal a m — 1.

On peut réécrire (5.1) sous la forme

(52)  Phlena i) = 3 @l (o 1) = Pulon, Ao )

ou Ma',pu) = (M(2',p), 1 <t <m). Chaque A\; est le polynéme ho-
mogene générique de degré t — 1 en o’ = (22,...,2,). Il est de plus de
degré 1 en p.

6. Proposition. Soit A=Y . ajz’ un élément de F(n). Alors,
au sens des séries formelles en (x, 1), on a

(6.1)  A(z) = Q"(A)(w, Ma', ) Py, (1,2, u)

+ 50 RPAE A )
t=0

De plus, si A appartient ¢ BM(n), alors Q™ (A)(xz, A(z', 1)) appartient
@ BM(n + N(n,m)) et, pourt, 0 < ¢t < m —1, RP(A) (2, A2/, n))
appartient ¢ BM(n — 1+ N(n,m)).

Preuve: 11 s’agit la d’une conséquence des formules 3 et du Théoreme 4,
apres substitution de A par A(2’, u) dans (3.1), (3.2) et (3.3). En effet,
on a

(6.2) AP(a!,p) = AT (2, p) . A (2, )
= > C(B,S,V)z'"S "

{SeN"—1 VeNN(n.m) s+y="0,-B}

ou s et v désignent respectivement la longueur de S et la longueur de V.
Il est crucial de remarquer que l'on a

(6.3) |IC(B, S, V)| < N(n,m)°



SERIES FORMELLES A CROISSANCE CONTROLEE 553

et
(6.4) Bj # Bs implique

{(5,V);C(By1,5,V) # 0} n{(5,V); C(B2, 5, V) # 0} = 0.
On remplace dans (3.2) A par A(a’, u); apres développement, on obtient
(6.5) Q™A (@A 1))

= Z Z Za‘l’l»(B,BHm,K(*l)b%xf Z C(B, 8, V)z' K5,V |

KeNn—1 3eN BeN™ SeNn—1 yeNN(nm)
s+v=V¥q-B

La propriété (Hs) appliquée m fois permet de conclure. B
Un calcul analogue donne le résultat correspondant pour
R (A) (@, Ma', )

7. Définition. Soit A un élément de F(n) et m un entier. On dit
que A est m-régulier par rapport a la variable x; si

(7.1) ay =0, pour j <m

et

(72) A(m, 0,...,0) 7& 0.
n—1 fois

Soit A un élément de F(n) non identiquement nul. Il existe m tel que,
éventuellement aprés changement de variables linéaire, A puisse étre con-
sidéré comme m-régulier par rapport a la variable x;.

8. Lemme de préparation. Soit A un élément de F(n) et m un
entier. On suppose que A est m-régulier par rapport d la variable xy;
alors on a, au sens des séries formelles,

(8.1) A(z) = Q™ (A) (@, A’ (A (@) Py (21, 2", p(A) (2'))

ot w(A)(x") = {ps(A)((2'),j < m — 1} est une famille de séries
formelles de F(n — 1) dépendant de A et Q™(A)(0,0) # 0.

De plus, si A appartient a BM(n), pour tout J, py(A)(z') appartient
a BM(n—1) et Q™(A)(z, A(a', u(A)(z"))) appartient ¢ BM(n).

Preuve: On écrit la division de A par P,,(x1,A) et on remplace A par
A(z’, ). On obtient

(8:2) A(z) = Q" (A)(x, Nz’ ) Py (x1, ', p)

3 RPAN A )t
t=0
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avec bien stir Q™(A)(0,0) # 0 et, pour tout ¢, 0 < ¢t < m — 1,
R (A)(0,0) = 0. Puisque A est m-régulier par rapport & z; et que
P est la somme de z7* et du polynome générique homogene de degré
m — 1 en z, une simple considération de degré permet de s’assurer
que le polynome z;n:?)l R (A)(z', M, )zt s’annule en z & un ordre
supérieur ou égal a m — 1.
On peut donc écrire
m—1 m—1
ZR;”( (', N2, p))xt = le Z TRy (2' ).
t=0 IeNn—1lg=m—1—t
On vérifie & 1'aide de considération de degré en x dans (8.2) avec u =0
que R;(2’,0) est nul pour 2’ =0, c’est & dire R;(0,0) = 0.

On remarque maintenant que le systeme
(8.4) Ri(z',p) =0

est un systeme de N(n,m) équations formelles & N(n,m) inconnues. On
va montrer qu’il a formellement une solution. En effet, I'identification
dans (8.2) et (8.3) des termes de la forme 2l avec longueur de K
égale a m — 1 et longueur de L égale a 1, montre que la matrice

(DHJRI(()’ 0))1,JeNN(n»m>,igm—l,jgm—l
est inversible. C’est, en effet, la matrice identité multipliée par
Q™ (A)(0,0) # 0.

On acheve la preuve formelle du Lemme de Préparation en appliquant
le théoréme des fonctions implicites formel. On note p(A)(z") la solution
de (8.4).

On obtient les estimations annoncées en utilisant (2.3). B

9. Théoréme de division dans BM(n). Soit A un élément de
F(n), m-régulier par rapport a la variable 1. Pour tout B de F(n), on
a

(9.1) B(z) = Q(z)A(x) + i i R (2))
=0

au sens des séries formelles.
De plus, si A appartient ¢ BM(n) et B a BM(n), alors Q et Ry,
0 <t <m—1, appartiennent respectivement & BM(n) et ¢ BM(n —1).

Preuve: 1l s’agit la d’une conséquence immédiate du Lemme de Pré-
paration 8 et de la Proposition 6 et, bien sur, I’écriture est unique. En
effet, on remplace dans (6.1) appliqué & B, p par u(A)(z’) obtenue &
laide de (8.1). On utilise ensuite (2.1) et (2.2). W



SERIES FORMELLES A CROISSANCE CONTROLEE 555

10. Théoreme. Soit {M,},>0 vérifiant les hypothéses (H1), (Ha) et
(Hs). Alors, BM(n) est un anneau noethérien.

Preuve: Elle se déduit du Théoreme de division 9 en suivant un
schéma classique. On pourra consulter par exemple [7, chapitre III,
Théoreme 5.5] et [9, chapitre III, Théoreme 3.8]. W

11. Remarque. Les propriétés établies ici sont classiques pour F(n)

et O(n).

Deuxiéme partie
On suppose que M = {M,},>¢ vérifie seulement (H;) et (Hs).

12. Notations. On pose
(12.1) I =(BM(1))o

l'idéal maximal de BM(1) constitué des éléments A qui s’annulent a
Porigine. C’est un idéal fermé de BM (1).

13. Proposition. Soit {M,},>0 une suite vérifiant (Hy) et (Hz).
Alors, T est engendré par un nombre fini d’éléments comme idéal de
BM(1) si et seulement si la propriété (Hsz) est vérifiée par la suite
{Mp}p>0

(Hs) il existe A > 1 tel que, pour tout p >0, M,y < APTIM,,.
Preuve: La condition (Hs) est clairement suffisante. En effet, la fonc-
tion e; définie par ej(x) = = engendre I'idéal Z, par définition de Z.

On se propose donc de démontrer la réciproque.

Soient donc Gy, ... ,Gk, k éléments de Z tels que, pour tout B de Z,
on ait

k
(13.1) B =Y AG; avec A; dans BM(1), 1<i<k.
i=1
L’hypothese se traduit par

(13.2) Tapplication de (BM(1))* dans Z définie par

k
(A1, .o Ag) — ZAigz- est surjective.

i=1
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Du théoreme de D'application ouverte entre espaces de Fréchet, on
déduit donc que, pour tout Cy > 0, il existe donc Cy > 0 et C3 > 0 telles
que, pour tout B de Z, l'on ait

k
B= ZAigi avec A; dans BM (1), 1<i<k et

i=1

(13.3)

I Aillar,c, < CsllBllac,-

Bien évidemment, I’écriture de B n’est pas unique. On choisit dans la
suite

(13.4) C;=1.
Soit p un entier, p > 1. On note

p(k+1)+k
E,=(BeF(1);B= Y ba’
r=p(k+1)

et on considere sur cet espace vectoriel la norme euclidienne définie par

1/2

p(k+1)+k 2

(13.5) 1Bl =={ >

r=p(k+1)

br

T

Soit G, le sous-espace vectoriel de E, engendré par les fonctions

p(k+1)+k
TGi= Y gisa", 1<i<k
r=p(k+1)
Les TG; sont des "tronqués” des G, = Z;fil girx" intervenant dans

(13.1). Clairement, G, est un sous-espace vectoriel de dimension au plus
k d’un espace vectoriel de dimension %k + 1. Il existe donc B, vecteur
unitaire dans F, orthogonal & G, c’est a dire, vérifiant

(13.6) Bl = Vet nf (B, -G, =1,

De la, on déduit

by
(137) 18,101 = sup || < 181, =1
reN r
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et

k
bp,r — D iz Qiliyr
M,

(13.8) inf sup
(@1, ,ak)ECF p(k41)<r<p(k+1)+k

1
E+1

1
> inf ||B, — >
> o inf B, -], >

Par hypothese, on a p > 1 et donc B, appartient a Z. On a donc,
d’apres (13.3) et (13.6),

;

k
By =) AipGi, Aip€BM(), 1<i<k
=1
||Ai,p||M,Cz < CSHBPHM,I < C3-

(13.9)

Pour p(k+1) <r < p(k+ 1)+ k, si on note

— S _ T
Aip = E Gip,sT” €t By = E :bpyrx ’
S T

on a

k
bp,r = 5 § Ai,p,sTit

=1 (s,t);s+t=r

k k
= E Qip,09ir + E E Qip,sTit
i=1 i=1 (

8,t);8>0,5+t=r

(13.10)

=31+ Xa.

On notera que, dans Yo, t est strictement positif car G; appartient & Z,
1 <i<k. On adonc, d’apres (13.9), puisque G; appartient & BM (1),

25 < > CsC4C3 T MM,
(s,t);8>0,t>0,s+t=r
. . M,
On remarque maintenant que, si on note Mpfl = mp, p > 1, on a,

puisque la suite (my),>0 est croissante d’apres (Hi),
MM, <my(mimg...mepe—1) < MiM,_;.
On déduit de 1a

(13.11) || < (r +1)C3CCE5M M,y < CLH M,
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avec (5 une constante positive suffisamment grande.
D’autre part, d’aprés (13.8), il existe r, vérifiant p(k +1) < r, <
p(k+ 1) + k tel que 'on ait

k M.
(13.12) bpmp-;g;aappgam, > =
On a donc, d’apres (13.10), (13.11) et (13.12),
(13.13) & < C’g‘HMTp_l ou encore M, < C’g‘HMTp_l

vk+1

pour Cg constante positive convenable.

Soit 7 un entier r > 2(k + 1), il existe alors p > 1 tel que 'on ait
rp <1 < rpye. On a alors, clairement, rpyo —r, < 3(k+ 1) et donc en
utilisant & nouveau que la suite (m,),>1 est croissante

g 1 3(k+1)+1
m, S mrp+2 S C«ép+2+ S Cg+ (k+1)+ .

Ceci établit donc qu’il existe une constante C; > 0 convenable telle que
Ion ait

m, < C7.
Ceci établit (Hs), d’apres la définition de m,. W

Tout ce qui précede conduit donc au théoreme suivant:

14. Théoréme. Soit {M,},>0 une suite vérifiant

(Hq) My =1 et {M,},>0 est logarithmiquement conveze,
(H>2) M;/p tend vers linfini avec p.

Alors, pour tout entier n, BM(n) est noethérien si et seulement si la
suite {Mp}p>0 vérifie

(Hj) il existe A > 1 tel que, pour tout p >0, M,11 < APTIM,,.

Application

15. Définitions. On s’intéresse maintenant a des suites M =
{M,}p>0 telles que les propriétés (Hy) et (Hs) suivantes soient satis-
faites: il existe une constante A, A > 1, telle que 'on ait

M,_1 M1
H P_ <A E>1,
(Ha) gipr* M, =

(Hs) M, < APM;M, ;0 <j<pet M,

< APMPHL p>0.
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On vérifie que (Hy) implique (Hj). Clairement (Hs) entraine (Hs).

Soit 2 un ouvert de R™. Soit C' > 0, on note (p!M,; C)q la classe des
fonctions f indéfiniment dérivables dans €2 vérifiant

|D” f ()|
15.1 sup = flloiar, .00 < 0.
( ) 2eq,|P|l=p CPP'M, 17l aic5a

Clairement, (p!Mp; C)q est un espace de Banach et espace de Beurling
usuel BMq est défini comme

(15.2) BMq = "\(p!My; C)a.
C

On suppose que 2 est un ouvert borné de R™ a frontiére Lip 1. On note
K son adhérence. Alors, toute fonction de (p!M,; C')q s’étend naturelle-
ment de maniere C> & K et 'inégalité (15.1) est encore valable sur
K. L’espace correspondant est noté (p!Mp; C)k et on definit de méme
BMk.

Pour chaque  de K, on note I°(BMy) l'idéal de BMg formé des
fonctions plates en x.

16. Théoréme spectral de Whitney dans BMg. Soit {M,},>0
une suite vérifiant les conditions (Hy), (Hy4) et (Hs). Soit Q un ouvert
a frontiére Lip 1 dans R™ et K son adhérence. Soit I un idéal de BMg
et I son adhérence dans BMy. Alors on a

(16.1) I=()1I+I*(BMg).
zeK

Preuve: On montre tout d’abord que tout idéal de BM (n) est fermé.
Ceci est une conséquence de son caractere noethérien. A ce propos, on
pourra adapter les preuves figurant dans [9, Théoréme II1.3.12 et Corol-
laire 3.12] ou bien dans [10, Lemme 1.8.1 et Corollaire V.1.6]. On déduit
de 1& que T+ I°(BM) est fermé, pour tout = de K. On établit ensuite
que I est dense dans (), [+ 12°(BMf); ce résultat est développé dans
[1] lorsque la dimension n est égale & 1. On pourra également consulter
[5] pour un autre théoréme spectral. ®

17. Remarque. Les résultats établis dans ce travail pour les classes
de Beurling BM (n) et BMy sont vrais également pour les classes de
Carleman CM(n) = Ugsog M(n, C, 1) et CMq = Upso(p!Mp; C)a. On
rappelle que ces espaces ne sont pas des espaces de Fréchet.



560 J. CHAUMAT, A.-M. CHOLLET

La démonstration du Théoreme 14 pour C M (n) se présente de maniere
analogue a celle de BM (n).

Par contre, pour établir le Théoreme 16 pour C'Mg, il importe
d’utiliser le fait que, sous les hypotheses (Hy), (Hy), (Hs), le théoreme
d’extension de Whitney est vrai pour ces classes. Plus précisément, si
on note

C.Mgn = {f € CMgna support compact}

et R Dapplication restriction de C' Mg~ dans C' Mg, cette application est
surjective [2], [3].

De la, on vérifie aisément que démontrer le Théoreme 16 revient a
démontrer que le théoreme de synthese spectral de Whitney est vrai
dans C'Mpgn, c’est & dire que l'on a (16.1) pour tout idéal fermé Z de
CMgn.

Pour cela, on montre que, pour tout suite N = {N,},>¢ vérifiant (H),
1/p
(Hy), (Hs), et de plus, ,,ILH;O <IJ\\/[[—I;) = 00, toute f de J =\, cpn Z +

I2°(CeMpn) et tout n > 0, il existe une fonction g, appartenant a Z telle
que l'on ait

(17.1) 1 = gnll pivyi1)en < -

Ce résultat s’obtient en remarquant que 'on a C.Mgr» C BNgn et en
modifiant la construction détaillée dans [1]. On régularise les partitions
de 'unité qui interviennent dans [1] pour qu’elles appartiennent & C. Mg~
et conservent leur bon contréle dans (p!Ny; 1)gn.

On raisonne maintenant par 'absurde. Soit donc f appartenant a J
et n’appartenant pas & Z. A l'aide du théoreme de Hahn-Banach, on
trouve une forme linéaire ¢ appartenant au dual de C. Mg~ vérifiant

(f)=1et Rel(g) <0 pour tout g € 7.

Soit € un ouvert borné contenant le support de f. On remarque que
les fonctions g,, qui approchent f dans (17.1) peuvent étre construites a
support dans 2. On utilise alors la caractérisation du dual de C.Mgn
donnée dans [8, Proposition 8.6] pour construire une suite N vérifiant les
propriétés ci-dessus et telle que ¢ se prolonge contintiment & (p!N,; 1)q.
Le calcul de 4(g,) apporte alors la contradiction.
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