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LS-CATEGORIE DE CW-COMPLEXES
A 3 CELLULES EN
THEORIE HOMOTOPIQUE R-LOCALE

HANS SCHEERER ET DANIEL TANRE

Abstract

We study the Lusternik-Schnirelmann category of some CW-com-
plexes with 3 cells, built on Y = §27 Uk[ton,eon] e*”. In particu-
lar, we prove that an R-local space, in the sense of D. Anick, of
LS-category 3 and of the homotopy type of a CW-complex with
3 R-cells, has a cup-product of length 3 in its algebra of coho-
mology. This result is no longer true in the framework of mild
spaces.

La LS-catégorie d’un espace X, cat X, a été définie par Lusternik
et Schnirelmann, [10], en 1934, pour minorer le nombre de points cri-
tiques d’une variété compacte, sans bord. Elle s’est révélée étre un in-
variant homotopique difficile & déterminer et son comportement lors de
I'attachement d’une cellule est un probléeme ouvert.

Dans [4], Berstein et Hilton caractérisent les CW-complexes &
deux cellules de LS-catégorie 2. Nous nous intéressons ici a certains
CW-complexes, de LS-catégorie 3, admettant une décomposition en 3 cel-
lules, (éventuellement localisées). Des résultats existent déja dans cette
direction, [14], [15]. Ils concernent les espaces s’écrivant comme es-
pace total d’un fibré de base et fibre une sphere; notons que la dualité
de Poincaré s’y révele une propriété fondamentale pour I’argumentation
utilisée. La situation envisagée dans ce travail est différente; nous y
étudions des CW-complexes, Y U eP, obtenus en attachant une cellule
Ay = 82 Uklean,e2n] et (on tj dénote I'application identité de 57
et [, ] le crochet de Whitehead). On remarque que Y est la cofibre,
W MV S?" — Y, d’une application vy : S4"~1 — M v §?", ou M
est Pespace de Moore M = S§4"~1Uyg,, . €. Dans un premier résultat,
nous déterminons 'image de ):
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Théoréme 1. Une fois localisé en dehors de 2 et de 3, l’espace des
lacets QY admet une décomposition QY = S?~1 x QS"—1 x QY| telle
que Uapplication W suivie de la projection QY — S~ 1 x QY ait un
inverse a droite.

Ainsi, toute application f : S»~! — Y, dont I'adjointe f : SP~2 — QY
est & valeurs dans S2"~1 x QY se releve & travers ¥; i.e. il existe f' :
SP=1 — M Vv 8" tel que f =1 o f’. Dans ce cas, I'espace Y Us eP a le
type d’homotopie de (M V S?") U, e*™ Uy €?; il est de longueur en cone
et de LS-catégorie < 2.

Pour que 'application f : SP~' — Y donne naissance & un espace Y Uy
e? de LS-catégorie 3, il faut donc que I'application induite en homotopie
par f ait une composante non nulle en 7, (25" ~1) dans la décomposition
T (QY) = (S ) o7, (S~ @, (QY). Pour les espaces R-locaux
d’Anick, [2], [3], [5], [13], nous montrons que ceci implique V’existence
d’un cup-produit de longueur 3 dans 'algebre de cohomologie:

Soit R un sous-anneau de Q et soit r un entier fixé, r > 3, nous notons
p le plus petit entier non inversible dans R et posons m := r + 2p — 4.
Rappelons qu’une sphere R-locale, S, n > 1, est un CW-complexe
n-réduit, abélien, vérifiant H;(S%) =0, i # 0, n et H,(SE) = R. Un
CW-complexe R-local, r-réduit de R-dimension m est un complexe cel-
lulaire construit a partir d’'un point par des attachements successifs de
cones sur des spheres R-locales, S}, 7 —1 <n < m.

Notons CW" la catégorie des CW-complexes R-locaux, r-réduits et
de R-dimension < m.

Théoreme 2. Si X € CW™ est un CW-complexe de LS-catégorie 3,
admettant une décomposition en 3 cellules R-locales, alors son algébre
de cohomologie admet un cup-produit de longueur 3.

Le résultat énoncé ci-dessus devient évidemment faux pour des espaces
plus généraux que les espaces R-locaux, comme le montre ’exemple de
Sp(2), [14]. Remarquons cependant que, si on localise Sp(2) en de-
hors de 2 et de 3, cadre du Théoreme 1, alors I’espace obtenu a une
LS-catégorie égale a la longueur du cup-produit, a savoir 2. Se pose donc
la question de ’existence d’un contre-exemple au résultat du Théoreme 2
faisant intervenir un espace localisé en dehors de 2 et de 3. C’est I'objet
de la derniere section; nous remarquerons également que cet exemple est
un espace tempéré (mild space) au sens d’Anick, [2].
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1. LS-catégorie

Les “espaces” considérés dans cette section sont des espaces pointés
ayant le type d’homotopie pointée d’'un CW-complexe connexe. Cette re-
striction, cohérente avec la suite, simplifie la présentation de la
LS-catégorie. Pour tout complément, nous renvoyons le lecteur aux deux
articles de synthese, [7], [9].

Commencgons par rappeler la définition de LS-catégorie sous une forme
similaire & celle utilisée par Lusternik et Schnirelmann dans [10]:

Définition 3. La LS-catégorie, cat X, d’un espace X est le plus petit
entier k, k > 0, pour lequel X peut-étre recouvert par (k + 1) ouverts,
contractiles dans X.

Notons que les conventions different suivant les travaux. Ici, nous
attribuons la valeur 0 & la LS-catégorie d’un espace contractile, (dans de
nombreux articles, [7], elle est égale & 1).

Ganea a montré que cette définition équivaut a I'existence de
sections dans une suite de fibrations construites inductivement. Pour
Fy — Ep(X) — X, on choisit la fibration universelle des chemins sur X,
QX — PX — X. Ensuite, a partir de la fibration

F, — E,(X) 2% X,

on construit E,1(X) comme la cofibre de F,, — E,(X), En+1(X) =
E,.(X)Ug, C(F,). L’espace F, 11 est la fibre homotopique de I’applica-
tion ppt1 : Eny1(X) — X, obtenue en envoyant le cone, C(F,), sur le
point de base de X.

Proposition 4 [6]. La LS-catégorie, cat X, d’un espace X est le plus
petit entier k, k > 0, pour lequel la fibration py : Ex(X) — X admet une
section homotopique, i.e. il existe oy, : X — E(X), tel que ppooy ~ idx.

Rappelons également, [6], que la LS-catégorie est majorée par la
longueur en cone, Cat X, d’un espace:

Définition 5. Soit X un espace, on pose:

- Cat X =0 si X est contractile;

- Cat X < k + 1 ¢l existe une cofibration entre CW-complexes,
A — B — (| telle que B soit connexe, Cat B < k et C' du type
d’homotopie de X.

Dans toute la suite, nous confondrons application et classe d’homoto-
pie d’application.
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2. Démonstration du Théoréme 1

Remarquons d’abord que Y s’obtient comme cofibre:

Gin-LEITE Npy gt Yy g et

M est I'espace de Moore M = S~y e

o1 STl s M < M Vv S?" est la composition des injections
canoniques;

Qg STl 5 821 s MV S27 est la composition de 'injection
canonique avec le crochet de Whitehead [t9p,, L2,] : S~ — §27;

(1 — @9 s’obtient & partir de la structure usuelle de co-H espace
de §4n—1,

Proposition 6. Nous supposons les espaces localisés en dehors de 2
et de 3. L’espace des lacets QY admet une décomposition

QY =521 x QM v S,

Remarque. Avec une méthode légerement différente, Neisendorfer et
Selick, [12], établissent cette décomposition de QY pour les p-localisés
deY,p>3.

Démonstration de la Proposition 6: La démonstration utilise le modele
introduit par Adams et Hilton pour “représenter” ’espace des lacets d’'un
CW-complexe; nous renvoyons le lecteur & [1] et [8] pour la justification
des propriétés suivantes:

- Le modele d’Adams Hilton est une algebre tensorielle différentielle

graduée construite par induction suivant les attachements cellu-
laires. Si Z' = Z Uy e, avec f: S""' — Z, le modele (T(W),d)
de Z' s’obtient & partir du modele (T'(V'), ) de Z, en ajoutant & V
un générateur o de degré n — 1 dont la différentielle o est un cy-
cle de (T'(V), 9) représentant H.(Qf)(hp—2), ol hy,_o est 'image
du générateur de H, _5(S"2) par I'application S"~2 — Q871
adjointe de ¢,—1.

Si (T(V),0) est le modele d’Adams Hilton de Z, Papplication
de complexes de chaines, (T'(V),0) @ (T(V),0) — (T(V),0),
wy ® wg — wiws, induit la structure d’algebre de Pontrjagin
de H.(Q2Z). De méme, le commutateur de H,(2Z) est induit par
I’application w1 ® ws — wiwg — (71)“”1| w2l oy .
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(1): Mise en évidence de ¢ : S"~1 — Y.

Soit M = XM’ =% (872 Uy,,,_, €"1), nous notons:
- M — QXM — QR(M’ v 8§21,
_ j2 . S2n71 — st2n71 — QZ(M' V; 527171)7

les fleches obtenues avec 'adjonction (§2,3) et les injections canoniques.
Le commutateur pour la loi de H-espace est noté:

(,): QM VS x QM Vv §%") — Q(M v S§%").
L’application composée

M’ x 821 Qv §27) (M v §%7) Lk (v §27)

a une restriction & M’V $2"~! homotopiquement triviale; elle induit donc
une application

<j1,j2> . M/ A SQn_l — Q(M V S2n)

Le composé S47-2 A §2n-1 — M’ A 5201 Y132 qppy g2y 2 gy
s'écrit (@1, J2), ot @1 est 'adjointe de ¢1; il est égal & Qu(Pa, ja),
car Qp(P1 — P2) = 0. Remarquons que Qp(Pa, ja) est le composé de
I'adjoint de [ton, [tan, t2n]] suivi de Q5% — Q(M Vv S?"). L’entier 3
étant inversé, le crochet de Whitehead itéré est homotopiquement trivial
et 'application Qi (j1, jo) s’étend & la cofibre de S#"~2 A S2n—1 — M’ A
527=1 en une application

©: Sﬁn—Q o S4n—1 A SQn—l - QY.

Un modele d’Adams Hilton de M’ A S?"~! est (T(&,«),d), |a =
|&] +1 = 6n — 2; da = ké&; un modele de Y est donné par (T'(a,b),d);
la] = 2n —1; |b| = 4n — 1; 9b = k[a,a]. L’application (T'(&,«a),d) —
(T'(a,b),d), qui correspond a 'adjoint de Q) (j1, j2), applique & sur zéro
et a sur [a,b]. Par conséquent, le modele de I'adjoint ¢ : S®"~1 — Y de
@ est le suivant:

A(@) = (T'(@),0) — (T(a,b),9); |a| = 6n —2; A(@)(a) = [a,b].

(2): QY a le type d’homotopie de S*"~1 x Q(M v S67~1).
Notons:
- g1: 8771 - QY I'adjointe de S?" «— M Vv §" ¥, Y
- g2 =@ : S Y Tapplication construite dans (1);

- g3: M =Y, égale au composé M — M v §27 Yy
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Nous considérons maintenant le composé:
Q(Mv ST x st Ly x QY -5 QY

ou v est la loi de H-espace de QY et u = Q(gs+g2) x g1. Pour justifier que
v o u est une équivalence d’homotopie, nous en construisons un modele
dans la catégorie des complexes de chaines:

® g3 + g2 a pour modele d’Adams-Hilton
A(gl’: + 92) : (T(ﬂa Ba a)v a) - (T(a’a b)v a)

B = 4n —2; 8] = 4n — 1; [a| = 6n — 2; |a| = 2n — 1; OB = kp;
O = da = 0; 0b = Kla, al; Algs + 92)(5) = b Algs + 92)(5) =
la, al; Algs + g2)(@) = [a, b].

e v a pour modele la multiplication T'(a,b) ® T'(a,b) — T(a,b).

e L’injection (Z[1/2,1/3]a, 0) — (T(a,b),d) est un modele de g.

Nous en déduisons le modele de complexes de chaines cherché:
(7(8.3,0),0) @ (2[1/2,1/3] a, 0) = (T(a,), 9)..

Cette fleche est évidemment surjective. Déterminons, [8], les séries de
Poincaré de la source et du but:

1
P(T(a,b)) = 1 — q2n—1 _ fan—1"

3 1
PTG, 8,0 @ 22 1/3] @) = —mmr gt o (LF 2.

L’égalité de ces deux séries implique que la fleche est un isomorphisme
au niveau des complexes de chaines, donc induit un isomorphisme en
homologie. W

Exemple. Notons f : S'°"»=3 — Y le crochet de Whitehead de
S6n=1 Y et de ¢ oy : S ! — Y. La Proposition 6 implique
en particulier que

2n 4n 10n—2
S Uk[L2n7L2n] e Ure

est de longueur de cone (et de LS-catégorie) 2.

Démonstration du Théoreme 1: Nous allons décomposer cette preuve
en 4 étapes qui reprennent un pas de la démonstration du Théoreme
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de Hilton-Milnor, telle qu’elle apparait dans [17]; nous effectuerons des
rappels suffisants pour une lecture autonome du texte.

Etape 1: Rappel d’une décomposition utilisée dans la démonstration
du Théoréme de Hilton-Milnor, [17].

Si A et B sont des CW-complexes (pointés), on a une équivalence
d’homotopie

QL(AV B) ~ OSA x Q% (\/ BA A<i>>
i=0
ott A désigne le smash-produit itéré i-fois, et B A A = B par con-
vention. Cette équivalence est donnée par une suite d’applications:
vy : BAAM™ - QS(AV B).

Notons j4 (resp. jg) I'injection A — AV B (resp. B — AV B). On définit
vg comme le composé de QX(jp) avec la counité de 'adjonction (£, X):

vg: B— QYXB — QX(AV B).
Supposons avoir construit v,,, I’application
Upg1: BAAT™TY ~ (BAAMYA A — QS(AV B)

s’obtient en factorisant par le smash-produit I"application

(BAAM) x A" 05 (Av B) x QS(AV B) 2 QS(AV B),

ot wy:A— QYA — QY (AV B) est défini de maniere analogue & vg. 1l
reste ensuite a prendre la “somme” de ces applications

(oo}
b =+iv;=\/ BAAD - Q%(AV B)
=0

a I'étendre en une application de H-espaces

v: QY (\/ B /\A(i)> — Q¥(AV B)
=0

et & composer avec la multiplication v de QX (A V B):
OSA x Q% (\/ BA A<i>> PHAXOS(AV B) x QS(AV B)

=0
L QX(AV B).
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Le fait que ce composé induise une équivalence d’homotopie est le but
du “Step IV page 5277 de [17] dont ces lignes sont extraites.

FEtape 2: L’application p : S~ A M' N M'—S?n=1 A §4n=1 A M/,
induite par Uapplication de pincement M' — S*"~1  admet une section
homotopique.

Soit M’ = S§4"=2Uy,,, , e~ Neisendorfer a exhibé une équivalence
d’homotopie [11, Corollary 6.6 p. 36]:

At (S8 Uy €"72) V (S¥"72 Upug, s €87%) = M/ A M.
On en déduit que
58n73 Ukl,gn_:; 687172 N M/ /\M/ N S4n71 A M/

est une équivalence d’homotopie. Par conséquent, M’ AM’' — S4=1AM’
et p: SPLAM A M —S*1 A S4=1 A M’ ont des sections homo-
topiques.

Par itération de cet argument, on obtient, pour tout ¢ > 2, une section
homotopique &

§2n=1 A A A (Szn—1 A M/)(J‘) L g2 A =1 o (Sﬁn—Q)(j).

FEtape 3: Décomposition de la source et du but de Qi : QX(M' Vv
S§n=1) — Qv

En appliquant I’étape 1, nous obtenons une équivalence d’homotopie:
OS(M'V §27-1) ~ QS M x O (\/;’io §2n=1 A MW))

~ QXM x Qx§n-t
x Q% (\/21,;‘:0 §2n—1 /\M/(i)/\(SQn—l)(j)) .

La Proposition 6 donne

QY ~ 521 x Q% (M v §97?)
~ S QRM x O3 (V2 S 2 A M)
~ §2 x QEM x QRS2
x 0 (V72 o S 2 A M@ A (567=2)0)) ).
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Pour comprendre comment ¢ se comporte relativement & cette dé-
composition, rappelons de la démonstration de la Proposition 6 que

OSM’ — QM v §2m) 24 v ~ §2n-1 s Qn(M! v §52)
— QN(M' v §%"2)

est donné par l'injection M’ — M’V §67~2,

Enfin, le composé de Q1 avec la projection sur S?"~! x QX M’ ayant
un inverse & droite, il nous suffit d’étudier le composé, Q(1)’, de Q1) avec
la projection canonique:

Q) - Qs(M' v §21) 2y
—as| \/ SEAMOA (56"—2)0'))

i=1,j=0
Etape 4: Construction d’une section homotopique:

Oy \/ §6n=2 A Ay (D) A (SG"*Z)U)

i=1,j=0

oo .
—an| \/ §2n=1 A A6 A (521

i=1,j=0

Avant d’aborder cette derniere étape, rappelons quelques résultats déja
obtenus:

- L’application S?"~' A M’ — QY factorise par I'application de
pincement 2"~ AS4 1 — QY qui définit la classe d’homotopie
construite dans la Proposition 6; i.e. $?"~1 A §4n=1 — ON(M' vV
S§6n=2) ~ Q(M Vv S5"~1) est donnée par I'injection S~ ! — MV
Sanl.

- Sur les éléments SQ"_l/\M,(i)/\(SQ"_l)(]), i > 1, application, de
but QX (M’ V S6772) est déterminée par les crochets de Samelson
(étape 1).

Pour démontrer ’étape 4, commencons par fixer i et j.

AZ =82 ANM DA (SG”_Q)(J), on associe Z; = S2n— I A M i+ A
(52”’1)(”. Posons Zo = SV AM' AM A (M A SQ”’l)(J); I’associa-
tivité et la commutativité du smash-produit fournissent une équivalence
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d’homotopie entre Z; et Z5. Il faut noter que cette équivalence modifie le
plongement dans (M V S?"); le parenthésage des crochets de Samelson
est modifié en

4 fois 7 fois

(s d2)s d2s )5 -0 d2)s (1, Ja)s - (1, d2) )

avec les notations de la démonstration de la Proposition 6. Considérons
la restriction 2(¢))” de Q()" & un sous-bouquet:

> \/ Sanl /\M/ /\M/(z) A (M/ /\527171)(.7)

i=1,j=0
lQ(’Lp)//
> \/ §6n—2 A M’(z) A (SGn—2>(j)
i=1,j=0
Il est bien clair que si £2(¢)"” a un inverse a droite, il en est de méme pour

Q(1)". Comme nous 'avons constaté, ()" factorise par les applications
de pincement en:

> \/ SQn—l /\M//\M/(l) A (Ml /\5271—1)(.7)

i=1,j=0

J{Ml
Oy \/ G2n—1 o gdn—1 o pr'(i) A (S4n—1 /\52n—1)(j)
i=1,j=0

J/;U'Q

Oy \/ §6n=2 A pf (@ A (Ssn—Q)(j)

i=1,j=0

Le résultat annoncé se déduit maintenant de:

e l’application p; admet un inverse a droite d’apres I’étape 2;

e l'application po est un isomorphisme; ce dernier point provient
de la connaissance de Q(v)’ et de la modification de parenthésage
entre Z; et Z5. A
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3. Démonstration du Théoréme 2

Rappelons, [16], que si Z est un CW-complexe simplement connexe
de R-localisé Zg, alors cat Zr < cat Z.

Notons e}, le cone construit sur la sphere R-locale S}Lz_l. Soit X =
SE Uyp, e Uy, e, n1 < ng < ng, une décomposition R-cellulaire de X.
L’attachement d’un cone augmentant la catégorie d’au plus une unité, il
faut que X’ = ST Uy, e} soit de LS-catégorie 2.

Jusqu’a la dimension m, les groupes d’homotopie de la spheére R-locale,

%', s'injectent dans les groupes d’homotopie du rationalisé S&l. La
seule possibilité pour que X’ ne soit pas une suspension est donc n; = 2n
et f1 = k[tan, tan], soit, avec les notations de la Proposition 6, X’ = Yx.
Considérons maintenant ’attachement de la derniere cellule:

MpV S%
|#
nz—1 f2
Sy — Yr

Si fo € Im 7, (¢), notons fa: SEL”_I — MpVS% un relevé de fo. Il est
alors facile de constater que X est un 2-cone, (donc de LS-catégorie < 2):

SETtv STt L Mp v SR - X,

ot g = (1 — ¥2) + fo.

Pour avoir un espace X de LS-catégorie 3, la seule possibilité est
donc que la classe d’homotopie fy soit de la forme l[a,b] + p, I # 0,
€ Imm, (), ol [a,b] est le crochet relatif représenté par S%"fl — Y
et décrit dans la démonstration de la Proposition 6. Le cocycle associé a
S%' dans la cohomologie de X a une puissance troisieme non nulle, car
égale a lk(ely)*, ou (ey?)* désigne la classe de cohomologie associée a
er. m

Remarque. En rationnel, il est assez facile de voir que le résultat du
Théoreme 2 s’étend aux CW-complexes de LS-catégorie k admettant une
décomposition en k cellules rationnelles; cette propriété est-elle conservée
en R-local?
ie: si X € CW/™ est un CW-complexe de LS-catégorie k, admettant
une décomposition en k cellules R-locales, son algebre de cohomologie
admet-elle un cup-produit de longueur k7
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4. Un exemple tempéré

Dans cette section, tous les espaces considérés sont localisés en dehors
de 2 et de 3.

Soit Y = S Ul e6] e'2, on sait que QY a le type d’homotopie de S° x
Q(S'7), (cf Proposition 6). Notons p : S'7 — Y la classe d’homotopie
correspondant a cette décomposition et 3 le générateur d’ordre 5 de
7T24(S17).

Proposition 7. Le CW-compleze Z =Y U,op €2° est de LS-catégo-
rie 3, sa longueur de cup-produit est 2.

Remarque. Dans [2], [3], D. Anick introduit une généralisation des
espaces R-locaux, les espaces tempérés, (“mild space”). Notons p le plus
petit entier non inversible dans R; dans le cadre tempéré, la catégorie
CW" est remplacée par la catégorie CW des CW-complexes R-locaux,
r-réduits et de R-dimension < ¢q avec ¢ = (r — 1)p.

Remarquons que Z est 6-réduit, de dimension 25; on peut donc
choisir 5 comme premier entier non inversible dans R. L’espace Y est
donc tempéré au sens ci-dessus.

Démonstration: Pour justifier 'affirmation sur la LS-catégorie, con-
sidérons I'espace, V =Y U, 18, également obtenu comme cofibre S17 Ug

e — Z — V, ainsi que le montre le diagramme:
524 R 524 *
b e |
S17 - .y — vV

l Lo

STUge® —— 7 — V

dans lequel la ligne du bas et la colonne de droite sont constituées des
cofibres. Notons:

- D2zt ExZ — Z et pav @ ERV — V les fibrations de Ganea
associées & Z et V respectivement,

- EyZ — 7 5 Z)EyZ et BV — V% V/E,V les cofibrations
associées & pa 7 et poy respectivement.
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Si nous montrons que Iapplication %77 n’est pas homotopiquement triv-
iale, il est alors facile de constater que ps z n’a pas de section homo-
topique, (i.e. cat Z > conil Z > 3). Pour cela, il nous suffit de démontrer
que le composé

7 — XV 2% 5 (V/EV)

n’est pas homotopiquement trivial, car il factorise par X7z : X7 —
Y(Z/Ex 7).

Si W est un CW-complexe, notons Wi son squelette de dimension k
et remarquons que pour le probleme étudié, il suffit de déterminer
E5(V)[26]. Avec un raisonnement analogue & celui effectué pour décom-
poser QCP3, on obtient QV = S5 x Q(523), d’ott 'on déduit:

(ZQV) pg) = 8% v 5%
(QV + QV)pg = S
(B2V ) g5 = (8% Upgug) €2 V SF =Y v 52,
La fleche
$Z=8TvSPvS® - SV =5"VSPVSY = (Z(V/EV))gy =5 vS*

“contient” 3243 : 526 — S19 qui n’est pas homotopiquement triviale. W
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