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CLASSES CARACTERISTIQUES REELLES
DE CERTAINS G-FIBRES VECTORIELS
ET RESIDUS

ABDELHAK ABOUQATEB

Abstract

This work is a contribution to study residues of real character-
istic classes of vector bundles on which act compact Lie groups.
By using the Cech-De Rham complex, the realisation of the usuel
Thom isomorphism’s permites us to illustrate localisation’s tech-
nics of some topological invariants.

1. Introduction

Etant donné ¢ = (E 5 V) un fibré vectoriel sur lequel opere différen-
tiablement un groupe de Lie compact G, tel que l'action de G sur V
soit quasi-libre (c’est a dire tous les groupes d’isotropie sont discrets) , il
est bien connu que les classes caractéristiques de dimension supérieure ou
égale a dim V' —dim G+ 1 d’un tel fibré sont nulles; la raison géométrique
en est l'existence d’une connexion spéciale de courbure R basique (c’est
a dire ¢(X)R = 0 pour tout champ de vecteurs fondamental X).

Ce théoreme d’annulation donnait naissance a un probleme de résidus:

“Décrire, quand D'action n’est plus quasi-libre, la localisation
des classes caractéristiques de dimension supérieure ou égale a
dim V' —dim G+1 d’un G-fibré vectoriel, autour du lieu singulier >, qui
est ’ensemble des points de V' ou le groupe d’isotropie n’est pas discret.”

Ce probléme a été résolu par P. Baum-J. Cheeger lorsque G = S*
(cf. [5]) puis sous certaines conditions par F. Gémez lorsque G est un
tore (cf. [7]), et en suite par N. Alamo-F. Gémez dans une situation plus
générale (cf. [2]).

Keywords. Characteristic classes, residues, group action, Thom’s isomorphism, fiber
integration.



360 A. ABOUQATEB

Ce qu’on se propose de faire c’est d’étudier la situation suivante:

¢ = (E 5 V) est un K x T"-fibré vectoriel (olt K est compact connexe,
et T" = R"/Z" le tore réel de dimension r) tel que:

(i) K opere quasi-librement sur V.

(ii) Il existe un vecteur non nul hy € RF,(R* = lalgebre de Lie
de T7), dont le champ de vecteurs fondamental associé Xp, est
transverse aux orbites de I'action de K sur V — Zéro(Xp,).

Comme exemple d’une telle situation (voir 5.14).

Le papier sera organisé de la fagon suivante:

Le paragraphe 2 est consacré a la réalisation de l'isomorphisme de
Thom dans le complexe de Cech-De Rham, et son application & des
problemes de résidus.

Au paragraphe 3 nous faisons des rappels sur les actions différentiables
de groupes de Lie sur les fibrés vectoriels, et nous démontrons un lemme
technique sur ’existence d’une connexion spéciale.

Au paragraphe 5 nous donnons une formule de résidus du type
P. Baum-J. Cheeger et F. Gémez; le Théoréeme 5.15 en sera le résultat
fondamental.

Notations. L’algebre différentielle graduée des formes différentielles
C'*° sur une variété différentiable B sera noté Q*(B). Un fibré localement
trivial, C, orienté, (E = B), de fibre F, sera souvent désigné par
(B, 7, B, F) un fibré vectoriel réel C*°. On désignera alors par Q5 (E)
Iespace gradué des formes différentielles & support “compact dans la
direction de la fibre” (cf. [8]). On note f,, : Q5 (E) — Q*~"(B), ol
r = dim F, Vopérateur d’intégration le long de la fibre (cf. [3], [8]),
satisfaisant dans le cas ou 'espace E est sans bord & 1’égalité fF od =

(_1)Td OfF'

2. Isomorphisme de Thom

2.1. Cas d’un fibré vectoriel.

Soit (M, 7, W,R¥) un fibré vectoriel réel C*° orienté. On considere
lalgebre différentielle graduée (C*(M, M — W), D) définie par:

C*(M,M — W) = Q*(M)@PQ* (M — W) avec la différentielle
D(8,7) = (dB, —dy + f8) et le produit (3,7) — (5,7) = (BAS, v A ).

(La base W du fibré étant identifiée & son image par la section nulle).

La cohomologie de cette algebre différentielle s’identifie naturellement
a la cohomologie relative H*(M, M — W, R), (cf. [12]).
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Munissons le fibré vectoriel (M, 7, W,R") d’une métrique riemanni-
enne (.), et posons pour tout £ > 0:

M. ={z€e M, (z,2) <e}
OM. ={ze€ M, (z,z) =¢}

et M.={z€eM, (z,2) <e}.

Ce sont les espaces totaux de fibrés C'*° localement triviaux, canonique-

[e]
ment orientés, de fibres respectives D,, 0D, et D,:

(M., 7, W, D.), (0Mz, 7, W,8D.) et (Me.,7,W,D.).

(D, désigne le disque fermé de R* centré en zéro, et de rayon /g, 9D,
o
sa frontieére et D, son intérieur.)

Pour € =1, on pose

DM = M, SM = OM,
D"=D; et S'=0D;.
Pour toute forme différentielle homogene 3 € Q%(M), I'intégrale le long

de la fibre D" de la restriction de  a DM est une forme différentielle
homogene sur W:

[ G 2= am.

De méme si y € QF"(M — W), on a

f (Yans) € Q5T (WD),
.

Définition 2.1. On définit 'opérateur “d’intégration le long de la
fibre”

f: C* (M, M — W) — =" (W)

f(ﬁm) =f B —fSM ¥

c’est une application linéaire homogene de degré —r.

en posant
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Lemme 2.2. L’opérateur f satisfait I’égalité:

f oD = (=1)"dof, induit donc, en cohomologie une application linéaire
H(f): H*(M,M — W) — H*"(W), homogéne de degré —r.

Théoréme 2.3 (Isomorphisme de Thom). H(f) est un isomor-
phisme d’espaces vectoriels gradués.

Démonstration:

19" cas: W est un point.
On a alors l'identification M = R* et W = {0}.

On sait que
0 sik<r
H*(R', R — {0}) =
( (o) {R sik=r
«t R sik=0
S1 =
oy ={ "
S1 nomn.

De plus, il est facile de voir que dans ce cas, 'application Hk(f) :
H*R*, R — {0}) — H*"({0}) s’identifie & 'application nulle, sauf
pour k =r.

On en déduit quil suffit de montrer que l'application H”(f)
H"(R",R* — {0}) — R est surjective.

Or puisque (R* — {0}) se rétracte par déformations sur la
spheére unité S™7', on en déduit l’existence d’une forme différentielle
yeQ 1 (R*—{0}) telle que fq,_, y=1. Autrement dit H'(f) [(0, —v)]=1.

Ceci acheve la démonstration du 1" cas. B

2¢me cqs: W = R™.

Le fibré (M, w, W, R") s’identifie alors au fibré trivial:

(R" x R", 7, R",R") ol 7 est la projection canonique.

L’injection i = R* — R™ x R*, i(2) = (0, 2), induit de fagon naturelle
un homomorphisme différentiel [i*]: C* (M, M—{0})— C*(R*,R"—{0}),
tel que le diagramme suivant commute:

0 —— (M —{0}) —— C*(M,M—{0}) —2— Q*(M) ——

: [

0 — *(R" - {0}) —— C*(R",R" —{0}) —— @*(R") ——

(avec: i(y) = (0,7) et p(B,7) = B).

0
0
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Les autres fleches sont définies de maniére analogue.

Le lemme des cing permet d’en déduire que [:*] induit un isomorphisme
en cohomologie.

D’autre part, on vérifie aisement la commutativité du diagramme suiv-
ant:

C*(Rr,RF - {0}) L oM, M — {0))
f| Is
Qo)) —— @ (RY)

le symbole f désigne “I'intégration le long de la fibre” associé au fibré
trivial R* — {0}.

On en déduit, d’apres le premier cas, que f induit un isomorphisme
en cohomologie. Ceci achéve I’étude du 2°™° cas. W

Cas général:

Lemme 2.4. Soit {U,V'} un recouvvrement ouvert de W.
La suite exacte de Mayer-Vietoris (cf. [8]):

0 — Q" (M) — Q" (M) P (M),) — 2 (M,,,,,,) =0
permet alors de construire une suite exacte courte:
0—cC* HC?}@C‘*/ — Chay — 0

ot: C* = C*(M,M — W), et Cj = C*(M,,, M), — W) pour tout ouvert
0 de W. De plus, on a un diagramme commutatif naturel:

0 cr Cr Dy Cony —0
ls lres Iy
0 QW) —— Q@ (U) P (V) Q-r(UNV) ——0

Lemme 2.5. Supposons (Uy)a une partition par des ouverts de W :
W =1,U,.

Le diagramme suivant est alors commutatif:

C*(M,M -W) —<—  1,C*

f] [n.s

W) —L LT (U)

(p et étant les morphismes de restrictions).
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La preuve des Lemmes 2.4 et 2.5 se déduit de la naturalité de I'inté-
gration le long de la fibre.

La démonstration du théoreme se déduit de la méme maniere que celle
faite dans [8, p. 352 et p. 197].

Il nous reste a montrer que l'isomorphisme précédent coincide avec
I'inverse de celui de Thom (voir Proposition 2.6).

2.2. Comparaison avec autre réalisation de 1’isomorphisme
de Thom.

Soit (M, 7, W,R¥) un fibré vectoriel réel C*°, orienté, riemannien.

On définit I'algebre différentielle graduée:
C*(M, M — M, 5) = (M) @Q*fl(M — M s)
muni de la différentielle

D(B,7) = (dB, —dy + p)

et du produit
(B,7) = (B'7") = (BABANB).

[l est facile de remarquer, puisque M — M 5 se rétracte par déformations
sur SM, que ’homomorphisme de restriction de C*(M, M — W) vers
C*(M, M — M, 3) induit un isomorphisme d’algebre en cohomologie.
L’intégration le long de la fibre du paragraphe 2.1 se prolonge triviale-
ment au complexe C*(M, M — M, j3). D’autre part, pour tout e € |0, 1/2]
on a une injection naturelle dans ce complexe de ’algebre différentielle
des formes différentielles a support “compact dans la direction de la fi-

bre”: jo : Q% (M) — C*(M, M — M1/2)7 définie par j.(3) = (3,0) le
D,
premier facteur désigne I’extension naturelle de 8 par zéro.
On remarque que j., commute aux différentielles, et que le diagramme

suivant commute:

o

Q (M.) 2 CY(M,M - My )

AN S

Q= (W)
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On en déduit, en particulier, que ’application j. induit un isomorphisme
d’algebres en cohomologie et qu’on a un diagramme commutatif:

o) 2L M —w)

iy N i
W)

H**T(

Soit maintenant V' une variété différentiable, W une sous-variété
fermée de V, dont le fibré normale (N(W),7,W,R") est orientable
(r = dimV — dimW). En utilisant 'existence d’un voisinage tubu-
laire de W, on en déduit que H*(C*(N(W),N(W) — W)) s’identifie
a H*(V,V — W;R), de telle facon que l'inverse de l'isomorphisme de
Thom: H*(V,V — W;R) = H*~"(W;R), est induit par I'application
f: B = fpr B fgra.

Soit donc (U, 7, W) un voisinage tubulaire de W dans V' (U étant iden-
tifié & ’espace total du fibré normal N (W), de telle facon que l'injection
naturelle de W dans U s’identifie avec la section nulle du fibré vecto-
riel). On désigne par MV (U)* le complexe de Cech-De Rham associé au
recouvrement ouvert de V : U = {V = Uy, U},

MVU)* =Q*(V = Upp) P 0) P (U = Uypo)
avec la différentielle

D(aaﬁa’y) = (da,dﬁ, —dfy_i'_ﬁ_ Oé)

et la structure d’algebre
(Oé, ﬁ,’Y) ~ (O/a 5/7’71) = (O[ A O/a ﬁ A ﬁla Y A ﬁl + (_1)|0¢\a A ’Y/)

On rappelle que linjection canonique, §y : Q*(V) — MV(U)*,
0P = (<I>‘V7U1/2 ;®),,,0), induit un isomorphisme d’algebre en cohomolo-
gie, H*(80) : H*(V) = H*(MV(U)*).

Notons i I'injection C*(U,U — Uy j2) — MV (U)*, i(3,v) = (0, 3,7).

1 commute aux différentielles, et induit donc un homomorhisme
d’algebres en cohomologie, H*(7) : H*(V,V — W;R) — H*(MV (U)*).

On démontre alors facilement:
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Proposition 2.6. Le diagramme suivant commute:

Y *kw) 4 HY MUy —— HVRV)
Ds Ds
i, ) = | 1)

H(f) *(i
arary 2D vy Swry O gk arv )

(e désigne l’extension naturelle, id = identité, N = dimV, n = dim W
ete€]0,3]).

Corollarie 2.7. Sila classe de cohomologie [w] d’une forme différen-
tielle fermée w € Q5 p(V), coincide avec la classe de cohomologie d’une
hyperforme fermée (0, 8,~v) € MV (U)*.

Alors: la classe de cohomologie [w] posséde un représentant dans
n’importe quel voisinage de W dans V; autrement dit [w] posséde un
résidu sur W, ou encore [w] se localise au voisinage de W .

Commentaires.

Etant donnée une sous-variété W d’une variété différentiable V' dont
le fibré normal est orientable. Par composition de I'isomorphisme de
Thom: H*(W;R) = H**7(V,V — W;R), avec I'application naturelle:
H*"(V,V —W;R) — H*t"(V,R), on aura une fleche naturelle:

H*(W;R) — H*"(V,R).

Dans certains problémes géométriques de type “résidus” (consistant par
exemple a localiser ou a calculer certains invariants topologiques de la
variété ambiante V), cette fleche est utilisée pour lire certaines formules
ou “le lieu singulier” est lisse.

La proposition précédente nous donne deux réalisation de cette fléche a
I’aide du complexe de Mayer-Vietoris. Ce qui donnera l’avantage d’éviter
le choix de partition de I'unité dans les calculs.

3. Rappels sur les actions différentiables de
groupes de Lie sur les fibrés vectoriels

3.1. Définitions.

Soit G un groupe de Lie opérant différentiablement & gauche sur un
fibré vectoriel ¢ = (E = V). Un tel fibré s’appellera G-fibré vectoriel.

On notera I'(§) le C*°(V')-module des sections de &.
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Pour g € G, 0 € T'(§), on définit g.o € I'(§) en posant:

(9-o(z) =gol(g™"
Pour tout h élément de l'algebre de Lie G de G, on désignera par
92 (&) — T'(§), Popérateur défini par:
((expth).o)(z), pour xz € V.

o) = 5|

S’il n’y a pas de confusion possible, cet opérateur sera noté 6.

x) pour x € V.

Le champ de vecteurs fondamental sur V associé a h € G, sera désigné
par —Xp, soit

(Xp)z = (expth)z, pour x € V.

d

dt),_q
L’action de G sur V sera dite quasi-libre si en tout point € V, le groupe
d’isotropie G, = {g € G/gx = x} est un sous-groupe discret de G.

3.2. Propriétés (rappels).
1. 0,(fo) = (Xnf)o + f(Ono), pour tout h € G, o € T'(§), et
fec>=V).
2. Pour tout h,k € G on a:
1) e[h,k] = Bh e} ek
i) Xpw = [Xn, Xi].
3. Si (, ) est une métrique riemannienne G-invariante sur £. Alors
Xy {o,7) = (0pho,7) + (0,0,7), pour tout o, 7 € ['(§).
4. 1) V est une connexion riemanienne si et seulement si
X. <Uv T> = <VXO', T> + <O', VXT>
pour tout o, 7 € T'(€), et X € x(V) =T(TV).
i) Si V est G-invariante, alors on a:
0 o Vy —Vy 00, = V[x, y] pour tout ¥ € x(V).
5. Pour tout V connexion linéaire sur &, et h € G, on définit 'opé-

rateur Sy, = 0, — Vx,, on a alors:

i) Sp € Homeeo(v)(I'(§)), et par suite définit une section du
fibré des endomorphismes de £. Soit S;, € T'(End &).

ii) Si la connexion V préserve une métrique riemannienne G-
invariante ( , ), alors S, est antisymétrique.

iii) Si V est G-invariante, de courbure R, alors
VS, = i(Xn)R.
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4. Lemme technique (existence d’une connexion spéciale)

Lemme 4.8. Soit ¢ = (E 5 V) un G-fibré vectoriel (ot G est con-
nexe) tel que Uaction de G sur V soit quasi-libre.

On suppose l’existence sur &:

- d’une métrique riemannienne { , ), G-invariante,

- d’une connezion G-invariante V, préservant (, ), telle que
Vx, =0, VYhegqg,

- d’une section o de & partout non nulle, telle que 0,0 =0 Vh € G.

Alors il existe sur & une connexion G-invariante V°, préservant la
métrique ( , ), telle que:

V%, =0n VYheEG

et V° (727) = 0. (0t o]l = /To.).

Démonstration du lemme: G étant connexe et 6,0 = 0 pour tout
h € G, on en déduit que la section o est G-équivariante, et par suite le

sous fibré vectoriel trivial de rang un £ = (L = V) (ot L = Il,ey Ly,
L, = {to(z)/t € R}) est G-stable.

D’olt I'existence d'un fibré vectoriel &, = (Ey - V) supplémentaire
orthogonal relatif & la métrique ( ), qui est G-stable, soit

E=6@PL

On désignera alors par p : I'(§) — T'(§y) 'opérateur de projection associé
a cette décomposition.
Définissions ensuite V° connexion linéaire sur £, en posant:

VST = p(Vxr) pour X € (V) et 7 € T(&), et V% (ﬁ) —0.

On vérifie facilement que V° préserve la métrique ( ). Montrer ensuite
que V° est G-invariante revient a vérifier les deux propositions suivantes:

i)
0, (VS 7) — Vy(0h7) = fomy]T

pour tout h € G, Y € x(V) et 7 € T'(&o)
ii)

o (%% () =7+ (0 (o) = 9o ()



CLASSES CARACTERISTIQUES DE G-FIBRES 369

La premieére proposition est satisfaite puisque V est G-invariante et que
Popérateur 6;, commute avec p (o et £ sont G-stables).

Pour affirmer ii) il suffit de montrer que 6}, (ﬁ) = 0 pour tout h € G.

o (et ) =% (g )

Or nous avons

(car 60 =0). D’ou

" (i) = (Xn(00))0) =0

loll) — 2]lo|®

(car V préserve la métrique (, ) et Vx,0 =00 =0). R

Remarque 4.9. L’application de ce lemme se verra au paragraphe
suivant.

Corollaire 4.10. Soit ¢ = E = V un G-fibré vectoriel (ot G est
compact connexe), tel que l'action de G sur V soit quasi-libre.

On suppose lexistence d’une section o € T'(§) partout non nulle et
G-équivariante.

Alors il existe une métrique riemannienne { , } G-invariante sur £, et
une connexion riemannienne V G-invariante, telles que: V ﬁ =0
et Vx, = 0y pour tout h € G.

Exemple 4.11. Soit G un groupe de Lie compact opérant différen-
tiablement sur une variété différentiable V'; et soit W une sous-variété
fermée de V, qui est G-stable.

Il existe alors ([4]) un voisinage tubulaire G-stable de W dans V', noté
U, m,W).

(On appelle ainsi les données:

- d’un voisinage ouvert G-stable U de W dans V,

- d’une métrique riemannienne G-invariante sur N (W) fibré normal

de W dans V,

- d’un difféomorphisme G-équivariant de N(W) sur U échangeant
la section nulle de N(W) et l'inclusion naturelle de W dans U,
m: U — W désignant la “rétraction locale” correspondante a la
projection du fibré N(W) — W par ce difféomorphisme).



370 A. ABOUQATEB

Désignons par 7 la restriction a U — W du fibré tangent vertical
Ker(dm). n est un G-fibré vectoriel possédant une section partout non
nulle et G-équivariante. En effet, soit Z le champ de vecteurs transversal
défini par le groupe & un parametre (¢,z) — e'.z de R x (U — W) dans
(U—=W), (le produit externe provient de la structure vectorielle existante
sur les fibres de U). Z définit une section de 7 partout non nulle, qui est
G-équivariante, puisque pour tout g € G et z € (U — W) on a:

d ' _d _
Zgz = - . (e(g-2)) = o (9-(2)) = g.Z..

5. Formule de résidus
et actions de groupes de Lie compacts

Soient K un groupe de Lie compact connexe de dimension s,
T" = RF/Z* le tore réel de dimension r, £ = (E 5 V) un K x T"-
fibré vectoriel, tels que:

(i) K opere quasi-librement sur V,

(ii) il existe un vecteur non nul hy € R*, (R* = l'algeébre de Lie
de T7), dont le champ de vecteurs fondamental associé Xp, est
transverse aux orbites de I'action de K sur (V — Zéro(Xp,)).

Remarque 5.12. Dans cette situation on démontre le théoreme ci-
dessous, qui lorsque K est le groupe unité on retrouve le résultat de
Baum-Cheeger [5].

Remarque 5.13. Comme nous a été signalé par F. Goémez, les
données ci-dessus sont aussi équivalentes a la donnée d'un K x T'9-fibré
vectoriel £ = (E 5 V) tel que:

(i) K groupe de Lie compact connexe opérant quasi-librement sur V,

(i) dim(K x T?), < ¢, pour tout € V — V" (V1" étant le lieu des
points fixes par Paction du tore T'?).

En effet,

Soit hg € R7 tel que {exptho/t € R} soit dense dans T9. Alors
Zéro(Xp,) = VT et Xj, est transverse aux orbites de K dans V — V71
puisque si X}, est tangent en x a l'orbite K.z, il en sera ainsi en tout
point y de K.z, et par suite la courbe t — exp(thg).z est continue
dans K.z, dou T%.2¢ C K.z, ce qui implique (K x T%).z = K.x; or
dim(K.z) = dim K, on obtient alors dim(K x TY), = g ce qui contredit

(ii)".
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Réciproquement, ’hypothese (ii) implique l'existence d’un sous tore 7
de T7 tel que {exptho/t € R} soit dense dans T'7, et Xj, est transverse
aux orbites de K sur V — V7. On a alors dim(K x T9), < g pour
tout € V — VT"; en effet, I'action de K sur V étant quasi-libre, on en
déduit que pour x € V. — VT on a dim(K x T), < g, supposons que
dim(K x T?), = q alors dim(K x T9).z = dim(K.z), d’ou (K x T?).x =
K.z, en particulier T9.2 C K.x, ce qui contredit le fait que Xj, est
transverse a K.x.

Exemple 5.14. Soit 77 x W — W une action d’un tore 79 sur
une variété différentiable W telle que sur W — WT* T’action soit quasi-
libre (c’est notamment le cas si ¢ = 1). Soit H un sous groupe de Lie
fini de T9, et soit K un groupe de Lie compact connexe contenant H.
Considérons alors I'espace topologique quotient de K x W par la relation
d’equivalence:

(k,z) ~ (kh,h t.z) pour h€ H, (k€ KetxzcW).

Posons alors V.= K xyg W l'ensemble de ces classes d’equivalences
(k,z). V est une variété différentiable, c’est en fait ’espace total d’un
fibré localement trivial de fibre W et de base K/H. Le groupe de Lie

K x T opere sur V par

(a,t).(k,z) = (ak,tx) pour a € K et t € T1.

Il est alors facile de voir qu'une telle action est bien définie et qu’elle
satisfait au conditions i) et ii) ci-dessus. On prendra alors pour (E = V)
n’importe quel G-fibré au dessus de V', par exemple le fibré tangent a V.

Rappels. Soit V une variété différentiable orientée, sur laquelle un
tore H opeére différentiablement. Il est bien connu que chaque com-
posante connexe du lieu des points fixes V¥ est munie d’une structure
de sous variété fermée orientée différentiable. (Il suffit, pour le voir,
de penser a l'utilisation de cartes géodésiques associées a une métrique
riemannienne H-invariante sur V, ou plus généralement le modele de
Koszul. Ils permettent en effet de décrire ’action & partir de représenta-
tions linéaires de groupes, respectivement au voisinage d’un point ou au
voisinage d’une orbite.) De plus, on peut vérifier que la codimension de
telles sous-variétés est paire, et ceci en exhibant pour = élément de V¥,
un automorphisme antisymétrique de ’espace vectoriel normal en x a la
composante connexe de VH contenant ce point.
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Théoréme 5.15. Soit £ = (E 5 V) un K x T"-fibré vectoriel comme
ci-dessus (ou V' est supposée orientée, non nécessairement compacte, de
dimension N ). Alors

a) Les classes caractéristiques du fibré £ de dimension supérieure ou
égale a (N — s+ 1) sont nulles.

b) Les classes caractéristiques de dimension égale a (N — s) ont un
résidu sur Zéro(Xp,).

c) Sip(&) € H?(V) désigne une classe caractéristique du fibré vec-
toriel £, de dimension 2l = N — s, alors

Sﬁ(f) - ZTZ <X£Ln?1 (N1)>21—2m@]

iel
- Zéro(Xp,) = Wi Wi, W; composante connexe de Zéro(Xp,)
de dimension égale a N — 2m,;.

(avec: —N =dimV,

- (B)ai—2m, désigne la composante de degré 21—2m,; de la forme
différentielle fermée (3.

- [(B)21—2m,] désigne la classe de cohomologie de ce cocycle.

- Tr : H*2mi(W;) — H*(V) est la composée de lisomor-

phisme de Thom H*72™i(W;) — H*(V,V — W;) et de la
fléche naturelle H*(V,V — W;) — H*(V).

- Mo (&) désigne I’homorphisme de Chern-Weil généralisé
(cf. [7]) associé au T"-fibré vectoriel & = restriction de &
a W;.

- Xm,; est le polynome pfaffien défini sur l'algébre de Lie des
matrices antisymétriques so(2m;).

- N; = le fibré vectoriel normal de W; dans V).

Démonstration: a) se déduit immédiatement de (i).

Posons Ky = K {tho/t € R}, c’est une sous algebre de Lie de
KEPR" = algebre de Lie de K x T", elle engendre donc un groupe
de Lie connexe Ky immergé dans K x T" de dimension égale a s + 1.

Pour tout & € V, on vérifie aisément que

0 sizxeV —Zéro(Xp,)

im(Ky) { 1 siz € Zéro(Xx,, )
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L’action de K sur le fibré £ étant induite par celle de K xT™", on en déduit
Pexistence de métriques et connexions invariantes par Ky sur £. Et par
suite, les classes caractéristiques de £ de dimension N —dim Ky+1 = N—s
se localisent sur Zéro(Xp,) c’est & dire on a b).

¢) La décomposition de Zéro(X},,) en composantes connexes s’écrit:
Zéro(Xp,) = WierWi, (chaque W; est une sous variété connexe, ori-
entée, fermée dans V, de codimension 2m;).

On remarque que Zéro(Xp,) est K x T"-stable, et que chaque com-
posante connexe W; I’est aussi puisque K x T" est connexe. Désormais,
on pose: G=K xT".

Pour tout ¢ € I, on désignera par (U;, m;, W;) un G-voisinage tubulaire
de W; dans V' (voir 4.11).

On suppose que les ouverts U; sont disjoints deux & deux. (De tels
données existent toujours des lors que G est compact et W; G-stable,
voir [4].)

On a ainsi un recouvrement naturel de V' par deux ouverts G-stables:
U={U°,U'Y} avec

U° =V — Zéro(Xp,)
vt =]
i€l

Le complexe de Mayer-Vietoris associé a ce recouvrement est donné par:

MV W)= U)o uh peotwenu)

— Q*(V — Zéro(Xp, )) @(@ Q*(Ui)) EB(@ N U; - Wi))]

i€l iel
avec la différentielle
D(Xo, A1, Ao1) = (dAo, dA1, —dAo1 + A1 — Xo)

(d désignant la différentielle de De Rham).

Ce complexe différentiel permet de réaliser la cohomologie singuliere
réelle de V. Un élément de MV (U)* sera appelé “hyperforme de degré *”,
relativement au recouvrement .

Notons I*0(g) 'algebre des polynémes sur I’algebre de Lie des matrices
antisymétriques so(q), invariants par la représentation adjointe adO(q),
(ot ¢ =rang¢), graduée en dimension paire.
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Pour tout couple de connexions {Vo, Vl}:

V° connexion riemannienne sur le fibré vectoriel riemannien
€ =(E,, >U°.
V! connexion riemannienne sur le fibré vectoriel riemannien
¢ =(E,, =UY.
On désignera par

Hawow? (90) = (Aw" (90)7 AV (Sa)a Dot (90))

(ot Aya désigne 'homomorhisme de Chern-Weil usuel, (o = 0,1).
Aot Cest Nopérateur différence de Bott associé au couple de connex-
ions {V°, V!'}; il satisfait 'égalité d o Aoyt = Ay — Dyeo (cf. [3])).

La classe de cohomologie [ftyoe,1(¢)] € H? (V) est indépendante du
choix du couple (V°, V1), et permet de définir la classe caractéristique
(&) € H?(V) du fibré vectoriel ¢ associée au polynéme .

S’il est possible de choisir V° comme @-connexion (c’est a dire
Ao (p) = 0), alors (cf. 2.2) on aura:

=31 ([, sw@ [, Bunte)].

iel

- (=T : H*=?mi(W;) — H*(V) est la composée de I'isomorphisme
de Thom H*~2™i(W;) — H*(V,V — W;) et de la fleche naturelle
H*(V,V = W;) — H*(V).

- fDmi désigne 'opérateur d’intégration le long de la fibre associé au
fibré en disques fermés du fibré vectoriel riemannien (U; =% W;).

- fsmi_l Iopérateur associé au fibré en spheres du fibré vectoriel
riemannien (U; =% W;)).

Alinsi pour résoudre la question ¢), il suffit de faire un choix judicieux
des connexions V° et V! de fagon que:

(*) Ao (p) =0

(%) Kﬁ Dt (9) 7fsmifl Awowl(w))] B [(%)21—2”%]

pour tout ¢ € I, c’est ce qu’'on va établir.
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Pour tout ¢ € I, on se donne désormais un isomorphisme G-équivariant

7Ti1 (&)

LR

(I)'L = fUi

(ot &y, = (B, LU et & = §w, ), tel que par restriction des deux
membres de I’isomorphisme a &; on obtienne 'identité.

Munissons ensuite le fibré vectoriel ¢ = (E = V) d’une métrique
riemannienne G-invariante (, ), dont la restriction & &y, coincide, via
I'isomorphisme ®;, avec I'image réciproque par 7; de sa restriction a &;
(ce qui est possible: un argument de partition G-invariante de I'unité le
montre).

Munissons & d’une connexion riemannienne G-invariante V!, dont la
restriction a £y, coincide, via 'isomorphisme ®; avec 'image réciproque
par m; de sa restriction a &;, et telle que Vﬁ(k = 0, pour tout k € K.

Choisissons d’autre part une métrique riemannienne G-invariante
((,)) sur le fibré tangent & U°, telle que Xj, soit orthogonal & X}
pour tout k € K, et définissons a € Q' (U°) par:

({(X, Xno))

) = X X )

pour X € x(U°).

Désignons par V° la connexion linéaire sur £° = (Epo — U®) définie
par:
Ve =V'+a@Si,

(ot S}, = Oh, — tho) (c’est & dire pour X € x(U°), et o0 € ['(£°) on a

V%o = Vo +a(X)(Oh,0 — Vﬁghg 0)).

- V° préserve la métrique ( ): pour X € x(U°),o0,7 € T'(£°) on a
I’égalité
X.(o,7) = (Vk0,7) + (0, V&T)
en effet, si X est orthogonal & Xj, alors V& = Vi et I'égalité est
vérifiée puisque V! est riemannienne. Et pour X = X, 'égalité est
encore satisfaite puisque VE(}LO = O, et la métrique ( ) est G-invariante.

- V° est G-invariante: pour h € g, X € x(U°) on a
(e) [0n, VX] = foh,x]

en effet, si X est orthogonal & X, alors [X}p, X] l'est aussi puisque
la métrique ( ) est G-invariante et [X}, Xp,] est nul, d’ou Vi, x] =
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V[IX}“X] et V& = V& et par suite (¢) en découle puisque V° est
G-invariante. Et pour X = X, I’égalité (¢) est encore satisfaite puisque
ho appartient au centre de ’algebre de Lie G.

- V° est une @p-connexion: V° étant G-invariante, on en déduit que
Ve(0h — V%, ) = i(Xn)R° pour tout h € g (R° désigne la courbure de
V) d’ott i(Xp,)R° = 0 et i(Xp)R° = 0 pour tout k € K, ceci implique
que i(Xp,) Duwe () =0 et i(X) Awe () =0 pour tout k € K.

On en déduit que Ao () = 0 (puisque dim Ay () = dim V' —dim K).

D’autre part, étant donnée la naturalité de I’homomorphisme de
Chern-Weil, la restricton de la forme différentielle Ayo(p) & Us, i € 1,
coincide avec I'image réciproque par m; de sa restriction & W;. On en
déduit que f;)2,m; Ay (@) = 0 pour tout i € I.

Ainsi le probleme revient & démontrer:

R (€=

pour tout ¢ € I.

Or l'opérateur différence de Bott est donné par:
_Awowl (QO) :f SD(R,R,... 7R).
(0,1]

R désignant la courbure de la connexion V = tV° 4 (1 — )V définie sur
le fibré vectoriel

7xid

g(Ui—Wi) X [07 1] = (El(Ui—Wi) X [Oa 1] - (Uz - Wl) X [Oa 1])7

ona: V=V +tV° -V :V1+ta®5,llo,

d'ott R = R! + d(ta) ® S}, (car VS} = i(Xp,)R: = i(Xn, )7 R, ot
R' désignant la courbure de la connexion V' = restriction de V! & Wj,
et par suite V'S) = 0 puisque X}, est projetable sur 0).
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On en déduit:

f SRR B
[0,1]

_ l i 1 1 ol 1 1—j
= (Z: Clo(RY,..., R, Sy s+ »Sp ) A(dt Aa+tda)—7)
ﬁ,ll =0 _—

J 1—j
_ l i 1 1 gl 1 : I—j—1
= O Cre(RY, ... ,RY,Sh ... SE )AL —j)dt Aa A (tda)l=971)
ﬁm] =0 —_—
J 1—j

=t ' Cil—j)ttidt A (p(RY,... R, S} ... SE ) AaA (da)t i)
[0,1] J=0 ‘W—‘v Oh’_l)/
J 1—j
_\ i 1 1 gl 1 l—i—
=3 Civ(R JRY,S} ... SE) AaA (da)t=i!
J 1—j
autrement dit, — Aot () est la composante de degré (21 — 1) de la
forme différentielle hétérogene

«
e(R' +S},,... ,R" + S} ) A (ﬁ)

c’est a dire

— Dot () = <‘P(R1 + S’lm) A <$>>21—1 '

L’opérateur S} en tant que section du fibré vectoriel des endomor-
ho
phismes de £, coincide, via I'isomorphisme ®;, avec I'image réciproque

c - <l . .
par 7; de sa restriction S), au fibré des endomorphismes de §;, en effet:

. =1 .
Les deux sections S ,110 et 75}, coincident en-dessus de W, de plus on a
1ol _ 1_
VS, = i(Xn, )R =0 sur Uy,

=1 =1 =l =11 =1 ., .
et VH(m;Sy,) = mV 1S, =7 (V' S),,) =7;(0) =0 (V désignant
la restriction de V! & W;). Le transport par parallélisme induit par la
connexion V! implique que les deux sections coincident partout.

Finalement, on peut écrire:

B) =t )= (125 ) ATe® 450

20—-1
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—1 —=1 @
(@(R +Sh0) A (fsami—l 1- da>> 212mi‘|
— hO y a
= <§0 (&)- |:fs2mi1 1- da:|>2l—2mi .

Remarque 5.16. La forme différentielle fSerl ﬁ est fermée,
en effet i(Xp,)da = 0 car « est G-invariante et i(Xp,)a = 1, d’ou

fS2mi_1 =g = 0 puisque le champ de vecteur Xp,, est tangent aux fibres
de (U; LY W;), et partout non nul sur U; — W.

Lemme 5.17.

[
somn T=da| =y (RN 0

RN désignant la courbure d’une connezion riemannienne G-invariante
sur N; = fibré normale a W; dans V. (Q}JZ)‘ est section du fibré des
endomorphismes antisymétriques de N;, puisque le tore engendré par hg
opére trivialement sur W;.)

Démonstration du lemme: F. Gomez avait donné une démonstration
de ce lemme en utilisant la partition de I'unité, le théoreme de Stokes et
la démonstration du théoréeme de Gauss-Bonnet-Chern. Nous montrons
en fait, sans partition de I'unité, qu’en utilisant 'opérateur différence de
Bott que ce lemme se déduit du théoréme de Gauss-Bonnet-Chern.

Il s’agit d’établir ’égalité suivante:

! . A :
|:f52m,-1 (1 —da A xom (R +9;JL\; ))] -

ou encore les 2 identités suivantes:

1) |:f5'2m711 (ﬁ /\ﬂ-:(Xm‘L(RNL +0}]Lv(;)>2m1:| = ]-7

.. . N;
ii) [ Gam; 1 (ﬁ AT Xm, (RN + O, )>2j+1

Désignons par 7; la restriction a U; — W; du fibré tangent vertical
Ker(dr;). 1l s’identifie canoniquement au fibré image réciproque de N;

] = 0, pour tout j > m;.

s .. o
par Iapplication m; = Tl —w,)-
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Le G-fibré vectoriel n; posséde Z; (= champ de vecteurs transversal)
comme section partout non nulle et G équivariante, (cf. 4.11). Apres
avoir muni ce G-fibré vectoriel de la métrique riemannienne image ré-
ciproque de celle existante sur N;, on peut le munir de 3 connexions
riemanniennes G-invariante:

i o . . . o . .
(x) V¢ = m; Vi, connexion image réciproque d’une connexion rieman-
nienne G-invariante V¢ choisie sur N;,

o _ i i i g _ i
(k%) Vie =V —|—a®Sh0,avec Sho —9h0 Xng?
(** %) VZi connexion riemannienne G-invariante préservant le champ

de vecteurs transversal normalisé 2, telle que V% = 07, (ce
‘Zz|7 Xho hO’

dernier choix est possible car Ky opere quasi-librement sur U; — W,
cf. Lemme 4.8).

En désignant par A iyio (resp. A ioyz: €t A\y,z;,,:) Popérateur diffé-
rence de DBott associé au couple de connexions {VZV“’}
(resp. {V°,VZi} et {VZ V'}), on a: Ayigio (Xm;) + Duiowzs (Xm,) +
Az i (Xm,; ) €st un cobord, d’ou

{f@ . (Aiio (Xmy) + Dogiowzi (Xm;) + Dyzii (Xm,) | =0,
or d’aprés le théoréme de Gauss-Bonnet-Chern ([9]) on a:

fsmm—l Awiwzi (sz) =1

D’autre part, le méme calcul qui nous a permis de déduire la formule (E),
nous permet d’affirmer que:

« . . ;
D iqgio (Xmi) = (1 ~da N TG X (RN% + ef]l\; ))

2j—1

Pour établir i), il suffit donc de montrer que:

fsz'm'f1 Boyiow? (Xmi) =0,

en effet

A yiow?i (Xm;) :f Xm; (MR, ..., R).
[0,1] ——
R désignant la courbure de la connexion V = £V 4 (1—t)VZ définie sur
le fibré vectoriel p~1(n;) = fibré image réciproque de 7; par la projection
naturelle p : (U; — W;) x [0,1] — U; — W,.
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En munissant la variété (U; — W;) x [0, 1] de laction g.(z,t) = (g.z,t)
pour g € G, z € (U; — W;), et t € [0,1], et le fibré p~1(n;) de l'action
image réciproque; on en déduit que la projection p devient G-équivariante
et la connexion V devient G-invariante et préservant la métrique image
réciproque. De plus, on a: Vi, = 0(ho) car Vg?}o = 0O, et V)Zg'h = Ohy»

i 0
d’ott (X, )R = 0 et par suite i(Xp,)Xm;(R) = 0 et i(Xp,) Dyioyz:
(X?m) =0 (Car Zb()(ho> of[o@] = :’:[071] Oi(XhoD-

Le champ de vecteurs Xj, étant tangent aux fibres de la fibration

U; = W) I W, partout non nul sur U; — W;, on en déduit que

fSQM-—l Awiowzi (qu) =0.

11 reste & vérifier ii).

La courbure R* de la connexion V*° est donnée par:
R® = R'+da(Q) S,

d’0t Xom, (R™®) = X, (R" + S}, ) A (ﬁ)z et par suite

i

io (6% o (0% * N; N;
B A 2 = B (e A (B 460 )

j>m; 2j+1

ainsi ii) est équivalente &

ngi_l (Awio(xmi) A g _O‘da)] —0

Aw“’ (Xﬂh) =d Awiowzi (Xm7)

or

d’ou

« do
A, io ) — || = I\, iognzi )
o (actorn 2] = (Bomen i n 1220

d’autre part, puisque i(Xpn,) Aypiow= (Xm,;) = 0 et i(Xp,)da = 0, on en
déduit que le second membre de ’égalité ci-dessus est nul.

Ceci acheve la démonstration du lemme. B
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