Exercicis de
Geometria Lineal
Curs 20212022

Index

1 Geometria Afi

1.1 Espaisafins . . . . . . . . . e
1.2 Varietats lineals . . . . . . . . . . e e e
1.3 Baricentre. Rad simple . . . . . . . . ..
1.4 Algunes configuracions geométriques . . . . . . . . ... ..
1.5 Afinitats . . . . . oL
1.6 Afinitats del pla. . . . . . . . . L
1.7 Classificacié d’afinitats . . . . . . . . . . ..

2 Geometria Euclidiana

2.1 Distancia entre subvarietats. Volum . . . . . . . . . . . ... ... ...
2.2 Algunes propietats métriques del triangle . . . . . ... ..o
2.3 Moviments . . . . .. e e e e

3 Geometria projectiva

3.1 Exercicis introductoris . . . . . . . . . . e e e
3.2 Raddoble . . . . . . .
4 Coniques i Quadriques
4.1 COniqUes . . .« v v o e
4.2 Classificaci6 projectiva i afi de coniques i quadriques . . . . . . . . ... ... ... ...
5 Taules classificatories de coniques i quadriques
6 Exercicis complementaris
6.1 Geometria Afi . . . . . . . L e e
6.2 Geometria Euclidiana, . . . . . . . . . ...
6.3 Geometria Projectiva . . . . . . . . ..o

6.4 Coniquesiquadriques . . . . . . . .. L

10
13
20
25
30

38
38
43
49

66
66
71



1 Geometria Afi

1.1 Espais afins

Exercici 1.1: Demostreu que les accions segiients son espais afins:

a)
AxE — A

(Pu) — P+u
onA={P=(z,y,2) ER v +y+z=1}i E={u=(z,y,2) €R% x+y+2=0}
b)

AxFE — A
(Pa (aaﬂ)) — P+a(la_170)+6(1707_1)5

on A={P=(z,y,2) ER* z+y+2=1}i E=R>%

¢)
AxFE

((z,9,2), (o, B))
on A= {(z,y,2) ER3 x =yz}i E =R

A

—
— (z+az+By+aby+az+p),

Soluci6: a) El primer que hem de veure és que (x,y, z) + (u1, uz, uz) € A. L’acci6 és la suma component
a component, per tant hem de veure que (x + uy,y + uo, 2z + uz) € A. Es a dir, que la suma d’aquestes
tres compojnents és 1 pero aixo és clar ja que

rHu+ytutztus=(@+y+2z)+ (ur+us+uz)=1+0=1.

Les tres condicions son:
1) (z,y,2) 4+ (0,0,0) = (x,y,2). Obvi.
2) P+ (v+w)=(P+v)+w. Obvi
3) Donats P, @ existeix un tnic v € E tal que @ = P + u. Obvi.
)

b) El primer que hem de veure és que (z,y,2) @ («, 8) € A ((denotem per & 'accio). Pero
(%%Z) —‘r(l(l,—l,O) +6(170a_1) = (95+04+57y—0472—/3)

i la suma d’aquestes tres components és 1 (recordeu que x +y + z = 1). Les tres condicions son :
1) (z,y,2) @ (0,0) = (z,y, z). Obvi.
2) PO (v+w)=(P®v)®w. En efecte, el primer terme, posant v = (a, 8),w = (¢/, '), és igual a

((I},yZ)+(OZ+O/)(1,—1,0)+(5+ﬁ/)(1,07—1) = (:U—&—a—i—o/—i—ﬁ—&—ﬁ/,y—a—o/,z—ﬂ—ﬁ/)
i el segon terme és

((z,y,2) + a(1,-1,0) + 5(1,0,-1)) @& (', ')
= (z,y,2) +a(1,-1,0) + B(1,0,—1) + &’(1,-1,0) + B'(1,0, —1)

que és igual al primer terme.

3) Donats P, @) existeix un unic u € E tal que Q = P+u. En efecte, si P,Q € A el vector }% pertany
al subespi vectorial z + y + z = 0, que esta generat pels vectors (1,—1,0), (1,0, —1). Per tant

@ = (l(l, _170) + ﬁ(laov _1)
Llavors P @ (o, B) = Q.
¢)

Sabent que x = yz hem de veure que

r4+az+py+af=(y+a)(z+p)



cosa clara.
Les tres condicions soén :
1) (z,y,2) ® (0,0) = (z,y,2). Obvi.
2) P (v+w)=(P®v)®w. En efecte, el primer terme, posant v = (a, 8),w = (¢/, '), és igual a

(@+(@t+a)z+B+8)y+(@+a)(B+8)y+ata,z+B+5)
I el segon terme és igual a

(x+oaz+By+afy+a,z+p8) @ (,5)
= (@+taz+pfytaf+d(z+B)+8y+a)+df yta+td,z+8+5)

que és igual a l'anterior.
3) Donats P, @ existeix un tnic v € F tal que Q@ = P +wu. Si P = (p1,p2,p3) amb p; = pops i
Q = (q1,92,93) amb q1 = gag3 prenem u = (o, f) amb a = g2 — pa, f = g3 — p3 i tenim

P+u - (p17p27p3)@(a75)
= (p1+ (g2 — p2)p3 + (g3 — p3)p2 + (2 — p2)(q3 — P3), 42, q3) = (q1, 92, 93) = Q

Exercici 1.2: Demostreu que el conjunt
A={(z,y,2) eR*% 2% +9*> —2=0}
amb ’accié de R? donada per
(@,9,2) + (u,0) = (@ +u.y +v, (z +u)* + (y +v)*),
és un espai afi.
Solucié: El primer que hem de veure és que (z,y, z) + (u,v) € A. Per a aixo només hem de veure que
(z+u)?+(y+v) = (@+u)?’ = (y+v)* =0

cosa evident.
Les tres condicions son:
1) (z,y,2) + (0,0) = (2,9, 2). Obvi, ja que 2% + y* = 2.
2) (z,y,2) + ((u,v) + (w,t)) = ((z,y, 2) + (u,v)) + (w, t). Perd el terme de 'esquerra és igual a

(z,y,2) + (u+w,v+t) = (x+u+wy+w+t (z+ut+w)?+@y+w+t)?),
i el de la dreta val el mateix ja que
(z+u,y+v,(z+u)?+y+0))+ (wt)=@+utwy+v+t (z+utw)?+@y+ov+t)?).
3) Donats P = (z,y,2),Q = (¢/,y/,2') € A prenem v = 2’ — z,v =y’ — y i llavors
P+ (u,0) = ¢y, 2" +y?) = («,y,2) = Q.
La unicitat de (u,v) és clara.
Exercici 1.3: Calculeu i dibuixeu aproximadament la recta parallela a r: (0,1) +((1,1)), que passa pel
punt (0,2), a 'espai afi de 'exemple 3, capitol 1, de [2].
Solucié: Aquest espai aff és A = {(z,y) € R%;y > 0} amb espai vectorial associat E = R? i acci6

A x F — A
(z,y) , (u1,u2) +— (z+u,e*y).

Observem que, per a tot ug € R, e“2y > 0, i per tant (z + ug,e*2y) € A.
Hem de dibuixar la recta
(0,2) + A(1,1) = (A, 2¢).

Es a dir, la recta afi demanda és la grafica de la funcié exponencial y = 2.



Exercici 1.4: Sigui A un espai afi de dimensié dos sobre un k-espai vectorial E. Comproveu que es
compleixen els axiomes 1,2 1 3 de la geometria aff donats a la introduccio de [2].

Solucié: Per comprovar ’axioma 1 hem de veure que donats dos punts diferents P, () existeix una tnica
recta [ tal que P €11 Q €.

Prenem la recta [ : P + /\I@, A € k, que conté clarament els punts P i (). Sigui ara I’ una altra
recta que contingui aquests dos punts. Es clar que podem escriure I’ : P+ Au, amb u € E. En particular
@ = P + au, per a un cert a € k,a # 0. Perd sabem que ]@ és I'inic vector tal que Q = P + ]@ Per
tant au = PQ il : P+)\a*1}@:P+/¢P , €k, ipertant [ =1

Per comprovar l’axioma 2 hem de veure que donats un punt P i una recta [, P ¢ [, existeix una tnica
recta m tal que P € m il||m.

En efecte, si posem [ : Q + A\u, u € F, és clar que la recta m : P + pu és parallela a [ ja que si es
tallessin existirien A, u € k tals que Q + Au = P + pu i aixo implica P € [.

Per veure la unicitat suposem que m’ : P+ A\w , w € E, sigui parallela a [. Aixo vol dir que I'equacio

P+ o=Q+pu, Mpck,
no té solucié. Pero si u, w fossin linealment independents serien base de E i podriem escriure
I@:au—kbw, a,bek
de manera que ’equaci6é anterior si que tindria soluci6. En efecte, com

Q:P—i—]@:P—i-au—l—bw

només hem d’agafar A = b, u = —a.
Per tant u i w son linealment dependents i aixo implica m = m/.
L’axioma tres, que hi ha tres punts no alineats, és evident.

Exercici 1.5: En el pla afi A = Z/3Z x Z/3Z sobre el cos Z/3Z,
a) Quants punts hi ha?

b) Quants punts té cada recta?

¢) Quantes rectes hi ha?

d) Quantes rectes hi ha paralleles a una donada?

)
)
)
)

e) Quants feixos diferents de rectes paralleles hi ha?

Soluci6é: a) Hi ha nou punts (0,0), (0, 1), (0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)

b) Cada recta té tres punts ja que es poden escriure com P + Av amb P i v fixats i A =0, 1, 2.

¢) L’espai vectorial associat és tambeé Z/3Z x Z/3Z i té per tant 9 vectors. Per cada punt P hi passen
quatre rectes: P+ ((0,1)) , P+ ((1,0)), P+ ((1,1)), P+ ((1,2))

Per tant el total de rectes és 4 x 9/3 = 12.

Concretament les 3 verticals, les 3 horitzontals, les tres paralleles a la bisectriu del primer quadrant
({((0,0), (1,1),(2,2))}, {((1,0),(2,1),(0,2))},{((0,1),(1,2),(2,0))}), i les tres perpendiculars a la bisec-
triu del primer quadrant ({((2,0), (1,1), (0,2))}, {((1,2), (2,1), (0.0)}, {((0,1),(1,0), (2,2))}),
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(0,0) (1,0) (2,0)

d) Fixada una recta queden 6 punts lliures, perd aquests s’han d’agrupar de 3 en 3, de manera que
només hi ha dues rectes paralleles a una donada. Per exemple donada {((0,0),(1,1),(2,2))}, que és la
recta per lorigen amb vector director (1,1) tenim les rectes paralleles

{((1,0),(2,1),(0,2))},{((1,2),(2,0), (0,1))},

e) Com hi ha quatre direccions ((1,0),(0,1),(1,1),(2,1))hi ha quatre feixos diferents de rectes paral-
leles.

1.2 Varietats lineals

Exercici 1.6: Considerem les varietats lineals de l'espai afi R* donades per les equacions respectives

segiients:

r+y—z—-2t = 0, —z+t = 1,
3r—y+z+4 = 1, 2r+y+2—-t = 0,
2y —2z—-5t = —1/2. dr+2y+2z2+t = 3.

2 —y+t = -1,

20 —y+t = -1, {3z+z = 0.
—r+2y+z—-2t = 2.

20 —y+t = -1,
o 3r+z+t = 4.

Escriviu cadascuna d’elles en la forma P+ [V], on P € R* i V és un subespai vectorial de I’espai vectorial
R*, donant explicitament el punt P i una base de V.

Solucié: Fem només el primer i I'altim ja que la idea és la mateixa en tots els casos.
Solucionant el primer sistema obtenim

e
Lo |

5,1
z = —— -
2 YTy

de manera que podem escriure les solucions com

5

11 1
t)=(=,0,~, 1,1 #(—=,0,—2,1
(I7y727) (4’074/0)+y(07 ) 70)+ ( 2’07 27 )



ésadir, L: P+[V],amb P = (1,0,1,0) i
1 5
=((0,1,1,0), (—==,0,—=,1)).
V <(07 bl 70)7( 2707 27 )>

Solucionant el darrer sistema obtenim

= 2r+5
z = =3z
t = 4

de manera que podem escriure les solucions com
(z,y,2,t) =(0,5,0,4) + z(1,2,-3,0),

ésadir, L: P+ [V]amb P=(0,5,0,4) 1V ={((1,2,-3,0)).
Exercici 1.7: Estudieu el subespai vectorial E de R3 generat per (1,—1,2),(0,1,1) i (1,1,4).
Solucié: Un vector (z,y, z) € E si i només si

(,y,2) = A1,-1,2) + 1(0,1,1) + v(1,1,4),
per a certs \, u, v € R. Es a dir
=A+v

=-At+u+v
=2 +pu+4v

IS NS

La pregunta que ens estem fent és doncs si donat (z,y,z) € R® (un punt fixat, ara z,y,z no sén

variables!) existeixen \, p, v € R que satisfacin el sistema.
Per estudiar aquest sistema, on les variables son \, j, v, esglaonem la seva matriu ampliada:®

1 0 1=
— | 0 1 2|24y ,
01 2|z

1 0 1
-1 1 1
2 1 4 — 2z

ISES

on hem fet les transformacions Fo — Fy + I, F3 — F3 — 2F;. A continuacio,
1 0 1=z 1 0 1]|=x
01 2|z+y — 1 01 2|xz+y ,
01 2|z—2x 00 0|z—3x—vy
on hem fet la transformacié F3 — F3 — F5. El sistema és compatible si i només si
z—3x—y=0.

(A més, en aquest cas és compatible determinat amb un grau de llibertat: A =z —v,u=a+y—2v.)
Per tant
E={(z,y,2) e Rz -3z —y =0} = {(z,9,3z +y) e R%z,y € R}.

Observem que
(z, 9,3z +y) =2(1,0,3) +y(0,1,1)

de manera que també
E ={(1,0,3),(0,1,1)).

Diem que z — 3z — y = 0 és I'equacio cartesiana de F, ja que aquesta condicio caracteritza els elements
de E.

LObserveu que les columnes sén les components dels tres vectors donats.



Exercici 1.8: Estudieu el subespai vectorial E de R* generat per (1,-1,2,0),
(5,0,1,1).

Solucié: Un vector (z,y, z,t) € E si i només si
(‘r7 y7 Z’ t) = )\(17 _17 27 0) + N(E)? 0’ ]‘7 1)'
Es a dir
=A+5u
=-A
=2 \+p
=

RaalIE SIS

Per estudiar aquest sistema esglaonem la seva matriu ampliada:

1 5z 1 5|z
1 0y 0 5|z4y

2 1)z |70 —9|2-2

0 1t 0 1t

on hem fet les transformacions Fy — Fy + Fy, F3 — F3 — 2F}.
A continuacio,

1 5| x 1 5|z

0 S| x4y N 0 5|lxz+y

0 —-9|z—2x 0 0| —z+4+9y+52
0 1t 0 0| —z—y+5t

on hem fet la transformacio F3 — 5F3 + 9F5, Fy — 5F, — F5. El sistema és doncs compatible si i només

S1

{ —r+9y+5z2=0

—xr—y+5t=0
Per tant
E = {(z,y,2,t) eRY: —2 4+ 9y +52=0,—x —y + 5t =0}
= {<x7y,x_59y7x—£y>€R4;x,y€R}.

Observem que

r—9y z+vy 11 -9 1
L9 - 1.0.2. = 1. - =
<x7y7 5 b 5 ) 1’( 707575> +y<07 ) 5 75)

11 -9 1
E = 1,0,-, - 1, —, - .
(02 1). (o0 22))

Diem que el sistema d’equacions —x + 9y + 52z = 0, —x — y + 5t = 0 s6n les equacions cartesianes de F,
ja que aquestes condicions caracteritzen els elements de F.

de manera que també

Exercici 1.9: En un espai afi de dimensié 4, trobeu la dimensié i una equacié paramétrica de les
subvarietats lineals donades, respecte d’una certa referéncia, per:

L : {—2x+3y+4z+t = 5.
r—y+2z2-2t = T,
3x+z2+1 = 7,

M T—y+5z+6t = 0,
—2r—y+z-3 = 0.

N —2x+3y+4z+t = 5,
—x+4dy+2—-5 = 8

Estudien LN M, MNNiM+ N.

Solucié: Per a la primera part de I'exercici tant sols hem de resoldre els sistemes respectius.



Les solucions de L son x = (1/2)(3y + 4z +t — 5) i per tant una equacié parameétrica és

= (1/2)(3\+4u+v —5)

y=2A
zZ=U
t=v

També és pot escriure com
L:(-5/2,0,0,0)+((3/2,1,0,0),(2,0,1,0),(1/2,0,0,1)).

Es doncs una subvarietat de dimensio6 3.
Analogament, resolent els sistemes M i N (per exemple amb Wolfram Alpha) obtenim
28 7T 7
FRECRRE
27 4
137 13

M=P+][F]=( 0) + (5, —61,—24,9))

N=Q+[G] = (0, 0) +((13,2,5,0), (0,21, —19,13))

Per calcular L N M, M N N tant sols hem de resoldre els sistemes formats per les equacions de les
dues subvarietats. Obtenim L N M = {3=(80,53,57,—52)},i M NN = 0.

Per calcular M + N recordem la formula
(P+[F)) +(@Q+[C)) = P+ [F + G + (PG)]

Com ]@ = (—%, %, %,0) I’espai vectorial F' + G + <1@) és espai vectorial generat pel vectors

generadors de F', de G, 1 PQ. Com

5 —61 =24 9

13 2 5 0
det 0 21 —19 13 | = —17576 # 0

28 1244 79 0
9 117 39

aquest vectors son linealment independents i per tant M + N = R%.
Observem que com M NN = () la formula de Grassmann (teorema 1.14 de [2]) diu que

dim(M + N) =dim M + dim N — dim(F N G) + 1.

En el nostre cas hem obtingut
4=142—-dim(FNG)+1

d’on dim(F N G) = 0 cosa facil de comprovar (els respectius vectors generadors son linealment indepen-
dents).

Exercici 1.10: Siguin L, i Ly les varietats lineals de I’espai afi R* donades per
Li = {(a+3X+2u,1—=X—pu, 44+ X,6+5\+2u); A\, ue€ R},
Ly = {2+a+25,1,1+a+8,3a); a,f € R}
Trobeu a € R per tal que Ly N Ly # (. Per aquest valor de a determineu Ly N Lo i L1 + Lo.

Solucié: Per calcular la interseccié és millor tenir les expressions de L i Lo en coordenades cartesianes.
Per L imposem

3 2 r—a
-1 -1 y-1 _
rang 1 0 ~_4 = 2.
5 2 t—6
Esglaonant

3 2 Tr—a 3 2 T —a
0 -1 3y—3+z—a . 0 —1 y—3+z—a
0 -2 3z—-12—-2+4a 0 0 r4+2y—z2z+2—a
0 —4 3t—18—5x+ 5a 0 0 3z4+4y—t+2—3a



Per tant les equacions de L; séon

r+2y—z+2—a = 0 (1)
3z+4y—t+2—-3a = 0
Per Ly imposem
1 2 x—-2
0 0 -1
rang [ Z—l =2,
3 0 t

1 obtenim

—3r+6z—t = 0
{ et Y ©)
Per calcular Ly N Ly hem de resoldre el sistema format per les quatre equacions (1) i (2). Aquest sistema
és incompatible a menys que a = 6. En aquest cas la soluci6 és

t t+6
— 44 2 -1 e
T + 37 y ) z 3 )
és a dir, en aquest cas L1 N Ly és la recta
(4,1,2,0) +((1/3,0,1/3,1))

Per calcular Ly + Ly (amb a = 6) posem Ly = P+ [F] = (6,1,4,6) + ((3,-1,1,5),(2,-1,0,2)) i
Lo=Q+[G] = (2,1,1,0) + ((1,0,1,3), (2,0,1,0)). Llavors

Ll + L2 = P + [F + G + <(_4707 _35 _6)>]
= (6,1,4,6) +
<(3a 717 17 5)’ (27 717 Oa 2)7 (17 Oa 17 3)7 (27 07 15 0)7 (745 07 737 76)>

Per veure quin espai generen aquests vectors esglaonem la matriu que té per files les components d’aquests
vectors. Obtenim

3 -1 1 5 3 -1 1 ) 3 -1 1 5
2 -1 0 2 0o -1 -2 -4 0o -1 -2 -4
1 0 1 3 — 1 0 1 2 4 — 1 0 0 0 0
2 0 1 0 0 2 1 -10 0 0 3 18
-4 0 -3 -6 0 -4 -5 2 0o 0 -3 -18

Per tant,
Ly+ Ly =(6,1,4,6) + ((3,—1,1,5),(0,—1,—-2,—4),(0,0, 3, 18))

Notem que sabiem d’entrada que dimL; + Ly =242 —-1=3.

Nota. Un segon meétode per passar d’equacions paramétriques en cartesianes Aquest métode es basa
en que (F1)+ = F. Apliquem-ho a I’exemple anterior en que L; és una subvarietat lineal que passa per
(a,1,4,6) amb espai vectorial director generat per ((3,—1,1,5),(2,-1,0,2)).

Calculem F resolent

SRS IS
Il
N

obtenim que tota expressié de la forma
x(1,2,—-1,0) +¢(0,2,-3,1), =z,teR

és solucio, la qual cosa vol dir que F+ = ((1,2,-1,0),(0,2,-3,1))



Les equacions cartesianes buscades s6n

r—a
12 -1 0 y—1 | _ (o0
(o 2 -3 1) z—4 “(0)
t—6

que donen les equacions
r+2y—z—a+2=0
2y—3z2+t+4=0

queson equivalents a les dues obtingudes per a L; anteriorment, equacions (1) (la segona alla és igual a
3 vegades la primera menys la segna aqui).

1.3 Baricentre. Ra6 simple

Exercici 1.11: Siguin Ay, ..., A, punts d’un espai afi. Demostreu que les rectes que uneixen cada punt A;
amb el baricentre B; dels altres punts soén concurrents (en el baricentre G del punts Ay, ..., 4,). Calculeu
la ra6 simple (4;, B;, G).

A,

2

A, ] A

Solucié: Fem el cas n = 4. Prenem la referéncia afi amb origen A; i base ea = A1 As,e3 = A1 Az, eq =
A1 Ay, Tenim

1 — — 1
B, = A2+§(A2A3+A2A4)=A1+62+§(—62+63—62+64)

1
= A1+§(€2+63+64)

1 1

By, = A1+§(A1A3+A1A4)=A1+§(€3+64)
1 1

By = A1+§(A1A2+A1A4)=A1+§(€2+€4)
1 - 1

By = A1+§(A1A2+A1143)=A1+§(€2+€3)

Recta A1B1: A1 + A(ea + e3 + eq).
Recta A3 By: A + p(—ez2 + 3(e3 +e4)) = A1 + €2 + p(—ez + 3 (e3 + €4)).
Igualant obtenim

A=p/3,A=1-p,

i per tant A = 1/4, u = 3/4 El punt d’interseccio és doncs

1
G:A1+Z(€2+63+64)

que és justament el baricentre de Ay, Ao, Az, Ay.
Si en lloc de tallar A; By per AsBs tallem per A3B3 o A4Bj el resultat és el mateix.
Finalment, com

AlBl = (A17BlvG)A18

10



tenim

1 1
5(62 +e3tey) = (AlaBlvG)Z(e2 +e3+eq)

i per tant

4
(AlvBlaG) = g

Exercici 1.12: Siguin A, B, C tres punts d’un espai afi de dimensi6é dos. Sigui C’ el punt mitja de A i B,
A'elde BiC,i B el de CiA. Demostreu que el baricentre de A, B i C és el mateix que el baricentre
de A’,B’,C".

Solucié: Sintetica. Pel teorema de Tales les rectes BC' i C' B’ son paralleles. Sigui X = AA'NC'B’. La
homoteécia de centre A i ra6 2 mostra que 2C'X = BA' = A/C = 2X B’ i per tant X és el punt mitja de
C'B’. Aixi AA’ és mitjana dels dos triangles. El mateix passa amb les altres dues mitjanes.

A

c’ B

A C

En coordenades. El baricentre de tres punts de coordenades (ay, as), (b1, b2), (c1,c2) és

ay +by+ec1 az+by+co
(@thra wthita,

(secci6 1.12 de [2]). Com els punts mitjans tenen per coordenades les semisumes de les coordenades tenim
que el baricentre dels punts mitjans és

a4 bifen oada aarb g bfe oada g 4 b te axtbto

3 ’ 3 )= 3 ’ 3

( ).

Exercici 1.13 (Baricentre amb pesos): Donats r punts P;, i = 1,...,r, d’un espai afi A, es defineix el
seu baricentre amb pesos per

T T
é=P1+Z/\z‘P1E, Z)\i =1
i=1 i=1
Demostreu que per a tot punt @@ € A es compleix

Q""Z)\i@ = G, i, per tant,
i=1

I
=1

zr: )\iﬁ
i_1

Solucié: Utilitzant que

QP = QP, + P, P,

11



tenim

5l
I

Q+> A Q-f—z)\i(Q—Pi-ﬁ-ﬁ)

i=1 i=1

= Q+ (X MQP + S APP)
i=1 i=1

P+ \PP =G
=1

Aplicant-ho ara a Q = G tenim
r ﬁ
> XNGP =0
i=1

Nota. Recordem que si tenim r punts P; i r escalars A; tals que Ay + -+ + A, = 1 es defineix la
combinacid afi de Py, ..., P, com el punt denotat Ay P; + - -- 4+ AP, i donat per

MNP+ 4 AP = O+ (MOP, + -+ A\,0P,)

on O és qualsevol punt (justament a l'exercici es veu que aquesta definiciéo no depén de O). Observeu
que l'expressio AP, amb A un escalar i P un punt, no té sentit i ’expressié AP + u@, amb A, u escalars i
P, Q punts tampoc té sentit, a menys que =1 — A.

Per tant, el baricentre amb pesos \;, dels punts P;, i = 1,...,r , és el punt

T

G=MP + -+ \P, in:1

i=1
Exercici 1.14: Donades les tres rectes del pla afi R2, d’equacions
3x+2y=1, y=5 ©O6xr+y=-13,

trobeu el triangle AABC que té les seves mitjanes sobre aquestes rectes, el vértex A sobre la primera
recta, i el punt (1/3,0) com a punt mitja del costat BC'.

Solucié: Posem A = (a, 3(1 — 3a)), B = (b,5), C = (¢, —6¢ — 13). Per ser (1/3,0) el punt mitja de BC
tenim L bte )
5= 0=5(-6c=8)
Per tant, b = 2,¢ = —4/3. Aixi B = (2,5),C = (—4/3,—5) Observem que la recta 3z + 2y = 1 és la
mitjana relativa a A ja que passa per A i el punt mitja M = (1/3,0) entre B i C.

La mitjana relativa a B és una recta que passa per (2,5) i el punt mitja N = ((a—4/3)/2, —(3a+9)/4)
entre A i C. Si volem que sigui la recta y = 5 només hem d’agafar a = —29/3. T A = (—29/3,15).

N
Vi
LN

12



Ara podem comprovar que la mitjana que falta, la corresponent a C, és la recta 6x +y = —13. En
efecte, aquesta recta passa per C i pel punt mitja (—23/6,10) de A i B.

Exercici 1.15: Considerem els punts A = (2,3), G = (1,—1) ilesrectesr : t—3y+1 =0, s : 2z+5y—1 =
0, del pla afi R?. Determineu I'inic triangle que té A per un dels vértexs, G per baricentre i els dos
vértexs restants un a cadascuna de les rectes r, s.

Solucié: Els vértexs B i C tenen coordenades que es poden escriure com B = (3b—1,b), C' = (c, £(1-2¢)).
Per definicié de baricentre tenim que

243b—1+c _3+b+3(1—-20)
- 3 o 3

Per tant, b = —27/11, ¢ = 103/11, és a dir B = (—92/11,—-27/11) i C = (103/11, —39/11).

1

1.4 Algunes configuracions geométriques

Exercici 1.16 (Recta de Gauss): Una recta talla els costats AB, BC 1 AC del triangle AABC, respec-
tivament en els punts D, E i F. Demostreu que els punts mitjans X,Y, Z, dels segments DC, AF i BF
respectivament, estan alineats.

13
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A

Soluci6: Prenem la referéncia afi {A; E, ﬁ} de manera que en coordenades tenim A = (0,0), B =

(1,0),C =(0,1),D = (d,0), F = (0, f), d,f € R.El punt E és el punt d’interseccio de les rectes F'D i
BC'. Per tant, hem de trobar A\, u € R tals que

B+ ABC = F + uFD,

que en coordenades és

L+ A1) =pd, A=f+p(—f)
per tant A = f, u = ;%}c iaixi £ = ﬁ(d —df, fd — f). Els punts mitjans sén

1

1
X =3, Y=g

1
i estan alineats ja que
d/2 1/2 1
d—df Jd=f 1 | = .

Ad—f) 3]
12" f/2

Exercici 1.17: Considerem, en un pla afi real, un triangle AABC i un punt P sobre la recta AB que
no pertanyi al segment AB. Sigui [ una recta per P que talli els segments AC i BC. Denotem per
R=INAC,Q=1INnBCiG=BRNAQ. Demostreu que el punt P’, intersecci6 de les rectes CG i AB,
no depén de la recta [.

Indicacié: Demostreu que (P, A, B) = —(P’, A, B).

C
R
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Solucié: Configuracié central en geometria projectiva.

Primera solucid. Prenem la referéncia afi {A; A 71@} de manera que en coordenades tenim A =
(0,0),B = (1,0),C = (0,1), P = (p,0), R = (0,7). El punt Q = (¢,1 — ¢q) pertany a la recta PR i per
tant

Q=P+ A(PE)

que en coordenades és
(qa 1- q) = (pv 0) + A(fpa 7')

és a dir,

q = p—Mp
1—q = Ar

Per tant A = }'%zlj iaixi Q = Tlp(p(r —1),r(1—p)).
Ara hem de trobar G com intersecci6 de les rectes AQ i BR. Posem

A—&—)\@:B—&-uﬁ

que en coordenades és

/\r_p(p(r—l),r(l—p))=(1,0)+/~L(—1,T)
és a dir )
JRaiUaltD B
r—
1—
Zrd=pn) _ i
r—p
d’on deduim
N _ TP __l-p
p(r—2)+1’ H p(r—2)+1
i per tant
1
= —1 1—9p)).

Ara ja podem calcular P’ = (p/,0) com intersecci6 de les rectes AB i C'G. Directament en coordenades

/ o A(T—l)
(p70)—(0,1)+p

m(p,l —2p)

Deduim p’ = p/(2p — 1), que, com no depén de r, ens diu que el punt P’ és independent de la recta [ que
passi per P, com voliem demostrar.
Segon metode.Pels teoremes de Menelau i Ceva tenim

(P,A,B)(Q,B,C)(R,C,A) = 1
(P'A,B)(Q.B,C)(R,C,A) = -1

per tant (P, A, B) = —(P’, A, B) i hem acabat ja que el coneixement de la rao simple (P’, A, B) caracte-
ritza P’ i aquesta ra6 simple només depén de P (i A, B que estan sempre fixats).

Exercici 1.18: Donat un triangle AABC del pla afi real, considerem els punts P, = A + %ﬁ, P, =

A+ %jﬁ, Q1 =B+ %B?, Q2 =B+ %B? Calculeu (A4,C, R), on R és el punt on el costat AC talla la
recta P;Qs.

15



Solucié: Prenem una referéncia afi amb origen B i base e; = BPy,es = BQy. Llavors A = (3,0),C =
(0,3/2). Per calcular les coordenades de R resolem

PL AP Qs = (1,0) + A(—=1,1) = A+ pAC = (3,0) + u(~3,3/2)

és a dir,

Per tant, A = 2, u = 4/3.
Llavors R = A + (4/3)AC = (3,0) + (4/3)(—3,3/2) = (~1,2) Aixi, com

AC = (A,C, R)AR

tenim
(=3,3/2) = (A,C,R)(—4,2)

ie., (A,C,R) =3/4.

Solucio sinteética. Tracem les paralleles a AB per Q1 i Q2 respectivament. Tallen AC' és segments de
la mateixa longitud a = P1@; ja que, per Tales, les rectes P1Q1, PoQ2 i AC son paralleles. Els triangles
CQ2R 1 P1Q1Q2 son iguals, i per tant CR = P1Q1 = a. Per tant (A,C, R) = 3/4.

Exercici 1.19 (Teorema de Desargues): Siguin 7, 7/, 7/ rectes d’un espai afi concurrents en un punt O.
Siguin A,Be€r, A',B €', A”, B” € v punts diferents entre si i diferents de O. Demostreu que si els
punts [ = AA'NBB', J=AA"NBB", K = A’A” N B'B" existeixen, estan alineats.

16



Soluci6: Siles rectes OA,OA’ i OA” no estan en un pla el teorema és trivial. En efecte, tots tres punts
1, J, K pertanyen als dos plans AA’A” i BB’B", ja que pertanyen a rectes d’aquests plans, i per tant
pertanyen a la intersecci6 d’aquest plans i estan, doncs, alineats.

— —

Si les rectes OA,0OA’ i OA” estan en un pla prenem? la referéncia R = {O;04,0A"}. Aixi O =
(0,0), A= (1,0),4" = (0,1), B = (b,0), B" = (0,0'), A” = (p, q), B" = (Ap, Aq).

Coordenades de I. Ha de ser

Y _¢7 ’ Py
I=A"+tAA" = B +sB'B

que en coordenades és
(0,1) +t(—1,1) = (0,b") + s(b, —b")

que implica s = Zi—:i, } = —sb i per tant I = 325 (b(Y) — 1),0'(1 —b)). Si b=10les rectes AA’" i BB’ son
paralleles i el punt I no estaria definit.

Coordenades de J. Ha de ser
— —_—
J=A"+tAA" =B" +sB"B

que en coordenades és
(p,q) +t(p —1,q) = (Ap, Aq) + s(Ap — b, Aq)

que implica s = ;}_;i,t = bs i per tant J = 325 (pA(b— 1) +b(1 — ), Ag(b — 1)). Si b= A les rectes AA” i
BB son paralleles i el punt J no estaria definit.

Coordenades de K. Ha de ser

K=A+tAA" =B +sB'B"
que en coordenades és
(0,1) +t(p,g — 1) = (0,0') + s(Ap, A\g — V')

que implica s = f:%}\,t = As i per tant K = ;A5 (Ap(b — 1),qA(0' — 1) + /(1 — X)). Si b’ = X les rectes
A’A” 1 B'B" soén paralleles i el punt JK no estaria definit.

2Vegeu, per exemple llibre Aguadé, la relaci6 entre plans no desarguesians i el poder agafar coordenades.
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Com

b — 1) b(1—b) Y —b
PAb — 1) +b(1 — A) aAb—1) b—\ | =0,
Ap(t — 1) QAW = 1) +V(1—=X) Y=\

I, J, K estan alineats.

Segon metode.® Existeixen A, p, v tals que

A+AAB = 0O

/ Il
A +pA'B = O
A// + VA//B;/ — O
Igualant les dues primeres obtenim
— Ty —
AN = AA‘é MA’B’ MNAA' + A'B) — W(A'B + BB))
— MA —uBB + (A wA'B
= pBB' + (A — n)A'B
d’on Lo
AB="2a4+ -t pp
A— L —
que implica
B - 7BB' A+ ——AA
—p A—p

Com el punt de l'esquerra d’aquesta igualtat pertany a la recta BB’ i el de la dreta (que és igual) pertany
a la recta AA’, aquest és el punt I.
Per permutaci6 circular obtenim

1 —
I = A’—&-i)\AA’

A—p

1_ ﬁ
K _ Al/_i_iMAlA/

w—v

1—py——
J = A+—Ya"A

V—A\

que escrits amb origen comu A sén

que podem escriure com
I = A+u
K = A+vw
J = A+4w

i aquest tres punts estan alineats ja que prenent p = Z:l)j es compleix que v — u = p(w — ).

Exercici 1.20 (Teorema de Pappus): Siguin A, B, C punts d’una recta r i A’, B/, C' punts d’una altra
recta 7/, en un espai afi. Demostreu que si els punts I = AB’- BA', J = AC' - A'C, K = BC' - B'C
existeixen, estan alineats.

3Hi ha moltes proves d’aquest teorema, vegeu notes Aguadé per demostrar-lo a partir de Pappus.
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Solucié: Suposem primerament que les rectes es tallen i agafem el punt d’intersecci6 com origen de
coordenades. I com a base de la referéncia afi els vectors directors d’aquestes dues rectes. D’aquesta
manera els punts son A = (a,0), B = (b,0),C = (¢,0) 1 A’ = (0,d’), B’ = (0,8'),C" = (0,¢"). Només ens
cal calcular les coordenades del punt I ja que les de J i K sortiran per permutaci6 circular.

La interseccio de les rectes AB’ 1 A’ B s’obté escrivint

A+ A—a,b')=A"+ u(b, —a)

Obtenim
5= a'(b—a)
by — ad
i per tant
1
I= m(ab(b' —a'),d'b'(b—a))
Per permutacié singular
1
= m(bc(cl — b/), b/Cl(C — b))
1
K = m(ca(a’ —),dd (a—c))

Sabem que aquests punts estan alineats si el determinant format per les seves components amb una
tercera columna de 1’s és zero. Pero (Wolfram Alpha o observar que la primera fila multiplicada per cc’
més la segona fila multiplicada per aa’ més la tercera multiplicada per bb’ és igual a zero. )

ab(t/ —a’') dV(b—a) bV —ad
be(d —=b) Vd(c—b) e =00 |=0.
ca(a' =) dad'(a—c) ad —cd

Rectes paralleles. Prenem l'origen en una d’elles i com base el vector director d’aquestes rectes més
un segon vector determinat per un punt de la segona recta i 'origen. Aixi els punts sén A = (a,0), B =
(0,0),C = (c,0)1 A" = (a/,1), B = (V/,1),C" = (¢/,1). Només ens cal calcular les coordenades del punt
I ja que les de J i K sortiran per permutacié circular. La interseccio de les rectes AB’ i A’B s’obté
escrivint

A+ AV —a, )= A" +pulb—d,-1)

Obtenim
B b—a
bV —a—a
i per tant
1
I:— /_ / o
b+b’—a—a’(bb aa’,b—a)
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Per permutacié singular

1
J:7c+c/_b_b/(cc'fbb’,cfb)

1
:—aJra/iciC/(aa’—cc’,a—c)

El determinant que controla si estan alineats és en aquest cas trivialment zero ja que les files sumen zero:

b —aa’ b—a b+ —a—d
c —b c—b c+d—-b-0V |=0.
aa' —cd a—c a+ad —c—¢

Quan algun dels denominadors de ’expressioé en coordenades de I, J, K s’anulla vol dir que el cor-
responent punt no existeix i no estem en les hipotesis de Pappus. A la figura podem pensar que I és el
punt de l'infinit de la recta JK, parallela a AB’ i A’B, perd de moment no hem introduit el llenguatge
projectiu

1.5 Afinitats

Exercici 1.21: Considereu I'afinitat f de l’espai afi R3 en I’espai afi R? donada, respecte de les refe-
réncies canoniques de R3 i R?, per

(F)-(5 ) () ()

Trobeu les equacions de f respecte de les referéncies Ry 1 R donades per
R = {(1,0,0);((2,-1,0),(0,2,-1),(-1,0,2))},
Ry = {(2,1):((1,1),(1,=1)}
Solucié: Utilitzarem la férmula general del canvi de base per a una aplicacio f: A; — Ay
M(f,R1,R2) = M(R2, Ry) ™" M(f, R}, R3)M(R1, RY)

amb Ry, R} referéncies de A i Ry, R) referéncies de Ay. (Proposicio 2.22 de [2]). En el nostre cas prenem
R = C3 (canonica de R?) i R} = Cy (canonica de R?) Aix{

M(f,R1,Ra) = M(Ra,C2) *M(f,Cs,C2)M(R1,C3)

1 1 2\ '/ 2 102\( 2% 0O -1
1 2 0 0
- (1 =11 11 3 1 0 19 o
0 0 1 0 0 0 1 00 o 1

(01 51

= 5|63 93

00 0 2
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Equivalentment,

Exercici 1.22: Trobeu, a l'espai afi R3, les equacions de la simetria respecte de L =

direcci6 G, en els casos segiients:

1.

2.

—~

F
3. F
4. G

o~ o~

{0

(
(3,
0

1), G
}-
0}.

1,2,3),(0,0,1)), G =

((3,1,1)).
=((1,2,3),(0,0,1)).

DN |~
w =

(1,1,0) +

[F] en la

Solucioé: Segons l'observacio 2.37 de [2] la simetria respecte L = P + [F] en la direccié G, en els casos
= F & G, esta donada per

en que R3

1) En la referencia R = {(1,1,0);(1,2,3),(0,0,1),(3,1,1)} tenim doncs

sp(P+v)

:P"_Ul_an

Com sempre (Proposicio 2.22 de [2])

Per tant

M(5L7C)

M(SL,C)

M(R,C)

1
2
3
0

2) En la referéencia R = {(1,1,0);(3,1,1),(1,2,3),(0,0,1)} tenim doncs

M(SL,R) =

1
0
M(SL,R): 0
0
M(sp, R)M(R
0 3 1 1
0 1 1 0
1 1 0 0
0 0 1 0
—7 6 0 6
7 0 2
2 5 2
0 0 5

OO O
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0
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0
0
0
1

— o o o
[

o= O O
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v=1v1 +v9, v1 € F,uy €.

O~ = W

o= OO

= O = =
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3) Es tracta de la simetria central respecte P = (1,1,0). Per tant podem trobar les equacions
directament imposant
(z,y,2) + (=",y, 2)

3 = (1,1,0)
d’on

7 = 2-=x

y o= 2-y

Z = =z

Obviament es pot resoldre igualment seguint la técnica dels apartats anteriors.

4) En aquest cas l'aplicacio és la identitat.

Exercici 1.23: En un espai afi de dimensi6é 3 considerem les subvarietats lineals donades, respecte d’una
certa referéncia R, per

L = {($»y7$)7$+y+z=3,ﬂc—4y+2z:1},
M = {(z,y,2);22 -3y —z=1}.

Calculeu, respecte de R, les equacions de la simetria respecte de L en la direcci6 donada per M, i les
equacions de la simetria respecte de M en la direccié donada per L.

Solucié: Recordem que si descomponem ’espai vectorial R? = F @ G i prenem un punt P la simetria sy,
respecte L = P + [F] en la direccio G és laplicacio donada per sp,(P +v) = P+ v — vy on v = vy + 09
amb vy € F' 1 v, € G. Clarament 32L = id que és la definici6 de simetria.

Primer observem que

Lo PHIFI=(0,2, )+ (1,5, ~0)
M Q+[G]:(%7070)"_<(g7170)7(%7071)>

Primer meétode. Per qualsevol (a,b,c) € R3, escrivim

5 13
b,c)=P =(0,-,—
(0,0,¢) = P+u=(0,2,2) +0
per tantv:(a,b—%c—%) Ara descomponem v a
1 5 3 1
F (1, —=, -2 21 Z 0.1
&G =((1,-5,—2) ®{(5,1,0),(5,0,1)
5 13 1 5 3 1
b——c— ) =a(l,—=,—= 21,0 ~,0,1).
(a7 6,6 6) a(v 6’ 6)+6(27 ) )+7(2a ) )
Obtenim
o = i(6 —9b — 3¢+ 14)
T ‘
1
1
v o= Z(Qa—3b+30—4)

Aixi v = vy +vo amb v1 € F, vy € G,

1 1 5
v = T0(6a_9b_3c+14)(1’_6’—6)
1
vy = 2—0(2(1 + 170 — ¢ —12)(3/2,1,0)

1 1
+ (20— 3b+3c—4)(3,0,1)
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Aixi,

5 13
sp(a,bye) = SL(P+U):(O767E>+U1_U2
1 1 1
= (fla—9b—3c+14), 15(~2a = Tb+c+12), (=20 +3b—c +4))

Segon métode. Prenem la referéncia R = {P;eq,es,e3} amb

1 5 3 1
=(1 =(=,1 =(=,0,1
€1 (7 6’ 6)7 €2 (2a 70)763 (2’07 )
Llavors
1
-1
M(SIMR)* —1
1
Per tant
M(sLaC) = M(va)M(vaR)M(va)il
-1
1 2 5 0 1 1 23 0
_ —é 1 0 5/6 —1 —é 1 0 5/6
-2 0 1 13/6 -1 -¢ 0 1 3/6
0 0 1 1 0 0 1
2 —18 —6 28
_ i -2 =7 1 12
10| —-10 15 -5 20
0 0 0 10

Quan apliquem aquesta matriu a la matriu

— 0 o

obtenim exactament la formula el valor de s, (a,b, ¢) que hem obtingut pel primer métode.

Exercici 1.24: Demostreu que la imatge per una afinitat del baricentre de r punts és igual al baricentre
de les imatges d’aquests punts. El mateix és cert per a baricentre amb pesos. Si una aplicacié conserva
els baricentres amb pesos, és una afinitat?

Solucié: Recordem que la condicié
K

Sar -

i=1
caracteritza el baricentre dels r punts Py,..., P.. Si denotem f I’aplicaci6 lineal associada a ’afinitat f
i recordem que f(G 131) = f(G)f(P;) només hem d’aplicar f a D’anterior equacié i obtenim

> FGF(P) =0
i=1

i, per tant, f(G) és el baricentre de f(P1),..., f(P).
Per baricentre en pesos observeu que la condici6 de I'exercici 1.13 és també caracteritzant i es pot
aplicar un argument igual a 'anterior.
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La condici6 de 'enunciat, de que tenim una aplicacié f que conserva els baricentres amb pesos, vol
dir que la imatge del baricentre és el baricentre de les imatges, és a dir,

FG) = Mf(A) + -+ A f(A ZA*I

En particular, quan r = 2, i recordant 1’expressié de G donada a la Nota de Pexercici 1.13, pagina 11,
FAA+ (L =X)B) =Af(A) + (1 =N f(B),

per tot A € R i per tota parella de punts A, B € A%
Per tant, elegint un punt arbitrari O tenim

f(O-l—)\OA—i— (1=2X O? )—I—)\f(O)f(A;—I—(l—A)f(O)f(B;, (3)

[a I'esquerra hem agafat com punt auxiliar O i a la dreta f(O), cosa que podem fer ja que sabem que
aquesta expressié no depén del punt.

|

Per veure que f és una afinitat el primer que necessitem és construir I’aplicacié lineal associada.

Per cada v € E definim f(v) = f(0)f(O +v).
En principi depén de O € A. Clarament

F(O+v) = f(O) + f(v).
Si f és lineal llavors aquesta igualtat és certa canviant O per qualsevol punt @@ € A. En efecte

FQ+w) = F(O+0Q +w) = f(0) + F(OF) + Q) + flw).

Per tant, només cal demostrar que f és lineal.
a) Volem veure que f(Au) = Af(u), és a dir,

F(O) (O + M) = Af(O) f(O + u). (4)

Escrivim (3) amb B = O i tenim

F(O +XOA) = £(0) + \f(O)f(A),

que posant A = O + u dona

F(O+ 2 u) = f(O)+ Af(O)f(O + u),

que demostra (4).

— —

b) Volem veure que f(u+v) = f(u) + f(v), és a dir,

FO) (O +u+v) = f(O)F(O+u)+ f(O)f(O +0) (5)
Apliquem (3) amb A=0+u,B=0+vi\=1/21i tenim

1
2

FO+(1/2)u+ (1/2)v) = f(O) + [f(O)f(o +u) + f(O)f(O+ vﬁ]

Equivalentment

FO)F(O+ (1/2)(u + v))

1\3\»—\
l—|

fO+u)+ f(O )f(0+u§}

ueda demostrada.

=

Aplicant la igualtat (4) a 'esquerra la igualtat (5) q

4 Aquest curs prendrem aquesta propietat com definicié d’afinitat
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Exercici 1.25: Trobeu lafinitat f de l’espai afi R3 que deixa el pla IT : = +y = 1 invariant, actuant en
aquest pla com una translaci6 de vector v = (0,0, 1), i tal que f(1,1,0) = (0,0,0).

Soluci6é: Sabem que una subvarietat P + [F] és invariant per una afinitat f (d’aplicacio lineal associada

f) siinomés si Pf(P; € Fi f(F) C F (Proposici6 2.24 de [2]).
Observem que II es pot escriure com

P+ [F] = (1,0,0) 4 ((1,—1,0),(0,0,1))

Observem que el vector de translacio v = (0,0, 1) és un vector de F.
La primera condicié es complira sempre ja que per hipotesis (f és una translacio sobre IT de vector

v) ha de ser Pf(P; =(0,0,1) € F.
Per altra banda sabem f és la identitat sobre F. Per tant, ampliant la base de F a una base de R?,
per exemple B = ((1,-1,0),(0,0,1),(1,0,0)) la matriu de f respecte la referéncia R = {(1,0,0); B} és

M(f,R) =

o O O
OO = O
S0 o
= O = O

Per trobar la quarta columna hem escrit Qf(Q} amb Q = (1,0,0) respecte la base de R. Es a dir,
(Oa 07 1) = 06(17 71a 0) + B(O7 07 1) + 7(17 07 0)7

que implica obviament a = 0,5 =1,y = 0.
Per la formula del canvi de base

M(f,€) = M(R,C)M(f,R)M(R,C)""
1 011 1 0 1 1\"
-1 0 0 0 -1 0 0 0
o OlOOJW(f’R) 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
at+c a+c—1 0 —a—c+1
. —a 1—-a 0 a
a b b 1 1-0
0 0 0 1
I ara imposem
1 0
1 0
1 1
que implica a = 1,b = —1,¢ = —1, per tant
0 -1 0 1
-1 0 0 1
]\4(,](76)_ —1 —1 1 2
0 0 0 1

1.6 Afinitats del pla.

Exercici 1.26:  a) Construiu totes les afinitats del pla afi R? que deixen invariant la figura formada
per un punt P i una recta r tal que P ¢ r.

b) Doneu, en el pla afi R?, I'expressio de totes les afinitats f tals que f(P) = P i f(r) = r quan
P=(1,0)ir:y—xz=0.
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Solucié: a) Sigui e; el vector director de la recta. Ampliem a una base de R?, (e, es), i prenem la
referéncia R = {P; e, ea}. Llavors

M(f,R) =

o O Qe

b 0
c 0], abceR
0 1

Perqué aquesta afinitat f aixi definida estigui en les hipotesis de l'exercici falta imposar la condicid

Qf(Q) = Aey, per algun A € R, 1 Q € r. Com f(Q) = (aq1 + bga, cg2) aquest condici6 implica ¢ = 1. Per
tant, les afinitats buscades son les donades per

b 0
M(f,R) = 10|, abeRr,
0 1

o O Q2

o equivalentment, i respecte R,
{ = ar+by
y o=y

b) En aquest cas el vector director de la recta és e; = (1,1) (sempre determinat llevat d’escalars).
Per tant podem aplicar I’apartat anterior amb

R = {(170)§ (17 1)7 (p7 Q)}ﬂ p 7é q,

i, per la formula del canvi de base

M(f,C) = M(R,C)M(f,R)M(R,C)~"
ag—b—p —ap+b+p —ag+b+p+1
= — | ae—b—q —ap+b+g —ag+b+gqg
(¢—p) 0 0 1

Qualsevol afinitat que s’escrigui d’aquesta manera amb a, b, p, ¢ arbitraris, amb p # ¢ t¢ P = (1,0) com
punt fix i y = x com recta invariant.

Exercici 1.27: Proveu que, en un pla afi, donades dues rectes r,s que es tallen i un punt P que no
pertany a cap de les dues, i donada una altra configuracio analoga, és a dir, dues rectes r’, s’ que es tallen
i un punt P’ que no pertany a cap de les dues, existeix una tunica afinitat f tal que f(r) =1/, f(s) =51
f(P) = P'. Trobeu aquesta afinitat, en el pla afi R?, quan

r: z—y = 2, s: x—2y = -1, P = (0,0);
T x = 4, §: x—y =1, P = (1,2).
Solucié: Utilitzarem la formula
M(f,€) = M(R',C)M(f,R,R')M(R,C)~* (6)

(Proposicio 2.2.6 de [2]). Prenem R = {P;ej,e2} on e1 i e son els vectors directors de les dues primeres
rectes i R = {P';¢e},e5} on €] i€} som els vectors directors de les dues segones rectes. D’aquesta manera
la matriu de qualsevol afinitat f que compleixi les condicions de ’enunciat és de la forma

A

0
M(f,RR)=1| 0 0], \NpeRr
0 1

oOxr O©

Quan ara imposem que el punt () intersecci6 de les dues primeres rectes vagi al punt @’ interseccio de
les dues segones obtenim
{ A = q
paz = g

on (g1, ¢2) son les coordenades de @ respecte R 1 (¢1, ¢5) son les coordenades de @' respecte R’ (per tant
fixades). Aquestes equacions determinen de manera tnica A i u i per tant, la primera part de lexercici
queda demostrada.
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A Texemple concret que ens donen les referéncies son
R ={(0,0);(1,1),(2,1)}, R"={(1,2):(0,1),(1,1)}

Els punts d’interseccio @, Q' respecte la base canonica son @ = (5,3) i Q" = (4,3). Les coordenades
de @ respecte R séon

5 q1
3 | =M®R.O |
1 1
i les coordenades de Q' respecte R’ son
4 0
3 ) =MR.0)| &
1 1
Per tant L
@ 120\ '/5 1 2 0 5
e |=|110 3 )= 1 -10 3
1 0 0 1 1 0 0 1 1
e, g1 =1,q=2.1
q, 01 1\ ' /4 -1 1 -1 4
o =111 2 3= 1 0 -1 3
1 0 0 1 1 0 0 1 1

Le., ¢i = —2,q5 = 3. Per tant A\ = ¢\ /q1 = =2, 11 = ¢3/q2 = 3/2.
Per tant, segons hem vist més amunt

-2 0 0

M(f,R,R") = 0 3/2 0

0 0 1

I aixi, per (6)
01 1 2 0 0 120\ " 3 -3 2
M(f,c)=11 1 2 0 3/2 0 110 =—| 7 —11 4
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 2
Exercici 1.28:  a) Calculeu, respecte de la referéncia canonica del pla afi R? les equacions d’una

homotécia de centre (2,3) i ra6 —1.

b) Raoneu si és cert o no que la imatge d’una recta que no passa pel centre d’homotécia és una altra
recta parallela a ’anterior.

¢) Trobeu una homotécia tal que la composicié d’ella amb 'homotécia de ’apartat a) sigui una trans-
laci6 i doneu el vector d’aquesta translacio.

Solucié: a) El punt (z,y) té per imatge el punt (2/,y’) tal que

(xl7yl) - (273) = _[(x7y) - (273)]

per tant
¥ = —x+4
y = —y+6

o equivalentment hy 3) _1(z,y) = —(z,y) + (4,6).

b) Sigui r una recta que no passa pel centre d’homotécia. Diguem h a aquesta homotécia. Sirnh(r) #
(¢ hi hauria un punt P € r amb P = h(Q),Q € r. La recta Qh(Q) sempre passa pel centre d’homotecia,
pero aquesta és la recta r cosa que no pot ser.

¢) L’aplicacio lineal associada a la composicio d’afinitats és la composicié de les aplicacions lineals
d’aquestes afinitats (que son multiples de la identitat). Per tant al compondre dues homotécies tenim
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un altra homotécia de rad el producte d’homotécies o una translacié si aquest producte és 1. Per tant,

) S PN
I’homotécia que busquem té ra6 — = —1.

Prenem per exemple H = h(,3),—1 la homotécia de centre (a,b) i ra6 —1. Llavors H(z,y) — (a,b) =

(=1 ((z,y) — (a, b)) per tant
H(z,y) = —(z,y) + 2(a,b)

Llavors
(h2,3),—1 0 H](z,y) = h23),—1(—(2,9) +2(a,b)) = (,y) — 2(a,b) + (4,6)

que és una translacié de vector —2(a,b) + (4,6).

Exercici 1.29: Estudieu les afinitats de ’espai afi R? que preserven la hipérbola zy = 1.

Solucié: Si les equacions séon

r = ar+by+p
cx +dy+q

s’ha de complir
'y = acx® + ad + axq + be + bdy? + qgby + pex + pdy + pg = 1,

equivalentment
acz* + adz® + ax?’q + bex? + bd + qbr + pc;z:3 + pdx + pqu = ;C27
igualtat que ha de ser certa per tot = la qual cosa implica

ac =

aq + pc
ad+bc+pg—1
qb+ pd

bd =

I
o o o o o

La primera i ultima equacions donen lloc als quatre casos segiients.
Primer cas a =b = 0.
pc = 0

pg—1 =
pd

que implica ¢ = d = 01 pqg = 1 que és 'aplicacié constant

/

r = p
y = 1/p (7)
Segon cas a =d = 0.
pc 0
bc+pg—1 = 0
qb 0

que doéna només dues possibilitats: p = ¢ =0 amb bc =11ic =5b = 0 amb pg = 1. Es tracta de les
afinitats

y o= (/b
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i laplicaci6 constant (7).
Tercer cas c =b = 0.
aqg =
ad+pg—1 =
pd = 0

que déna només dues possibilitats: p = ¢ =0amb ad =1ia =d =0 amb pg = 1. Es tracta de les
afinitats

i Paplicacio constant (7).
Quart cas c=d = 0.

ag = 0
pg—1 =
g =

que dona només una possibilitat: ¢ = b = 0 amb pg = 1 que torna a ser Paplicacio constant (7).

Exercici 1.30:  a) Trobeu, respecte de la referéncia canonica de I'espai afi R?, les equacions d’una
afinitat que porti els punts A = (0,0),B = (1,0), C = (0,1), respectivament, sobre els punts
B,C, A. Qui és la imatge, per aquesta afinitat, del baricentre del triangle AABC?

b) Trobeu, respecte de la referéncia canonica de I'espai afi R?, les equacions d'una afinitat que porti
els punts A = (a1,a2), B = (b1,b2),C = (c1, ¢2), respectivament, sobre els punts B, C, A. Qui és la
imatge, per aquesta afinitat, del baricentre del triangle AABC?

Soluci6: Considerem la referéncia R = {A;u = ﬁ, v = ﬁ} Com f(A)=Bi

flu) FA) (B =BC=BA+AC = —utwv

- —
fw) = FAFC)=BA=
la matriu de l'afinitat en aquesta referéncia és
-1 -1 1
M(f;R) = 1 0 0
0o 0 1
Per tant,
M(f,¢) = M(R,C)M(f,R)M(R,C)"!
bi—a; c1—a1 a1 -1 -1 1 bi—a; c1—a1 a1 -1
= bg—ag Co — a2 a3 1 0 0 bg—ag Co — Q2 Qa2
0 0 1 0o 0 1 0 0 1

aix aiz2 ais
= Q21 A22 (23
0 0 1
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amb

(c2 —a2)(c1 — b1) + (a1 — b1)(az — b2)

ay; = A
(a1 —c1)(er = b1) + (a1 = b1)(b1 — aq)
a2 = A
A (agcr —arca)(cr — by) Z(Ch — b1)(a1ba — azby) b
- (CQ — CLQ)(CQ — b2) + (Clg — b2)2
az; =
A
(a1 —c1)(e2 = b2) + (b1 — a1)(az — b2)
agy = <
ys = (agcr — arcg)(ca — ba) Z(ag — by)(a1by — asby) T

on A = (by —ay)(ea —az) — (c1 —ay)(by — as)
El baricentre queda fix.

En el cas particular de la primera part del problema tenim by = co = 1ia; = as = by = ¢; =0 que
substituint déna

~1 -1 1
M(f,()=| 1 0 o0
0 0 1

1.7 Classificaci6é d’afinitats

Exercici 1.31: Demostreu que la composicié d’una homologia especial® d’eix e amb una homotécia de
centre O € e és una afinitat parabolica.

Solucié:  Sigui h. una homologia especial d’eix e. Sabem que podem agafar una referéncia R =
{O;e1,ea} amb ey vector director de I'eix de 'homologia e (recta de punts fixos) i O € e, on

100
Mhe,R)=| 1 1 0
00 1

o = O

Respecte aquesta base la homotécia de centre O i rad A és

A0 O
M(Ho\,R) = 0 A O
0 0 1
Aixi
A0 O 1 0 0 A0 0
M(Hyohe,R)={( 0 X 0 1 1. 0 ]l=( X X O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Per veure que aquesta composicié és una afinitat parabolica hem de veure que té un unic punt fix i
una unica recta invariant (a la qual pertany el punt fix). Seccié 3.9 de [2].
Punts fixos. Son punts (x,y) solucions de

A—1 0 0 x 0
A A—1 0 y | =1 o
0 0 0 1 0

Suposarem A # 1 ja que si A = 1 ’homotécia es redueix a la identitat (i enunciat no seria correcte).

5Una homologia especial és una afinitat que té una recta de punts fixos, I’eix de I’homologia, i tal que totes les rectes
paral.leles a ’eix son invariants. Vegeu secci6 3.9 de [2].
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Per tant = 0 = y, és a dir hi ha un tnic punt fix, el (0,0). Ara falta veure que hi ha una tnica recta
invariant.
L™ anic vector propi de f és e, per tant les candidates a rectes invariants son rectes de la forma P+ (e3)

tals que Pf(P) = ues (Proposicié 2.25 de [2]). Si posem P = (a,b) les coordenades de Pf(P) son

A0 0 a a A=1a
A A0 b |—=1 b |=| a+(AN=-1)b
0 0 1 1 1 0

i perque tingui la direcci6 de e; ha de ser a = 0. Per tant P és qualsevol punt de la recta x = 0 i la recta
P + (ez) és la tnica invariant. Els seus punts no son fixos, excepte el (0, 0).

Nota: observeu que no hi ha cap afinitat amb un dnic punt fix i una tnica recta invariant que no el
contingui.

Exercici 1.32: Classifiqueu I'afinitat f del pla afi R? donada per

r_ 1 1
' =r-gy— g,
y =2z — %.
Determineu els punts fixos, les rectes invariants, i una referéncia R respecte de la qual M (f, R) sigui
I’expressio canonica de f.

Solucié: Per trobar punts fixos resolem
_ 1 1
T=T - gy - g
Yy =2z — %.
i trobem P = (—=7/16,—1). L’'anic valor propi de

(4 )

és 1/2 que doéna lloc al vector propi v = (1,4). Aquesta és la direccio de les rectes invariants, si n’hi han.

Mirem si trobem un punt P tal que Pf(P) = Av. Equivalentment

0 —-1/8 —1/8 x 1
2 -1 -1/8 y | =x| 4
0 0 0 1 0

que, eliminant A ens dona la recta 2z — (1/2)y + 3/8 = 0, (que conté el punt fix).
Com té un tnic punt fix i una tnica recta invariant és una afinitat parabolica.
Prenem la referéncia R = {P;u,v} on u és en principi qualsevol vector linealment independent amb

.
Llavors

a 0 O

M(f,R)= b 1/2 0

0 0 1

Com el determinant i la traga son invariants ha de ser 1/4 = a/2, 1 =a+1/2 ésa dir a = 1/2. T ara
canviem v per bv que continua sent un vector propi de valor propi 1/2 i respecte R’ = {P;u, bv} tenim

12 0 0
M(fR)=[ 1 1/2 0
0 0 1

Expressio canonica d’una afinitat parabolica (vegeu la taula 3.3 de [2]).
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Exercici 1.33: Classifiqueu, en cada cas, I'afinitat f d’un pla afi real A, donada, respecte d’una certa
referéncia R, per

o) =4y +1, ) 2 =2x+ 9y + 12,
y =—x+4y+ 1. y =z +4y+4.

3 11 —
§yt77 d){x1_2x_y_27
2

y: xr — y— yl:3y+2.

'=3r—iy-1 '=xz-3y+3
e) T = 5T — 5Y s f) T =x Y+ 3,

Yy =ix+3y+1. Yy =xz—2y+2.

Determineu, en cada cas, els punts fixos, les rectes invariants, i una referéncia R’ respecte de la qual
M(f,R’) sigui 'expressio canonica de f.

Solucioé: a) Punts fizos. Resolem

r =4y + 1,
y=—x+4y+ L
i obtenim un tnic punt fix P = (1,0).
Rectes invariants. El polinomi caracteristic de la matriu de la part lineal és (x — 2)?, de manera que
només tenim un valor propi, A = 2. El vector propi corresponent és u = (2,1). Per saber si hi ha rectes

invariants busquem X = (z,y) tal que X f(X) = pu. Equivalentment

y+1—x=2u
—r+3y+1l=upu

d’on —z+2y+1 =0, i aquesta és per tant la recta invariant. En la referéncia R = {(1,0); ((0,1),(2,1))}
((0,1) qualsevol linealment independent amb (2, 1)) tenim

M(f,R) =

o o R

0 0
2 0
0 1

Per la invariancia de la traga ha de ser a = 2, i canviant (2,1) per b(2,1) tenim Uexpressié canonica de
les afinitats paraboliques

2 0 0
M(f,R) =1 2 0
00 1

b) Punts fizos. Resolem
r=2r+ 9y + 12,
y=x+4y+4.
i obtenim P = (0,—4/3).
Rectes invariants. El polinomi caracteristic de la matriu de la part lineal és 22 — 6z — 1 de manera

que tenim els valors propis A = 3++/10, . = 3—+/10, amb vectors propis respectius u = (9,14++/10),v =
(9,1 —+/10). En la referéncia R = {P;u,v} tenim

3++10 0 0
M(f,R)= 0 3—v10 0
0 0 1

que és una afinitat hiperbolica (un punt fix i dues rectes invariants).

¢) Punts fizos. El sistema

T=—jrt iyt
y=32-3y-3

és incompatible i per tant no hi ha punts fixos.
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Rectes invariants. Els valors propis de la part lineal son A = 1, amb vector propi u = (1,1),1i p = -2,
amb vector propi v = (1, —1).
Rectes invariants de direccio u. Busquem punts X = (z,y) tals que X f(X i = Au. En coordenades,

—(3/2)z + (3/2)y +11/2 = A
(3/2)z — (3/2)y —T/2 = A

que déna x —y — 3 = 0, que és la recta invariant de direccié u.

Quan apliquem el mateix procediment per trobar rectes invariants de direccié v arriem a un sistema,
incompatible, de manera que no hi ha rectes invariants de direcci6 v.

Amb aquests coneixements (sense punts fixos i una recta invariant) ja podem dir que es tracte d’una
homologia general seguida de translaci6. Vegeu la taula 3.3 de [2].

Prenem com referéncia canonica R la formada per un punt de la recta invariant, per exemple O =
(3,0), i com base (v,u) (en aquest ordre).

Observem que f(O) = (4, 1) pero per escriure la matriu de f en la nova referéncia necessitem escriure
aquest punt en la nova base, és a dir hem de resoldre el sistema

(4,1) = (3,0) = a(l,-1) + 5(1,1)
i obtenim aw = 0,5 = 1. Aixi,

-2 0 0
M(fR) = 0 1 1
0 0 1

d), e) f) left to the reader.

Exercici 1.34: Classifiqueu les afinitats f, del pla afi R? donades, respecte de la referéncia canonica,
per

' =ar+y+a,

Yy =z +ay+a.
Determineu, en cada cas, els punts fixos, les rectes invariants, i una referéncia R, respecte de la qual
M(fa, Ra) sigui expressio canonica de f.

Determineu el lloc geométric de les imatges d’un punt donat per totes aquestes afinitats. Es a dir,

estudieu el conjunt {f,(P);a € R} per a cada punt donat P € R?.

Solucié: Per trobar els punts fixos resolem

r=ar+y-+a,
y=x+ay+ a.

Trobem tres casos (el determinant de la matriu associada al sistema és a(a — 2)).
Primer cas. a = 0. Llavors tenim una recta de punts fixos, la recta y = x.
En aquest cas la matriu de la part lineal és
0 1
10

que admet el valor propi 1, amb vector propi u = (1, 1), i el valor propi —1 amb vector propi v = (1, —1).

Rectes invariants de direccid u. Busquem P tal que Pf(P) = Au, és a dir,

-1 1 0 x 1
1 -1 0 Y =2 1
0 0 O 1 0

i obtenim A = 01z = y. Aquesta és, com ja sabiem, la recta de punts fixos.
Rectes invariants de direccid v. Busquem P tal que Pf(P) = lv, és a dir,

-1 1 0 z 1
1 -1 0 y | =x| =1
0 0 0 1 0
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i obtenim —z + y = A. Aixo vol dir que per qualsevol punt P la recta que hi passa amb direccié v és
invariant.

Tenim doncs una recta de punts fixos i rectes invariants no paralleles a la recta fixa. Segons la taula
3.3 de [2] es tracta d’'una homologia general. Prenem R’ = {(0,0); v, u} i tenim

-1 010
M(f,R') = 0 110
0 0]1
que és 'expressié canonica d’'una homologia general.
Segon cas. a = 2. En aquest cas també tenim una recta de punts fixos, la recta y = —x — 2.

En aquest cas la matriu de la part lineal és

(72)

que admet el valor propi 1, amb vector propi u = (1,—1), i el valor propi 3 amb vector propi v = (1,1).

Rectes invariants de direccid u. Busquem P tal que Pf(P) = Au, és a dir,

1 1 2 T 1

1 1 2 y | =A -1

0 0 O 1 0
iobtenim A =01z +y+ 2 =0 com recta de punts fixos, cosa que ja sabiem.
Rectes invariants de direccid v. Busquem P tal que Pf(P) = Av, és a dir,

11 2 T 1
11 2 y | =x[ 1
00 0 1 0

i obtenim x 4+ y + 2 = A. Aix0 vol dir que per qualsevol punt P la recta que hi passa amb direccio v és
invariant. Es tracta novament d’'una homologia general. Prenem R’ = {(—2,0); v, u} i tenim

3 0]0
M(f,R)=| 0 1|0
0 0]1

que és 'expressié canonica d’'una homologia general.

Tercer cas. a # 0,a # 2. Tenim un punt fix P = (—1,—1). La matriu de la part lineal és

a 1
1 a
que admet el valor propi A = a + 1 amb vector propi v = (1,1) i el valor propi p = a — 1 amb vector

propi v = (1,—1).

Rectes invariants de direccid u. Busquem P tal que Pf(P) = Au, és a dir,

a—1 1 a T 1
1 a—1 a y | =X 1
0 0 0 1 0

i obtenim x = y.
Rectes invariants de direccié v. Busquem P tal que Pf(P) = \u, és a dir,

a—1 1 a T 1
1 a—1 a y | =X -1
0 0 0 1 0

i obtenim z +y + 2 = 0.

34



Com tenim un punt fix i dues rectes invariants ja sabem (taula 3.3 de [2]) que es tracte d’una afinitat
hiperbolica. Prenem R’ = {(—1, —1);u, v} i tenim

a+1 0 0
M(f,R')= 0 a—1]0
0 0 |1

que és I'expressio canonica d’una afinitat hiperbolica. Recordeu que s’ha de complir a+1,a—1 # 1,a+1 #
a—1.

Finalment, l'orbita de P = (p1,p2) és el conjunt de punts del pla que es poden escriure com

(ap1 +p2 +a,p1 +apz +a) = (p2,p1) +a(pr + 1,p2 + 1).

Es tracta doncs de la recta que passa pel punt (pa, p1) amb vector director (p; + 1,p2 + 1).

Exercici 1.35: Classifiqueu les afinitats f, del pla afi R? donades, respecte de la referéncia canonica,
per

¥ =014a)r—ay+1,

y' = a’x + (14 2a — 4a® + a®)y,
que no tenen punts fixos. Determineu les rectes invariants, i una referéncia R, respecte de la qual M (f,R)
sigui 'expressi6 canonica de f.

Determineu el lloc geométric de les imatges d’un punt donat per totes aquestes afinitats. Es a dir,

estudieu el conjunt {f,(P);a € R} per a cada punt donat P € R?.

Solucié: Si busquem els punts fixos obtenim

a® —4a+ 2 1

T T da-Da-2 YT a-D@-2

Pe tant 'exercici ens demana estudiar I'afinitat donada en els casos a = 0, 1, 2.
Casa=0
o =x+1,
Y =y,

que és una translacio de modul 1 en la direccio (1,0). Ja esta donada en forma canonica. Les rectes y = ¢
son invariants.

Casa=1
=2 —y+1,
y =z,

(7))

que admet el valor propi A = 1 (amb multiplicitat 2), amb vector propi v = (1,1).

La matriu de la part lineal és

Rectes invariants de direccié u. Busquem P tal que Pf(P) = pu, és a dir,

1 -1 1 T 1
1 -1 0 Y =un| 1
0 0 0 1 0

i veilem que aquest sistema és incompatible.
La taula 3.3 de [2] ens diu que estem davant d’una homologia especial seguida de translacio.
Respecte la referéncia R = {(0,0); (u,v)} on u és qualsevol vector linealment independent amb v,
tenim

M(va):

o o R
o = O

1
0
1
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perd com la traca ha de ser 3 tenim
1 0 1
M(f,Ry = b 1 0
0 0 1
Finalment si volem ’expressié canonica canviem v per bv i tenim
1 01
M(ffRy= 1 1|0
0 01

Cas a = 2 En aquest cas

{o:’—3:z:—2y+1,

y' =4z -3y,
Els valors propis de la part lineal son A = 1 amb vector propi u = (1,1), i p = —1 amb vector propi
v=(1,2).
Rectes invariants de direccid u. Busquem P tal que Pf(P; = pu, és a dir,
2 -2 1 x 1
4 -4 0 y | =p| 1
0 0 0 1 0

Obtenim 2z — 2y — 1 = 0. Com té la direccié de v és la tnica recta invariant d’aquesta direccio.

Rectes invariants de direccié v. Busquem P tal que Pf(P) = uu, és a dir,

2 -2 1 x 1
4 -4 0 y | =pnl 2
0 0 0 1 0

Sistema incompatible i per tant no tenim rectes invariants en aquesta direccio. Per la taula 3.3 de [2]
sabem que es tracte d’una homologia general seguida de translacio.
Respecte la referéncia R = {(1/2,0); (v, u)} tenim

-1 0 0
M(f,R)= 0 1 2
0 0 1
Canviant ara u per 2u tenim ’expressioé canonica
-1 0|0
M(f,R)= 0 1|1
0 01

Finalment 1’orbita de P = (p1,p2) és el conjunt
(z,y) = (1 + a)p1 — apz + 1,a’p1 + (1 4 2a — 4a® + a®)py)

Si p; = po lorbita de P esta continguda en la recta x = py + 1.

Si p1 # p2 podem posar

z—1-—p

P1 — P2

i substituint aquesta expressié a y = a’p; + (1 + 2a — 4a® + a®)ps obtenim una ctbica y = y(z) =

A+ Bx + Cx? + D3 (si p2 #0).
Per exemple si P = (1,0), a = x — 2, i obtenim la parabola y = (z — 2)2.
SiP=(0,1),a=1—x,ipertant y = (1 +2(1 —z) —4(1 —2)? + (1 — 2)3).

a =
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Afinitat Caracteristiques Equacio
Elliptica
£(b, ) Unic punt fix. ' =—cy, b <dc,
’ No rectes invariants. y =z —by.
p=0.
Hiperbolica
H(a,b) Unic punt fix. 2 =azx, a,b#1,
’ Dues rectes invariants. y =by, a#b
p=0.
Homotécia o =az, afl
h(a) Infinites rectes invariants. , “ ’ ’
Unic punt fix. p = 0. Y Y-
Parabolica
Pla) Unic punt fix. 2 = ax, a#1,
Una recta invariant. y =z +ay.
=0.
Homologia general ;
hg(a) Rectes inv. no || a la fixa. L B oz, a#1,
Recta punts fixos. p = 0. y=v
Hom. gen. seguida de trans. o — ax a1
Thy(a) Una recta invariant. , _"_ 1 ’
Cap punt fix.p = 1. y=yr>
Homologia especial o =
he Rectes inv. || a la fixa. ;L w’+
Recta punts fixos. p = 0. v = y.
Hom. esp. seguida de trans. =t
The Cap recta invariant. , o4 ’
Cap punt fix. p = 2. ¥y = Y.
Translacio 2 =z,
T /
p=1 y =y+1.
. Identitat 2 =z,
id /
p=0. Yy =y
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2 Geometria Euclidiana

2.1 Distancia entre subvarietats. Volum

Exercici 2.1: Calculeu la distancia entre les subvarietats lineals L; i Lo de I’espai afi euclidia R? donades

per
=1+A
v tA z=0,
Ly : y=2, Lo : _

z=3.
Trobeu punts P € Ly i Q € Ly tals que d(P, Q) = d(L1, L2).

Solucié: Primer escrivim
Ly P+ [F] = (1,2,3) + ((1,0,0)
Ly Q+[G] = (0,0,0) + {(0,1,2))

Calculem l'ortogonal de F' + G i obtenim (F + G)* = (0,2, —1) i descomponem
OP = (1,2,3) = a(1,0,0) + 5(0,1,2) + ~(0,2, —1)
i obtenim aa = 1,8 = %,fy = %, per tant d(Ly, Ls) = ||v(0,2,-1)| = %\/5
Per trobar el punts que realitzen la distancia minima aprofitem ’expressioé anterior de Cﬁ i tenim

8

1

i obtenim <
P —(1,0,0) = Q + -(0,1,2) + part normal
5

per tant els punts buscats son

. 8
(0,2,3) el i 5(0, 12) € Ls.
Exercici 2.2: Siguin
T =2\+pu,
+y+z=2,
le{x yre Ly: {y=3+2)\+2p,
r—y+z=1.

z=44+3\+2pu.

dues varietats lineals de ’espai afi euclidia R3.
a) Calculeu la distancia d’un punt arbitrari P = (a, b, ¢) a cadascuna de les varietats Ly i Lo.

b) Trobeu la recta que passa per P i talla Ly ila recta x = z = 0.

Solucié: a) El primer que necessitem és conéixer els subespais directors de Ly i La. Resolent els sistema
homogeni

r+y+z=0,
r—y+2=0.
obtenim y = 0,2 = —z de manera que els subespai vectorial G associat a L; és G = {(x,0, —x) € R3}

o equivalentment Gy = (1,0, —1))
El subespai vectorial G5 generador de Lo esta donat directament en les equacions de Lo 1 és

Gy = <(2a 2, 3)7 (1a 2, 2)>
Per calcular la distancia entre P i L;, i = 1,2, seguint la secci6 5.3 de [2], descomponem R? com sum

directa
R*=(F+G) & (F+G)" =G, oG}
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ja que, en aquest cas, F' = {0}
Es facil trobar bases de Gf-. Per exemple podem posar
R = Gi+Gi ={((1,0,-1))+((0,1,0),(1,0,1))
R = Ga+Gy =1{(22,3),(1,2,2)+((2,1,-2))

Ara prenem punts arbitraris Q; € L;, per exemple Q1 = (3/2,1/2,0) i Q2 = (0, 3,4), i descomponem
" i

|

PQ, = (3/2—a,1/2—b,c) = A(1,0,—1) + u(0,1,0) + /(1,0,1)
PQy; = (—a,3—b4d—c)=X(2,2,3)+7(1,2,2) +7(2,1,-2)

Resolent aquests sistemes obtenim
A= Y20 —2e43) Ly L C2at 204 3)
= —(— — = - — V= —(—
120 -2 , B=3 , 120+ 2
en el primer cas i
- 1 1 _ 1
)\:§(—2a+2b—c—2), u:§(7a—10b+2c+22), u:§(—2a—b+2c—5)

en el segon.
Per tant,

A(P, La) = [[1(0,1,0) + (1,0, D)]| = [[(v, s, 1) | = v/1? + 20

d(P, L) = [|#(2,1, =2)|| = 3|7|.
Per exemple si P = (0,0,0), d(P, Ly) = \/(1/2)2 + 2(3/4)2 = v/22/4 i d(P, L») = 5/3.

b) Trobem primer 'equacio del pla que conté P i L;. La recta PQq, Q1 € Ly ha d’estar en aquest
pla que tindra, doncs, equacio

—
IT: P+ (PQ1,(1,0,-1))
Prenent @1 = (3/2,1/2,0) els punts de IT sén
(xayv Z) = (av ba C) + )‘(3/2 —-a 1/2 - bv _C) + :u‘(laov _1)
i ara hem de tallar aquest pla amb la recta x = z = 0, és a dir, ha de ser

{a+)\((3/2)—a)+u = 0.
c—Ac— b = 0

Resolent obtenim
2(a+c) 3c
A= —n—— = ———-—-—.
20+ 2¢c—3 20+ 2c—3

I el punt de tall és doncs

2(a+ ¢)
= 1/2 —bp)—— "7
R=(0.b+(1/2-8) 52 0)
Aixi la recta demanada és la recta PR,
2(a+c)
b AM—a,b+(1/2 —b)——— — b, —
(a’7 ,C)+ ( a? +(/ )2a+20_3 ? C)

Observem que si 2a + 2¢ — 3 = 0 aquesta recta demanada no existeix. Aquesta situacié es déna quan
P pertany al pla 2z + 2z — 3 = 0, perod aquest pla conté també la recta L; i és clar doncs que qualsevol
recta per P que talli L; esta totalment continguda en aquest pla i no pot tallar v = 2 =0. Si P € Ly (II
no estaria definit) llavors qualsevol recta per P que talli I'eix de les y és solucio.
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Exercici 2.3: Sigui A l'espai afi R? considerat com a espai afi euclidia amb el producte escalar donat,
respecte de la base canonica de l'espai vectorial R?, per la matriu

O = Ot
O = =
w o o

Trobeu la distancia del punt P = (—1,1,—2) al pla que passa pels punts A = (1,—1,1), B =(-2,1,3) i
C=(4,-5,-2).

Solucié: Seguim el métode explicat a la secci6 5.3 de [2]. Primer calculem l’equaci6 vectorial del pla.
A+ (AB,AC) = A+ ((~3,2,2), (3,4, -3)).

A continuacié descomponem R3 com suma directe d’aquest subespai i del seu ortogonal. Hem de trobar,
doncs, (z,y, z) tal que

5 1 0 -3
(xyz) 1 1 0 2 =0
0 0 3 2
i
5 1 0 3
(Lyz) 1 1 0 -4 1 =0
0 0 3 -3

Resolent obtenim
R3 = ((—3,2,2), (3,4, -3)) @ ((5, —17,8))

—
Ara descomponem PA = (2,—2,3) en aquest suma directa i posant
(2,-2,3) = A\(-3,2,2) + u(3,—4,-3) + v(5,—17,8)

obtenim v = 28/109. La distancia buscada és

28
d=|+—(5,—-17,8
Per calcular aquesta norma fem
5 1 0 5
(5 —-17 8) 1 10 —17 | =436
0 0 3 8

i per tant

2
d(P,1I) = %\/436.

Exercici 2.4: A Despai afi euclidia R*, calculeu la distancia entre el pla

H:{ r—t—2=0,

y—2+2=0.
ila recta
r—2z—2=0,
T y—t+1=0,
y=0.

Trobeu punts P € IT'i Q € r tals que d(P, Q) = d(II, 7).

Soluci6: Seguirem el métode explicat a la seccié 5.4 de [2]. Primerament escrivim

I:P+[F] = (20,20)+((0,1,1,0),(1,0,0,1))
r:Q+[G] = (0,0,—-2,1)4{(1,0,1,0))
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Clarament

F+G={(0,1,1,0),(1,0,0,1),(1,0,1,0)), (F+G)*t=(-1,-1,1,1)
A continuacié escrivim 1@ a(F+G)® (F+ G)*. Posem

(-2,0,-4,1) = «(0,1,1,0) 4+ 5(1,0,0,1) +~(1,0,1,0) + 6(—1,—1,1,1)

iobtenim a = —1/4,8=5/4,y=—-7/2,6 = —1/4
Llavors

1
= 18]/ (- 2 +12 412 = ..

I el calcul anterior permet saber que els punts buscats son (notacio de secci6 5.4 de [2])

1 1
X = P+’LL1:(2,0,2,0)—1(0,1,1,0)—|—(5/4)(1,0,0,1)21(13,—1,7,5)

7 1
Q_UQ (0 0 2 1) 5(17071a0):§(7707372)
Es una comprovaci6 veure que efectivament d(X,Y) = % =d(I1,r).

Exercici 2.5: a) Siguin w1, ...u vectors de R™, k < n. Demostreu que el volum del parallelepiped
generat per uq,...uj és I'arrel quadrada del determinant de la matriu de Gram.
b) Calculeu I’area del parallelogram de R* determinat pels vectors u = (3,4,0,1),v = (1,2,0,0).

Solucié: a) Sabem que el determinant de k vectors en un espai vectorial de dimensio k és el volum del
parallelepiped que generen. Prenem (eq,...ex) una base ortonormal a (uq,...ug).
Tindrem

Aixi I'entrada ij de la matriu de Gram G és
k
Gij UZ,UJ Z U'uel u]7el (BtB)ZJ
=1
on B és la matriu k x k donada per

Bij = (uj, €)

Per tant
det G = (det B)?,

o equivalentment (observeu que det B és el volum del parallelepiped buscat)

Volum = vdet G
Observem finalment que la matriu de Gram es pot escriure com
AtA

on A és la matriu de k files i n columnes formada posant a cada fila les components de uy respecte una
base ortonormal, en general la canonica de R".
Tenim, doncs,
Volum = +/det(A*A).

b)
Primer meétode. Trobem una base ortonormal al subespai F' generat per u i v. Prenem

1
= = (3,4,0,1
|l s/26( )
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v—(v,e)e; 1
ey = = —-7,8,0,—11).
27 Ju—(v,er)ed] \/234( )

Ara calculem el determinant de la matriu que apareix en escriure u i v respecte aquesta base.
Resolent el sistema

u = xzep+yes
= zej +teg
és a dir
(3.4.0,1) = 2(3,4,0,1)—— + y(~7,8,0,~11)
V26 V234
(1,2,0,0) = =(3,4,0, 1)\%6 (7,80, _11)\/%@
Obtenim
xzm,yZO,z:iﬂt:i,
26 26
Observeu que aquest calcul és molt facil ja que x = (u,e1),y = (u,e2),z = (v,e1),t = (v, eq)
Per tant,

E

Area parallelogram = det 0 =3.

1
3
V26

Segon meétode. La matriu de Gram (matriu dels productes escalars) és
1

G 34 01 2 | (26 11

S\ 1 200 o \11 5
0

Area parallelogram = vdet G = 3.

= O = W

Exercici 2.6: Sigui F l’espai vectorial dels polinomis reals de grau < 2. Per a tot parell p(z),q(z) € E
definim

(P, q) = /O p(z)q(z) dx.

a) Demostreu que ¢ és un producte escalar a E.
b) Trobeu una base del subespai ortogonal al polinomi 2z + 1.
¢) Apliqueu el procés d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt a la base 1,7, 2% per obtenir una base

ortonormal.
d) Trobeu la projeccié ortogonal del vector x? sobre el subespai generat per 1, .

Solucio: a) Facil.
b) El polinomi az? + bx + ¢ pertany a (2z + 1)+ si
1
/ (az? + bz + ¢)(2z + 1)dz =0
0

d’on 1la 4+ 7b + 6¢ = 0, i per tant una base d’quest subespai esta formada per exemple pels polinomis
p(z) = 62% — 11,¢(z) = 62 — 7.
c) Denotem e; = 1,65 = x,e3 = 2.
Com e; ja te norma 1 prenem e} = ej. A continuacié prenem

o — 2~ (e e)en
* ez = {erez)en]|

El producte escaler de e; amb es val

1
(e1,ea) :/ xdr=1/2.
0
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1
|z —1/2|? = /O (% + (1/4) — ) dx = 1/12

per tant eb = v/3(2z — 1).

A continuacié prenem
e3 — (es, )€l — (e3, €h)eh
lles — (es, e1)e] — (es, ex)es|

Aquests productes escalars son facils de calcular i obtenim

(ez,ef) = 1/3
(es,eh) = V3/6

ey =

de manera que
22 —x+1/6

/o
BT e —w+1/6]

Calculant aquesta norma obtenim finalment e} = v/5(62% — 62 + 1).

d) Només hem d’escriure a2 respecte la base ortonormal que acabem de trobar tot observant que
lespai vectorial general per 1 = ey, 2 = ey és el mateix que el generat per e}, €.
Posem
2% = ae) + Bely +vehy = a+ BV3(2z — 1) + vV5(622 — 62 + 1)

Igualant coeficients obtenim ov = 1/3, 3 = ﬁ i per tant la projeccié de x2 sobre l’espai generat per 1,z
és

1 1
m(x?) = 3 + -2z —1).

[\]

2.2 Algunes propietats métriques del triangle

Exercici 2.7: Considereu un triangle d’'un pla afi euclidia. Demostreu les afirmacions segiients:

a) Les tres mediatrius es tallen en un punt (el circumcentre).

b) Les tres bisectrius dels angles es tallen en un punt (I’ incentre).

c¢) Les tres altures es tallen en un punt (1'ortocentre).
)

d) Les tres medianes es tallen en un punt.

Soluci6: a) Conseqiiéncia immediata del fet de que els punts de la mediatriu d’un segment AB equidisten
de A1 B. Aixi al tallar dues mediatrius es troba un punt que equidista dels tres vértexs del triangle i
pertany doncs a la tercera mediatriu.

b) Conseqiiéncia immediata del fet de que els punts de la bisectriu equidisten dels costats de 'angle.
Per tant, el punt on es tallen dues bisectrius serd equidistant dels tres costats del triangle

¢) Les altures d’un triangle AABC son les mediatrius del triangle AA’B’C" amb B’C’ parallela a
BC per A, A’B’ parallela a AB per C' i A’C’ parallela a AC per B. Aixo és degut a que els triangles
NACB', NABC" ABCA’' i AABC s6n congruents. I les mediatrius ja sabem que es tallen en un punt.
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d) Conseqiiéncia directa del teorema de Ceva.

Versio analitica

a) Prenem una referéncia ortonormal amb origen A i primer vector de la base en la direccio 1@ . Aixi
A =1(0,0), B=(b,0),C = (c1,c2). L’equacioé de la mediatriu del costat AB és = = b/2. L’equacio de la
mediatriu del costat BC' és

b
( 201,%2) +A(=c2,c1—b), AeER

que en tallar amb = = b/2 déna el punt

b Co 61(61—b)
(5.2 + ).

202
L’equacié de la mediatriu del costat AC' és

C1 Co
a4z - R
(5 5) Hal-ea), A€
que en tallar amb x = b/2 dona el punt
C2 Cl(Cl — b)

b
Gt

b) Prenem una referéncia com en Papartat anterior. Introduim els vectors unitaris
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Les equacions de les tres bisectrius son:

(0,0) + X((1,0) +u)
6,00 + w((—=1,0)4+v)
(c1,¢2) + v(—u—v)

A, i, v € R Per tallar les dues primeres resolem el sistema

C1

o _ <2
Moo < "BC
obtenim
5\ AB - AC
- AC+ AB + BC”
Per tallar la primera i la tercera resolem el sistema
M4 L) = (s - 2D
Ac’ T TV Ac T TBC
C2 — _f2 %2
Mo — etCae o)
obtenim de la segona
_ (AC-\)BC
AC + BC
que substituint a la primera ens déna
5= AB - AC
~ AC + AB + BC’

que és el mateix valor obtingut abans i per tant les bisectrius sén concurrents.
¢) Prenem una referéncia com en els apartats anteriors. Les equacions de les tres altures son

(C1762) + )\(0, 1)

(0,0) 4+ p(—co,c1 —b)
(0,00 + v(—ca,01)

A\, i, v € R. Tallant les dues primeres obtenim trivialment g = —¢;/co. Per tallar la segona i la tercera
resolem el sistema
—[Co = b—vey
pulep —b) = vey
i obtenim també ;i = —cy/cy. Per tant, les tres altures es tallen en un punt.

d) Immediat (baricentre). Com és un concepte afi podem prendre com referéncia {A;@,ﬁ} de
manera que els punts mitjans respectius tenen coordenades (0,1/2), (1/2,0),(1/2,1/2). Ara és facil veure
que les tres mitjanes es tallen en un punt de coordenades (1/3,1/3) (el baricentre).

Exercici 2.8: Demostreu que el producte de les longituds dels dos segments en qué l'ortocentre d’un
triangle divideix cada altura, és constant.

Solucié: Considerem un triangle AABC' i denotem per A’, B, C’ els peus de les altures des de A, B,C

respectivament. Prenem una referéncia ortonormal amb origen C’ i primer vector en la direccio C'B.
D’aquesta manera A = (a,0), B = (b,0),C = (0,¢),C’ = (0,0).
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Tallem ’altura per A amb 'altura per C.
(a,0) + Ae,b) = p(0,1)
per tant A = —a/c i 'ortocentre és
H = (0,—ab/c),

Calculem A’.
(a,0) + Ale,b) = (0,¢) + pu(=b,c)

obtenim A = ¢(b — a)/(b* + ¢?) i per tant
A= L(ab +cc(b—a))
b? + ¢ ’

Ara ja podem calcular el producte de les longituds dels segments en que 'ortocentre divideix cada
altura.

—ab
C

CH-HC' =

’c—i—ab 20—12‘02+ab‘ |abl .

2 2)2 _ 2
AH-HA = \/b (ab+c)) +[Cb(b a)+acb] ~I%|\/c2+b2

(b2 + c2)2 b2 4 ¢2
N
'ZSICJF OET R

- :C—Zlc —&-ab“ab\
= CH-HC'

El calcul per a la tercera altura és similar.

Prova sintética Considerem el cercle de diametre AB. Els peus de les altures A’ i B’ pertanyen a
aquesta circumferéncia.
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Per la propietat de la poténcia d’un punt respecte una circumferéncia tenim
HA-HA' = HB-HB'.

Aixo ja prova el resultat per a aquestes dues altures. Si ara fem el mateix amb la circumferéncia de
diametre AC' tenim el resultat.

Exercici 2.9: Suposem que les bisectrius interior i exterior de 'angle C' d’'un triangle AABC tallen la
recta AB en els punts C; i C,. Demostreu que

(Ce; Av B) = _(Cla Av B)

C

C. A Ci B

Solucié: L’enunciat habitual d’quest exercici és dir que els punts A, B, C;, C., formen quaterna harmonica.
La demostracio6 sintética és la segiient.
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C. A Ci B

Considerem sobre el costat BC punts M N tals que CA = CM = CN. Com les bisectrius sén
perpendiculars entre si i perpendiculars respectivament a les bases dels triangles isosceles ACM 1 ACN,
les rectes AM i C'C, son paralleles i les rectes AN i CC; son també paralleles. Per Tales des de B tenim

BC, _BC  BC, _BC
AC;  AC’  AC.  ACT

Per tant,
_CA  AC _C’Z-A

- C.B BC (B
El signe prové de que C; esta entre A1 C (i C, no).

(CevAaB) :_(ClaAvB)

Demostracio analitica. Prenem una referéncia ortonormal amb origen C' i primer vector de la base en
la direccio de AB. Aixi A = (a,h),B = (b,h),C = (0,0). Per trobar C; = (z, h) tallem la bisectriu amb
la recta y = h.

L’equacié de la bisectriu és

ciA CB
ICA|l  (ICB|

de manera que trobem el valor de ¢t que fa que aquesta recta talli y = h.
Posem®

(@,h)  (bh)
e * Bo

i obtenim (mirant la segona component)

) = (z,h)

_ AC-BC
- AC+ BC
i per tant
_a-BC+b-AC
AC + BC
Ara ja podem calcular la ra¢ simple
AC(b—a)
a—r _ AC+ BC AC
AC + BC

Analogament es veu que (Ce, A, B) = ’é‘—g i hem acabat. (Els calculs per calcular les coordenades C,

son els mateixos que per calcular les coordenades de C; canviant @ per —C@)

6Simplifico la notacié posant AB = ||ﬁ||, etc.
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2.3 Moviments

Exercici 2.10: A Pespai afi euclidia R? trobeu, respecte de la referéncia canonica, ’equaci6 de la recta

r’ simétrica de la recta
x—1 —-y+3 2z-2

2 1 3’

A

respecte del plaIl : 2z —y 4+ 2 —1=0.

Solucié:  Primer métode (llarg). Calculem les equacions de la simetria ortogonal respecte II. Primer
escrivim

I: P+ [F] = (1/2,0,0) + ((1/2,1,0), (—1/2,0,1))

Observem que
((1/2,1,0),(~1/2,0,1))" = ((2,-1,1))

Per cada X = (z,y, z) fem
PX = a(1/2,1,0) + B(~1/2,0,1) + 7(2, -1, 1)

iobtenim a =2z +5y+2—1),8=4(-20+y+5z+1),y=32z—y+2z—1)
El simétric del punt X és el punt

X' = P+a(1/2,1,0) + B(~1/2,0,1) = (2, -1,1)

1
= g(—w+2y—2z+2,2x—|—2y+z—1,—2x—|—y+22+1)

que escriurem com

z’ T 2 1 -1 2 2 x 2
vo =My g 1 ]=5] 2 2 1 y | +=| -1
2z z 1 -2 1 2 z 1

La recta r és la intersecci6 dels plans

x T
(1 20){y |=7 (03 1)y |=1L
z z

Per tant, la recta transformada és

! 1 2
(1 2 0){Ml< e ﬂ?
z' 1

(0 3 1)[M—1< y: -3 | !

Substituint el valor de

L 12 -2
M t==Z 2 2 1
3\ 2 1 2

i canviant z’, %/, 2z’ per z,y, z obtenim
r+4+2y="7, 4dx+Ty+5z=35.
La simétrica de la recta r és doncs la recta

r’:(0,7/2,21/10) + ((1,-1/2,-1/10)) = (1,3,2) + ((10, =5, —1))
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Segon metode. El punt d’'interseccio de r i II és @ = (1,3,2). Prenem un segon punt de r, per exemple,
R =(0,7/2,1/2). Calculem el simétric de R respecte H

Cﬁ =(-1,1/2,-3/2) = «(1/2,1,0) + 5(—1/2,0,1) + (2, —-1,1)
obtenim o = —1/6, 8 = —5/6,v = —2/3. Per tant, el simétric R’ de R respecte II és

=Q+«(1/2,1,0) + 5(-1/2,0,1) — v(2,—1,1) = (8/3,13/6,11/6)
Aixi r’ és la recta

QR = (1,3,2) 4+ ((5/3,—5/6,-1/6)) = (1,3,2) + ((10, =5, —1))
d’acord amb el primer métode.

Exercici 2.11: Sigui B = (u,v), amb u = (1,—1) i v = (1, 1), una base del pla afi euclidia R?. Sigui
T : R? — R? Dafinitat que en la referéncia {(0,0); B} té per equacio:

T 1/ —v3 -1 T 1
T = — .
()= (20 w)(0)+(3)
Comproveu que T és un moviment.
Soluci6: La base B no és ortonormal pero la base B/ = (Hul\ e ”) si que ho és i, per la formula del canvi

de base la matriu de f respecte B o B’ és la mateixa. Aixo és degut a que M (B, B) = 7§2d i per tant la

formula del canvi de base deixa invariant M (f, B).
Com la matriu
L(VE 1
2\ -1 V3
és ortogonal, T és un moviment.

Exercici 2.12: Siguin

fy+r=2 T=224m
T z =2,
le{ Y Ly: {y=3+2\+2p,
r—y+z=1.
z2=4+4+3x+2pu

dues varietats lineals de I’espai aff euclidia R3.
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a) Determineu la projecci6 ortogonal del punt A = (2,1, 3) sobre Ly i Lo.

b) Trobeu el simétric de A respecte de Lo.

Solucié: a) Escrivim Lq i Lo en forma vectorial.

Ly : P+ F =(0,1/2,3/2) + ((1,0,-1))
Ly :Q+G=1(0,3,4)+ ((2,2,3),(1,2,2))

Observem que F+ = ((0,1,0),(1,0,1)) i G+ = ((1,1/2, —1))

La figura segiient ajuda a veure el projectat p(A) i el simetric s(A) d’'un punt A respecte una subva-
rietat lineal L que passa per P. Tot esta en descompondre el vector PA és una part en la direccié de L i
en una part ortogonal.

P

Per trobar la projeccié ortogonal del punt A sobre L; descomponem
—
PA=1(2,1/2,3/2) = «(1,0,—1) + 3(0,1,0) +~(1,0,1),

i obtenim o =1/4,5=1/2,v =7/4.
El projectat de A sobre L; és doncs el punt

P+ a(1,0,-1)=(0,1/2,3/2) + (1/4,0,—1/4) = (1/4,1/2,5/4).
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Per projectar A sobre Lo, descomponem
—
QA = (27 727 71) = 05(2, 27 3) =+ 5(15 27 2) + 7(25 17 72)7

i obtenim o = 7/3, 5 = —32/9,v7 = 4/9. El projectat de A sobre Ly és doncs el punt

(0,3,4) +(7/3)(2,2,3) + (—32/9)(1,2,2) = %(10,5,35).

b) Aprofitant els calculs anteriors el simétric de A respecte Ly és el punt

A/ = Q + (X(272,3) + ﬁ(172a2) - ’7(27 1a _2) = 3(27 1743)

Exercici 2.13: A I’espai afi euclidia R3, trobeu el simétric del punt
X = (—1,1,3) respecte de cadascuna de les varietats lineals segiients:
—y—z=1 -1 1
Ll . v y i ’ L2 : CU = y = s .
y—2z=0. 1 -1 2

Solucié: Primer escrivim
Ly: P+ [F] = (Oa _2/37 _1/3) + ((3127 1)>

Ly: Q+[G] = (1,0,—1) + ((1,-1,2))

Calculem els ortogonals i obtenim

F+ =((-2,3,0),(0,1,-2)), G+ ={((1,1,0),(0,2,1))
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Ara descomponem sobre L

i obtenim « = 11/42, 5 = 25/28, v = —43/28.
I descomponent sobre Lo

Cﬁ = Oé(l, _15 2) + B(la 170) + 7(0a2a 1)

i obtenim o = 5/6, 5 = —17/6,v = 7/3.
Aixi el simétric de X respecte Ly és

1
X/ =P + 04(37 2) 1) - ﬂ(_2a 370) - fY(O) 17 _2) = ?(187 _95 _22>
I el simétric de X respecte Lo és
1
X' =Q+a(l,-1,2) — 5(1,1,0) — (0,2,1) = 5(14, —8,—5).

Es pot comprovar que, en els dos casos, el punt mitja entre X i X’ pertany a la corresponent subva-
rietat.

Exercici 2.14: Sigui A 'espai afi R? considerat com a espai afi euclidia amb el producte escalar donat,
respecte de la base canonica de l'espai vectorial R2, per la matriu

f:<‘1‘ })

Trobeu el punt simétric del punt P = (2, 3) respecte de la recta z +y + 1 = 0.

Solucioé: Escrivim la recta com
r:Q+[F]=(-1,0)+((-1,1))

Trobem F*. Un vector (z,y) € F'* si i només si

(i)

que implica z = 0, de manera que F'+ = ((0,1)).
Descomponem

OP = (3,3) = a(—1,1) + 5(0, 1)

i obtenim o = —3, # = 6, de manera que el simétric P’ de P és

P'=Q+a(-1,1) — 3(0,1) = (2,-9).

Exercici 2.15: Siguin

: —z+4+2y+2—-2=0, T

un pla i una recta de l'espai afi euclidia R3.
a) Trobeu les equacions de la recta r’ simétrica de r respecte de II.

b) Trobeu les equacions del pla IT" simétric de IT respecte de 7.

Solucié: a) Primer métode (llarg). Trobem les equacions de la simetria ortogonal respecte II. Observem
que II es pot escriure com

I1: P+ [F] = (~2,0,0) + ((2,1,0), (1,0, 1)).
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Es facil veure que F*+ = ((1, -2, —1)).
Prenem la referéncia
R = {(—2, 0,0); (2, 1, 0), (170, 1), (17 -2, —1)}

1
1
M(5H7R): -1
1
Aixi
M(Sﬂvc) = (R,C) (SHaR) (Rac)il
2 1 1 -2 1 21 1 -2\ "
B 10 -2 0 1 10 -2 0
- 0 1 71 0 1 01 -1 0
00 1 1 00 0 1
9 9
B 2 2 4
- 1 2
0 3

Un dels plans que determina la recta r és x — 3y + 5 = 0, que escrivim com és habitual en aquestes
situacions, com

x
(1 -300)] 7Y |=-s
z
1
Com lafinitat és
x! 2 2 1 =2 x
y | 1] 2 -1 -2 4 y
I 1 -2 2 2 z
1 0 0 0 3 1
substituint obtenim”
22" + 2y + 2 —2
1 20" — vy — 22/ +4
g1 =300 | =5
3

Es a dir, el pla transformat és el pla
—4x 4+ 5y +T7z+1=0.

Repetim el mateix amb I'altra pla que determina r. Aquest pla és per exemple 2y — z + 1 = 0 que
escrivim com

T
(02 -10)| Y |=-1
1

Per tant
22" + 2y +2' -2

1 20—y =22/ +4 |
5(0 2 -10) =2y +22 42 =1
3
Es a dir, el pla transformat és el pla
r—22+3=0.

"La inversa de la matriu és ella mateixa ja que les simetries compleixen que elevades al quadrat sén la identitat.
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Per tant la imatge de r per simetria respecte II és la recta

\
o

x—2z+3

|
o

{ —4dr+5y+T7z+1

o, equivalentment (—17, —4,—7) + A(10,1,5).

Segon métode. El punt d’interseccio del pla i la recta és P =IINr = (=17, —4,—7). Prenem un punt
qualsevol @ € r, per exemple Q = (—2,1,3). Descomponem P(Q) a la suma directa F & F*.

(15,5,10) = a(2,1,0) + B(1,0,1) + v(1, -2, —1).

Obtenim « = 10/3, 5 = 55/6,v = —5/6.
Per tant el punt ' simétric de @ respecte de II és

10 55 5 1

La recta r’ simétrica de r respecte de II és la recta PQ’ que s’escriu com
/
P+ A\PQ = (—17,—4,-7) + A(10, 1, 5).
com aviem obtingut abans.

b) Primer métode. Observem que r es pot escriure com
Es facil veure que G+ = ((—1/3,1,0),(—2/3,0,1)). Prenem la referéncia

R = {(*27 L 3); (37 L, 2)7 (717 3, O)’ (723 073)}

1
-1
M(sr,R) 1
1
Aixi
M(s,,C) = M(R,C)M(s,,R)M(R,C)™*
3 -1 -2 -2 1 3 -1 -2 —2\'
- 1 3 0 1 ~1 1 3 0 1
h 2 0 3 3 —1 2 0 3 3
0 0 0 1 1 0 0 0 1
2 3 6 -31
13 -6 2 13
— 716 2 =3 40
o 0 o0 7
El pla IT es pot escriure com
xr
(-1 210)] Y |=2
z
1

Substituint com en l'apartat anterior la matriu columna pel seu valor obtingut a partir de I’equacio
de l'afinitat tenim

22" + 3y’ + 62" — 31

3 — 6y + 22/ +13

62’ + 2y — 32" + 40
7

(=12 1 0)

3=

Es a dir, el pla transformat és el pla 10z — 13y — 52 + 83 = 0.
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Segon métode. Prenem dos punts arbitraris A, B € II, per exemple A = (0,0,2),B = (—2,0,0).
Trobem els simétrics A’, B’ respecte r. El pla buscat és el pla determinat pels tres punts P, A’, B’ amb
P =T1INr. Descomponem PA i PB a la suma directa

(3,1,2)&(3,1,2)" = (3,1,2) & ((—1,3,0), (0,2, 1))

Resolent el sistema N
PA=(17,4,9) = a(3,1,2) + 5(—1,3,0) + v(0,2,-1)
obtenima = 73/14, 8 = —19/14,~v = 10/7 de manera que

73 19 10 1
D= (=17, =4, —T) + (3,1 (-1 i 1) = =(—
A= (17, =4, =)+ 53, 1,2) £ 5(=1,3,0) = —(0,2,-1) = (19,17, 34)

Resolent ara el sistema
PB = (15,4,7) = a(3,1,2) + 8(~1,3,0) + (0,2, —1)
obtenima = 9/2, 5 = —3/2,v = 2 de manera que

9 3

B = (—-17,—4,-7) + 5(3, 1,2) + 5(—1,3,0) —2(0,2,—-1) = (—5,1,4)

Es comprova facilment que el pla generat pels punts P, A’, B’ coincideix amb el pla 102—13y—52+83 =
0 trobat anteriorment.

Exercici 2.16: Sigui R = {P;(e1,e2)} una referéncia ortonormal d’un espai afi euclidia de dimensio6 2.
Demostreu que les equacions d’una simetria ortogonal respecte de la recta [ : P + (v) sén

x’ = xcos(2a) + ysin(2a),
Yy = zsin(2a) — y cos(2a),

on v = (cosa, sina).
Soluci6: Per calcular el simétric d'un punt arbitrari X = (z,y) respecte [ descomponem PX a (vyd (v)L,
(z,y) = A(cos a, sin «) + p(sin o, — cos )
Obtenim A = zcosa + ysina, u = zsina — ycos a. Kl simeétric de X és
X' =P + Acos a, sina) — p(sin a, — cos @)

que en coordenades és

¥ = (zcosa+ysina)cosa — (zsina — ycosa)sina = zcos(2a) + ysin(2a)

" = (zcosa+ysina)sina + (xsina — ycosa)cosa = zsin(2a) — y cos(2a).

Exercici 2.17: En un espai aff euclidia de dimensi6 dos, ;quin moviment resulta quan es componen dues
simetries ortogonals, respecte de rectes que es tallen formant un angle 67

Soluci6é: Suposem que el punt P’ és el simétric de P respecte OF i P” el simétric de P’ respecte
OFE. Els triangles AOPF i AOP'F son congruents. Per tant « = ZPOF = ZFOP’. Analogament
3= /P'OE = /EOP'.
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Per tant § = ZFOE = a+ 81 LPOP” =2(a+ ) = 20. Com OP = OP" aquest moviment és un gir
d’angle 26.

Segon meétode. Utilitzant Pexercici 2.16 només hem de multiplicar les dues matrius (de determinant
-1)

(o conomy ) (o) ooy ) = (st et )

matriu d'un gir d’angle 2(5 — «).

Exercici 2.18: Demostreu que en un espai afi euclidia de dimensi6 dos, tota translacié és composicio de
simetries d’eixos parallels; i tot gir és composicié de simetries d’eixos que es tallen justament en el centre
del gir. Com a conseqiiéncia, proveu que tot moviment és composicié de, com a molt, tres simetries.

Solucié: Sabem que donada una translacio T, existeix una referéncia respecte de la qual

' =x+d
Yy =y

Considerem la simetria sy respecte x = 0 donada en coordenades per

T = —x
y/

r=d—-x
Y=y

Sq/2 080 =Ty

i la simetria s4 respecte la recta @ = d/2

Clarament

A la figura el punt X va a parar a X’ per simetria respecte z = 0 i aquest va a X" per simetria respecte
x=d/2.
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=0 | z=4d/2

® = -
T L

v =d

Els exercicis 2.16 i 2.17 ens permeten dir que el gir d’angle «, g, descompon com
Ja = Sm © So
on so(z,y) = (x,—y) 1 Sm &s la simetria respecte la recta de pendent m = tan(a/2), donada per

x' =z cos(a) + ysin(a),
y' = xsin(a) — y cos(a),

A la figura el punt X va a parar a X’ per simetria respecte y = 0 i aquest va a X" per simetria
respecte la recta de pendent m = tan(a/2).

A partir de la classificacio dels moviments del pla, secci6 7.4 de [2], el resultat és clar.

Exercici 2.19: A Iespai afi R? trobeu, respecte de la referéncia canonica, les equacions de:

a) Un gir g de centre @ = (2,1) i angle « en sentit horari (la base (e1,g(e1)) és negativa respecte de
la base canonica (ey, e2) de 'espai vectorial R%. Que la base és negativa vol dir que el determinant
de la matriu del canvi de base és negatiu).

b) Una simetria axial d’eix la recta z + 2y — 2 = 0.

Solucié: a)
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Primer métode. Prenem com referéncia R = {(2,1);(1,0),(0,1)}. Clarament la matriu del gir g en
aquesta referéncia és

cos(a) —sin(a) 0
M(g,R) = sinéa) coso(a) (1)

Per la formula del canvi de base la matriu de g respecte la base canonica és

M(g,C) = M(R,C)M(g,R)M(R,C)™"
1 0 2 cos(a) —sin(a) 0 1 0 -2
= 0 1 1 sin(a))  cos(a) 0 0 1 -1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
cos(a) —sin(a) —2cos(a) + sin(«a) + 2
= sin(a)  cos(a) —2sin(a) — cos(a) + 1
0 1
T
Per tant les equacions del gir son (apliquem aquesta matriu a la matriu columna | y |)
1

' =2+ (z—2)cos(a) — (y — 1) sin(a)
y =14 (x—2)sin(a) + (y — 1) cos(w)

Segon metode.

Mirant el dibuix es veu que (denotant per r el radi de gir r = /(z — 2)2 + (y — 1)?)

sin(f) = i 1, cos(f) = r-2

r r

i també
' =24 rcos(f + )
Y =1+rsin(d + )

que substituint els valors de cos(f) i sin(f) ens dona

{x’ =2+ (x —2)cos(a) — (y — 1) sin(e)
y =14 (x—2)sin(a) + (y — 1) cos(w)
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b) Primer métode. La recta donada es pot escriure com (2,0) + ((—2,1)) Respecte la referéncia
R ={(2,0);(-2,1),(1,2)} la simetria s’escriiu

1 0 0
M(s,R)y= 0 -1 0
0 0 1
per tant
-2 1 2 1 0 0 -2 1 4\,
M(s,C) = M(R,CO)M(s,R)IM(R,C)"'=] 1 2 0 0 -1 0 1 -2 5
0 0 1 0 0 1 0 0 5
L 3 44
0 0 5
Es a dir,
o' =103z -4y +4)
y = (—da -3y +38)

Segon métode. Prenem un punt arbitrari P = (z,y) i descomponem el vector que va de (2,0) a P en
la suma directa ((—2,1)) @ (=2, 1))+ = ((—2,1)) @ ((1,2))

(z—2,y) = a(=2,1) + B(1,2)

obtenim a = 1 (—2x+y+4), 3 = +(+2y—2). Per tant la simetria demanada és 'aplicacio6 (z',y') = s(z,y)
donada per

1 1 1
s(z,y) = (2,0) + g(—2m+y+4)(—2,1) — g(x+2y —2)(1,2) = 5(3x—4y+4, —4x — 3y + 8)

d’acord amb el valor obtingut en el primer métode.

Exercici 2.20: Sigui B = (u,v) una base de I'espai vectorial euclidia R?. Suposem que un gir g de R?

és tal que
. 1 -3
M<g78) = ( 2 6 ) )

3
on § és laplicaci6 lineal associada a ¢g. Es B una base ortonormal? Determineu 1’angle de rotacié de g,

I’angle dels vectors u, v, i la raé dels seus moduls, %

Solucié: Es clar que B no és una base ortonormal ja que la matriu donada no és ortogonal.
Per la invariancia de la traga deduim directament (pensem en la matriu d’un gir d’angle « en una
base ortonormal) que
2cos(a) =1

per tant o = 7/3. Ara observem que

(u,0) = {g(u), g(v)) = (u+ (2/3)v, (=3/2)u) = (=3/2)(u, u) — (u, v)

d’on deduim

on # és I'angle entre els vectors u, v.
Per altra banda 3
[l = llg()ll = ]
per tant
2 4
llul = - =——cos(f)
[of 3 3

i aixi 0 = 27/3.
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9(v) U

Exercici 2.21: Sigui ¢ = G(I,u, ) el gir de 'espai afi euclidia R3, al voltant de la recta [ : P + (u),
orientada pel vector unitari u, i angle a.
a) Demostreu que

gv) =cosa-v+ (1 —cosa)((u,v)) - u+sina- (vAu),

on g és l'aplicaci6 lineal associada a g.
b) Donat un punt Q € R3, calculeu les coordenades del punt Q' = g(Q), respecte de la referéncia
R={P;B},on B= (F@,u,@/\u).

Solucié: a) Denotem o la projeccié de v sobre (u)! de manera que tindrem v = v + (u, v)u.
Observem que 9,7 A u es una base ortogonal (amb el mateix modul, |o] = [0 Au|) de (u)t, i per tant,
quan girem v un angle « al voltant de u, v es transforma en

g(v) = vcos(a) 4+ (0 A u)sin()
i per tant el transformat de v és
g(v) = vcos(a) + (v A w)sin(a) + (v, u)u
(la projeccio de v sobre (u) és constant al llarg del gir). Substituint @ per v — (u, v)u tenim
gv) = (v— (u,v)u)cos(a) + (v Au)sin(a) + (v, u)u
= cosa-v+ (1 —cosa)((u,v)) u+sina-(vAu)

que és la formula demanada.

--------------------------
»

»®

s

ey

b) Es I’apartat anterior aplicat al vector v = ]@ El punt buscat és

9(Q) = g(P+ PQ) = P+ §(PQ)
amb 5(1@) donat a l'apartat a).
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Exercici 2.22: Classifiqueu els segiients desplagaments del pla: dieu si es tracta d’un gir, una simetria,
una translacié o un lliscament.

Tl(xay) = (:E+4,y+2)
Tr(z,y) = (—g —gy 2,\? ? +1)

Y

3 V3 3

Y+ = ’£ i)
27 2 2

V3

T3(£7y) = (_5 +

Yy
X )
Ty = (24— var2 et

x
- 1+2
5 5 T 1+2V3)
Solucié:
Ty. La matriu de la part lineal és la identitat. Es tracta doncs d’una translacio de vector u = (4, 2).

Ts. El polinomi caracteristic de la matriu de la part lineal no té arrels reals. Es tracta, doncs, d’un
gir. Per trobar el centre de gir trobem els punts fixos. Resolem 'equacié Th(z,y) = (z,y) 1 trobem que
el punt fix és P = (-1 — 1 3 —/2). L’angle de gir es troba mirant la traca: ha de ser 2 cos(a) = —v/2

d’on o = 37 /4.

Ts. El polinomi caracteristic de la matriu de la part lineal és (2 — 1), de manera que es tracte
d’un lliscament o una simetria. Mirem els punts fixos. En resoldre 'equacié T3(x,y) = (z,y) trobem
y = v/3x — /3, de manera que tenim una recta de punts fixos i es tracte doncs d’una simetria respecte
d’aquesta recta.

T,. El polinomi caracteristic de la matriu de la part lineal és (2? — 1), de manera que es tracte d’un
lliscament o una simetria. Mirem els punts fixos. En resoldre lequacio Ty(z,y) = (x,y) trobem que
aquest sistema és incompatible i, per tant, no hi ha punts fixos i es tracte d’un lliscament. Per trobar la
recta invariant busquem els vectors propis (possibles direccions d’aquestes rectes).

Vector propi de valor propi A = 1. Resolem
—3/2 /3/2 up \ _ [0
V3/2 —1/2 up )\ 0
i obtenim u = (1,/3).

A continuaci6é busquem un punt P tal que Pf(P) = pu, és a dir, resolem el sistema

-3/2 V3/2 —V3+2 T 1
V3/2 —1/2 1+2V3 y |=n| V3
0 0 0 1 0
i obtenim y = v/3x + 2, cosa que vol dir que aquesta recta és invariant.

El modul de lliscament és
U
Ty) = <Pf(P;7W> =4

Equivalentment, si prenem un punt P de la recta invariant, per exemple P = (0,2) llavors T4(P) =

(2,2 +2V3) i
= |Pf(P}| = 4.

Podem comprovar finalment que, com és obvi, no hi ha més rectes invariants.

Vector propi de valor propi A = —1. Resolem

(i ) (m)=(5)

i obtenim v = (v/3, —1).
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A continuaci6é busquem un punt P tal que Pf(P) = pv, és a dir, resolem el sistema

-3/2 V3/2 —V3+2 T V3
V3/2 —1/2 1+2V3 y |=p| -1
0 0 0 1 0

sistema, que no té solucio.

Exercici 2.23: Calculeu els angles de Jordan que formen els subespais F, G de R* donats per

F = ((1,0,1,0),(0,1,0,—1)),
G = ((1,1,0,0),(1,-1,1,1)).

Solucié: Prenem una base ortonormal B = (ug,us) de F. Com que els vectors (1,0,1,0),(0,1,0,—1)
ja son ortogonals, no ens cal aplicar Gram-Schmidt siné simplement normalitzar:

1 1
uy = 5(1,071,0),’“2 = E(O,LO, —1)

De la mateixa manera, una base ortonormal B’ = (v, v3) de G és

1 1
v = 7(17 170a0)7’U2 = 5(17_1a 1) 1)

V2

Podem calcular 7 (uy), mg(uz2) usant la base ortonormal B’ de G-

1
ma(ur) = (ug, v1)vr + (ug, v2)ve = Fuit ﬁvz
1 1
wa(uz) = (ug, v1)vy + (ug, va)vy = 5711 — ﬁw

Analogament calculem 7p(v1), 7p(v2) usant la base ortonormal B de F:

1
mp(v1) = (v1, ur)ur + (v, ug)ug = 5“1 + 5“2

1 1
—Uu — —=Uu
vzl

Deduim que les matrius M (g, B, B'), M(np, B', B) associades a 7g: F — G i mp: G — F en les bases
B, B’ sétn

wr(v2) = (V2 ur)ur + (v, ug)ug =

1 1 1 1
M(’R—GaBaB/): <% _21)7 M(’]TFaBlvB): (% \/% >
V2 2 2 T

Per tant, ’endomorfisme P = np o : F' — F, en la base B té matriu associada

1 1 1 1 3 _ 1
M(P,B,B) =7 V3 (% _21):<_41 s4>
2 NG V2 V2 4 4

Els valors propis d’aquesta matriu som A\ = 1, Ay = % Per tant els angles de Jordan entre F' i G sén
0, = arccos(ﬁl) =010y = arccos(\ﬁg) =Z.

Exercici 2.24: Calculeu els angles de Jordan que formen els subespais F, G de R* donats per

F = ((1,2,0,0),(3,4,0,1)),
G = ((5,0,1,2),(6,1,1,1)).

Solucié: A teoria s’ha vist que I’endomorfisme P de F' donat per

P=npomng
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on7p:G— Fing:F — G son les respectives projeccions ortogonals, és autoadjunt. Els seus valors
propis soén els cosinus dels angles de Jodan.

Per tant, només hem d’estudiar ’endomorfisme P.

Primer de tot calculem F- i G*. Resolent

T+2y =
3r+4y+t = 0
obtenim F+ = ((-2,1,0,2),(0,0,1,0)).
Resolent
Sxr+2z2+2t = 0
6x+y+z+t = 0

obtenim G+ = ((1,-1,-5,0), (0,1, -2, 1)).
Per calcular 7¢(1,2,0,0) posem (descomponem (1,2,0,0) a G @ G*)

(1,2,0,0) = a(5,0,1,2) + b(6,1,1,1) + ¢(1,—1,-5,0) + d(0,1, -2, 1)
i obtenim a = —23/27,b = 25/27 i per tant
1
76(1,2,0,0) = -(35,25,2, ~21).
Per calcular m¢(3,4,0,1) posem
(37 4a Oa 1) = a(57 Oa la 2) + b(ﬁa la 17 1) + C(L _17 _57 0) + d(oa la _27 1)
i obtenim a = —32/27,b = 43/27 i per tant
1
76(3,4,0,1) = - (98,43,11,-21).

Per calcular mr(7g(1,2,0,0)) posem (descomponem mg(1,2,0,0) a F @& F1)

L

27

i obtenim a = 62/81,b = —5/81 i per tant

(35,25,2,—21) = a(1,2,0,0) + b(3,4,0,1) + ¢(—2,1,0,2) + d(0,0, 1,0)

1
—(47,104,0, —5).
81( 75 0303 5)

P(1,2,0,0) = mp(m(1,2,0,0)) =
Per calcular x(7g(3,4,0,1)) posem (descomponem 7(3,4,0,1) a F @ FL)
%7(98,43, 11,-21) = a(1,2,0,0) + b(3,4,0,1) + ¢(—1,1,0,2) 4+ d(0,0, 1,0)
i obtenim @ = —37/81,b = 67/81 i per tant
P(3,4,0,1) = 15 (7c(3,4,0,1)) = 8—11(164, 194, 0, 67).

Per trobar els valors propis de P escrivim la seva matriu respecte la base donada de F', és a dir
(u=1(1,2,0,0),v = (3,4,0,1)). Resolent el sistema

P(u) = zu+yv
Pv) = zu+tv
és a dir
8—11(47,104,0,75) = 2(1,2,0,0) +y(3,4,0,1)
8%(164,194,0,67) = 2(1,2,0,0) +(3,4,0,1)
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Obtenim

62 -5 —-37 67
T=—,Yy=——,2= ——,t = —.
81 81 81 81
El polinomi caracteristic de la matriu
1 62 —37
81\ —5 67
és
r? — gx + 4—9
' 27 81
que té valors propis
1
Moo= (3 V/85) ~ 0.6255
1
Ny = (34 V/85) ~ 0.967

Els angles de Jordan, compleixen per definicio, que cos?(6;) = A;, de manera que tenim ¢; = 0.658 radians
i 0 = 0.182 radians.

Referéncies
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2011, traducci6 de Afinitats, Moviments i Quadriques, Manuals UAB, Vol. 50, 2008.
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3 Geometria projectiva

3.1 Exercicis introductoris

Exercici 3.1: a) Comproveu que la projecci6 usual
R\ {(0,0)} — RP!
restringida a S* no és bijectiva.

b) Considereu la circumferéncia S de centre (1/2,0) iradi 1/2. Comproveu que la restriccio de la projeccio
anterior a aquesta circumferéncia déna una bijeccié entre S\ {(0,0)} i els punts finits de RP. Aixo
permet estendre I'aplicacié anterior, i definir una bijeccié entre S i RP!, enviant (0,0) a linfinit.
Sabrieu descriure analiticament aquesta identificaci6?

c) Sabrieu fer una identificacié semblant entre una esfera i CP'?

Solucié: a) Els punts antipodals donen lloc al mateix punt de RP!. Aquesta aplicacié aplica (x,vy)
a la seva classe d’equivaléncia per la relacio és (x1,y1) ~ (x2,y2) si 1 només si existeix A € R tal que
(z1,y1) = AM(x2,y2). Les classes d’equivaléncia es denoten per [z : y]. Es clar que [z : y] = [-z : —y].

b) Les rectes per l'origen, y = ma, tallen aquesta circumferéncia en punts

1 m
14+m2 1+ m?2

v(m) = ( )

Aquesta nova parametritzacié d’aquest cercle permet identificar els punts de coordenada m, vy(m), amb
la direcci6 de R? donada per la recta de pendent m. Perd v(m) no agafa el punt (0,0). A aquest punt se
li fa correspondre la direccio que faltava, la recta vertical, és a dir m = oo

Aixi I'aplicacio S — RP?! esta donada per

v(m) — [1,m], (0,0) — [0, 1].

¢) Recordem que CP! és C?\ (0,0)/ ~ on la relaci6 d’equivaléncia és (z1,w1) ~ (z2,ws) si i només
si existeix A € C tal que (z1,w;) = A(22,ws). Les classes d’equivaléncia es denoten per [z : w]. Si z # 0
aquesta classe és igual a [1: w/z]. de manera que hi ha una bijecci6 entre CP!\ [0, 2] i C. A cada classe
[z : w] li associem el nombre complex w/z. Com C és R? i aquest és, a través de la projecci6 estereografica
S? menys el pol nord resulta que CP' menys un punt és bijectiu amb S? menys un punt. Doncs apliquem
el punt que falta a CP! al que falta a S? i hem acabat.
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Com la inversa de la projeccio estereografica esta donada per

2a 2b a2 +v% -1
A+ +1a?2+b02+1a?+02+1

o ot =

I'aplicacié que busquem entre CP! i S? és (aquesta formula aplicada a w/z més Pobservacié de que si
posem w/z = a + bi llavors |w|? + |2]? = |2]2(a® + b + 1) i a = Re(wz/|z|?, b = Im(wz/|z|?),

] — (me(wz),zzm(wz), Jll? - ||z|2)

[wl|? + 1|22

Exercici 3.2: A RP?, expresseu el punt Q = p(—1,4,2) en el sistema de coordenades projectiu deter-
minat per
Pozp(O,l,l), Plzp(1a170>7 P2:p(17171>7 P3:p(072a1)

Solucié: Prenem P; com a punt unitat. Tenim
(0,2,1) = A(0,1,1) + p(1,1,0) + v(1,1,1),

don N = 2, p = 1, v = -1 Per tant la base és, llevat d'un tnic escalar,
éo=(0,2,2), &; = (1,1,0), é2 = (=1, -1, —1); llavors

(_1741 2) = O‘(Ov 27 2) + 5(1a 170) + 7(_17 _]-7 _1)7

d’on v =5/2, 8 = 2, v = 3; per tant, en el sistema de coordenades projectiu ¢ : P(E) — P»(RR) associat
a €p, €1, €2 el punt Q té coordenades

@(Q) = [5/27273} = [53476]

Per abts de notaci6 s’escriu també @ = [5,4, 6], Py = [0, 1, 1], etc.

|, C =11,0,0], D = [1,1,1], trobeu la projecti-

Exercici 3.3: Donats els punts A ), B =0,1,
f(C)=D1i f(D) = A. Trobeu els punts fixos quan £ = R i quan

vitat f tal que f(A) = B, f(B) = C:
k=C.

Soluci6é: Considero A, B, C', D com la primera referéncia projectiva, amb D com a punt unitat. Aixo
vol dir que agafem la base ey = (0,0,1), e; = (0,1,0), e = (1,0,0) en la que A = p(ep), B = p(ey),
C =plez2) i D =pler + ez +e3).

Considero ara B, C, D, A com la segona referéncia projectiva amb A com punt unitat. Aixo vol
dir que agafem la base ug = A(0,1,0), u1 = u(1,0,0), ug = v(1,1,1) amb la condicié6 A = p(0,0,1) =
p(uo +u1 +uz).

Es a dir p(0,0,1) = A(0,1,0) 4+ x(1,0,0) +v(1,1,1), d’on es dedueix A = u = —v, és a dir que podem
agafar com a base de la segona referéncia projectiva ug = (0,1,0), u; = (1,0,0), us = (=1, -1, —1).

La projectivitat buscada és, doncs, la projectivitzacio de Paplicacio lineal f definida per f(e;) = u;.

Respecte a la base canonica (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) tenim, doncs,

f(laOaO) = f(62) = U2 = (71, 717 71)
f(O,l,O) :f(el) =uir = ( 050)
£(0,0,1) = f(eo) = uo = (0,1,0),

és a dir,

~
I
|
— ==
o O =
o= O

Busquem ara els punts fixos. o B

Observem que P = p(v) és fix per a f si f(P) = p(f(v)) = P = p(v). Per tant P és fix per a f sii
només si f(v) = A, és a dir que P = p(v) és un punt fix de f si i només si v és vector propi de f. El
polinomi caracteristic és (2 + 1)(x + 1); per tant, si k = R, tenim tnicament el vector propi u = (1,0, 1)
corresponent al valor propi x = —1. Per tant el punt p(1,0,1) és I"anic punt fix de f sobre R.

Sobre C tenim encara els vectors propis (—4,—i+1,1) i (i, 4 1,1) corresponents als valors propis i i
—i. Per tant p(—i, —i 4+ 1,1) 1 p(é,4 4+ 1,1) sén també punts fixos de f sobre C.
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Exercici 3.4: Calculeu:
a) L’equacio6 de la recta que passa pels punts [1,0,1] i [0,1,1].

b) El punt d’interseccié de les rectes (0,1,0) i (1,—1,0), on (a, b, c) denota la recta d’equacié axg+ bz +
cro = 0.

Solucié: a) Es tracte del subespai vectorial generat per (1,0, 1), (0,1, 1). Per tant, és el conjunt de punts
(2,9, 2) que es poden escriure com

(x,y,2) = «(1,0,1) + 5(0,1,1),

igualtat que implica z + y — z = 0. La recta buscada és el projectivitat d’aquest subespai.
y=0
r—y=20

Exercici 3.5: Descriviu els punts i les rectes de kP! i de kP? amb

b) Només hem de resoldre el sistema

per tant el punt d’interseccié és [0, 0, 1].

a) k =17/2Z;
b) k = 7/3Z.

Solucié: ay) kP! és en aquest cas Z/27Z x Z/27\ {(0,0)}/ ~. La relacié6 d’equivaléncia ~ és (a,b) ~
(a/,V') si i nomes si existeix A € Z/2Z, X\ # 0, tal que (a’,b") = A(a,b). Com A ha de ser forgosament
igual a 1, cada parella (a,b) esta relacionada només amb ella mateixa.

Els punts séon doncs

[1,0],]0,1],[1,1]

Les rectes son projectivitzats de plans per 'origen. Com només hi ha un pla, hi ha una tnica recta.

Resumint, kP! és una recta amb tres punts.

az). kP? és en aquest cas Z/27 x Z/27 x ZJ2Z \ {(0,0,0)}/ ~. La relaci6 d’equivaléncia ~ és
(a,b,c) ~ (a', b, ') siinomes si existeix A\ € Z/27Z, X # 0, tal que (a’,b,c’) = A(a,b,c). Com X ha de ser
forgosament igual a 1, cada terna (a,b, ¢) esta relacionada només amb ella mateixa.

Els punts sén doncs

[0,0,1],]0,1,0],[0,1,1],[1,0,0],[1,0,1],[1,1,0],[1,1,1]

Les rectes sén projectivitzats de plans per 'origen. Per tant tindran equacions az + by + ¢z = 0, amb
a,b,c € Z/27. Es a dir,

r=0,y=0,2=0z2+y=0,z2+2=0y+2=0z+y+2=0

Com abans cada una d’elles conté tres punts. Per exemple z+y+2z = 0 conté els punts [0, 1, 1], [1,0,1],[1, 1, 0].
I per cada punt passen tres rectes. Per exemple per [1, 1,0] passen les rectes z = 0,2 +y = 0,z4+y+2z = 0.
Resumint, kP? té set punts i set rectes.

bi). kP! és en aquest cas Z/37Z x Z/3Z\ {(0,0)}/ ~. La relacié d’equivaléncia ~ és (a,b) ~ (a’, ')
si 1 només si existeix A € Z/3Z, X # 0, tal que (a’,b') = A(a,b). Com A ha de ser for¢osament igual a 1
o0 2, cada parella (a,b) esta relacionada amb ella mateixa i una segona parella. Cada classe té doncs dos
elements.

Els punts son, doncs,
[1,0],[0,1],(1,1],[1,2]

(observeu que k x k\ (0,0) té 8 elements que s’agrupen de dos en dos al projectivitzar).
Analogament les rectes son

r=0y=0,2+2y=0,z4+y=0

i casa una d’elles conté només un tnic punt.
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Resumint, kP! amb k = Z/3Z, té quatre punts i quatre rectes (aquests mateixos punts).
by). kP? és en aquest cas Z/3Z x Z/3Z x Z./3Z \ {(0,0,0)}/ ~. La relaci6 d’equivaléncia ~ és
(a,b,¢) ~ (a’,0/, ") siinomes si existeix A € Z/3Z, A # 0, tal que (a/,b', ') = Aa,b,¢). Com A ha de
ser forgosament igual a 1 o 2, cada terna (a, b, ¢) esta relacionada amb ella mateixa i una segona terna.
Cada classe té doncs dos elements. Hi ha doncs (27 — 1)/2 = 13 classes. Els punts son
[0,0,1],[0,1,0],[0,1,1},[1,0,0], [1,0,1], [1,1,0], [1, 1, 1],
[07 ]" 2]7 [1707 2}7 [1’ ]‘7 2]’ [17 2? 1]7 [17 27 2}7 [2’ 170]’

Les rectes son de la forma ax + by 4+ ¢z = 0, amb a, b, ¢ € Z/3Z. El mateix argument d’abans mostra que
hi ha 13 rectes,

z2=0,y=0y+2=0,2=0,z2+2=0,z4+y=0,x4+y+2=0,
y+22=02+2z2=0c4+y+22=0r+2y+2=0,2+2y+22=0,2x4+y =0,
Cada recta té quatre punts. Per exemple [0, 1, 0], [1,0,1],[1, 1,1],[1, 2, 1] pertanyen a z+2z = 0. Per cada
punt passen quatre rectes. Per exemple per [1,1,1] passen z+y+2 = 0,y+2z = 0,2 +2z = 0,2z+y = 0.

Resumint, kP? amb k = Z/3Z, té 13 punts i 13 rectes. Cada recta té quatre punts i per cada punt
passen quatre rectes.

Exercici 3.6: Trobeu les coordenades del punt de RP!, A = [-2, 1], respecte del sistema de referéncia
projectiu
PO = [—17 1],P1 = [47 1],P2 — [1’ 1}

Solucié: Que (Py, Py; P») sigui una referéncia projectiva vol dir que P és el punt unitat. Es a dir, hem
de determinar «, 3 tals que
p(la 1) = O((—l, 1) + 6(47 1)
que permet agafar « = 3 = 2. Aixi Py = [-3,3], P, = [8,2] de manera que les coordenades de A son
p(—2’ 1) = LI,‘(—S, 3) + y(8a 2)

que permet agafar x = 4,y = —1. Les coordenades de A respecte aquesta referéncia projectiva son doncs
[4, —1].

Podem donar la formula general de canvi de referéncia posant A = [a, b]. Llavors
pla,b) = x(—3,3) + y(8,2)
que dona = = 2(a — 4b),y = —3(a + b).

Exercici 3.7: Donats punts Py, P;, P, d’un sistema de referéncia projectiu R de RP!, construiu grafi-
cament els punts A, B, C' que tenen coordenades

A= [17*1]7 B:[27*1]7 C:[3a2]
en la referéncia R.

Solucié: Dibuixem Py, Py, P> en la recta afi y = 1. Tracem la parallela a OP; per P». El punt de tall
d’aquesta recta amb OPy dona lloc al vector a tal que Py = p(a). Tracem la parallela a OP, per P;. El
punt de tall d’aquesta recta amb OP; déna lloc al vector b tal que P = p(b). D’aquesta manera, per la
llei del parallelogram, Py = p(a + b).
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Per construir A, que representarem també sobre la recta y = 1, dibuixem —b al final del vector a i
unim amb l'origen. Dir A = [1,—1] vol dir A = p(a — b). Per tant prolongant el vector a — b fins trobar
la recta y = 1 tenim dibuixat A.

Els altres punts es dibuixen analogament.

Exercici 3.8: Trobeu les equacions que ens donen les coordenades d’un punt arbitrari del pla projectiu
RP? respecte als segiients sistemes de referéncia:

a) [1,1,1],[0,0,1],[-1,2,1];[0, 3, 1].

b) [0,2,3],[2,1,0],[0,1,4];[5,0,12].

Solucié: a) Imposem la condici6 de punt unitat.

i obtenim aw = —f8 = v, de manera que escriurem (prenem « = 1) [1,1,1],[0,0,—1],[-1,2,1]; [0, 3,1] (les
coordenades del quart punt son la suma de les coordenades dels tres primers punts). Llavors, donat un
punt P que en coordenades respecte la base canonica s’escriu com P = [z,y, z] el volem escriure com

P =p(z'(1,1,1) + 4/(0,0,-1) + 2'(~1,2,1))

que es pot escriure matricialment

1 0 -1 x’ T
1 0 2 y | =X v
1 -1 1 Z z
i per tant
x 1 2 1 0 T
y | =X 1 2 -3 Yy
2 -1 1 0 z

Es a dir, el punt P = [z,v, 2] (respecte referéncia canonica) s’escriu com P = [2z +vy, x4+ 2y — 3z, —x + 9
respecte el nou sistema de referéncia.

b) Left to the reader.

Exercici 3.9: Trobeu la imatge de la recta [ respecte a la projectivitat del pla projectiu real donada per
la matriu P:

a)

1 -2 0
P=|10 1 3], [=(0-1)
0 -1 0
b)
120
P=|01 2], 1=(01)
010
Soluci6: a) Només hem d’escriure la recta com
x
(20 =1)[ vy |=0
z
i la projectivitat
1 -2 0 x x’
0 1 3 y | =1 ¢
0 -1 0 z z'
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per tant

3 0 —6 x
(2 0 -1)f0 0 =3 y | =0
01 1 2

ie., 6x —y—132=0.
b) Left to the reader.

3.2 Raéd doble

Exercici 3.10: Donats els punts A, B, C, D, trobeu (A, B,C, D), (B,C,D,A), (D, B,C, A) en els casos
segiients:

a) A=[1,1], B=[i,1], C = [~i,i], D =[1 —4,1 +i] en CP;
b) A=[1,0,1], B=[1,2,1], C =[1,3,1], D=[1,-1,1] en RPZ;
c) A=11,2,4], B=[5,0,4], C =[3,1,4], D = [2,-1,0] en RP2.

Solucié: a) Només calcularem (A, B, C, D) ja que el valor d’aquesta ra6 doble al permutar els punts és
ben conegut ([1], p 84).

Recordem que per calcular (A, B, C, D) hem de trobar representants a i b de A i B respectivament
(és a dir, A = p(a), B = p(b) amb p la projecci6 canonica p : E — P(F)) tals que C' = p(a+1b). Llavors
hem de trobar u tal que D = p(ua + b) 1 aquesta u és la rad doble buscada, és a dir, u = (A, B,C, D).

Posem A = p(1,1), B = p(i,1) i busquem «, § € C tals que

a(l,1) + 6(i,1) = p(—i,i), peC

Obtenim (i —1) = —2ai, de manera que podem prendre o = i —1, f = —2i i tindrem A = p(a), B = p(b)
amb a=(i—1,i—1),b=(2,-2i),i C = p(a+b). Llavors només hem d’escriure D = p(pa +b) i p és la
ra6 simple buscada. Posem

A1 —4)=pu(i—1)+2

A1 +1) = p(i— 1) — 2

i obtenim A = —1+4, = 2. Per tant (A, B,C,D) = 2.

b) Busquem «, 8 € C tals que
a(1,0,1) + B(1,2,1) = p(1,3,1), peR

i obtenim f = —3a,p = —2a. Prenent a = 1 tenim A = p(a), B = p(B) amb a = (1,0,1),b =
(=3,-6,-3),1 C = p(a+b). Llavors només hem d’escriure D = p(ua + b) i p és la rad simple buscada.
Posem

A1) =p—3
A(—1)=-6
AM1)=p—3

i obtenim p = 9. Per tant (4, B,C, D) = 9.
c¢) Left to the reader.

Exercici 3.11: Comproveu que amb les definicions donades aquest curs és compleix que

(A,B,C,0) = (C, A, B)

Solucié: Recordem que .
CA=(C,AB)CB

iquesi A=p(a),B=p),C=pla+b),D=p(ua+bd), pla projeccié canonica F — P(E) llavors
(A,B,C,D) = p.
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Fixem com infinit H = p(V) amb V = {(x1,...,2,,0)}® i descomponem E = V @ (e,11) amb
ent1 = (0,...,0,1). Recordem dimV = dim F — 1.

La notacio6 (4, B, C,o0) vol dir (A4, B, C, D) on D és el punt d’interseccio de la recta AB amb I'hiperpla
de l'infinit.

Anem a relacionar ara la raé doble amb la descomposicio E =V @ (e41). Si posem A = p(a) hi ha
un tnic multiple de a, ag, tal que ag = ay + €,41, amb ay € V. Es a dir, amb coeficient 1 sobre (e, y1).
Analogament, si B = p(b) hi ha un dnic mualtiple de b, by, tal que by = by + e,41, amb by € V. Aixi
A = p(ap) i B = p(by). Pel mateix motiu posarem C = p(cg) amb ¢y = ¢y + €,41. Simplement estem
agafant els representants amb darrera coordenada igual a 1 (com son punts afins la darrera coordenada
és diferent de zero).

Ara hem de trobar, doncs, a, 8 tals que

cv +eny1 = alay + ent1) + B(bv + ent1),

és a dir,
aay + by = cy
a+p=1

i prendre com representants de A i B respectivament a = a(ay +e,41) 10 = S(by +e,41). Observem que
la primera igualtat té sentit ja que els vectors ay + e, 41, by +€n+1, v + €41 s6n linealment dependents,
per estar A, B, C' alineats.

Si volem imposar ara que D sigui el punt de U'infinit, quan 'escrivim com D = p(pa+b), on i és, per
definicio, la ra6 doble, hem d’imposar que en descompondre aquest vector a E = V & (e, 11) no tingui
component en e, (tltima coordenada 0).

Com
pa+b=p(a(ay +ent1)) + Bby + ent1)
ha de ser
p=—pla
és a dir

(A,B,C,0) = -8/«

P_elr> calcular la ra6 simple (C, A, B) només s’ha d’observar que
CA=ay —cy ([1], p- 39) de manera que

H
CA ay —Ccy = ay — (aav + Bbv) = 5(@\/ — bv)

C@ = by —cy =by — (aav + Bbv) = a(—av + bv)

i per tant

(CvAaB) = _ﬁ/a =p= (A,B,C,OO).

Observacié. Utilitzant la formula de la raé doble en coordenades projectives®

c—a d—a

"d—b ®

(A7 B7 07 ‘D) =

S

c—

el fet de que co/oo =1 ([1], p. 76) i els calculs anterior tenim que podem pensar la raé doble com un
quocient de raons simples (quan té sentit parlar d’aquestes, és a dir, en context aff)

(C,A, B)
A,B,C,D)= ——""—+~
( Y Y C’ ) (D’ 147 B)
Observacio Observem finalment que C' és el punt mitja entre A i B ((C, A, B) = —1) si i només si 0o

és el quart harmonic de A, B, C

8De fet podem agafar un V arbitrari.

9Aixo vol dir fixar tres punts i determinacions seves tals que Py = p(eg), P1 = p(e1), P2 = p(eo + e1). Llavors la
coordenada projectiva de qualsevol punt X de la recta determinada per aquests punts és la ra¢ doble pu = (Py, Py, P2, X),
equivalentment X = p(ueo + e1).
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Exercici 3.12: Teoremes de Menelao 1 Ceva.

a) (Teorema de Ceva, G. (1647-1736)). Sigui AO10203 un triangle, A; un punt sobre el costat 0303,
Ao un punt sobre el costat 0103 1 A3 un sobre O105. Considerem un punt I qualsevol que no
estigui en cap dels costats i designem per I; la intersecci6 de la recta IO amb el costat O203; de
forma analoga introduim I, I5.

Demostreu que les rectes O; A; sén concurrents si i només si es compleix
(O2,03,11,A1)(03,01, I3, A2) (01,02, I3, A3) = 1

Aquestes rectes es diuen cevianes.'”

b) (Teorema de Menelao (100 d.c.)). Amb les dades de a) proveu que una condicié necessaria i suficient
perqué els punts A; estiguin alineats és que:

(027033 Il7A1)(O3a 01a127 AQ)(Ola 027[3a A3) - -

¢) Deduiu, d’aquests dos teoremes, els teoremes de Ceva i Menelao afins classics. En el primer cas,
teorema de Ceva, convé pensar I com el baricentre i Menelao es dedueix de Ceva.

Solucié: a) i b) Prenem la referéncia projectiva (01,02, 03; ). Aixo vol dir que O = [1,0,0],05 =

[0,1,0],05 = [0,0,1],1 = [1,1,1].
Per tant 4; = [0,1,a1],I; = [0, 1,b] perd en imposar que I, Oy, I; estiguin alineats

=1-0=0

_ O =
>~ O

1
1
0

resulta que I; = [0, 1, 1].
Analogament calcularfem les coordenades de I, I's obtenint Ir = [1,0,1], I3 = [1,1,0].

O

O,

Per calcular la ra6 doble (Os,O3,11,A;) prenem a = (0,1,0),b = (0,0,1) de manera que Oy =
p(a), 03 = p(b),I; = p(a+b) i ara hem d’escriure A1 = p(pa + b) i aquesta p sera la rad doble buscada.
Escrivint aquesta darrera igualtat en coordenades (la segona i la tercera) tenim que existeix A tal que

A=p
/\a1 =1
0Trobat a internet: Segin Agusti Reventés Tarrida[Affine Maps, Euclidean Motions and Quadrics], el término ceviana

fue introducido por Auguste Poulain en 1888, Journal de mathematiques elementaires, 1888, p. 275. Sur la terminologie de
la géométrie du triangle
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per tant
H= (027037]1714-1) = afl
Per calcular la ra6 doble (O3, 04,15, A2) prenem a = (0,0,1),b = (1,0,0) de manera que O3 =

p(a),01 = p(b), Ir = p(a + b) i ara hem d’escriure Ay = p(na + b) i aquesta p sera la rad doble buscada.
Escrivint aquesta darrera igualtat en coordenades (la primera i la tercera), posant As = [1,0, as], tenim

que existeix A tal que
A=1
Aag = 1

n= (027037117141) = a2

Per calcular la ra6 doble (O1, O3, Is, A3) prenem a = (1,0,0),b = (0,1,0) de manera que O; =
p(a),02 = p(b),Is = p(a+b) i ara hem d’escriure A3 = p(ua + b) i aquesta p sera la raé doble buscada.
Escrivint aquesta darrera igualtat en coordenades (la primera i la segona), posant A3z = [1, a3, 0], tenim
que existeix A tal que

A=p
)\ag =1

p= (02,0311, A1) = az!

per tant

per tant

Fins aqui el calcul és el mateix en els apartats a) i b) del problema. A partir d’aqui separem els casos.
a) Ara hem d’imposar que les rectes O; A; es tallen en un punt, diguem-li M = [m, n, p|.
Igualant a zero els determinants

0 1 O 1 0 0 0 0 1
1 0 ag = 0, 0 1 aq = 07 1 as =0
m n p m n p m n p
obtenim
a2 = ajas

i per tant el producte de les tres raons dobles calculades es igual a 1, com voliem veure.

b) Ara hem d’imposar que els punts A; estiguin alineats.

0 1 a1
1 0 ay |=0
1 as 0
d’on
a9 = —aias

i per tant el producte de les tres raons dobles és —1.
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02 Al L

¢) Tenint en compte la relacié entre raé simple i rad doble, la igualtat demostrada a Papartat a) s’escriu

(I1,02,03) (I2,03,01) (I3,01,07)

=1
(A1,02,03) (A2,03,01) (A3, O1,03)

i com els numeradors son tots tres iguals a —1, quan I és el baricentre, tenim el teorema de Ceva classic
que diu que les rectes O; A; son concurrents si i només si

(A1,02,03)(Az,03,01)(As3,01,0;) = —1.

Per deduir el teorema de Menelao classic a partir de 'apartat b) observem que la formula d’aquest
apartat (els A; alineats) es pot escriure com

(Ilv 023 03) (127 037 Ol) (‘[37 Ola 02)
(A1, 02, 03) (A2, 03,01) (A3, 01, 0s)
pero el numerador, pel teorema de Ceva, és igual a —1 i per tant el denominador és igual a 1, que és el

teorema de Menelao classic: Tres punts Aj, Ay, Az, cadascun d’ells sobre un costat d’un triangle, estan
alineats si i només si

=-1

(A2,03,01)(As3,01,02)(A1,02,03) = 1.

Exercici 3.13: Donades les rectes a, b, ¢, d, trobeu (a, b, ¢,d), (a,d,b,c), (d,c,b,a) en els casos segiients:
a) a:x1 —2x9+x3=0,b: —zo+23=0,c:21 —23=0,d: 27 — 29 =0

b) a:x2=0,b:21 —22=0,c:3x1 —x2=0,d:5x1 —x9 =0.

Solucié: a) Degut a l'isomorfisme entre els punts del dual i I'espai d’hiperplans (en aquest cas, rectes)

P(E*) — H
pw) = ker(w)

comencem trobant primerament les formes w,, wy, w., wq €l nucli de les quals determina respectivament
les rectes a, b, ¢, d, donades.

Recta a. Aquesta recta estd donada pel projectivitzat de l'espai vectorial de dimensié 2 generat
per ((1,0,—1),(1,1,1)). Si escrivim w, = Aej + Beb + Cej (e} base dual de la canonica) i imposem
wqe(1,0,—1) = wy(1,1,1) = 0 obtenim

wa = [1,-2,1]

(0]



Recta b. Aquesta recta esta donada pel projectivitzat de 1’espai vectorial de dimensio 2 generat per
((0,1,1),(1,1,1)). Si escrivim wy, = Aej + Bej + Cej 1 imposem wy(0,1,1) = wp(1,1,1) = 0 obtenim

wWh = [07 17 71}

Recta c. Aquesta recta esta donada pel projectivitzat de 1'espai vectorial de dimensi6é 2 generat per
((1,0,1),(1,1,1)). Si escrivim w, = Aej + Bej + Cej 1 imposem w,(1,0,1) = w.(1,1,1) = 0 obtenim

we =1[1,0,-1]

Recta d. Aquesta recta estd donada pel projectivitzat de 'espai vectorial de dimensié 2 generat per
((1,1,0),(1,1,1)). Si escrivim wq = Aej + Bel + Ce} i imposem wq(1,1,0) = w.(1,1,1) = 0 obtenim

We = [17 713 0]
Nota. Observem que els coeficients de les w son simplement els coeficients de ’equacio cartesiana de
la recta, cosa que en el futur ens estalviard aquest calcul.
Per calcular la ra6 doble dels 4 punts del dual w,, wp, we, wg posem w, = [1, =2, 1],w, = [0,2, —2],w. =

[1,0,—1] i, a continuaci6 escrivim wy = p(pw, + wp) 1 obtenim = 2, és a dir,

(a> ba c, d) = (waawbawcawd) =2

Segon metode. Tallem les 4 rectes per una cinquena recta que no passi pel punt de tall de les altres
4. Per exemple tallem amb la recta z = 0 (projectivitzat del pla z = 0).

= an{z=0}=[2,1,0]
= bn{z=0}=1[1,0,0] = [~2,0,0]
cn{z=0}=10,1,0]
dn{z=0}=11,1,0]

T QW
|

i per tant (A4, B,C, D) = 2.

Nota. La ra6 doble de quatre rectes concurrents es defineix com la raé doble dels quatre punts que
s’obtenen en tallar aquestes quatre rectes per una cinquena recta. Aixo és una bona definicié ja que no
depén d’aquesta cinquena recta.

En efecte!!, prenem una referéncia projectiva de manera que [1,0, 0] sigui el punt de tall de les quatre
rectes, [0,1,0] pertanyi a la primera que tindra doncs equacié z = 0, [0,0, 1] pertanyi a la segona que
tindra doncs equacio y = 0, [1,1,1] pertanyi a la tercera que tindra doncs equacié y = z. La quarta
tindra doncs equacié my + nz = 0 ja que la unica informacié que tenim és que passa per [1,0, 0].

1A [1] hi ha una demostracié a partir del teorema del sinus, que implica context afi, ara en donem una directament al
projectiu.
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axr+by+cz=0

[1,1,1]

1,0,0] ety =0 b

Tallem aquesta configuracié per una recta arbitraria axz 4+ by + cz = 0. Obtenim quatre punts de tall

A = (=b/a,1,0)

B = (-c¢/a,0,1)

C = (=(b+¢)/a,1,1)
D = (mc—bn,an,—am)

La ra¢ doble p compleix que
w(=b/a,1,0) + (—c/a,0,1) = p(mec — bn,an, —am)

d’on p = pan i 1 = —pam per tant

que no depén ni de a, ni de b, ni de c.

b) Left to the reader.

Exercici 3.14: Donats els punts A, B, C, (respectivament les rectes a,b,c) trobeu el punt D (respecti-
vament la recta d) que compleixi la condicié donada:

a) A=[1,-1,2], B=[-2,0,1],C =[-1,-1,3], (A,B,C,D) = —1;
b) a=(2,1,1),b=(0,1,3), c=(1,0,-1), (a,b,c,d) = 1/3.

Solucié:  a) Posant a = (1,-1,2),b = (—2,0,1),c = (—1,—1,3) sabem que D = p((—1)a + b), i.e.
D=1[-31,-1].
b) Busquem «, § tals que
OZ(Q, 17 1) + B(O7 17 3) = p(la 03 71)
obtenim 8 = —q, de manera que prenent a = (2,1,1),b = (0,—1,—3) tenim A = p(a),B = p(b),C =
p(a +b). Llavors d = p((1/3)a +b) = [2,—2, —8] i.e. la recta d és la recta v —y — 4z = 0.

Exercici 3.15: Considereu la varietat lineal V = (0,0,1,1) + ((0,1,0,—1),(1,1,—1,0)) de R*. Trobeu
el pla L de RP* que conté la imatge de V en la carta afi. Calculeu la interseccié de L amb el pla de
I'infinit. Trobeu Ihiperpla H de RP* que passa pels punts [2:0:1:0:1]i[0:1:0:0: 1] i tal que
H N L esta contingut a 'hiperpla de l'infinit.
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Solucié: Imposant que el rang de la matriu sigui 2

0 1 T
1 1 Y
0 -1 =z-1
-1 0 t-1
obtenim
r+z—-1 =
—r+y+t—1 =

La imatge de V per la carta afi és doncs el pla L de RP* donat per

X+Z-U = 0
—X+Y+T-U = 0

La interseccié amb 'hiperpla de Vinfinit (U = 0) dona

X+Z = 0
~X+Y+T = 0

que son els punts de coordenades homogenies [1,\,—1,1 — X, 0], A € R.

Ara busquem la varietat lineal H' de R* parallela a V' que contingui els punts (2,0,1,0) i (0,1,0,0),
punts que per la carta afi van a parar als punts donats. El subespai vectorial director de H' ha de contenir
el subespai vectorial director de H (per parallelisme) i el vector (2,0,1,0) — (0,1,0,0) = (2,—1,1,0).
Tenim doncs

H' = (2,0,1,0) + ((2,—1,1,0),(0,1,0,—1),(1,1,—1,0))

que té equacid cartesiana

que dénat+y+2z—1=0.

La imatge de H' per la carta aff és, doncs, Y + Z+T — U = 0.

Podem comprovar que L N H esta contingut a I'infinit veient que en reslodre el sistema format per les
equacions de L i H

X4+2Z-U = 0
~X+Y+T-U = 0
Y4+Z+T-U = 0

obtenim U = 0.

Segon metode. L’hiperpla H és de la forma ax + by + cz + dt + eu = 0 que en imposar que passi pels
punts 2:0:1:0:1]1[0:1:0:0: 1] queda

e—+c

r—ey+cz+dt+eu=0

Si resolem el sistema
X+7Z2-U = 0
- X+Y+T-U = 0

L N Y 4z dT +eU

I
=

obtenim
(Bc—2d+e)X +2(d+e)Y

- 2(c+d+e)
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de manera que per tenir U = 0 (i que aquesta intersecci6 estigui continguda a l'infinit) ha de ser

3c—2d+e = 0
d+e = 0
és a dir, e = —d = —c, per tant I'equacié de H queda

—eY —eZ —el +eU=0

com abans.

Exercici 3.16: Trobeu les projectivitats F' : RP? — RP? tals que F[1:1:1] = [-1:2:1],F[1: —1:
1]=[1:-2:1]iF[0:0:1] =[1:0:1]. N’hi ha alguna que deixi la recta de I'infinit invariant. A quina
afinitat de R? correspon? Deixa fix algun punt de la recta de I'infinit?
Solucié: La projectivitat F prové d’una aplicacié lineal f : R® — R3 i es compleix que F(p(v)) =
p(f(v)) on p: R?® — RP3 és la projeccié canonica.
Tenim doncs
f(lalal) = A(_17271)

f<17_171> = M(la_271>

f(oaov 1) = l/(]-vo’ 1)

Denotant B la base formada per (1,1,1),(1,—1,1),(0,0,1) tenim que

A u v
M(f,B,C)=1 2\ —2u 0
A 0w
de manera que
A u v 11 o0\ 1 “At+pu—2v —A—pu 2v
M(f,C,C)=M(f,B,C)M(B,C)" ' = 2\ —2u 0 1 -1 0 = 20—2u  22+2u 0
A woov 1 1 1 A p—2v A—p  2v

En imposar que punts amb tercera coordenada 0 vagin a punts amb tercera coordenada zero (que
deixin invariant l'infinit) , trobem A\ = 1 = v de manera que la projectivitat F' prové de l’aplicacié lineal
de matriu respecte la base canonica

-1 -1 1
M(f,C,C) = 0o 2 0
0o 0 1
Per trobar punts fixos a 'infinit imposem
-1 -1 1 A A
0 2 0 B | =X B
0o 0 1 0 0
obtenim P=[1:-3:01i@Q=1[1:0:0].
De les equacions projectives
¥ = —x—-y+z
/ _ 2y
2 = z
trobem les equacions afins
¥ = —x—y+1
y = 2

que és una afinitat hiperbolica. Les dues rectes invariants tenen direccions (1,0) i (1, —3) (vectors propis

de < _01 _21 > de valors propis —1 i 2 respectivament) que corresponen als dos punts fixos a 'infinit.
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4 Coniques i Quadriques

4.1 Coniques

Exercici 4.1: Trobeu el centre i les asimptotes de la hipérbola 22 — 6zy 4 Sy? 4+ 2y = 0. Observeu que,
des del punt de vista projectiu, les asimptotes séon les tangents a la conica en els punts en qué aquesta
talla la recta de l'infinit.
Solucié: Pensem aquesta conica afi com la restricci6 al pla z = 1 de la conica projectiva x? — 6zy +
8y? + 2yz = 0.

La intersecci6é d’aquesta conica amb la recta de I'infinit 2z = 0 és 22 — 62y + 8y? = 0. Resolem aquesta
equacio, per exemple completant quadrats, i obtenim

(z—3y)* =y

que vol dir x = 4y o x = 2y és a dir, els punts de tall de la conica amb Uinfinit son I = (4, 1,0),J = (2,1,0).
Le rectes tangents a la conica en aquests punts (les asimptotes) son

1 -3 0 4
( Ty z ) -3 8 1 1 1=0
0 1 0 0
i
1 -3 0 2
( T Yy z ) -3 8 1 1 ] =0,
0 1 0 0
que s’escriuen, doncs, com
r—4y+z = 0
—r+2y+z =

La intersecci6 d’aquestes asimptotes és el centre O = [3,1, 1].

El centre el podem trobar també com pol de la recta de l’infinit. Només hem de posar

1 -3 0 x
(abO) -3 8 1 y | =0
0 1 0 z

(aquesta igualtat imposa que un punt arbitrari de la recta de l'infinit (a, b, 0) és conjugat al pol (z,y, z)).
Resolent obtenim

x(a —3b) + y(8b — 3a) + bz = a(x —3y) + b(—-3z+8y+2) =0, Va,beR
per tant
r—3y = 0
—3r+8y+z = 0
que implica que el pol és O = [3,1,1].
Sense llenguatge projectiu. Completant quadrats la conica donada es pot escriure com
vP—ut=1, u=z-3y,v=y— 1
Les asimptotes son v = tu és a dir y — 1 = £(z — 3y) que son les dues rectes trobades abans en el context
projectiu (posant z = 1).

El centre el podem trobar encara d’una altra manera, en el context afi, resolent el sistema

9q(z,y)

FLLY) — 9 —6y =0
Ox e

Y@y 616y +2-0
dy
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Exercici 4.2 (Teorema 7.2.1 de [1]): Sigui C una conica no singular i suposem que la recta determinada
per dos punts A, A’ ¢ C talla C en punts M, M’.
Llavors A i A’ son conjugats respecte a C si i nomes si (A, A’, M, M') = —1.

Solucié: Per estar M i M’ a la recta AA’, amb A = p(a), A’ = p(a’), existeixen « i B tnics tals que
M =pla+ ad), M" =p(a+ Ba’). Per estar també a la conica, « i 8 son arrels de ’equacio

¢a+ta’,a+ta) = *¢(d,d) + 2td(a,a’) + ¢(a, a) = 0;
(¢ aplicacio bilineal associada a la conica) en particular

 24(a.a)

I way

Per altra banda, com que'?

(A, A M, M') = (a,d',a+ad,a + Bd’) = %7
resulta que ¢(a,a’)=0 (aixod és la definici6 de que A, A’ siguin conjugats respecte la conica) si i nomeés si
a+ =0, ésadirsiinomessi (A, A, M, M )=-1.

v,
e,

Exercici 4.3: Siguin k, [ asimptotes d’una hipérbola i siguin p, ¢ dos didmetres conjugats. Proveu que
(ka l7p7 q) =-L

Solucié: Per definicio de diametres conjugats (definicio 7.6.3 de [1])'® sabem que els punts P, Q en que
els diametres p, ¢ tallen la recta de l'infinit son conjugats respecte la conica. Pero sabem, per I'exercici
anterior, que aixo passa si i només si (K, L, P,Q) = —1 on K, L sén respectivament els punts on la conica
talla infinit (equivalentment els punts en que les asimptotes k, ! tallen la recta de l'infinit ).

120bserveu que no podeu aplicar la formula (8) directament ja que aquesta formula fa referéncia a coordenades projectives.
133i C és una conica amb centre es diu que tota recta pel centre és un diametre. Dos diametres es diuen conjugats si els
punts on tallen I’infinit sén conjugats respecte a C.
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Exercici 4.4: Demostreu que les tangents a una hipérbola determinen amb les asimptotes segments tals

que el seu punt mitja és el punt de contacte.

Soluci6é:  Sense llenguatge projectiu Sabem que la tangent a la hipérbola

@ _v_
a2z b2
en el punt (z1,y1) és
rTry  Yyr 1
T

Si tallem aquesta recta amb les asimptotes y = j:%a: obtenim

zry (£2a)y

b
Equivalentment,
b
birix — (£—x)ay; = a®b?
a
d’on
a’b?
r= 2 by,2
b1 — (£¢)a*y
Pero com
b
y = /ol —a’
a
substituint tenim
a2
Tr =

1 F /2% — a?
L’abscissa mitjana d’aquests dos valors de x és justament x1,

a2

+ <
T — /23 —a? 1+ 2l —a?

= 2.%‘1

com voliem veure.

En llenguatge projectiu
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Només s’ha de mirar la figura. Es ben sabut que en aquesta configuracio (A, B,C, D) = —1 (vegeu, per
exemple [1], p.71) i per tant D és el punt mitja entre A i B (vegeu proposicié 5.1.4 de [1]). La recta
vermella és la recta de l'infinit. Per tant, PR i P(Q son les asimptotes. Que les rectes BR, AQ, PD es
tallen en un punt és consequéncia de teoremade Brianchon (vegeu Exercici 7.4.3 de [1]). Aquest resultat
en geometria afi és conseqiiéncia del mateix sobre el cercle, afinment equivalent a una ellipse, i sobre el
cercle és conseqiiéncia quasi immediata de Ceva.

Exercici 4.5: Siguin A, B,C, D quatre punts sobre una conica no singular i siguin a, b, ¢, d les quatre
tangents en aquests punts. Demostreu que els punts cNd, anNb, AD N BC, BD N AC estan alineats.

Solucié: El teorema de Pascal diu que si tenim 6 punts sobre una conica llavors els punts

i = 12.45
j = 23-56
k = 3461

estan alineats. Recordeu que la notacié 12 - 45 vol dir recta deternjminada pels punts 1 i 2 intersecci
amb la recta determinada pels punts 4 i 5.
Apliquem aquest teorema prenent

O Qwme
|
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i obtenim que els punts

12-45 = anbd
23:-56 = ACNBD
34-61 = BCNAD
estan alineats.
Repetint el calcul prenent
A = 3
B = 6
C = 1=2
D = 4=5
i obtenim que els punts
12-45 = c¢nd
23.-56 = ACNBD
34-61 = BCNAD

estan alineats. Aixo acaba la demostracio.

4.2 Classificaci6 projectiva i afi de coniques i quadriques

Exercici 4.6: Classifiqueu la conica
2 2 2 _
x4 3y —dxy + 202 + 2yz — 92 =0,
segons la taula de la pagina 20. Trobeu una projectivitat que transformi la conica de la taula en la conica
donada.

Solucio: La matriu associada a la conica és

Completacio de quadrats. Primer metode. La quadrica donada es pot escriure com

(x4 (z— 2y))2 —(z— 2y)2 + 3y% + 2yz — 922
= (z—2y+2)%—y?—102% +6y2
(x—2y+z)2—(y73z)2722

= X?2-Yv?-2°
=0
amb
X = z—-2y+=z
Y = y—-3z
Z = z

Aquest canvi de coordenades es pot escriure com

X 1 -2 1 x
v |=l0o 1 -3 y
Z 0 0 1 z
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d’on

x 125 X
y |=(0 13 Y (9)
z 00 1 Z

La projectivitat que prové de ’aplicacié lineal donada per aquesta matriu transforma un punt de
coordenades (X,Y,Z) amb X? — Y2 — Z2 = 0 en un punt de coordenades (x,v, z) tals que 2% + 3y? —
dry + 2rz + 2yz — 922 = 0.

Completacio de quadrats. Segon métode.
El tipic esglaonament de matrius perd recordant que tota operacié per files s’ha de fer igual també
per a columnes.

1 -2 1 1 -2 1
-2 3 1 -1 0 -1 3
1 1 -9 0 3 -10
1 0 0 1 0 0
— 0o -1 3 -1 0 -1 3
0 3 -10 0 0 -1
1 0 0
— 0 -1 0
0 0 -1

En el primer pas canviem Fh per Fy + 2F i F3 per F3 — F. En el segon pas canviem Cy per Cy + 2C1 i
C3 per C3 — (1. En el tercer pas canviem F3 per F3 + 3F5. En el quart pas canviem C3 per C3 + 3Cs.

Per controlar la projectivitat buscada només cal fer aquest calcul posant de bon inici la matriu identitat
a sota de la matriu donada. Les operacions per files no 'afectaran pero per columnes si. La matriu que
apareix al final al lloc on hi teniem la identitat és la matrriu buscada.

1 -2 1 1 -2 1
-2 3 1 0o -1 3
1 1 -9 N 0 3 -10
1 0 0 10 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
10 1 0 0
0 -1 0 -1 3
0 3 -10 N 0 0 -1
1 2 -1 1 2 -1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
10 0

0 -1 0

N 0 0 -1

1 2 5

0 1 3

0 0 1

Nota. Els dos métodes anteriors deixen de funcionar si la quadrica inicial o a la que s’arriba després
de les manipulacions anteriors, conté un terme de la forma XY (i no apareixen a l’expressié ni X2 ni
Y2). Aquest producte es transforma en suma de quadrats posant simplement

X = X +Y,
Y = X' -Y
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Exercici 4.7: Donada la conica

2?4+ 3y? —dzy +2x+2y—9=0,
a) Classifiqueu-la. Trobeu la referéncia respecte de la qual es dona l'expressio candnica.
b) Trobeu, si existeixen, el centre, les asimptotes.

c) Trobeu l'equaci6 de la tangent en el punt (6, 3).

Solucié: Recordem que el polinomi quadratic r(z) = 2 Az + Bx + C té matriu associada

(e )

ja que

En el nostre cas, doncs,

Es facil veure que A té tang p=3.
Per calcular I'index és molt 1til el teorema de Descartes sobre el niimero d’arrels reals positides d’un
polinomi.

Teorema de Descartes: El nombre d’arrels positives r™ d’un polinomi de coeficients reals, comp-
tades amb la seva multiplicitat, és més petit o igual que el nombre v de canvis de signe de coeficients
no nuls consecutius v+ < v. Si totes les arrels del polinomi son reals, llavors r™ = v . (Aquesta és la
situacio que es dona en calcular el polinomi caracteristic de les aplicacions bilineals simétriques sobre
espais vectorials reals.)

Per exemple

(x—1)(x—2) =2% -3z +2

té dos canvis de signe i dues arrels reals positives. rT = v
(x—D(x+2)=a>+2—-2
té un canvi de signe i una arrel real positiva. r+ = v.
(x—1)(2*+1) =22 +2-1

té tres canvis de signe i una arrel real positiva. rT < v.
Perd quan el polinomi és el polinomi caracteristic d’una aplicacid bilineal simeétrica no hi ha arrels
complexes i sempre val la igualtat v+ = v.

Tornem a l'exercici.
En el nostre cas el polinomi caracteristic —x® — 522 + 39z + 1 té un sol canvi de signe i per tant
7T =1, on 71 és el nimero d’arrels reals positives d’aquest polinomi. La férmula de I'index és

i=min{f", p—7"} = 1.

a=(5 %)

té rang p = 2 i el polinomi caracteristic 22 — 4z — 1 té un canvi de signe, r* = 1, de manera que I'index
és i =min{r™,p—r*} = 1. Aixi la conica queda codificada per

La matriu de la part lineal

(p,i,p, i) = (2,1,3,1)

que és una hiperbola (secci6 8.13 de [2]).
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Aixo vol dir que en una certa referéncia aquesta conica s’escriu com X2 —Y? = 1.
Trobem explicitament aquesta referéncia.

Primer metode. Completacio de quadrats. La quadrica donada es pot escriure com

(z+(1—-29) —(1—2y)2+3°+2y—9
= (z—2y+1)2—4?—10+6y
(x—2y+1)° = (y-3)* -1
= X?-Y?-1
0

amb

X = xz-2y+1
Y = y-3

Aquest canvi de coordenades es pot escriure com

X 1 T
Y =( 0 Y
1 0 1
d’on
T 1 2|5 X
y = 0 13 Y (10)
1 0 01 1

Llavors la referéncia adaptada és
R ={(5,3);(1,0),(2,1)}

on (5,3) és la tercera columna (ometem la tercera fila de la matriu), i (1,0), (2,1) son les dues primeres
columnes.

Aixo ho podem demostrar facilment, ja que un punt de coordenades (z,y) respecte la referéncia
canonica té coordenades (X,Y) respecte R, donades per

(z—5,y—3) = X(1,0) + Y(2,1)

r=5+X+2Y
y=Y +3

que son les equacions (10).
Substituint aquests valors a 22 + 3y? — 4zy + 2z + 2y — 9 = 0 obtenim directament X2 —Y?2 —1 = 0.

Una altra manera de completar quadrats. El tipic esglaonament de matrius perd recordant que tota
operacio per files s’ha de fer igual també per a columnes.

1 -2 1 1 -2 1
-2 3 1 -1 0 -1 3
1 1 -9 0 3 -10
1 0 0 1 0 0
— 0o -1 3 -1 0 -1 3
0 3 -10 0o 0 -1
1 0 0
— 0 -1 0
0 0 -1
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En el primer pas canviem F5 per Fy + 2F7 i F3 per F3 — F;. En el segon pas canviem Cy per Cy + 2C1 i
C3 per C3 — (. En el tercer pas canviem Fj3 per F3 + 3F5. En el quart pas canviem C3 per C3 + 3C5.

b) Centre. Només hem de resoldre el sistema

7:?qé;;,y) =2r—4y+2=0
QUey) — Gy — Az +2 =0

on ¢(x) és la quadrica donada. Resolent obtenim que el centre és el punt (5, 3).

Asimptotes. Les asimptotes de la hipérbola X2 — Y2 = 1 sén Y = £X. Per tant, I'equaci6 de les
asimptotes de la conica inicial en funcié de les coordenades x, y és (només substituint els valors de X,Y)
y—3==x(x—2y+1).

Si les volem pensar des del punt de vista projectiu com tangents a 'infinit només hem de tallar la
quadrica donada pensada en el projectiu 22 + 3y? — 4y + 2x2z + 2yz — 922 amb I'nfinit z = 0 i obtenim
2?2+ 3y? — 4xy = 0 que, completant quadrats, és (z —2y)? —y? = 0, d’on els punts de tall son P = (3,1,0)
iQ=(1,1,0)

La tangent en P és

1 -2 1 3
(x Y z) -2 3 1 1 1=0
1 1 -9 0

és adir, x —3y+4=0.
Analogament obtenim que la tangent en @ és —x —y + 2 = 0.

¢) L’equacié de la tangent en el punt (6,3) es calcula aixi:!*
1 -2 1 x
( 6 3 1 ) -2 3 1 y | =0.
1 1 -9 1
Obtenim x — 2y = 0.
Nota. Es sabut que la tangent a
2?2
atpE =l
a b2
en el punt (z1,y;) d’aquesta conica és
rry | Yyr 1
@t Tt

En el nostre cas el punt (z,y) = (6,3) correspon al punt (X,Y) = (1,0) i per tant la tangent és
directament X =1, és a dir x — 2y = 0.

Exercici 4.8: Doneu ’equacié i determineu la classe de la conica que passa pels cinc punts donats:

a) [0,0,1], [2,1,0], [2,-1,0], [-2,0,1], [2,2, 3].

b) [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [2,2,1], [2,—1,2].

c) [1,-2,1], [-3,1,0], [-2,—-1,1], [2,—2,1], [0,0, 1].

Solucié: a) Busquem una conica ax? + by? + c2? + 3dxy + 2exz + 2fyz = 0 tal que

a d e 0
(001) d b f 0 | =0,

e [ ¢ 1

a d e 2
(210) d b f 1 ] =0,

e [ ¢ 0

14Es clar que aquesta equacio és lineal i representa doncs una recta que clarament passa pel punt (6, 3). Es veu facilment
que si la conica no conté rectes aquesta recta no pot contenir cap altra punt de la conica i per tant és la tangent.
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a d e 2 )
(2 -1 O) d b f -1 | =0,
e f ¢ 0
a d e -2
(—201) d b f 0)207
e [ ¢ 1
a d e 2
(2 2 3) d b f 2 | =0,
e f ¢ 3
que donen
c=0,
4a+4d+b=0,
4a+b—4d =0,
4a +c—4e =0,
da+4b+9c+ 8d + 12e + 12f = 0.
Resolent obtenim
a=a
b= —4a,
c=0,
d=0
e=a
f=0
La conica és doncs 22 — 4y? + 2xz = 0. Completant quadrats (z + 2)? — 22 — 4y = 0, és a dir,

X2 Y2 -Z?2=0amb X =x+2Y =2y, Z = 2.

Matricialment (podem prendre a = 1)

1 0 1
0 -4 0
1 0 0

Aquesta matriu té rang 3. El polinomi caracteristic —z3 — 322 + 5z + 4 té 1 canvi de signe, r™ = 1, i per
tant, index = min{r*,r —r*} = 1. Hi ha una base, doncs, on la matriu és

10 0
0 -1 0
0 0 -1

i, per tant, la conica s’escriu com X2 — Y2 — Z2 = 0 i es diu que és la conica no degenerada. Recordem
que a RP? hi ha 5 tipus de conica ([1], p. 103): imaginaria, no degenerada, punt, dues rectes, recta doble.

b) Les equacions que hem de resoldre ara son

a d e 1
(100) d b f 0 | =0,

e f ¢ 0

a d e 0
(010) d b f 1 | =0,

e [ ¢ 0

a d e 0
(00 1) d b f 0 | =0,

e [ ¢ 1

a d e 2
(221) d b f 2 | =0,

e [ ¢ 1

Ne)
(e)



a d e 2
( 2 -1 2 ) d b f -1 | =0,
e [ ¢ 2
que donen
a =0,
b=0,
c=0,
8d+4e+4f =0,
—4d +8e —4f = 0.
Resolent obtenim (prenent d = 3) e = —1,f = —5. La conica és, doncs, 6zy — 22z — 10yz = 0, o
matricialment
0 3 -1
3 0 -5
-1 -5 0

que té rang 3. El polinomi caracteristic —z> + 35z 4+ 30 té un canvi de signe i estem davant doncs de la
conica no degenerada com en el cas anterior.
Si volem fer completacié de quadrats observem que no hi ha termes quadratics. Fem doncs el canvi

r = 2 + y/
/ /
= T -y
z = 2
Substituint
6(x"? —y'?) = 2(2' +9)2 —10(2’ —y)2' =0
Simplificant

3% — 3y? — 62’2 +4y'2 =0

Completant quadrats
2
3(x’ — z/)2 —3(2 - f3y’)2 — gy'z =0

és a dir, es pot escriure com
X2-Y?-27?=0

amb
X = V3@ -2
2
= \/g(zlfgy/)
Z = 5/3y’
i per tant
_|_
X = V32 -2
2x -y
= V-3
Ty
A
5/3 5

c¢) Left to the reader.

Exercici 4.9: Classifiqueu les coniques afins segiients:
a) 22 — 6y + 8y? + 2y = 0;

b) z? 4+ xy+ 9% —1=0;

c) 222 +3y? — 22y + 4w + 3y +4 = 0;
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Solucié: Segons la seccio 8.13 de [2] només hem de calcular rang i index de la matriu i la matriu ampliada
associada al polinomi. Recordem la notacié

AZ(B% Bt0/2>

per r(z) = ' Az + Bz + C.

a) En aquest cas

Aixi, rang A = p = 2, rang A = j = 3. Els polinomis caracteristics son

pa(z)=2> -9z -1, p;=-2>+92%+22 -1

per tant, com pa(x) té un canvi de signe index(A) = ¢ = min{r*,r"} = 11 com p;(z) té dos canvis de
signe index(A) =1 =

A min{r™, 77} =1 per tant ,el codi d’aquesta conica és

(p.i,p,1) = (2,1,3,1)

i es tracte d’'una hipérbola.

Calcul de la referéncia canonica. Completant quadrats

(z—3y)” —y* +2y
(x—3y)° —(y—1)*+1
X2 -Y241=0

amb
X
Y =
1
i per tant
T
’y =
1
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Aixi la referéncia on la conica té expressié canonica és
R={(3,1);(1,0),(3, 1)}

b) En aquest cas

) 1 1/2] 0
A=|(1/2 1 |0
0 0 |-1

Aixi, rang A = p = 2, rang A = p = 3. Els polinomis caracteristics son
pa(z) =2 —20+3/4, p;=—2°+2"+5x/4—-3/4

per tant, com pa(z) té dos canvis de signe index(A) = ¢ = min{r*, 77} =0, i com p; té dos canvis de
signe index(A) =7 = min{r*, 7~} = 1 per tant el codi d’aquesta conica és

(p,i, 1) = (2,0,3,1)

i es tracte d’una ellipse.

Calcul de la referéncia canonica. Completant quadrats

Y2 3 9
= -y —1
(@+3)"+ 7Y
- x243y2_1-g
4
amb
X 1 1/2 0 x
Y =10 1 O Y
1 0 0 1 1
i per tant
x 1 2 -1 0 X
1 0 0 2 1

Aixi, la referéncia on la conica té expressié canonica és

¢) En aquest cas

2 -1 2
-1 3 |3/2
2 3/2] 4

Aixi rang A = p = 2, rang A = j = 3. Els polinomis caracteristics son

pa(z) =2 —20+3/4, p;=—2*+2?+5x/4-3/4
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per tant, com p4(z) té dos canvis de signe index(A) = i = min{r*,7~} = 01 com p; té dos canvis de
signe index(A) =4 = min{r*, 7~} = 1 per tant el codi d’aquesta conica és

(p.i,p,1) = (2,0,3,1)

i es tracte d’una ellipse.

D 4 0 1 2

-2 4

Calcul de la referéncia adaptada. Completant quadrats

1 1
20z +=(2-y))?% - 5(2—y)2+:’>yQ+3y+4

2
1 2 5 2
= 2(x—|—§(2—y)) +§y +5y+2
5 1
= 2X?24 Y% - _ =
+2 5 0
amb
X 1 —-1/2 1 x
Yy |=[0 1 1 y
1 0o 0 1 1
i per tant
T (21 -3 X
y |==10 2 -2 Y
1 00 2 1

Aixi la referéncia adaptada on la conica té expressio canonica és

R = {(_3/27 —1); (1, 0)7 (1/27 1)}

Exercici 4.10: Classifiqueu afinment les segiients quadriques i doneu la referéncia respecte de la qual
tenen expressié canonica.

a) 222 +3y? — 22 — 5 —2xy + 2wz +4dyz — 2y + 4z = 0;
b) 2% +2y? + 22 +4yz — 622 — 22 + 8y — 22+ 9 = 0;

c) 22 +5y? — 422 + 4oy — 2yz + 2y — 1 = 0;

Soluci6: a) Matriu associada
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Polinomi caracteristic: 2* + 2® — 3022 + 135. Com el terme independent (el determinant) és diferent de
zero el rang p =4 i com té dos canvis de signe rt =21 per tant index i = 2.

El polinomi caracteristic de la part quadratica és —a3 + 422 4 5z — 20, per tant rang p = 3 ii com té
dos canvis de signe 7+ = 2 i per tant index i = 1.

Esta codificada doncs per

(pyi, ps 1) = (3,1,4,2)

i és un hiperboloide d’un full (seccié 8.14 de [2]).
Referéencia adaptada. Completem quadrats.

1 1
Aot 5(-y+2+2) — 5y +2+2)° +3y° —2° —5+dyz -2
1 5 3
= 2(;1c+5(—y+z+2))2+§y2—§z2+5yz—22—7
1 5
= 2(m+§(—y+z+2))2+§(y+z)2—4z2—2z—7
2
= ax?y 0y yp AT
2 4
amb
X 1 —1/2 1/2 1 x
vy | [o 1 1 o0 y
z7lo o 1 14 P
1 0 0 0 1 1
que dona
x 4 2 -4 =3 X
y | 1|04 -4 1 Y
z o 00 4 -1 A
1 0 0 O 4 1

Per tant la referéncia en la que la quadrica té expressié canonica és

R ={(-3/4,1/4,-1/4);(1,0,0),(1/2,1,0),(-1,—-1,1)}.

b) Matriu associada

o
NN O

()

S

-1 4 -1]9

Polinomi caracteristic: 2% — 1323 4 1022 + 1522 — 128. Com el terme independent és diferent de zero el
rang p = 4 i com té tres canvis de signe rt =31 per tant index i = 1.
El polinomi caracteristic de la part quadratica és —a2 + 422 + 82 — 20, per tant rang p = 3 i i com té
dos canvis de signe r* = 2 i per tant index ¢ = 1.
Esta codificada doncs per
(p, i, P, g) =(3,1,4,1)

i és un hiperboloide de dos fulls (seccio 8.14 de [2]).
Referencia adaptada. Completem quadrats.

(—Bz+1)2 = Bz+1)2+22 + 22+ 4yz+8y —22+9
= (x—(Bz+1)* —822 +2y° + 4y +8y — 82 +8
= (x—Bz+1)) 2 +2(y+(2+2)* —2(2+2)? —82+8 — 827
= (z—Bz+ 1) +2(y+ (2 +2))* - 102> — 162
4 32
= (z— (3z+1))2+2(y+(z+2))2—10(2—1—5) =
= X2—|—2Y2—10Z2+%:0
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amb

X 1 0 -3 -1 x
Yy | [0 1 1 2 y
Z | |00 1 4/5 z
1 00 0 1 1
que doéna

x 5 0 15 -7 X
y 1 0 5 -5 —6 Y
z | 5100 5 —4 Z
1 0 0 0 5 1

Per tant la referéncia adaptada en la que la quadrica té expressio canonica és
R ={(-7/5,-6/5,-4/5);(1,0,0),(0,1,0), (3,—1,1)}.

¢) Matriu associada

1 2 010
2 5 —-1]1
0 -1 -4, 0
0 1 0 [-1

N
I

Polinomi caracteristic: z* — 23 — 2722 — 222 + 9. Com el terme independent és diferent de zero el rang

p =41 com té dos canvis de signe rt=2i per tant index i = 2.
El polinomi caracteristic de la part quadratica és % 4 222 + 24x — 5, per tant rang p = 3 i i com té
un canvi de signe ™ = 1 i per tant index 7 = 1.
Esta codificada doncs per
(p, i, P, E) =(3,1,4,2)
i és un hiperboloide d’un full (seccié 8.14 de [2]).
Referencia adaptada. Completem quadrats.

(x+2y) 2 + 9% — 422 =2z + 2y — 1
= (@+20)°+W+1—2)72%—(1-2)2—422 -1
1 1

= (:E+2y)2+(y+1—z)2—5(z—5)2+5—2
= X2+Y2—5Z2—§:0
amb
X 1 2 0 0 x
v | o1 -1 1 y
Z |~ |loo 1 -1/5 z
1 0 0 O 1
que doéna
T 5 —10 —-10 8 X
y|_11o0o 5 5 -4 Y
z | 510 0 5 1 Z
1 0 0 0 5 1

Per tant la referéncia adaptada en la que la quadrica té expressio canonica és

R={(8,-4,1);(1,0,0),(-2,1,0),(=2,1,1)}.

Exercici 4.11: Sigui C; la conica obtinguda com la interseccié de la quadrica

zz+y? —y=0

de R3 amb el pla
r—y+z=1.

96



Decidiu si C; és afinment equivalent o no a la conica Co de R? donada per

2?4+ 9y% + 6y + 4z + 2y + 1 = 0.

Solucié: Substituint z =1 — x + y a 'equacio de la quadrica obtenim
2~y —ay—x+y=0.

Podem pensar aquesta equacié com una conica del pla z,y o com un cilindre de R? de base aquesta conica
en el pla z = 0 i generatrius paralleles a I’eix z. La intersecci6 d’aquest cilindre amb el plax —y+2 =1
és la conica donada. Es pot veure detalladament, pero és clar geométricament, que la conica donada i
la conica 2 —y? —2zy — x +y = 0, del pla z = 0 sén afinment equivalents. Classifiquem aquesta conica
completant quadrats.

1 1
(z — §(y+1))2—1(y+1)2—y2+y:0
Equivalentment

1 5 11
4 N2 — 2024 2y — = =
(z 2(y+ ) Yty =0

O encara

@y 07 = (- 7+ 3) =0

Fem el canvi de variable

1 tenim

i es tracta doncs d’una hipérbola.

Classifiquem afinment 2?2 + 9y? + 6zy + 4z + 2y + 1 = 0.15 Completant quadrats tenim
(x+3y)? +4z+2y+1=0

que suggereix fer el canvi de variable

X =43y
Y =4r+2y+1

de manera que la conica s’escriu com X2 +Y =0, i es tracta, doncs, d’una parabola. Escrivint el canvi
de variables matricialment veiem que la nova base és u = (—1/5,2/5),v = (3/10,—1/10) (columnes de la
matriu inversa del canvi anterior). Les paraboles no tenen centre i per tant ni diametres ni eixos.

Equivalentment, podem pensar que la parabola donada és la imatge de la parabola Y = —X? per
I’afinitat inversa de I'anterior, és a dir, I'afinitat donada per

x 1 -2 3 =3 X
1 0 0 10 1

Per tant les coniques C; i C2 no séon afinment equivalents, ja que una és una hipérbola I'altra una
parabola.

158i apliquem el mateix métode que en el problema 4.7 ens trobem que el canvi donat pel métode de completacié de
quadrats no respecte el pla z = 0 i no restrigeix a un canvi afi.
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Exercici 4.12: Demostreu que I'hiperboloide d'un full 22 4 y? — 22 — 1 = 0 és una quadrica doblement
reglada.

Solucié: Suposem que el punt P = (py, pa, p3) pertany a ’hiperboloide, és a dir, p3 +p3—p2—1 = 0. Con-
siderem un punt arbitrari @ = (¢1, g2, ¢3) 1 imposem que la recta PQ estigui continguda a I’hiperboloide.
Com aquesta recta s’escriu com

P+ PG

tenim la condicid

(p1 4+ Mar — p1))? + (p2 + Mgz — p2))? — (93 + Mgs — ps))> — 1 = 0.

Aixo és un polinomi de grau 2 en A i, es veu facilment, sense terme independent. Com ha de ser = 0 per
tot A els coeficients han de ser zero i tenim el sistema

2p1(q1 — p1) + 2p2(g2 — p2) — 2p3(qs —p3) =0
(1 —p1)*+ (g2 —p2)* — (g3 —p3)* =0

que es redueix a

P1q1 +p2g2 —p3gz = 1
GHa—g—-1=0

Observem que la segona ens diu només que @ és un punt del paraboloide. Busquem una soluci6é d’aquest
sistema amb g3 = 0 (si la recta esta continguda I’hiperboloide tallara z = 0 en un punt de ’hiperboloide).

P1g1 + p2g2 =1
G+a—1=0
Aquest sistema de dues equacions amb dues incognites es facil de resoldre i obtenim

_ prEpeps  p2 Fpips

q1 = 1+p§ yq2 = 1+p§

Per tant, el punt @) que estem buscant tal que la recta PQ estigui continguda en el paraboloide ha de
ser un dels punts A, B donats per

_ (p1 + p2p3 P2 — P1P3
1+p2 1+ p?

B— (pl — DP2p3 P2 + pPips
1+p2 7 1+p2

Aixi doncs, les rectes PA i PB estan contingudes a I'hiperboloide.

A més aquestes dues rectes pertanyen al pla tangent. En efecte, el gradient de la funcié 2% +y2 —22—1
és (2x,2y, —2z). Per tant, el pla tangent a ’hiperboloide en el punt P té vector normal (p1, p2, —p3) (i
miultiples).

Els vectors directors de les rectes PA i PB son respectivament

)

(ps(p2 —p1ps) p3(—p1 — paps) ps) (p3(—p2 —p1p3) p3(p1 — paps) 2
1+p3 1+ p2 ’ 1+ p3 o 1+4p? ’

Equivalentment,

(p1p3s — p2.paps + p1.p7 +03),  (P1p3 + P2, p2ps — p1, D5 + D3),

que, com es veu facilment, son ortogonals a (p1, p2, —ps)

Exercici 4.13: Demostreu que el paraboloide hiperbolic 22 — y2 — z = 0 és una quadrica doblement
reglada.

Solucié: Suposem que el punt P = (p1, pa, p3) pertany al paraboloide, és a dir, p? — p3 — p3 = 0. Consi-
derem un punt arbitrari @ = (g1, ¢2,¢3) 1 imposem que la recta PQ estigui continguda a I’hiperboloide.
Com aquesta recta s’escriu com

P+ PG
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tenim la condicid

(p1+ M1 — p1))* = (p2 + A(g2 — p2))® — (3 + Mgz — p3)) = 0.

Aixo és un polinomi de grau 2 en A i, es veu facilment, sense terme independent. Com ha de ser = 0 per
tot A els coeficients han de ser zero i tenim el sistema

at — @ +pi —p3 —2p1q1 +2p2q2 =0
2p1q1 — 2p3 — 2paqa + 2p3 — g3 +p3 =0

Que es poden escriure com

{(m —q1)? = (p2 — ¢2)?

—(p1—q)?—pi+ai+p2—@)*+p3 - —qs+p3=0

I la segona es redueix (utilitzant la primera i la condicié de que P pertany a 1 paraboloide) a g2 —q3 —q3 = 0,
que és la condicié de que aquest segon punt sigui de la quadrica,

La primera igualtat ens porta a les dues solucions p; — ¢ = £(p2 — ¢2). Els dos vectors directors
possibles sén doncs

Q—-P= (QQ—p2,QQ—p2,Q3—p3)
Q—-P= *(CI2 *P2)7CI2 *P27Q3*p3)

Que també es poden escriure com'®

(17 ]-a 2(p1 7p2))
(1,=1,2(p1 + p2))

Les rectes per P amb aquestes dues direccions estan contingudes al paraboloide hiperbolic i en el pla
tangent a aquest paraboloide per P, com es veu facilment considerat el gradient, com a ’exercici anterior.

Exercici 4.14: Donada la quadrica afi no singular reglada C i el punt P
C:30% — 4y +42% —day +8xz+8x — 4y + 122 +4=0; P(-2,1,1).
a) Classifiqueu-la.
b) Trobeu dues generatrius que passin pel punt donat P.
¢) Comproveu que les rectes de I'apartat b) generen el pla tangent de C en el punt P.

Feu el mateix amb

C:a?+y? +2%2 - 222+ 2yz+20 —42—4=0;P(0,1,-1).

Solucié: a) El polinomi caracteristic és

3—x -2 4 4

_2 —4_x 0 —2 4 3 2

A 0 A— g 6 = —Tz° — 80x* — 88x + 16
4 -2 6 4—x

té terme independent diferent de zero, de manera que p = 4 i dos canvis de signe rt=2i per tant index
i=2.

El polinomi caracteristic de la part quadratica és —z3 + 322 + 362 i com el terme independent és 0 el
rang és p = 2, i com té un canvi de signe r* = 1 que implica que I'index és i = 1.

La quadrica queda, doncs, codificada per

(0,0, ps 1) = (2,1,4,2)

que és un paraboloide hiperbolic.

16Només observeu que si p1 — g1 = p2 — g2 llavors g3 — p3 = (@1 +p1)(g1 — p1) — (g2 + p2)(g2 — p2), ete.
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b) Primerament completarem quadrats.

3x? —4y? +42° —day + 8xz+ 8z — 4y + 122 + 4

2 4 4 1
= 3 —Syd—z+ )2 — o (—2y + 4z +4)?
(z+( 3y+3z+3)) 3( y+4z+4)
— Ay 42— Ay 412244
Denotem ) 4 4
X = B P PO
V3(z 3y+32+3)

Continuem quadrant.

1
X2—g(—2y+4z+4)2—4y2+4z2—4y+122+4

4 z 1 z 1
= X2y —(F )2 _aZ g2 2 1
(4= G+ P 1G4 gr e —aa
16 z 1 5
_ X2 i 2 2 92, — =
W3- g) T2
Denotem 4 1 5
z
Y=—(y—=—— Z =-2 -
\/g(y 57 8) 2+
i podem escriure la quadrica donada com
X2-Yv*-Z=0.
Recopilem el canvi de coordenades en forma matricial
X VI YT
Y 0 4 2 '1 y
= V3 V3 2V/3
Z 0 0 -2 5/4 z
1 0 0 0 1 1
I el canvi invers
1 1 1 15
ff Vi 23 2 s X
3 1 7
vl o ¥ -1 & Y
z 0 0 —1/2 5/8 Z
1 0 0 0 1 1
Les noves coordenades del punt P = (—2,1,1) donat son, doncs,
—2V3 4 4
X V3 3 73 W —2 0
AR R
Z 0o 0 -2 5/4 1 —3/4
1 0 0 0 1 1 1

Llavors, tal com hem vist a 'exercici 4.13 les dues rectes per P contingudes al paraboloide sén

(XaY; Z) =P+ )‘(17 172(])1 7p2)) - (05 \/3/27 73/4) + )‘(17 17 7\/5)
(X7}/7 Z) =P+ )‘(17 _172(]91 +p2)) = (07 \/3/27 _3/4) + )‘(17 -1, \/g)

Usant ara la matriu del canvi invers que acabem de trobar tenim que les equacions d’aquestes rectes
respecte les coordenades inicials son

B N £ A 0
x V3 23 2 8 -2
y 0o ¥3 _1 T A+ V3/2 1 V3/2
= 4 1 16 = + )\
z 0 0 -—1/2 5/8 -A\V3-3/4 1 V3/2
1 0 0 0 1 1 1 0
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x 5 w5 3 % A -2 2/\V3
y 0o ¥3 _1 T ~A+3/2 1 —V/3/2
= 4 4 16 = —+ A
z 0 0 -1/2 5/8 M3 —3/4 1 —V3/2
1 0 0 0 1 1 1 0
Equivalentment

(z,y,2) = (=2,1,1) + \(0,V3/2,V3/2)
(1’, Y, Z) = (_2’ ]-7 1) + )‘(2/\/57 _\/3/27 _\/3/2)
c) El gradient de 322 —4y? + 422 — 4oy +8z2 +8r —4y+ 12z +4 en el punt P = (—2,1,1) és (0, —4,4)
(vector normal del pla tangent) que és perpendicular als dos vectors directors de les rectes trobades a la
secci6 anterior.
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5 Taules classificatories de coniques i quadriques

Classificacié projectiva de les coniques reals

1 1 1
1 , 1 , 1

1 -1 0
r=3,i=0 r=3,i=1 r=2,1=0
imaginaria no singular punt real
1 1

-1 , 0

0 0
r=21=1 r=1,1=0
dues rectes recta doble

Classificacié projectiva de les quadriques reals

1 1 1 1
1 1 -1 1
1 ’ 1 ’ 1 ’ 1
1 -1 -1 0
r=4,i=0 r=4,i=1 r=4,i=2 r=3,i=
imaginaria no reglada reglada punt
1 1 1 1
1 1 -1 0
-1 ’ 0 ’ 0 ’ 0
0 0 0 0
r=3,1=1 r=2,i=0 r=21=1 r=1:1=0
con recta real dos plans pla doble
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Classificaci6 afi de les coniques reals

p Equacio Nom
I 2 23 +23=0 Punt
I 2 23 —123=0 Dues rectes
I 1 22 =0 Recta doble
II 3 22 —a3+1=0 Hipérbola
I 3 ri1+a3+1=0 Buit
11 2 241=0 Buit
I1I 3 —23—23+1=0 Ellipse
11 2 —z?2+1=0 Dues rectes paralleles
v 3 22+ 19 =0 Parabola
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Classificaci6 afi de les quadriques reals

FEquacio Nom
I i+ a5+ 23=0 Punt
I 2423 —-23=0 Con
I 24+23=0 Recta
I r] — x5 = Dos plans
I =0 Pla doble
11 i +a3+a34+1=0 Buit
II 22+ 22 —23+1=0 | Hiperboloide dos fulls
II i +2354+1=0 Buit
11 22 —23+1=0 Cilindre hiperbolic
I z2+1=0 Buit
111 2? — 23 —23+1=0 | Hiperboloide d'un full
111 —z? -2 —234+1=0 Ellipsoide
II1 2?2 —23+1=0 Cilindre elliptic
III -2 +1=0 Plans parallels
v i4+az3+2=0 Paraboloide elliptic
v 3 —23+2=0 Paraboloide hiperbolic
v 2 4+2=0 Cilindre parabolic

104




6 Exercicis complementaris

6.1 Geometria Afi

Exercici 6.1: En un espai afi de dimensio 4, trobeu, respecte una referéncia donada, un sistema d’equa-
cions cartesianes i equacions paramétriques dels plans segiients.

a) Pla que passa pel punt (1,2,3,4) i és parallel al pla d’equacions:

r—y+z+t=3; 2z 4y — 5t = 10.

b) Pla que passa pel punt (1,2,3,4) i és parallel al pla d’equacions:

r=2u+v; y=u+v; z=u—2v+1;, t=v-—2.

Solucié: a) Resolent el sistema

r—y+z+t = 3
2 +y—-5t = 10

obtenim y = 5t — 2z + 10,z = 4t — 3z + 13. Per tant, (x,y,z,t) = (x,5t — 2z + 10,4t — 3z 4+ 13,t) =
x(1,-2,-3,0) +¢(0,5,4,1) El pla demanat és doncs

(1,2,3,4) + ((1,-2,-3,0),(0,5,4,1))

Les seves equacions paramétriques es poden escriure doncs com

T = 14+ A
y = 2—2\4+5u
z = 3-3\+4u
t = 4+p

I les equacions cartesianes es troben imposant

1 0 z-1
-2 5 -2
rang | o, ZZ/_?) =2
0 1 t—4
Esglaonant
1 0 x—1 1 0 x—1
0 5 y+2x—14 R 0 5 y+2x—4
0 4 z+32—-6 0 0 7Tx—4y+5z—14
0 1 t—4 0 0 —2z—-y+5t—-16
i, per tant, les equacions cartesianes del pla s6n
Te—4y+5z—14 = 0
—2r—y+5t—-16 = 0

b) Escrivint
(x,y,2,t) = u+v,u+v,u—2v+1,v—2)=(0,0,1,-2) +u(2,1,1,0) + v(1,1,—-2,1)

veiem que el pla demanat és
(1,2,3,4)+ ((2,1,1,0), (1,1, -2, 1))

I les equacions cartesianes es troben imposant

2 1 z-1
rang [ _12 g:g = 2.
0 1 t—4



Esglaonant

2 1 x—1 2 1 x—1
0 1 —xz+2y—3 0 1 —xr+2y—3
0 -5 2z2—-5-—x 0 0 —6z410y+2z—20
0 2 2t -8 0 0 20 — 4y + 2t — 2
i, per tant, les equacions cartesianes del pla son
—3xr+dy+z2—10 = 0
r—-2y+t—1 = 0

Exercici 6.2: Trobeu un sistema d’equacions cartesianes i paramétriques del pla II de l'espai afi R*
generat per la recta (1,1,1,1) + A\(2,—1,0,—1) i el punt (0,0,—2,3). ;Hi ha algun pla II' que passi pel
punt (0,1,0,1) i tal que la interseccié IINTI" es redueixi al punt (0,0, —2,3)?

Solucié: Com els punts P = (1,1,1,1) i Q = (0,0, —2, 3) pertanyen a II el vector I@ =(-1,-1-3,2)
pertany a l'espai vectorial director de II. Aixi IT = (1,1,1,1) + ((2,—1,0,—1),(—1,—1,-3,2)). Les
equacions cartesianes s’obtenen imposant

2 -1 z-1
-1 -1 -1
rang 0 -3 Z—l =2.
-1 2 t-1
Esglaonant

2 —1 r—1

0 -3 2042 —3

0 0 z+2y—2-2

0 0 z+y+t-3

de manera que les equacions cartesianes del pla II sén

o

r+2y—z—2 =
r+y+t—-3 = 0

Per trobar I’ observem que aquest pla ha de ser de la forma

(0,1,0,1) + ((0,—-1,-2,2),v)

per a un cert vector v, que ha de ser linealment independent amb el vectors directors de II i amb
(0, —1,—2,2) (aquest vector és el determinat pels punts (0,1,0,1) € II' i (0,0, -2, 3) € IT').
Posant v = (a, b, ¢, d) ha de ser

2 -1 0 -1

-1 -1 -3 2
0 -1 -2 9 =—-3(a+2b—¢c)#0
a b c d

Equivalentment, passant a cartesianes, II' esta donat per

—2b+d)z+2ay+at—3a = 0
—(c+d)yx+az+at—a = 0

amb la condici6 a 4+ 2b — ¢ = 0.
Per exemple v = (0,0, 1,0) compleix aquesta condicié de manera que el pla II" donat per

(Oa 1707 1) + <(07 *17 727 2)3 (0707 ]-7 0)>

0, en cartesianes,

T = 0
20+4t—-3 = 0

compleix les condicions requerides
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Exercici 6.3: Sigui II el pla de I’espai afi R* donat per:

{2m+y—z 2,

5.

dx 4+t

Determineu totes les rectes L que passen pel punt (0,1,0,1) i que satisfan IT + L = R*.

Soluci6: Escrivim IT en forma vectorial. Resolent el sistema obtenim x = 5/4 —t/4, 2 = —t/2+y+1/2
és a dir,
=P+ [F] = (5/4a Oa 1/2a 0) + <(03 15 170)7 (71/4a Oa 71/23 1)>

Si posem L =Q + [G] = (0,1,0,1) + (v) per a un cert v s’ha de complir que
(P+[F))+(Q+[G) = P+[F+G+(PQ))
= (5/4,0,1/2,0) + [((0,1,1,0), (—=1/4,0,—1/2,1)) + (v) + ((=5/4,1,—1/2,1))]

Per tant, per tal de que aquesta suma sigui R* la tnica condicié és que v sigui linealment independent
amb (0,1,1,0),(—1/4,0,-1/2,1),(=5/4,1,—1/2,1). Posant v = (a, b, ¢,d) la condicié és doncs

0 1 1 0

~1/4 0 -1/2 1|

541 12 1 =—b+c+d/2#0
a b c d

Exercici 6.4: Considerem la referéncia R de 'espai afi R3 donada, respecte de la referéncia canonica,
per
R ={(1,1,1);((1,1,1),(0,1,0),(2,1,0))}.

Quines coordenades té el punt (0,0,0) € R3 respecte d’aquesta nova referéncia? 1 el punt (1,1,1) € R3?
(Hi ha algun punt que tingui les mateixes coordenades respecte R que respecte la referéncia canonica C?
Trobeu les equacions del canvi de coordenades entre les referéncies R i C.

Solucié: La matriu del canvi de base entre R i C, denotant (2/,y’,2’) les coordenades respecte R i
(z,y, 2) les coordenades respecte C tenim

T T
vy | _ Y
z 2
1 1
Per tant, calculant la inversa d’aquesta matriu,
z’ 0O 0 2 |-2 T
Y _ } -1 2 —-1] 0 y
2 | 1 0 —-1|0 z
1 0O 0 0 2 1
Aixi per calcular les coordenades de (0,0, 0) respecte R fem
x’ 0o 0 2 |-2 0 -1
y - 1 -1 2 =110 0 - 0
2 B 1 0 —-1]0 0 o 0
1 0 0 02 1 1
i aixi les coordenades de (0,0, 0) respecte R son (—1,0,0).
Per calcular les coordenades de (1,1,1) respecte R fem
z’ 0O 0 2 |-2 1 0
y | 1| -1 2 —1]0 1| (o
z 9 1 0 —-1] 0 1 I )
1 0 0 O 2 1 1
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i aixi les coordenades de (0,0, 0) respecte R son (0,0, 0), cosa obvia ja que (1,1, 1) és l'origen de R.
Els punts amb iguals coordenades compleixen doncs

0 0 2 |-=2

x x
y | _1f -1 2 —-1|0 y
z | 1 0 —-1] 0 z
1 0 0 O 2 1
Soén solucid, doncs, del sistema
r = z-—1
y = (1/2z+y—(1/2)z
z = (1/2)x —(1/2)z

pero aquest sistema és incompatible i per tant no hi ha punts amb les mateixes coordenades respecte R
iC.
Exercici 6.5: A l'espai afi R? considerem les referéncies C i R donades per

c = {(07070)5((17070)5(071’0)’(07071))}7
R = {(—1,0,0);((1,1,0),(0,—1,0),(0,0—1))}.

a) Donat un punt P de coordenades (1,2, —1) respecte de C, determineu les coordenades de P respecte
de R.

b) Trobeu 'equaci6 respecte de R del pla IT donat, respecte de C, per l'equaci6 2z —y + z + 2 = 0.

¢) Trobeu les equacions respecte de R de la recta r donada, respecte de C, per les equacions

20 +y =0,
r—2y+z=1.

Solucié: L’equacié que dona el canvi de coordenades, denotant (2',y’, z’) les coordenades respecte R i
(2,9, 2) les coordenades respecte C, és

T 1 0 x!
y | [ 1 -1 0 Y
z | | 0 O 0 2!
1 0 0 1 1
i per tant, trobant la matriu inversa,
z” 10 0|1 T
y | |1 -1 0 |1 Y
z 10 0 -1]0 z
1 0 0 01 1

a) Les coordenades de P = (1,2, —1) respecte R son doncs

Hil
|
)

a 1 0o 01 1 2
v | [ 1 -1 01 2 0
= | 7o o -1]0 -1 1
1 0 0 01 1 1

és a dir, P té coordenades (2,0, 1) respecte R.

b) El pla es pot escriure com

(27 _1a la 0)

RS IS
I
[N}
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i per tant

1 0 0 |-1 x!
1 -1 0|0 y |
(2,-1,1,0) 0 0 =110 2! =2
0o 0 0 ‘ 1 1
Aixi, 'equaci6 de II respecte de R és
J,'/ + y/ Z/ — 4

—_— N e 8
I
7N

1 per tant
1 0 0 |-1 !
2 1 00 1 -1 0 0 v | (0
1 -2 1 0 0 0 —-1]0 Z 1 \1
0o 0 0 1 1
Aixi les equacions de r respecte de R son
' —y' -2 = 0
' +2y -2 = 2

(és habitual treure les primes).

Exercici 6.6: Sigui AABC un triangle d’'un pla afi real. Determinem els punts P sobre la recta AB
per la condici6 (B, P, A) = %, Q sobre la recta BC per la condicié (C,Q, B) = %, i R sobre la recta AC
per la condicié (A, R,C) = —é. Demostreu que els punts P, @, R estan alineats i doneu, respecte de la

referéncia R = {4; (ﬁ, ﬁ)}, I’equaci6 de la recta que els conté.

Solucié: Només hem de reordenar els punts en aquestes raons simples. Tenim (vegeu seccié 1.13 de [2])

3/2—-1 1 o 3/2-1 1 B
32 3 @ B,C) = 3/2 3 (R, C,4) =

~1/8-1

(PvAﬂB): —1/8 =9.

Per tant
(P,A,B)(Q,B,C)(R,C,A) =1

i, pel reciproc del teorema de Menelau (exrecici ?77), els punts estan alineats.
Per trobar 'equacio de la recta que ens demanen observem que P = (p,0) i R = (0,7). Aixi, com

—

PA = (0,0) — (p,0) = (—p,0) i PB = (1,0) — (p,0) = (1 — p,0) la igualtat PA = (P, A, B)@ en
coordenades implica —p = (1/3)(1 — p), és a dir, p = —1/2. Analogament RC = (R,C,A)RA en
coordenades implica 1 — r = —9r, és a dir, r = —1/8. L’equacio de la recta P + A\PR és doncs

(CE,y) = (_1/23 0) + >‘(1/27 _1/8)7
o equivalentment 2x + 8y + 1 = 0.
Exercici 6.7: Considerem un trapezi A, B,C, D, amb el costat AB paral-lel al costat DC. Sigui P el

punt d’intersecci6 de les diagonals AC i BD. Demostreu que P és el punt mitja del segment que passa
per ell, és parallel al costat AB i té els extrems en BC' i AD.
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Solucié: Prenem la referéncia R = {4; 1@, zﬁ} de manera que e, coordenades tenim A = (0,0), B =
(1,0),D = (0,1),C = (c¢,1). Llavors P ha de tenir coordenades de la forma P = (A¢, A) ja que esta a la
recta AC', perd també és de la forma

D+ uDB = (0,1) + u(1,—1) = (Ac, \)

resolent aquest sistema de dues equacions amb dues incognites obtenim \ = CJ%I, p = zf- Per tant
P = c_lﬂ (¢,1). Sic=—1les rectes AC' i BD no es tallen.

El segment que passa per P i és parallel a AB talla AD en un punt
M = (0,m)=P+1t(1,0), teR
de manera que m = CJ%l iM =0, ?11) I talla BC' en un punt
N = (n1,n2) = P+¢(1,0) = (1,0) + s(c—1,1), t,seR

de manera que

c
t = 1 —1
c—l—l+ +5(c )
1
= s
c+1

per tant N = ((E‘,-cl’ ﬁ)

Ara ja és clar queles coordenades de P son la semisuma de les coordenades de M i N.

Exercici 6.8: Siguin A, B,C, D els vértexs d'un quadrilater en un pla afi, és a dir, quatre punts del
pla afi tals que tres qualssevol d’ells no estan alineats. Demostreu que els punts mitjans dels segments
AB, BC, CD, DA son els vértexs d'un parallelogram.'” Demostreu també que un quadrilater és un
parallelogram si i només si les diagonals es tallen al punt mitja.

C

% C

Soluci6: Exercicis 111.13 1 I11.14 Aguadé.

Exercici 6.9: Siguin ABC un triangle, I/ un punt de AB, F' un punt de AC. La recta paral-lela a BF
que passa per E talla AC en G} la recta paral-lela a .C'E que passa per F talla AB en H. Proveu que
GH és paral-lela a BC.

Solucié: Prenem la referéncia R = {4; ﬁ,ﬁ} de manera que A = (0,0), B = (1,0),C = (0,1),E =
(e’ 0)7F = (07 f)'

7 Teorema de Varignon (1791).
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Calculem G.

(670) + )‘(_L f) = N(Ov 1)

don A=eiG=(0,ef).
Calculem H.
(07 f) + )‘(67 *1) = /‘(1’0)
d'on A= f i H = (ef,0)
Aixi ﬁ =ef(-1,1) = efB? i HG té la mateixa direccié que BC.

Exercici 6.10: Comproveu si son afinitats o no les aplicacions segiients:

C —» C ; R*> = R? R — R?
z = Z (z,y) — (x,—y) (x,y,2) — (14+z,/7)

Al primer exemple considereu C com a espai afi sobre C i també sobre R.

Solucié: En cada cas fixarem un punt arbitrari P del corresponent espai afi i mirarem si ’aplicacio
fp(@) = f(P)f(Q), per qualsevol punt @) de l'espai afi, és lineal.

Primer cas. C com espai afi de dimensié 1 sobre C. Es a dir, él conjunt és A = C i I’espai vectorial
és també E = C sobre el cos k = C, per tant de dimensi6 1. I ’accié C x C — C és la suma de nombres
complexos.

Prenem P = 0 € C i identifiquem (ﬁ = z. Llavors 'aplicacié fp(@) = f(P)f(Q; s’escriu fp(z) = Z.

Mirem si és lineal. Prenem A € C i tenim fp(A2) = Az = A\z. Per tant, fp no és lineal. Pero el mateix
calcul demostra que fp seria lineal (la suma no dona problemes) si multipliquem només per nombre reals.
Resumint, 'aplicacié que asocia a cada nomtre complex el seu conjugat no és una afinitat sobre el C
espai afi C pero si que ho és en el R espai vectorial C (de dimensié dos). En aquest cas, 'expressio en
coordenades de respecte la referéncia canonica de fp, P = (0,0), és

¥ = x
y = -y
Sego cas. Cas anterior amb C = R2.

Tercer cas. En aquest cas, identificant com abans (z,y,2) = (0,0,0), (z,y, z), i analogament a R?
tenim

fr(z,y,2)) = (1L, Vm)(1 +z,vV7) = (2,0)
Aixi fp(Mz,y,2)) = (\2,0) = Mfp(x,y,2) i fp((z,y,2) + (2',y,2) = fr(z,y,2) + fp(z',y, 2'), per

tant f és una afinitat. La seva expressio respecte de la base canonica és

=
y = VT
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Exercici 6.11: Trobeu, en el pla afi R2, les equacions de la projecci6 sobre la recta r: x +y =1, en la
direcci6 de la recta s : x — y = 2.

Solucié: La projecci6 de que parla enunciat és Paplicacié que envia cada punt P = (a,b) € R? el punt
en que la recta per P parallela a s talla . Només hem de resoldre el sistema

r+y = 1
r—y = a—>b

que dona
1 1
= (1 _ - (11—
2( +a—-"0), y 2( a+D)

Amb la notacié habitual és I'afinitat

1 1
Tyt
—5Z T+ y+

—N
@\ H\
wh—t

—_

|

El determinant de la part lineal és 0 d’acord a la idea que estem collapsant el pla sobre una recta.

Exercici 6.12: f : R® — R3 una afinitat de Iespai afi R3 tal que deixa fixos els punts del pla
II:z+2z=11ique compleix f(0,0,0) = (0,—3,0).

a) Trobeu la matriu de f en la referéncia canonica C de I'espai afi R3.

b) Demostreu que f actua com una translaci6 sobre els plans parallels a II, i determineu el vector de

translacio.
Soluci6: a) Prenem una referéncia adaptada al pla. Per exemple R = {(1 0,0);(1,0,-1),(0,1,0)}. I'la
completem a una base de R? per exemple afegint el pla normal al pla: (1,0,1) Llavors
1 0 a O
01 b 0
0 0 0 1

ja que els dos primers vectrors de la base sonm fixos per f ; per tant

M(f,€¢) = M(R,C)M(f,R)M(R,C)™"
1 01 1 10 a0 1 01 1\ "
B 0O 1 0 O 01 b O 0O 1 0 O
- -1 0 1 0 0 0 ¢ O -1 0 1 0
0O 0 0 1 0 0 0 1 0O 0 0 1
at+c+1 0 a+c—1 fachrl
1 b 2 b
9 —a+c—1 0 —a+4+c+1 a—c+1
0 0 0
Imposem ara que f(0,0,0) = (0,—3,0) i tenim
—a—c+1 = 0
b = 6
a—c+1 = 0

que implica a = 0,b = 6, ¢ = 1. L’afinitat buscada és doncs

10 0 O
31 3 =3
0 01 O
0 00 1
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b) Els plans parallels a IT sén els de la forma = + z = ¢, amb ¢ € R. Es a dir, son punts de la forma
(z,y,c —x) amb z € R. Llavors

1 0 0 0 T T

3 1 3 -3 y | | y+3e—3
0 01 0 c—x | c—x
0 0 0 1 1 1

que clarament torna a ser un punt del pla x 4+ z = ¢, i per calcular el vector de translaci6 només hem de
fer Pf(P; amb P = (x,y,c— x) i veure que no depén de z. En efecte, Pf(P; =(z,y+3c—3,c—x)—
(z,y,c—x) = (0,3—3¢,0). Per tant f restringida al pla x+z = ¢ és la translaci6 T;, amb v = (0,3—3c¢, 0).

Nota. Una altra forma de veure que [ restringida al pla x + z = ¢ és la translacio és vueure que f
restringida a I’espai director del pla és la identitat. Pero aixo és clar ja que una base d’aquest pla és, per
exemple, u = (1,0, —1),v = (0, 1,0), i tots dos vectors sén fixos per la matriu

100
3 1 3
0 0 1

Exercici 6.13: En un pla afi, fixem una referéncia R = {P;(e1,e2)}. Calculeu les equacions de les
simetries axials respecte de les rectes donades respecte de R, per les equacions r : 2z + 3y = 2, s :
x4 3y = 2, en les direccions respectives e; + e i e;. Trobeu les equacions de les seves composicions.

Solucié: Trobem primerament la simetria respecte r en direccid e + es.
Primer métode. La recta r es pot escriure com

r: P+ [F]=(1,0)+((=3,2))
Descomponem R? com suma directa
R?=F@®G={((-3,2)a(1,1)).
Sabem que la simetria axial demanada es calcula a partir de
sr(P+v)=P+4+uvi —ve, vEFDG,v € Fyvg €G

Per tant, donat un punt arbitrari (z,y) tenim s, (x,y) = s,((1,0)+(x—1,y)) i ara descomponem (z—1,y)
a I'anterior suma directa. Obtenim

(:Jc—l,y):%(—x+y+1)(—3,2)+%(2x+3y—2)(1,1).
sr(z,y) = (1,0)+%(7x+y+1)(73,2)f%(2x+3y72)(1,1)

= (3l —6y+4), 5 (~dz—y+4)

Segon meétode. Prenem la referéncia R = {(1,0); (—3,2),(1,1)}. En aquesta referéncia

1 0 0
M(s,,R)=1{ 0 —1 0
0 0 1
Per tant
-3 1 1 1 0 0 —311*11164
M(s,,C)=| 2 1 0 0 -1 0 2 10 = 4 14
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 5

exactament com haviem vist pel primer métode.
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Simetria respecte s en direccio e1. La recta s es pot escriure com
5:Q+[G] =(2,0)+((=3,1))

Prenem la referéncia R = {(2,0);(—3,1),(1,0)}. En aquesta referéncia

1 0 0
M(ss,R)=| 0 -1 0
0 0 1
Per tant,
31 2 1 0 0 31 2\ " 1 -6 4
M(s,C)=| 1 0 0 0 -1 0 1 00 - 0o 1 o0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Per trobar la composicié de les dues simetries tant sols hem de multiplicar les matrius.

L[ 1 64 -1 —6 4 -1 -12 8
M(sr,C)M(s:,0) = 2 | —4 ~1 4 0 1 0 )=z 4 23 -12
0 0 5 0 0 1 o 0 5

Es pot comprovar que el punt d’interseccio de r i s, (0,2/3), és fix.

Exercici 6.14: Sigui f una afinitat d’un pla aff A, tal que en una certa referéncia R = {P; (e1, e2)} té per
equacio f(z,y) = (x—y+1,y+2). Trobeu 'equaci6 de f en la referéncia R’ = {(3,2); (e1 —e2, 2e1 +€2)}.

Solucié: La formula del canvi de base és (Proposicio 2.22 de [2])

M(f,R) = M(R,R")""M(f,R')M(R,R').

Tenim
1 -1 1 1 2 3
M(fR)=(0 1 2|, MR,R=| -1 1 2
0 0 1 0 0 1
Per tant
M(f,R) = MR,R)M(f,R)M(R,R)™*
L1 21 1 -1 1 1 2 3
i 0 1 2 -1 1 2
0 0 3 0 0 1 0 0 1
4 -1 =5
:i 1 2 1
0 0 3

Exercici 6.15: Considerem D’afinitat de 1’espai afi R? que té per equacio:
fl@y,z)=0+z+2y+224+y—2—-1+z+92).

a) Es bijectiva? Trobeu I'endomorfisme associat.

b) Calculeu la imatge de la recta r donada per x = a,y =2 —a,z = —1.

c¢) Calculeu la imatge del pla 2z +y — z = 1.

d) Calculeu l'antiimatge d’aquestes mateixes varietats lineals.

e) Trobeu els punts fixos.

f) Trobeu l'equaci6 de f en la referéncia R = {(1,0,4);((1,1,0),(2,0,1),(8,0,7))}.

Soluci6: a) La matriu de f respecte la base canonica és

M = M(f,C) =

O = O
S O = N
Ne)
I
—_
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Com el determinant d’aquesta matriu és diferent de zero T' és bijectiva, i ’endomorfisme associat esta
donat pel menor format per les tres primeres files i les tres primeres columnes d’aquesta matriu.
b) Apliquem M a les coordenades de la recta r.

x a 4—a
v | 2—a | _ 5-—a
2 M -1 a—10
1 1 1

—~

Obtenim la recta (4,5,—10) + a(—1,—1,1), a € R. Equival a haver transformat el vector director de
r, (1,—1,0), per la part lineal de f (el menor 3 x 3 abans considerat) i la imatge d’un punt.
¢) Com el pla 2z +y — 2z — 1 = 0 es pot escriure com

T
(21 -1 1) Y |=0
z
1
i
x’ x
/
volom| Y
z z
1 1
tenim
x/
y/
(21 -1 =1 )M 7, |=0
z
1
9 -18 -3 24 z
If-1 8 1 -14 v |
(21 -1 —1)el 7 5 1 ool =0
0 0 0 6 1

que canviant =’ per x, vy’ per y i 2z’ per z, déona 3x — 5y — 2+ 5= 0.
Nota. Podem refer 'apartat b) transformant, com acabem d’explicar, els plans t—a =0, y—2+a =0
iz+1=0. Tindrem

/

T
(100 —a)M! Z =0
1
ie, 3z —6y —2'+8—-2a=0
o
(0010 a=2)M" Z =0
1
ie., —x' +8y +2' +6a—26=0
o
(001 1)M? g =0
1

ie, —a'+2y +2 +4=0

Resolent el sistema format per aquestes tres equacions obtenim x =4 —a,y =5 — a,z = a — 10 com
ja haviem vist a I’apartat anterior.

d) Busquem un vector u = (uq,us,us) tal que sigui aplicat al vector director de la recta donada,
(1,—1,0), per la part lineal de f.

1 2 1 Uy 1
01 -1 up | =1 -1
1 0 9 U3 0
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Aplicant la matriu inversa obtenim (uq, ug, us) = (27/6,—3/2,—1/2).
I ara només necessitem la antiimatge d’algun punt de la recta i ja estarem. Per exemple, prenem
a = 0 i busquem un punt («, 3,7) tal que

Aplicant la inversa de M obtenim (o, 8,7) = (—=3/2,1/6,1/6) i per tant antiimatge de r és la recta
(—3/2,1/6,1/6) + \(27/6,—3/2,—1/2).

Busquem ara un pla

(abcd)

— N e R
Il
o

tal que la seva imatge per l'afinitat, que hem vist que és

( a b ¢ d ) M1
coincideixi amb el pla donat per
-1

(21 -1)

|
|

Per tant
(a b cd)=(21 -1 -1 )M=(15 -8 4)

és a dir, el pla buscat és x 4+ 5y — 8z +4 = 0.

e) Per trobar els punts fixos resolem el sistema

x 1 2 1 1 T
Y _ 01 -1 2 y
z - 1 0 9 -1 z
1 0 0 O 1 1
equivalentment

0 2 1 1 T 0

00 -1 2 Y B 0
1 0 8 -1 z o 0

0 0 O 0 1 0

Resolent obtenim que lanic punt fix és P = (—15,—-3/2,2).

f) Utilitz(ant la formula del canvi de referéncia

M(f,R) = M(C,R)M(f,C)M(C,R)™"

que és més comode escriure com

M(f,R)=M(R,C)~"M(f,C)M(R,C)
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ja que la informaci6é a tenim respecte la base canonica, tenim

-1

1 2 8 1 12 1 1 1 2 8 1
1 000 01 -1 2 10 00
M(f,R) = 01 7 4 10 9 -1 01 7 4
00 0 1 00 0 1 00 0 1

2 -2 14 —4

1] 2 —20 -138 —69

~ 2 0 6 40 19

0 0 0 2

Nota. Comprovem com a control que aquesta formula funciona aplicant-la a Uorigen O = (1,0, 4) de
R. Les seves coordenades respectes R son (0,0,0) i per tant la seva imatge per f escrita respecte R és
(—2,-69/2,19/2). Es a dir,

(.13, Y, Z) - (17 Oa 4) = _2(17 17 0) - 69/2(27 Oa 1) + 19/2(8a 07 7)
que doéna (z,y, z) = (6,—2, 36).
Si apliquem f directament a (1,0, 4) obtenim el mateix resultat (6, —2, 36).

Exercici 6.16: Sigui f l'afinitat d’un espai afi de dimensi6 3, donada, respecte d’una referéncia R, per:

v =1-1ov+2y+ 2z,
y =3 —3y+32,
7=-1+2z+32y— iz
Trobeu, respecte de R,
a) Els punts fixos i les rectes invariants.

b) La transformada de la recta

¢) L’antiimatge del pla o’ — ¢ — 2/ = 2.

Soluci6: Problema 32 Tedi. Només falta calcular les rectes invariants. Pel Corollari 2.25 de [2] sabem
que la direcci6 d’aquestes rectes ve donada per un vector propi de f i a més s’ha de complir que el vector
Pf(P), on P és qualsevol punt de la recta, tingui la direccié de la recta.

El polinomi caracteristic de f és

-1/3—-z 2/3 2/3
2/3 ~1/3 -z 2/3 =-23 -2’ +z+1
2/3 2/3 —-1/3—x
iles seves arrels son A = 1 i u = —1, aquesta amb multiplicitat 2.
Per cada valor propi calculem el vector propi.
A=1.
-1/3-1 2/3 2/3 x 0

2/3 -1/3-1 2/3 y |=120
2/3 2/3 -1/3—-1 z 0

que dona u = (1,1,1).
Estudi de rectes invariants de direccid (1,1,1).

Ara hem de trobar P tal que Pf(P) = \(1,1,1). Dient (z,y, z) les coordenades de P i (a',y’, 2") les
de f(P) ha de ser

1—(4/3)x+ (2/3)y + (2/3)z =
(2/3)5— (4/3)y + (2/3)> =
—14+(2/3)x+(2/3)y — (4/3)z =

> > >
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que resolent dona A = 0, que vol dir P = f(P)iy=x — (1/2),z2 =« — 1, que vol dir que la recta
(0,-1/2,-1)+=(1,1,1), z€eR

és una recta fixa de punts fixos.

w=—1
~1/3+1  2/3 2/3 x 0
2/3 -1/3+1 2/3 y | =10
2/3 2/3 -1/3+1 z 0
que dona z = —z — y que vol dir que tenim dos vectors propis v = (1,0, —1), w = (0,1, —1).

Estudi de rectes invariants de direccié (1,1, —1).
Hem de trobar P tal que Pf(P) = A(1,0,—1).

Dient (x,y, z) les coordenades de P i (2/,y,2") les de f(P) ha de ser
1—(4/3)x+(2/3)y+(2/3)z =
(2/3)x — (4/3)y+ (2/3)z = 0
—14(2/3)x+ (2/3)y — (4/3)z = -t
que resolent dona y = (t/2) +x — (1/2), z =t +x — 1, és a dir, qualsevol punt P del pla
I : (0,-1/2,—1) +£(0,1/2,1) + 2(1,1,1), z,t€R

és tal que la recta P+ ((1,0,—1)), que esta continguda en aquest pla, és invariant. En particular aquest
pla és invariant. L’equaci6 de II; en cartesianes és —x + 2y — z = 0.

Estudi de rectes invariants de direccio (0,1, —1).

Ara busquem @ tal que Qf(Q) = A(0,1,—1). El sistema que hem de resoldre ara és

1-(4/3)z+(2/3)y+(2/3)z = 0
(2/3)z — (4/3)y +(2/3)z = ¢
=1+ (2/3)x+ (2/3)y — (4/3)z = —t

que dona y = —t/2+x —1/2,2 =t/2+ x — 1 és a dir, qualsevol punt @ del pla

I, : (0,—1/2,—1) 4+ £(0,—1/2,1/2) + z(1,1,1), z,t€ R

és tal que la recta @ + ((0,1,—1)), que esta continguda en aquest pla, és invariant. L’equaci6 de Iz en
cartesianes és —4x 4 2y + 2z + 3 = 0.
Obviament si tallem els plans II; i [Ty obtenim la recta de punts fixos.

Exercici 6.17: Trobeu les afinitats d’un pla afi A que deixen fix un vértex d’un triangle i permuten els
altres dos. Trobeu les afinitats de A que deixen invariant una recta L donada. Trobeu les afinitats d’un
espai aff de dimensié 3 que tenen una recta de punts fixos i deixen invariant una altra recta paral-lela a
I’anterior.

Soluci6: a) Donat el triangle AABC' i una afinitat f tal que f(A) = A, f(B) = C, f(C) = B, prenem
com referéncia R = {4; 1@, 1@} i tenim

01 0
1 00
0 0 1

b) Si L es pot escriure com L : P + (e1) prenem com referéncia R = {P;ej,ea} amb ey linealment

independent amb e;.
Llavors

M(f;R)

I
o O Q
o0 o
— O Q.
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ja que Pf(P; = dey.

c¢) Prenem una referéncia afi R = {P;e1,e2,e3} amb P+ (e;1) la recta r de punts fixos, es = }@, amb
@ un punt qualsevol de la recta parallela s : Q + (e;) parallela a ’anterior, i prenem e3 tal que eq, s, e3
linealment independents. B B

Observem que f(P +e1) = P+ f(e;) = P + ey, per tant e; és vector propi de valor propi 1 de f.
Observem també que com @ = P + es les coordenades de @) en aquesta referéncia son @ = (0, 1,0).

Llavors
1 a o 0
0 b Vv O
M(fa R) - 0 0 C/ 0
0 0 0 1

per certs a,b,c,a’,b',c € R.
Com ha de ser invariant ha de passar que f(Q + Xey) = Q + per (p = p(N)). Aixi,

FQ) + Afler) = £(Q) + Aer = Q + peen,

per tant, ha de ser

Qf(Q;:yel,Ve]R (11)

Les coordenades de @ respecte de R les coordenades de f(Q) sén

O O O
oo >
ﬁ\
= O = O
_ O o Q

i, per tant, la igualtat (11) s’escriu en coordenades com
(a,b—1,0) =r(1,0,0).

Per tant ha de ser b = 1, i 'afinitat demanada és

1 a o 0
01 v 0
0O 0 0 1

amb o', b, ¢ € R arbitraris.

Exercici 6.18: Considereu 'aplicacié f : R* — R* donada per
flxyy,z,t) =Q+z+y,-14+y+2z24+2z+t1+ax+1).

Trobeu el valor de a per al qual f no és bijectiva. Per a aquest valor, trobeu la relacio entre a,b,c,d
perqueé hiperpla ax + by +cz +dt = 1 de l'espai afi R?, es transformi en una subvariet lineal de dimensié
més petita que 3.

Solucié: Hem d’imposar

det

o0 oo
OO O ==
OO R RO
O = = OO

i obtenim a = 1. Es a dir, per a o = 1 aquesta aplicacié no es bijectiva.
Transformem 'hiperpla donat.
Com un dels quatre coeficients a, b, ¢, d és diferent de zero suposem per comencar d # 0.
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Els transformats per f dels punts de ’hiperpla s6n punts de coordenades (2',/, 2’,t') donades per

r = l4+x+y
y = —l4+y+z
= 4Gty )
° a —at " dv a”
1 a b c
= (1+4+-= 1— =)z —-y— -
(+2)+(1-De—2y—22
Punts que es poden escriure com
S 1 1 a a
("I},y72«',t) = (1,—1,2+E,1+g)+x(170,—g,1—a)
b b c ¢
+ y(]-a]-v_g7_8)+z(oa]-71_E7_a)

Per tal de que aquest subespai, al variar x,y, z € R, tingui dimensié menor a tres ha de ser que tots
els menors 3 x 3 de la matriu

1 0 —a/d 1—a/d
1 1 —b/d —b/d
0 1 1—¢/d —c/d

siguin zero. Pero tots els menors son iguals a é(fa +b— ¢+ d) aixi doncs la condici6 demanada és
—a+b—c+d=0.

Sid = 01isuposem ¢ # 0 podem posar z = %(1 — ax — by) i ells transformats per f dels punts de
I'hiperpla son punts de coordenades (2/,y’, 2/, ¢') donades per

1 1 a a
Ty )y = (1L,-1+=2+~-,1 1,——,—=.1
<x7y727) (7 +C7 +C7 )+x(7 C’ C?)
b b
+ y(1,1—-,—=,0)+t(0,0,1,1)
C C

Per tal de que aquest subespai, al variar z,y,t € R, tingui dimensié menor a tres ha de ser que tots els
menors 3 X 3 de la matriu

1 —a/e —ajc 1

1 1-b/c =b/c O

0 0 1 1

siguin zero. Pero tots els menors son iguals a %(a — b+ ¢) aixi doncs la condici6 demanada quan d = 0
és a — b+ ¢ =0, que coincideix amb la condici6 donada quan era d # 0 pero canviant al final d per zero.

Analogament si d =c =01 b # 0 el mateix argument mostra que la condici6 és a — b = 0 de manera
que podem englobar tots els casos en la condicio

—a+b—c+d=0
Sib=c=d=0, hadeser a#0ilaimatge per f de axr = 1 té sempre dimensi6 3.
Exercici 6.19: Sigui f una afinitat d’un espai afi modelat sobr un k- espai vectorial. Demostreu que

a) si f2 té algun punt fix, f també.

b) Si existeix un n € N, invertible al cos base, tal que f™ té algun punt fix, aleshores f tambeé.
Solucié: a) Suposem f2(P) = P. Sigui G el punt mitja entre P i f(P). Llavors

£(G) = f(P+ S PF(PY) = f(P) + L F(PF(PY) = f(P) + 5F(PYP = f(P) ~ SPF(P) =G.

En caracteristica 2 no podriem fer aixo.

b) Canviem el punt mitja de 'apartat anterior pel baricentre. Ara tenim f"(P) = P. El baricentre
1 —_—>
G=P+ E(Pf(Pg + -+ PfPH(P))
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(necessitem n invertible) és fix ja que

FG) = F(P)+ ~(F(P)F(P)+ - + F(P)P)
P+ Pf(P)+ nT_lf(P)P—i— %(PfQ(P)) + ot PFYPY)
l—0——= 1 =52 — 13
(PP + ~(PF(P)) + -+ Pf"(P)) = G.

Finalment observem que si el cos inicial té caracteristica p i considerem una translacié 7' es complira
que TP és la identitat pero T no té punts fixos.

Exercici 6.20: Demostreu que donats dos triangles 77 i T3 d’un pla afi A, existeix una afinitat bijectiva
f A — Atal que f(T1) = T». Quantes n’hi ha? Es certa Pafirmaci6 anterior si canviem els triangles per
quadrilaters o parallelograms?

Soluci6: El teorema 2.2.3 de [2] diu directament que existeix una tnica afinitat que porta tres punts
independents (com ¢és el cas dels tres veértexs de T7) sobre tres punts donats. Si aquests tres punts donats
son els vertexs de Ty, i per tant punts independents, aquesta afinitat és bijectiva (observacio 2..35 de [2].)

En el nostre cas com no s’especifica ’ordre dels tres segons punts, siné tan sols que son els vértexs de
Ts, tenim 3! = 6 possibilitats un cop elegit un ordre en els vértexs de 77;. Com aquest ordre també es pot
elegir de 6 maneres diferents tenim 36 possibilitats.

Si canviem triangles per quadrilaters pot ser que no existeixi cap afinitat que porti I'un sobre 'altre
ja que un cop fixada la imatge de tres dels vértexs, per la unicitat comentada abans, la imatge del quart
vértex queda determinada i pot ser o no el quart vértex dels segon quadrilater.

En el cas dels parallelograms observem que si elegim tres vértexs del primer i tres vértexs del segon,
tenim una unica afinitat que porta la primera terna sobre la segona. El quart vértex del primer quadrilater
va a parar automaticament al quart vértex del segon quadrilater ja que rectes paralleles van a parar a
rectes paralleles. Com podem elegir tres vértexs de quatre (tenint en compte 1'ordre) de V2 = (3)3! =24
maneres diferents tenim 24 x 24 = 576 afinitats que porten un quadrilater sobre un altra.

Exercici 6.21: Siguin AABC i AA’B’C’ triangles de costats respectivament parallels. Demostreu que
existeix una translacié o una homotécia que porta 1'un sobre laltre.

Soluci6: Desargues. Si les rectes AA’, BB’ es tallen en un punt O forgosament la recta CC’ passa també
per aquest punt (la recta OC' tallaria la recta B’C’ en un punt C” que per Desargues és tal que A’C”
és para llela a AC i per tant C’ = C"). Aix{ els triangles estan en perspectiva des de O i séon doncs
homotetics. Vegeu l'apartat b) de l'exercici 1.28.

Si les rectes AA’, BB’ no es tallen la recta CC’ és també parallela a elles (raonament semblant al del

—
paragraf precedent). Per tant la translacio de vector AA’ porta B a B’ 1 C a C’.

Exercici 6.22: Observeu que una afinitat parabolica P(a) transforma una recta r parallela a l'eix en
una altra recta 1’ parallela a leix, tal que la ra6 simple (e,7’,7) = a (amb la definici6 natural de ra6
simple de tres rectes paralleles).

Justifiqueu, a partir d’aquests comentaris, les dues construccions de la imatge d’un punt per una
afinitat parabolica donades a la seccié 3.9 de [2].

Solucié: Les equacions canoniques de les afinitats paraboliques son

= ax
{ y = z+4ay, a#l
Aixi és clar que (0,0) és I'nic punt fix, la recta x = 0 és invariant (és 1'eix) i les rectes & = ¢ (paralleles
a l’eix) van a parar a les rectes x = ac.

La ra¢ simple dels punts (0,0), (ac, 0), (¢,0), en aquest ordre, és a. La ra6 simple de tres rectes paral-
lels és la ra6 simple dels tres punts que s’obtenen al tallar-les per una tercera recta. Pel teorema de Tales
aquesta rad simple no depén de la recta escollida.

Construccio de la tmatge d’un punt quan es coneizen dos punts homolegs sobre l’eix i dues rectes
homologues pel centre.

Seguint [2] els passos es veuen justificats per conservacié de raé simple i Tales.
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Exercici 6.23: Justifiqueu la construccié de la imatge d’un punt per una afinitat hiperbolica donada a
la secci6 3.9 de [2].

Solucio: Left to the reader

Exercici 6.24: Considereu les dues afinitats d’un pla afi real A, donades, respecte d’una certa referéncia
R, per

glz,y) = Br+4y+3,—z—-y-—1).

Soén equivalents?

Solucié: El més facil és veure quines son les seves expressions canoniques. Es veu facilment que cap de
les dues té punts fixos. Les matrius de les parts lineals admeten, en els dos casos, el valor propi A = 1,
amb multiplicitat 2. En els dos casos, tant f com ¢, admeten un sol vector propi, u = (1,—3) per a f i
v=(-2,1) per a g.
Rectes invariants. Utilitzarem., per variar una mica, el métode de la seccié I'observacio 3.21.7 de [2].
Per f. La recta ax + Sy + v = 0 és invariant si

t

-2 -1 -1
(o, B,7) €ker(| 9 4 4 — pid)
0 0 1
on u és un valor propi de f .
Per tant

-3 9 0 o 0

-1 3 0 B 1=10

-1 4 0 ¥ 0

Aquest sistema només admet la solucié6 aw = f = 0 i per tant no hi ha rectes invariants per f.
El mateix métode per g dona el sistema

2 -1 0 o 0
4 -2 0 g l=1o0
3 -1 0 v 0

Aquest sistema només admet la soluci6 o = 8 = 0 i per tant no hi ha rectes invariants per g.
Aix “doncs, segons la taula 3.3 de [2], tant f com g soén una homologia especial seguida de translacio.
Per trobar lexpressié canonica prenem e; = Pf(P) amb P punt arbitrari. Com no hi ha rectes
invariants aquest vector és linealment independent amb el vector propi de valor propi 1 ((1, —3) per a f.
En la referéncia R = {P; ey, u} tenim

M(f,R) =

o o R

0 1
1 0
0 1
La traca ha de ser 2 i canviant v per bv tenim ’expressié canonica
1 0 1
M(f,Ry = 1 1 0
0 0 1
El mateix fariem per a g.

Exercici 6.25: a) Calculeu, respecte de la referéncia canonica de 'espai afi R?, les equacions d’una
homoteécia de centre (1,1) i rao 3.

b) Poden ser similars dues homotécies de centres diferents?

¢) Poden ser similars dues homotécies de raons diferents?

(v)-()=(()-(3))
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és a dir

¥ =3r—-2
y =3y —2

Exercici 6.26: Sigui R = {P; (e1, e2)} una referéncia en un pla afi real A. Estudieu l'afinitat f = SoT,
de A, donada com a composici6 de la translacio T, de vector u = (3,4), amb la simetria S respecte de la
recta L; = P+ (e1) en la direccié (e2). Determineu els punts fixos, les rectes invariants, i una referéncia
R’ respecte de la qual M (f, R’) sigui I'expressioé canonica de f.

b) i ¢) Veure Corollari 3.10 de [2].

Solucio:
1 0 O 1 0 3 1 0 3
M(SoT,R)=MS,RMT,R)=( 0 -1 0 01 4 ]=10 -1 —4
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Punts fixos. Hem de resoldre
r=z+3
—y—4=y

que no té solucio.
Mirem rectes invariants de direccions els vectors propis.

Rectes invariants en direccid eq. Hem de trobar P = (z,y) tal que Pf(P) = ueq, és a dir,

0o 0 3 x 1
0 -2 —4 y | =p
0o 0 0 1 0
que dona y = —2. Com aquesta recta té la direccio de ey és la (Gnica) recta invariant amb aquesta

direcci6. Per la taula 3.3 de [2] sabem que S o T és una homologia general seguida de translacio.

Rectes invariants en direccid es. Hem de trobar P = (z,y) tal que Pf(P) = ues, és a dir,

0o 0 3 x 0
0 -2 —4 y | =pl 1
0 0 0 1 0

sistema incompatible i per tant no hi ha rectes invariants amb aquesta direccio. Per la taula 3.3 de [2]
sabem que S o T és una homologia general seguida de translacio.
Per trobar I'expressio canonica prenem la referéncia R = {O = (0, —2); e3,3e1} de manera que

~1.0 0
M(SoT,R)=| 0 1 1
0 0 1

(Hem usat que la tercera columna de la matriu son les components de vector O f (O) escrites en la base
(e2,3e1)). Aquesta és lexpressio canonica d’una homologia general seguida de translacio.

Exercici 6.27: Sigui R = {P; (e1, e2)} una referéncia en un pla afi real A. Estudieu l'afinitat f = T, 05
de A donada com a composici6 de la simetria S respecte de la recta Ly = P + (e1) en la direccié (eq), i
la translacio T, de vector u = (2,5). Determineu els punts fixos, les rectes invariants, i una referéncia R’
respecte de la qual M (f,R’) sigui l'expressié canonica de f.

Solucioé: Similar a ’anterior.

6.2 Geometria Euclidiana

Exercici 6.28: Siguin L; i Lo varietats lineals d’un espai afi euclidia A. Demostreu que si X € Ly i
Y € Ly son tals que d(L1, Ly) = d(X,Y), llavors la recta determinada pels punts X i Y és perpendicular
comuna a Li 1 Lo.
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Soluci6: Sigui Z la interseccido amb Lo de la recta per X perpendicular a L. Vegeu la Proposicié 5.9
de [2]. Llavors el triangle X, Y, Z és rectangle en Z i d(X, Z)? +d(Y,Z)? = d(X,Y)? < d(X, Z)?, ja que
d(X,Y) és I'infim de les distancies entre punts de Ly i Lo. Aixo implica d(Y,Z) =0, i per tant Y = Z i
la recta XY és perpendicular a Ls.

Exercici 6.29: Siguin A, B, C' tres punts alineats en un espai afi euclidia A. Demostreu que

d(A, B)
d(A,C)

|(A’B’C)| =

Fins a quin punt, doncs, la raé simple depén de la distancia?

AB = (A, B,C)AC

Solucié: Per definicio

que prenent normes dona el resultat.

La raé simple és un concepte afi que ha estat introduit sense recorrer al concepte de distancia. En
geometria axiomatica s’introdueix el concepte de distancia sense utilitzar el model algebraic que usem
aqui i amb aquest concepte i el concepte axiomatic d’ “estar entre” també es pot definir ra6 simple amb
la formula d’aquest exercici i un control del signe de (A, B, C) segons si A “esta entre” B i C, ete.

Exercici 6.30: Sigui L la varietat lineal de I’espai afi euclidia R* donada per

r—y= 07
z+t=3.
Trobeu el pla IT ortogonal a L tal que LNTI = {(1,1,1,2)}.

Solucié: Els vectors directors d’aquest pla es poden obtenir posant (z,z,z,3 —x) = (0,0,0,3) +
x(1,1,0,—1) + 2(0,0,1,0) i.e, L = (0,0,0,3) + [F] = (0,0,0,3) + ((1,1,0,—1),(0,0,1,0)) Per trobar
una base de F* posem

r+y—t = 0
z = 0

és a dir, els punts de F* son de la forma (x,y,0,x +vy) = 2(1,0,0,1) + y(0,1,0,1) i per tant F+ =
((1,0,0,1),(0,1,0,1)) i IT en coordenades és

rz—a 1 0

-b 0 1
rang | Do g o | =2

t—d 1 1

Tots els menors d’ordre 3 han de ser 0. Només cal considerar-ne dos, i obtenim

z = c
—rx—y+t = d—b—a
Per calcular L N1II resolem el sistema,
z = c,
—r—-—y+t = d—b—a
T—y = 0
T+t = 3
i obtenim
x = %(a—i—b—d—i—?))
y = szla+b—d+3)
z = c
t = Y(-a-b+d+6)

3
i imposant ara que aquest punt sigui el (1,1, 1,2) obtenim d = a + b, ¢ = 1, de manera que les equacions

de II son
z = 1
—r—y+t = 0
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Exercici 6.31: Sigui A I'espai afi R* considerat com a espai afi euclidia amb el producte escalar donat,
respecte de la base canonica de l'espai vectorial R, per la matriu

5 1 0 1

1100

0 0 3 0

1 0 0 1
Trobeu la distancia entre les varietats lineals de A segiients:

a) El pla IT determinat per (0,1,1,0), (1,1,1,1),i (-1,0,0,1); i la recta

r+y—=z = 1,
L:¢ 2x+t = 2,
2c+y—2z+t = 0.
b) Els plans
oy = t=2
I, : r+y—2=0, ; L, - r+y+z+ )
20+t =3. dor 4+ 2y + 2t = 0.

c) Les rectes Ly : (1,-1,0,0) 4+ ((0,1,0,1)) i

rTH+y—2z=2,
Ly:Sy+z+t=3,
z+z=-—1

Solucié: a) El pla IT és pot escriure com
II: P+[F]=(0,1,1,0) + ((1,0,0,1),(—1,—-1,—-1,1))

ila recta L com

Llavors F + G = ((1,0,0,1), (—1, -1, ~1,1),(0,1,1,0)) i
(F+G)* =((0,1,-1,0))
Ara descomponem
PO =(3,-1,1,-4) = a(1,0,0,1) + A(—1, —1,1,1) + 7(0,1,1,0) + §(0,1, —1,0)

i obtenim § = —1. I el modul de (0,1, —1,0) val

5 1 0 1 0

1100 1
(01—10)0030 _1:4,

100 1 0

per tant

b) Aquests plans es poden escriure com

L, : P+ [F] = (3/27 0, 3/27 0) + <<Oa 1, 170)7 (71/27 0, 71/23 1)>
I, : Q+[G]=(0,0,2,0)+ ((1,-2,1,0),(0,—1,0,1))

Llavors per calcular F' + G esglaonem la matriu

1 -2 1 0 1 =2 1 0
0 -1 0 1 0 -1 0 1
o 1 1 o] o o -1 -1
“1/2 0 -1/2 1 00 0 0
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i per tant
F+G={(1,-2,1,0),(0,-1,0,1),(0,0,-1,—1)).

Per trobar el seu complement ortogonal resolem els sistema

r—2y+z = 0
-y+t =0
—z—1 = 0

i obtenim (F + G)* = ((3,1,—1,1)) Ara ja només hem de descompondre 1@ a(F+G)a (F+G)*,.

(—3/2,0,1/2,0) = a(1,—2,1,0) + B(0, —=1,0,1) + 7(0,0, -1, —1) + §(3,1, —1,1).
Obtenim 6 = —5/12.

Per tant,
5 1 0 1 3
5 1 1.0 0 1 5
d(H1,H2)—\—E (3 1 -1 1) 003 0 . _E\/@
1 0 0 1 1

¢) La segona recta es pot escriure com Lo : (—1,3,0,0) + [G] = (-1,3,0,0) + ((1,—3,—1,4)) Llavors
F+G=1{(0,1,0,1),(1,—-3,—1,4)). Per trobar el seu ortogonal resolem el sistema

y+t
r—3y—z+4t

Obtenim (F + G)* = ((1,0,1,0), (0, ~1,7,1)) Finalment

0
0

(25 74707 0) = OK(O, 1707 1) + B(L 717 71) 4) + 7(13 Oa 170) + 6(07 713 73 1)

Resolent obtenim § = —2/39.

Per tant
5 1 0 1 0
2 1 1 0 0 -1 2
d(Ly,Ly) = 39 ( 0 -1 7 1 ) 00 3 0 . = @\/149
1 0 0 1 1

continuar ULL
Exercici 6.32: Siguin O, A, B punts de l’espai afi euclidia R? i suposem que
d(0,A) =3, d(0,B) =5, ZOAB = g

a) Calculeu la matriu del producte escalar estandard de l'espai vectorial R? respecte de la base

(OA,0B).
b) Calculeu d(A, B) i la distancia entre O i la recta AB.

Solucié: a)

([ (04,04 (04,08 ( 9 15/2)
- <(74’0> (O ,0?> 15/2 25
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cosa que es veu directament amb el teorema del cosinus
AB*=0A* + OB?* —2-0OA-OBcosa =25+9—30/2 = 19.

(_171)
V19

d(0, AB) = \/ OA? — (A0, u)?

Fo= o0 (4 ) () -

El vector director unitari de la recta AB és u = de manera que

Per tant,

d(O,AB) = /9 —9/76 = \/675/76

També com abans podem calcular directament aquesta distancia utilitzant que a la formula de ’area
d’un triangle no importa quina base es trif.

1 1 V3
V19 .- h=-5.3. 2=
2@11 553
d’on
V3
219

Exercici 6.33: Sigui AABC un triangle d’un pla afi euclidia A i P € A un punt qualsevol de A.

Demostreu que les rectes per P perpendiculars, respectivament, a les rectes AB, AC i la mitjana
corresponent al vértex A (recta per A i pel punt mitja M de BC') tallen 'altura del triangle corresponent
al vértex A en segments iguals.
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Solucié: Prenem una referéncia ortonormal R = {H;ej,ea} on H és el peu de laltura des de A, e;
en direccio HC' i e en direccio HA. Aixi A = (0,a),B = (b,0),C = (¢,0),M = ((b+ ¢)/2,0), amb
a>0,c>0,0<0.

L’altura per A és doncs la recta x = 0.

La perpendicular per P = (p,q) a AC és la recta P + (v£ amb v = (—a, —c).

La interseccié amb x = 0 és doncs el punt Y = (0,y) amb

(p,q) + A(—a,—c) = (0,y)

e, A =p/a,y = q—c(p/a) = (aq — cp)/a.
La perpendicular per P a AB és la recta P + (uZ amb u = (a,b).
La interseccié amb x = 0 és doncs el punt X = (0,z) amb

(p7 q) + Aa,b) = (0,z)

ie, \=—p/a,x = q—b(p/a) = (ag — pb)/a.
La perpendicular per P a AM és la recta P+ (wZ amb w = (a, ((b+ ¢)/2)).
La interseccié amb x = 0 és doncs el punt Z = (0, z) amb

(P, @) + Aa, (b+¢)/2) = (0,2)

e, A= —p/a,z = g — (p/a)((b+)/2) = (2ag — p(b + ))/2a.
Ara ja es comprova directament que z = (x + y)/2.

Exercici 6.34: Considereu el conjunt
A={(z,y,21) € RYyz+y+z2—2t= ~1},

i 'espai vectorial
E = {(uy,up, u3,us) € RY uy 4 up + uz — 2ug = 0}.

Demostreu que (A, E) amb l'accio ¢ : A x E — A donada per
QD((SC, y,Z,t), (u17U2,U3, ’U,4) = (‘T +u1,y + ug, 2z +uz, t + U4),

és espai afi.

Observeu que 'espai vectorial ' admet dos productes escalars: I'induit pel producte escalar ordinari
de R%, que denotarem (, )1, i el donat a l'exercici 9 de 'apéndix A de [2], que denotarem (, ). Per tant,
tenim dos espais afins euclidians: (A, E, (,)1) 1 (A, E, (,)2).

Per a cadascun d’aquests dos espais afins euclidians calculeu:

a) La distancia entre els punts P = (1,1,1,2) i Q = (0,0,0,1/2).
b) Els angles del triangle APQR, amb R = (1,0,0,1), i la seva suma.

c¢) La distancia entre el punt P i la subvarietat lineal
L={(z,y,2z,t) e Az +y+2z+t=0}

Nota: L’hiperpla A és Ihiperpla tangent a I’hiperboloide de dos fulls 22 +y? + 22 —t2 = —1 en el
punt (1,1,1,2). Aquest hiperboloide és un model de 'espai hiperbolic de dimensi6é 3, quan sobre ell es
considera la métrica induida per la métrica de Lorentz de R*, donada a I'exercici 9 de I'apéndix A de [2].
La meétrica de Lorentz no és definida positiva, pero la seva restriccié a 'hiperpla si que ho és. Exercici
proposat per Carmen Safont.

Solucié: a) Amb la métrica habitual

d(P,Q) = |PQ| = \/15/2

Amb la meétrica de Lorentz

1 -1
aPQ=PGl= (-1 -1 -1 -32)| =
~1 ~3/2
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b) Angle en P.

J@P—fz (-1,-1,-1,-3/2)(0,-1,-1,-1) V7
T3

cos P = _
IPQI| - 1P| NOZRYE
Angle en Q.
cosQ = QP - QR _ (1,1,1,3/2)(1,0,0,1/2) _ V7
|QPI - IQR| V3/3- /54 —
Angle en R.

RP-RG  (0,1,1,1)(-1,0,0,-1/2) 1

R R IROI 5743 VI5

Aquests tres angles sumen 7.

Amb la métrica de Lorentz.
Angle en P.
Hem de calcular ||P—}>{||

1 0
1 —1
IPE|= [(0 -1 -1 —-1) . =
-1 -1
aix{
1 0
(-1 -1 -1 =3/2) ! L j
-1 -1
cos P = = é
3/4 3
Angle en (). Hem de calcular ||Cﬁ||
1 1
1 0 3
IQEI = |(1 0 0 1/2) . o | =Vi
~1 1/2
1 1
(100 1/2) ! 1 1
-1 3/2
cos @ = / = 1
V/3/4/3/4 3
Angle en R.
1 —1
1 0
(011 1) . 0
-1 —-1/2
cosR = / = g
3/4,/3/4 3

arccos(v/3/3) + arccos(1/3) + arccos(2/3) = 3.2..... < .

¢) Fem el cas de Lorentz.
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Hem de trobar el subespai complement ortogonal al subespai director de L (que d’identifica amb L
ja que passa per l'origen). Com els punts de L son (z,y,2, —z —y — z) = 2(1,0,0,—1) + y(0,1,0,—1) +
2(0,0,1,—1) busquem (a,b,c,d) ortogonal a F' = ((1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)), és a dir, tal que

1 1
1 0

(abcd) 1 0 =0
-1 -1
1 0
1 1

(abcd) 1 0 =0
-1 -1
1 0
1 0

(abcd) 1 1 =0
-1 -1

Trobem F+ = ((1,1,1,-1))
Ara descomponem OP = (1,1,1,2) a F @ F+ (0=(0,0,0,0)).

(1,1,1,-1) = (1,0,0, —1) + 3(0,1,0, —1) + ~(0,0,1, 1) + &(1,1,1, —1)

Obtenim 6 =1
i per tant

V2.

d(P,L)=(1,1,1-1)= |(1 1 1 -1)

Exercici 6.35: Suposem que, en una certa referéncia, una afinitat d’un espai afi euclidia esta donada
per les equacions
r_
.’I:l — xl,

/
Ty = T1+ Ta.

Pot ser un moviment?

Solucié: L’aplicacié lineal associada té el valor propi 1 i un tnic vector propi. Aixd en principi és
compatible amb ser moviment, perd pel Teorma A.34 de [2] sabem que les isometries del pla o tenen dos
vectors propis linealment independents de valors propis 1 i —1 respectivament, o no tenen vectors propis
(excepte la identitat). Aquest argument no depén de la referéncia elegida per donar I'afinitat, aixi que
I’afinitat donada no pot ser un moviment.

Nota. També es pot veure aquest resultat d’altres maneres. Per exemple, si la matriu del producte
escalar en la referéncia donada és
E F
Fr G

la condici6 de moviment || f(v)|| = ||v|| s’escriu (Porigen (0,0) és fix)
Ex? + 2Fxy + Gy* = Ex® + 2Fz(x + y) + G(z + y)?

de la que deduim
z2F+G)+yG =0, Vz,yeR

i per tant G = 0 contradiccio.
També es pot argumentar que 'afinitat donada té una recta de punts fixos i aixo implica que ha de
ser una simetria respecte aquesta recta, pero llavors tindria un segon vector propi. Etc.
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Exercici 6.36: Suposem que, en una certa referéncia, una afinitat d’un espai afi euclidia esta donada

per
xzh \ 9 20 T 1
ay )\ -4 -9 To 5 )7
Podem dir que és un moviment? I si la referéncia és ortonormal?

Soluci6: Si la referéncia és ortonormal no és un moviment ja que la matriu de la part lineal no és
ortogonal.

Com els valors propis de la matriu de la part lineal sén 11 —1 podria ser que aquesta afinitat representés
un moviment. Els vectors propis son v = (5,—2) i v = (2, —1).

Per que sigui un moviment aquests vectors propis han de ser ortogonals (Teorema A.22 de [2]).

Si imposem que B = (u,v) sigui base ortonormal d’un cert producte escalar que respecte la referéncia

inicial s’escrigui com
j E F
T\ F G

obtenim que aquest producte esta donat per la matriu

5 12
I= ( 12 29 )
Aixo és pot veure per calcul directe o per la férmula del canvi de base de les aplicacions bilineals.

Sabem que
M(I,B) = M(B,C)'M(I,C)M(B,C)

on C és la base de la referéncia inicial. Per tant si volem M (I, B) = id tenim

waey = preomeon =1 2 2 (5 ) =(5 w )

Prenem com nova referéncia R’ = {(0,0);u,v} de manera que

1 0 11
M(f,R)=| 0 -1 -27
0 0 1

La darrera columna prové d’escriure f(0,0) = x(5, —2) +y(2,—1) = (1,5). Com R’ és ortonormal és clar
que aquesta matriu representa un moviment.
I aquest moviment canviat de base és el que ens dona ’enunciat, en efecte,

M(f,R)=MR , RIM(f,R)MR ,R) = -4 -9]|5

que és exactament l’afinitat donada al principi del problema.
Resumint, l'afinitat donada és un moviment respecte el producte escalar que fa ortonormal la base de
vectors propis.

Exercici 6.37: Escriviu, respecte de la referéncia canonica de I’espai afi euclidia R?, les equacions d’un
gir g : R? — R? d’angle 7/6 radians en sentit antihorari.

a) Sigui M(g,C) la matriu, respecte de la base canonica de I'espai vectorial R?, de Paplicacio lineal §
associada a aquest gir. Comproveu que és una matriu ortogonal.

b) Calculeu M (g, B) quan B = (u,v) amb

1 1
=51, v= L),

¢) Demostreu que la matriu M(§, D), on D és una base ortonormal de R?, només pren dos valors,
segons que D tingui la mateixa orientacié o no que la base canodnica.
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Solucioé: a) Si P = (a,b) és el centre del gir

V3/2 —1/2 a
M(g,C)=1| 1/2 V3/2 b
0 0o 1

(per comprovar que és sentit antihorari és suficient en mirar on va a parar el punt (1,0)). Aixi és clar
que M (g,C) és ortogonal.
b)

M(g,B) = C,B)M(g,C)M(B,C)

- 2L D)0 )G )
(7 4)
és a dir, hem obtingut que M(g,B) = M(§,C)

¢) Les matrius ortogonals 2 X 2 s’escriuen d’una d’aquestes dues maneres segiients segons tinguin
determinant 1 o —1 (per a un cert valor de v, vegeu la Nota més avall).

p_( cosy — sin vy 0= cosy  sinvy
~\ siny  cosvy ’ ~ \ siny —cosvy
Llavors es veu directament que

PRl PO
Sl

M(Q,B) = QM(@,C)Qt = (

(¢ 4)

Vv3/2  1/2
1/2 —\/5/2)

Nota. Si

és ortogonal tenim

A+ = 1
cA+d2 =1
ad —bc = =1
ac+bd = 0
i per tant
a=cosa,b=sina, c=cosf,d=sinf3
amb

ac+ bd = cos(a— ) =0
ad — be = sin(a — ) = +1
Per tant, « = 8+ 7/2 0 a« = B+ 37/2 i tenim el resultat.

Exercici 6.38: Sigui f un moviment d’un espai aff euclidia A. Demostreu que

(/) = jnt d(P.£(P).

Solucié: Recordem que 7(f) = |lus|| on us és el vector de lliscament. (Definicié 6.12 de [2]). Descom-
ponem l'espai vectorial E associat a A en suma directa

E = ker(f —id) @ ker(f — id)*
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i per qualsevol punt P descomponem
Pf(P =ufy +v.

Es a dir, el vector de lliscament és la component sobre espai de vectors propis de valor propi 1 del vector
Pf(P) quan el descomponem a la suma directa anterior. Aquest vector us no depén de P.

Aixi
i — i — |2 2
jnf d(P, f(P)) = IyéfAIIPf(P;H—;}é&\/llwll + ]

= lugll-

Perqué la darrera igualtat sigui certa només necessitem que existeixi un punt P tal que P f (P) sigui un
vector propi amb valor propi 1. Aixo passa sempre que f tingui alguna subvarietat invariant (observacio
6.14 de [2]). Pero a I'observacié 6.20 del mateix llibre es comenta que tot moviment té o bé un punt fix
0 bé una recta invariant.

Exercici 6.39: Si f és un lliscament d’un espai aff euclidia de dimensi6 tres, demostreu que el vector de
lliscament v ¢ esta donat per la férmula

vp = %(erid)Pf(P :

on f és Daplicaci6 lineal associada a f i P és un punt qualsevol.
Solucié: Per definicio de lliscament (en dimensié 3) Paplicacio lineal associada f té dos vectors propis
de valor propi 1 i un vector propi de valor propi —1 Com vectors propis de valors propis diferents d’una
isometria son ortogonals tenim
R® = ker(f — id) @ ker(f — id)* = ker(f — id) & ker(f + id)
Aixi, per definici6 de vector de lliscament, tenim
Pf(P)=us+v, us€ker(f—id),v € ker(f + id)

Per tant
(f—f—id)(Pf(P;) = (f4id)(uf +v) =uy +up —v+v=2us

com voliem veure.

6.3 Geometria Projectiva

Exercici 6.40:

a) Traceu, utilitzant Gnicament un regle, la recta que uneix un punt d’un full de paper amb el punt
d’interseccio de dues rectes del full que es tallen fora d’aquest.

b) Donades dues rectes paral-leles i un punt fora d’aquestes, traceu, usant només un regle, la recta que
passa per aquest punt i és paral-lela a les rectes donades.

Solucié: a) Diguem A al punt i r, s les dues rectes donades. Tracem dues rectes qualsevol per A que
tallen r 1 s en punts A’, A” respectivament (utilitzo la notacio de la figura de exercici 1.19, teorema de
Desargues).

Des d’un punt qualsevol I de AA’ tracem una tercera recta auxiliar que talla r en un cert punt B’.

Des d’un punt qualsevol J de AA” tracem la recta JI. Sigui K la interseccio d’aquesta recta amb la
recta A’A”. Sigui B” la intersecci6 de la recta KB’ amb s.

Sigui B = JB” NIB’. Larecta BA és la recta buscada ja que talla 7 i s en O.

L’apartat b) és idéntic a I'apartat a) només que les dues rectes inicials donades son paralleles.

Exercici 6.41:
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a) Les rectes p, p’ (que es tallen en el punt A) i les rectes g, ¢’ (que es tallen en el punt B) formen un
quadrilater. Una recta a que passa per A talla g i ¢’ en Q i Q' respectivament, una recta b que
passa per B talla pip’ en P i P’ respectivament. Trobeu el lloc geomeétric dels punts PQ N P'Q’
en variar a i b.

b) Els costats d’un triangle variable passen per tres punts fixos P, @, R que estan collocats sobre una
mateixa recta. Dos dels vértexs estan col-locats sobre dues rectes fixes r, s. Demostreu que el lloc
geométric determinat pel tercer vértex és una recta concurrent amb les anteriors.

Solucié: a) Apliquem Pappus a les rectes a, b.

Sobre a tenim els punts A, Q’, Q. Sobre b tenim els punts B, P, P’. Atenci6 a 'ordre, ja que ara unim
primer amb segon, segon amb primer, etc

Per tant els punts I = APNBQ’ = pN¢’ (punt donat i fixat de bon principi), J = AP'NQB =p' Ngq
(punt donat i fixat de bon principi), i X = PQ N P'Q’ estan alineats. és a dir, el lloc geometric buscat,
quant a i b varien, és la recta IJ.

En coordenades. Prenen.1> I =pnNq com origen de coordenades amb primer eix sobre p i segon sobre ¢'.
Concretament R = {I; I A, I’ﬁ}
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Aixi tindrem I = (0,0),4 = (1,0),C = (¢,0),P = (p,0),D = (0,d),B = (0,1),Q" = (0,¢'), amb
a,b,c,d € R fixats i p, ¢’ € R variables.
Recta BC.
z y 1
1 1|=0
c 0 1
ésadir,x+cy—c=0.
Recta AD.
z y 1
1 0 1]=0
0 d 1
és a dir, —dex —y+d=0.
Per tant d-1) die—1)
¢ c—
=ADNBC = .
7 nBe (dc—l’dc—l)
Recta PB.

és a dir, x +py —p = 0.

Aixi (1) d )
P=pPBnAD = (2 —P
: ( 1—dp’ 1-—dp )
Recta AQ'.
z y 1
1 0 1]=0
0 ¢ 1

és adir, —¢'x —y+q¢ = 0.
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Per tant
c1-¢) ¢(1- C))
1—cq¢ ' 1—cq
Finalment trobem les equacions de les dues rectes que hem d’intersecar: PQ i P'Q’.
Recta PQ.

Q=AQ NBC = (

T Y 1

P 0 11=0
cl=q) d'(1=c) 4
1—cq’ 1—cq’

que desenvolupant per la primera fila ens déna

—(1-cz+((c—p)+cd'(p—1)y+pd(1—c)=0

Recta P'Q’.
T Y 1
0 q 1]=0
p(l—d) d(1—p)
1—dp 1—dp

que desenvolupant per la primera fila ens déna

(¢'(1—dp)+d(p—1))z+p(l—dy+pg(d—1)=0.
Aixi (resolent els sistema format per aquestes dues ultimes equacions, millor amb ordinador) obtenim

c(d —1)pq' dpq'(c —1)
c(dpq' +d —q') —dp’ c(dpq' +d —q') — dp

X=PQNPQ = )

punt que clarament pertany a la recta
d(c—1)

v= e(d — 1)30
que és la recta I.J.

b) Aclarim lenunciat. El vértex A es mou sobre r i B queda llavors determinat com B = AP Ns. Es
demana el lloc geometric de C' quan A varia en r (i, per tant B varia en s). Observem que C' = AQ N BR.

trajectoria de C quan Aes mou ar

Si movem A sobre r obtenim la figura segiient.
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trajectoria de Cquan Aesmouar

Per resoldre aquest exercici només hem d’aplicar Desargues als triangles AABC i AA’B'C’ (aquest
segon triangle s’obté movent A sobre r),

ABNA'B" = P
ACNAC = Q
BCNBC R

Per tant, les rectes AA’, BB’ i C'C’ sén concurrents (en S, i aixo acaba el problema).

Solucid analitica. Sigui S = r N s i denotem per M, N res_p_e_(;tivament els punts d’interseccié de les
rectes r, s amb la recta P, @, R. Prenem la referéncia R = {S; SM, S—Z\}f} Aixi A =(0,a),B = (b,0),P =
(p71 _p)vQ = (Q71 - q)vR: (7‘,1—7‘).

Per trobar B imposem que A, B, P estiguin alineats.

0 a 1
b 0 11=0
p 1-p 1
i obtenim
_ ap
a+p—1
L’equaci6 de la recta AQ s’obté posant
T Y 1
0 a 11=0
q l—q 1

i obtenim
(a+q—1)x+qy—qa=0.

L’equaci6 de la recta BR s’obté posant

T Y 1
b 0 1|=0
r 1—7r 1

i obtenim
(I-r)ax+b-—r)y+br—-1)=0,
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que substituint el valor de b déna
(I=r)a+p—1z+(ap—r(a+p—1))y+ap(r—1)=0.
Per obtenir el punt C' només hem de tallar les rectes AQ i BR. Obtenim

aq(p — ) Y= a(r —1)(¢ — p)
alp—7r)+@p—1)(g—71) alp—7r)+({p—1)(g—r)

€Tr =

de manera que
(r—1(g—p)
alp—)

que no depén de a i és una recta per lorigen (S), com voliem veure.

y:

Exercici 6.42: Una recta d talla els costats AB, BC, C'A d’un triangle ABC en A’, B, C’ respectivament.
Sigui L= AB'NBC'M = BC'NCA"i N =CA'NAB'".
Demostreu que les rectes AM, BN, i C'L sé6n concurrents.

Solucié: Considerem els triangles AABC' i MNL. Observem que

ABNMN = A
ACNML = '
BCNNL = B

138



e
we®
wun®
LA

Com A’, B’,C’ estan alineats les rectes AM, BN, C'L séon concurrents.

Exercici 6.43: Demostreu que si X i Y sén punts sobre les rectes PR i QS del quadrilater PQRS
respectivament, llavors T'= QX - PY, U = SX - RY,i B = PS - QR estan alineats.

Solucié: Només s’ha d’aplicar el teorema de Pappus als punts P, X, Ri Q,Y, .S, en aquest ordre.
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Exercici 6.44: Donada una recta r i dos punts A, B fora d’aquella, trobeu la intersecci6 de r» amb la
recta A, B sense dibuixar en cap moment la recta A, B. Enuncieu i resoleu el problema dual.

Solucié:
1. Afegim un tercer punt C.
2. Considerem els punts J = ACNr, K =BCNr.
3. Sobre una recta auxiliar per .JJ tracem dos punts arbitraris A’, C".
4. Denotem O = AA'NCC".
5. Tracem OB.
6. KC'NOB=H
7. El punt buscat ¢s [ = A’B' Nr.

I ara és Desargues des de O aplicat als triangles AABC, ANA’B'C'.
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L’enunciat dual seria “Donat un punt R i dues rectes a, b que no el contenen, trobeu la recta que passa
per R i pel punt d’intersecci6 de les dues rectes a, b sense dibuixar en cap moment el punt d’interseccioé
deaibd”

1. Afegim una tercera recta c.

2. Considerem les rectes j = (aNc)UR, k= (bNc)U R
Sobre un punt auxiliar de j tracem dues rectes arbitraries a’, ¢’.

Considerem la recta o = (aNa’) U (cN¢).
Considerem el punt o N b.

Tracem la recta (kN )U(oNb) =V

A

La recta buscada és (' Nb') U R.

I ara és Desargues aplicat als triangles A(R, (aNj), (bNk)), A((anda’), (bNo),(a’ NY)).

18Fn aquest context la unié de dos punts és la recta que determinen.
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Exercici 6.45: Demostreu el segiient cas especial del teorema de Pappus: si A, B, C' séon punts diferents
sobre una recta r i A’, B’,C’ son punts diferents sobre una altra recta s, i si les rectes AA’, BB',CC’
son concurrents, llavors els punts P = BC' - B'C,Q = AC' - A'/C,R = AB’ - A’B estan sobre una recta
concurrent amb 7 i s.

Soluci6: Desargues aplicat als triangles AAB'C' 1 AA’BC".
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6.4 Coniques i quadriques

Exercici 6.46: Sigui Q la quadrica projectiva d’equacio:
—2t% 4+ 2t + 4x? — 2ty + 22y — Atz + 4oz — dyz = 0.
a) Classifiqueu-la.

b) Counsidereu el feix de plans que contenen la recta

o

r+y—z =
y+z+t = 0

Prenent cada un dels plans d’aquesta familia com a pla de l'infinit, quina és la quadrica afi que
determina ’equacio de 'apartat anterior?

Soluci6: a) Standard. Matriu associada

4 1 2 1
1 0 -2 -1
2 -2 0 =2
1 -1 -2 =2

Polinomi caracteristic, z* — 223 — 2322 + 442 + 4. Dos canvis de signe, 7+ = 2 i rang r = 4, per tant
index i = 2.
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b) El métode ‘directe’ porta a unes equacions quasi intractables. Farem el canvi de variable pensant
en el feix de plans i no en la quadrica.

X=x+y—=z
Y=y+z+t
Z =z
T=t

respecte el qual el feix de plans és Y = AX i que té com canvi invers

r=X-Y+2Z+T

y=Y —-7Z-T
z2=4
t=T

Substituint a 'equacié donada de la quadrica obtenim
272 +4TX —ATY +10TZ +2X? —3XY +9XZ +Y? -9V Z + 122
Tornem a canviar la notacié, i ara el problema és estudiar la interseccié de la quadrica
2t% + dtx — Aty + 10tz + 222 — 3xy + 92z + y° — Jyz + 1222 = 0,

amb el feix de plans y = Azx.
Ara la substitucio és facil i dona

22N = 1)(N —2) + 1222 + 2t + dat(1 — X\) 4 9z2(1 — \) + 10tz = 0
El polinomi caracteristic de la matriu associada a aquesta forma quadratica és

41
—2® + 22\ — 3\ 4 16) + x(z

13, 11, AN-—1
N —
2 4 )+ 2
Les arrels a, b del polinomi de segon grau que és el coeficient de x compleixen que —1 < a < b < 1. I
aquest coeficient és positiu per a A < a i A > b,

El polinomi de segon grau coeficient de x? és sempre positiu.

Fem una taula dels signes dels coeficients del caracteristic.

A<—=1,  —+4+, rt=1
-1 <A <a, —++4+—, rt=2
a<\<b, —4— rt=2
b< A<, —+4—-, rt=2
L<A  —+4+, =1

Si A2 # 1 el rang és 3 (recordem que el terme independent del caracteristic és el determinant). I
l'index és en tots els anteriors casos igual a 1, ja que 4 = min{r™,r — r} = 1. Quadrica projectiva no
singular.

Afinment, doncs,

(1,0, ooy ioo) = (4,2,3,1).

Hiperboloide d’un full. Vegeu la taula de la pagina 175 de [1].

Cas A2 = 1. En aquest cas el rang és 2. I el caracteristic té un canvi de signe, r* = 1. Per tant, index
1 = 1. Dues rectes. Afinment, doncs,

(ry 4, ooy ioo) = (4,2,2,1).

Paraboloide hiperbolic.
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Exercici 6.47: Classifiqueu les coniques afins segiients:
a) 22 — 6xy + 8y? + 2y = 0;

b) x? 4+ xy + 4% —1=0;

c) 222 +3y? — 22y + 4w + 3y +4 =0;

d) 22 +y? -2y +2x -4y +4=0;

e) x? —2zy +2x — 6y — 3 =0.

Exercici 6.48: Doneu la classe projectiva i la classe afi, les equacions canoniques de les segiients qua-
driques afins:

a) 222 +3y? — 22 — 5 —2xy + 2wz +4dyz — 2y + 4 = 0;

b) 2% +2y? + 22 +4yz — 622 — 22 + 8y — 22+ 9 = 0;

c) 22 +5y? — 422 + 4oy — 2yz + 2y — 1 = 0;

d) 222 — 3y? — 222 — 8z + 6y — 122 — 21 = 0;

e) 222 +y? — 422 —doy —dyz — 4y — 22+ 2 = 0;

f) 22+ 3y% — 322 + 3 + 6y + 622 — 142 + 6yz — 2y = 0.

Exercici 6.49: Classifiqueu la conica obtinguda per la interseccié de la quadrica afi de R3 definida per
daz+y> =0

amb el pla az + z = 1.
Solucié: Si a = 0 tenim la parabola 4z + y? del pla z = 1. Per estudiar el cas general a # 0 substituim

2z =1—ax al'equaci6 de la quadrica i obtenim —4az? + y? 4+ 42 = 0 de matriu associada

—4a
0
2

)

té rang p = 2. El caracteristic és 22 + x(4a — 1) — 4a. Si a > 0 (independentment del signe de 4a — 1)
tenim T = 1 i per tant index i = 1. Si a < 0 tenim 7+ = 2 i per tant index i = 0.
La matriu 3 x 3 associada a la quadrica té polinomi caracteristic

o= O
OO N

La part quadratica

2% + (1 — 4a)z® + 4(1 + a)x — 4

i per tant, rang p = 3.

Si a > 0 (independentment del signe de 4a — 1), tenim 7+ = 2 i per tant index i=1.

Sia < 0, els quatre coeficients del caracteristic tenen signes —, 7,7, —. Llavors, només observant que
els dos interrogants no poden ser a la vegada negatius, veiem directament que 7+ = 2 i per tant 1'index
ési=1.

Resumint, si a > 0 la quadrica es codifica per (p, i, p,7) = (2,1,3,1) (hipérbola) i si a < 0 la quadrica
es codifica per (p,i,p,1) = (2,0,3,1) (ellipse).

La figura és el cas a = 1.
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—l.L(l —x)+y2 =0 enelpla 2=0

1
1
1
21

|

-l.’L’(l—1)+y2:05nelplazz]_-5

Exercici 6.50: Classifiqueu segons el valor del parametre A les coniques del pla afi real donades per

2?2+ 2y +y? — 20z +2y+2=0.

Exercici 6.51: Si A, B,C és un triangle de referéncia del pla projectiu, doneu
I’equacio general de les coniques tangents en B i C als costats AB i AC respectivament.
Solucié: Podem suposar que tenim coordenades homogénies tals que A = [1,0,0], B = [0,1,0],C =

[0,0,1]. En imposar que la conica

az? + by? + c2® + 2day + 2exz + 2fyz =0

b=0
c=0

passi pels punts B i C obtenim

La recta tangent en B esta donada per

(:U Y z) =dr+ fz=0

o e

d
0
f

O~ O
—

i com aquesta recta ha de ser la recta AB (z =0) hadeser d=0 (i f #0).
Analogament, la recta tangent en C' esta donada per

a d e 0
(:17 Y z) d 0 f 0 )| =ex+ fy=0
e f 0O 1
h

i com aquesta recta ha de ser la recta AC' (y = 0)

adesere=0 (i f#0).
La conica és doncs

az® +2fyz = 0.
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Si @ = 0 tenim dues rectes. En cas contrari podem escriure 22 = A\yz, X # 0.

Nota. Podem pensar aquest problema directament al pla afi o aprofitar els calculs anteriors per
retrobar el mateix resultat. Suposem doncs primerament donat un triangle A, B, C del pla afi i posem
coordenades de manera que A = (0,0), B = (1,0),C = (0,1). En imposar que la conica

az? +by? 4+ ¢+ 2dxy + 2ex + 2fy =0

passi pels punts B i C' obtenim

a+2e+c=0
b+2f+c=0
La recta tangent en B esta donada per
a d e 1
(z y 1) d b f 0 |=(+e)z+({d+fly+(e+c)=0
e [ ¢ 1

i com aquesta recta ha de ser la recta AB (y =0) hadesera+e=c¢+c¢=0(id+ f#0).
La recta tangent en C' esta donada per

a d e 0
(z y 1) d b f 1 |=@d+e)r+b+fly+(f+e)=0
e [ ¢ 1

i com aquesta recta ha de ser la recta AC (z =0) hadeserb+ f=f+c=0(d+e#0).
D’aquestes igualtats deduim a = b=c= —e = —f (a # d) de manera que la conica és

az® + ay® + a + 2dzy — 2ax — 2ay = 0,
que suposant a # 0, podem escriure com
Pyl +2ay—22—-2y=0, MN#1 (13)

El caracteristic és —a2 + 322 + (A2 — 1)z — (X — 1) de manera que és facil veure que si |A\| < 1 queda
codificada per (2,0,3,1) i és una ellipse i si |A| > 1 el codi és (2,1,3,1) i és una hipérbola.

Ara intentarem recuperar aquest resultat a partir del resultat projectiu que hem obtingut abans.

Prenem com hiperpla de Uinfinit IT: 2 +y 4+ 2z = 0. La tnica condici6 per agafar aquest hiperpla i no
un altre és que els punts A = [1,0,0], B =[0,1,0],C = [0, 0, 1] donats a I'inici no hi pertanyin.

Identifiquem RP3\ Il amb = +y + z = 1. Els punts A, B,C pertanyen a aquest pla. Prenem la

referéncia aff en aquest pla R = {A4; AB, AC'}. Els punts (x,y,z) d’aquest pla tenen coordenades afins
(2, y") respecte R donades per

(l’,y,Z) - (17()’0) = 37/(—1, 170) + yl(_laov 1)

=y
y' ==z
(recordem = +y + z = 1).
Llavors I'equacié 22 = Ayz, A # 0, obtinguda a la primera part del problema, en coordenades afins
esdevé
Q—y—22=dyz=14+9>+22 -2y =22+ 2+ Nyz=0,A#0

que és 'equacio (13) abans obtinguda (canviant x,y per y, z).

Exercici 6.52: Classifiqueu les coniques afins
a) 22 +5zy +y*> —2x —y+1=0;
b) (z+2y)>+2z—y+3=0.
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Exercici 6.53: Donada la quadrica de ’espai projectiu real
224y 2% -t —2u2 4 2z + 22t =0

i un hiperpla IT que passa pel punt [1,0,1,0],

a) Classifiqueu-la.

b) Classifiqueu-la afinment si el pla de I'infinit és II.

Solucié: a)' El polinomi caracteristic és

1—2 0 -1 0

0 1—x 1 0 4 3 2

1 1 1— 2 1 =" —2x° — 3z + 4x.
0 0 1 -1 —=x

Per tant, rang » = 3 i com r* = 2 I'index és i = 1. Un con.

b) L’hiperpla ax+by+cz—+dt = 0 compleix a+c = 0, de manera que I'escriurem com az+by—az+dt =
0.

Suposem a # 0. L’hiperpla es pot escriure doncs x + by — z + dt = 0 Substituint * = z — by — dt a
I’equacié de la quadrica tenim

(z—by —dt)> +y° + 22 =12 = 2(z — by — dt)z + 2yz + 22t = (1 + %)y + (d® — 1)t* + 2bdty + 2tz +2yz = 0

El polinomi caracteristic és —z3 + (b + d?)z? + (b® — d? + 3)z — (b — d)?, per tant, si b # d, tenim rang
Too = 3,17 =2 (no depeén del signe del coeficient de z) de manera que i, = 1. Es tracte, doncs, de la
quadrica

(ry 4,700y ioo) = (3,1,3,1).

Con.
Sib=d, tenim rang ro, = 21 iy, = 1. Es tracte, doncs, de la quadrica

(i, Tooy loo) = (3,1,2,1).

Cilindre hiperbolic.

Falta estudiar el cas a = 0. En aquest cas I'hiperpla és by + dt = 0. Si b # 0, y = ut que substituint
a l'equaci6é de la quadrica ens déna

2+ (2 = D422 =202+ 2(p+ 1)zt =0
El polinomi caracteristic és
l—2 -1 0
-1 1-= pA41 = 2%+ (p? + D + (—p® +2p +3)x — (14 p)?.
0 pu+l p?2—-1-2
Sip=—1,elrang és roo = 1 i7" = 1, per tant index i, = 0. Es tracte, doncs, de la quadrica

(r, 1,700y ioo0) = (3,1,1,0).

Cilindre parabolic.
Sip# —1, el rang és ro, = 3 1 el caracteristic té, independentment del signe del coeficient de x, dos
canvis de signe, 7T = 2, per tant index i, = 1. Es tracte, doncs, de la quadrica

(Taivrooaioo) - (3, 1,3, ].)

Con.

19Es veu directament que aquest polinomi es pot escriure com (z — 2)2 + (y + 2)2 — (z — t)2, és a dir, X2+ Y2 - 22 =,
un con.

148



Exercici 6.54: Donada la quadrica de ’espai projectiu real
x? — 2wy + 2wz 4+ 2% — dyz + 2yt — 4zt — 4t2 =0
i un hiperpla IT que passa pel punt [4,3,2,—1],
a) Classifiqueu-la.
b) Classifiqueu-la afinment si el pla de I'infinit és II.
Exercici 6.55: Considereu la conica aff 32 + 22y — 22 + 4y = 0.
a) Classifiqueu-la.
b) Trobeu 'equaci6 de la recta tangent en el punt de coordenades afins (0,0).
c) Trobeu el centre.
Exercici 6.56:

a) Classifiqueu la quadrica de RP3
—day + 22 —t* =0.

b) Classifiqueu, en funci6 del parametre A, la  quadrica afi que s’obté
restringir la quadrica anterior a I'espai aff RP3 \ II, on

Hiz—y+Az—t=0.

Soluci6: a) El polinomi caracteristic és

—x -2 0 0
-2 —T 0 0 4 2

0 0 1-2 o |"% 7T
0 0 0 -l-uz

per tant rang r = 4, 7T = 2 i per tant index i = 2. Quadrica reglada.

b) Substituint x = y 4+t — Az a 'expressié de la quadrica?’ obtenim
—4y? + 2% — 2 + 4hyz — Ayt = 0.
El polinomi caracteristic és

—4—xz  2) -2
20 1-= 0 = —2% — 42 + (54 4\?)x + 4\?
-2 0 —1—-x
Si A # 0, tenim rang ro = 3 i index i, = 1. La quadrica aff és doncs

(ry 4, 7oy ico) = (4,2,3,1).

Hiperboloide de 2 fulls ([1], p. 164)
Si A =0, tenim rang 7o, = 2 i index i, = 1. La quadrica aff és doncs

()4, ooy ioo) = (4,2,2,1).

Paraboloide hiperbolic.

Exercici 6.57:

en

20Sempre que fem aquest procés obtenim una quadrica que depén només de les variables y, z,t i que manipulem a partir
d’aquest moment com si estigéssim en el pla z = 0. Pero les quadriques donades per ’equaci6é anterior amb y, z,t en el pla

z=0o0enelplar=y+t— Az son afinment equivalents, ja que una és projeccio de ’'altra.
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a) Classifiqueu la quadrica de RP?
x? —day 4+ 222 —t2 = 0.

b) Classifiqueu, en funci6 del parametre A, la  quadrica afi que s’obté en
restringir la quadrica anterior a l'espai afi RP3 \ II, on

IIix—y+z2=0.

Exercici 6.58:

a) Classifiqueu la quadrica de RP?
2?4+ 22z —t2 =0.

b) Classifiqueu, en funci6 del parametre A, la  quadrica afi que s’obté en
restringir la quadrica anterior a I'espai aff RP3 \ II, on

IT:2x+ Ay —3z=0.

Solucié: La matriu associada és

O = O =
o O OO
o O O
o O O

-1

El polinomi caracteristic és 2% — 222 — x i per tant rang r = 3 (el determinant és el terme independent
i hi ha menors 3 x 3 diferents de zero). I r* = 1, d’on I'index 7 = 1. Per tant, és un con (vegeu [1], p.
103).

Substituint x = %z — %y a I’equacié de la quadrica obtenim
X i S S Vo
J— —z — —_ = z =
1Y T 2™

El polinomi caracteristic de la matriu associada és

A 5
T-z -0 0 s 1T+ A2

A2 0 =—a% +(

0 —1—=z

21 4+ 2)2 A2
2 —
AR S e o

SiA=0, el rang és ro, = 2icom r™ = 1, I'index és i, = 1, de manera que la quadrica afi és
(74, Toos o) = (3,1,2,1)

Cilindre hiperbolic.
SiA#0, el tang és roo = 3 i com rT = 1, I'index és i, = 1, de manera que la quadrica afi és

(T7i7r007ioo) - (3, 1,3, ]_)

Un con.
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