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Capitol 1

Programa de ’assignatura

Fem una distribucié de les aproximadament 45 hores de classe de teoria
d’aquesta assignatura.

(1) Corbes de R3. Longitud.

(2) Parametre arc.

(3) Pla osculador, pla normal i pla rectificant. Contacte.

(4) Corbes planes.

(5) Férmules de Frenet. Expressié canonica local.

(6) Teorema fonamental de la teoria local de corbes.

(7) Contacte entre corbes i esferes o plans. Esfera osculatriu.

(8) Comentaris historics sobre els inicis de la geometria diferencial.
(9) Comentaris historics sobre els inicis de la geometria diferencial.

10) Superficies de R3. Definicié i exemples.

11) Grafiques i valors regulars.
Funcions diferenciables sobre superficies.
13) Espai tangent. Diferencial d’una aplicacié entre superficies.

14) Primera forma fonamental. Area.

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(
(
(12
(
(
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(15) Isometries.
(16) Aplicacié de Gauss. Endomorfisme de Weingarten.

(17) Segona forma fonamental. Linies de curvatura. Enunciar el teorema
fonamental de la teoria local de superficies.

18) Superficies reglades.

19) Teorema de Monge.

20) Curvatura normal. Interpretacié geometrica.

21) Teorema de Meusnier.

22) Férmula d’Euler. Teorema d’Olinde.

23) Indicatriu de Dupin.

24) Teorema egregi.

25) Equacions de Codazzi Mainardi. Enunciar el teorema de Bonnet.

26) Curvatura geodesica.

28) Equacié de les geodesiques. Geodesiques com minimals de longitud.

29) Angle d’inclinacié.

30) Teorema del defecte.

31) Camps vectorials a R™. Corbes integrals.

32) Aplicacions multilineals alternades.

33) Formes a R".

34

Diferencial exterior.
35) Formes sobre superficies (excloent diferencial exterior). Element d’area.

36) Subvarietats.

(18)
(19)
(20)
(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)
(27) Férmula de Liouville.
(28)
(29)
(30)
(31)
(32)
(33)
(34)
(35)
(36)
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37) Subvarietats amb vora.

38

Integracio de formes.

39) Teorema del canvi de variable.

40) Teorema de Stokes. Férmula de Green.

42) Repere mobile.

43) Teorema de Gauss-Bonnet a partir del metode de la referéencia mobil.

44

(37)

(38)

(39)

(40)

(41) Teorema de Gauss-Bonnet.
(42)

(43)

(44) Integrals de camps sobre corbes i superficies.
(45)

45

Teoremes de la divergencia i el rotacional. Enunciar el lema de Poincaré.
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Capitol 2

Recordatori d’alguns resultats
d’analisi

Diferencial d’una aplicaci6

Definicié 2.0.1 Sigui

una aplicacié diferenciable', i sigui P € R™. La diferencial de f en P és
Uaplicacio lineal dfp : R™ — R™ que té per matriu respecte de les bases
canoniques

or ot o

dx, Oxe = Oz,

o or of o

< ) = Oxy Oxy Oz,
Oz ) i= 11 ..... m : : :

o afm afm afm

Oxry Oxy = Oz,

'En general, quan es diu diferenciable s’hauria d’especificar si ens referim a funcions
de tipus C*, C* o C¥. En aquestes notes assumirem que diferenciable vol dir C*, la qual
cosa vol dir que tenim derivades parcials de tots els ordres.

13
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on totes les derivades parcials de la matriu® estan valorades en P.

Aixi, siv = (vq,...,v,) € R", el vector dfp(v) és el vector que té respecte
de la base canonica de R™ les components de

aft o ft

ge; T Om, o (grad f1(P), )
dfp(v) = oL .| = :

ofm ofm ; (grad f™(P),v)

81’1 8% |P "

Sin = m = 1 la diferencial en el punt ¢; € R és l'aplicacié lineal de
df, : R — R donada per

df, (1) = f'(to)t.

Es a dir, és I’aplicacio lineal que consisteix en multiplicar per la derivada en
el punt.

Nota 2.0.2 Observem que donada f : R™ — R™ diferenciable podem pen-
sar que df és una aplicacio de R™ a les aplicacions lineals de R™ a R™,

df : R" — L(R",R™)

que associa a cada punt laplicacio lineal donada per la matriu jacobiana,
valorada en aquest punt.
En aquest sentit es diu que df és una 1-forma a valors vectorials (vegeu

la nota 14.2.4).

Regla de la cadena

Si tenim les aplicacions diferenciables

R™ 45 R" L5 R

2 Aquesta matriu també es denota a vegades com

o(ft..., ™)
8(.’1?1,...,37n)



Geometria Diferencial Classica 15

i P e R™ llavors
d(f o g)p = dfgp) 0 dgp
Recordem que a la composicié de funcions correspon el producte de matrius,
respecte de les bases canoniques respectives.
Per exemple,® si prenem m =7 =2 in = 3 i denotem (u,v) les coorde-
nades cartesianes del primer R?, (x,v, z) les coordenades cartesianes de R? i
(1,m) les coordenades cartesianes del segon R?, tenim

g(uav) = (m(u,v),y(u,v),z(u,v))
flay,z) = (W(xy,2),n(z,y,2))

La versi6 matricial de la regla de la cadena ens diu que

dxr Oz
9 9 o oy 9y Qu ?
gu gv — or Oy 0z dy Oy
z z

ou  Ov P oxr Oy Oz 9(P) 5o P

cosa que permet calcular de cop les quatre derivades parcials de la matriu de
I'esquerra (de la funcié composta f o g) en funcié de les derivades parcials de

fig
Per exemple
O (z(u,v),y(u, v), z(u,v)) _ O(z,y,2) Oz (u,v)
3u [(uo,v0) a:L' |g(uo,v0) 8u [(uo,v0)
L Wy )
ay lg(wo,v0) ou |(uo,v0)
L w0
0z |g(uo,v0) ou [(uo,v0)
In short

00 _ 0vor wor 0vo
ou  Oxou  Oxrdu Oz du
Sim=1, g: R — R"iés costum escriure g(t) = (z1(t),...,z,(t)).
Sim=r =1, tenim
R R 4R

3Segueixo [?].
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i 'aplicacié f o g és una aplicacié de R a R, per tant la seva diferencial és
multiplicar per la derivada, i aplicant la regla de la cadena tenim la igualtat
matricial segiient

Es a dir, tenim la igualtat

Foaft) = % Jlalt) = f@)..ou0)

= (g(to))zi(to)

.1al’z’

1=

= (grad f(g(t0)), ¢'(t0))

Pero segons la definicié 2.0.1,

dfg(t0)(9'(t0)) = (grad f(g(t0)), v),

per tant J
dfy(10) (9 (t0)) = Euztof (9(t))

Si f:R" — R™ apliquem aquesta igualtat a cadascuna de les compo-
nents de f, i tenim el resultat segiient:

Proposicié 2.0.3 Sigus
f: R — R™
v (fia), @)

una aplicacio diferenciable, 1 sigus P € R". La diferencial de f en P és
laplicacio lineal dfp : R™ — R™ donada per

d

dfp(v) = dt o

f(g(t))

on g: R — R" és una aplicacio diferenciable tal que g(ty) = P i ¢'(to) = v.
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Es a dir,

dfP(U> = (<gradf1(P),v),...,<gradfm(P),v>)

= (G FOO G al)

Aquest valor no depen de la funcié g elegida, amb aquestes condicions, ja
que per a cadascuna de les components f* de f tenim

d

Gt o! (0(0) = {grad 1(P),v)

i aquest terme de la dreta no depen de g(t).

Teorema de la funcio inversa

Teorema 2.0.4 Sigui f : U C R* — R" diferenciable i P € U. Suposem
que dfp és un isomorfisme. Llavors f és un difeomorfisme local. Es a dir,
existeizen entorns oberts V de P a U 1 W de f(P) a R™ tals que f : V — W
és diferenciable, bijectiva, © amb inversa diferenciable.

A més la diferencial de f~! en un punt f(P) és la inversa de la diferencial

de f en P.
Es a dir,
A7) = (dfe) ™"

Teorema de la funcié implicita

Teorema 2.0.5 Sigui

F: R*xR"™ —s R™
(r,y) = F(z,y)

diferenciable. Sigui P = (z9,y0) € R™ x R™ tal que F(xg,yo) = 0 i suposem

det (8F ) # 0.
9y; ) p
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Llavors en un entorn obert de P podem posar y en funcié de x, y = y(z),
de tal manera que F(z,y(x)) = 0.2 Més concretament, existeir un entorn
obert U de xo a R™ i un entorn obert V de yo a R™ i una unica aplicacio
diferenciable f : U — V tal que F(z, f(z)) =0. Améssiz e U iyeV
compleizen F(z,y) =0, llavors y = f(x).

Es un corol-lari del teorema de la funci6 inversa, aplicat a la funcié (z, F(z,y))

Teorema d’existencia i unicitat de solucions d’una edo,
i dependencia diferenciable d’aquestes respecte de les
condicions inicials.

Teorema 2.0.6 Donat el sistema d’equacions diferencials ordinaries

%:Fi(fl(t)w-af”(t)), i=1,...,n

on les F' : U C R® — R sdn funcions conequdes definides sobre un obert
U de R" iles f' : R — R son funcions a determinar, i donat zo € U,
existeixen un entorn obert de xo, W C U, € > 0, i funcions diferenciables

fii(—ee) x W —R
tals que A
of'(t, )

ST = Fi(f'(t,2),..., f"(t,x)), i=1,...,n

Les f'(t,z) son iniques amb aquestes condicions.

Es pot adaptar facilment a equacions de segon ordre.

Teorema 2.0.7 Donat el sistema d’equacions diferencials ordinaries

ddjf = F'(f'(t),- -, [0, (@), (Y1), i=1,...m

4La funcié y = y(z) no es coneix en general explicitament, pero el teorema diu que do-
nada z hi ha una tnica y tal que F(z,y) = 0, aix{ que y queda determinada implicitament
per .
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onles F' : U x V C R* x R® — R s6n funcions conequdes definides sobre
un obert U x V de R?" i les f' : R — R sén funcions a determinar, i donat
(xo,y0) € U XV, existeizen un entorn obert de (xo,y0), W CU xV, € >0,
i funcions diferenciables

fii(—ee) x W —R

tals que
o fi .
'lgéﬂZPW@%WWJWWM&H%LW~NPWJM%
1=1,...,n,1

fi(o,f,y) = Z;.

dfi

%(O,I“y) = Y-

Les fi(t,x,y) sén tiniques amb aquestes condicions.

Teorema del canvi de variable per a integrals simples

Sigui ¢ : [¢,d] — [a,b] un difeomorfisme entre tancats de R i sigui f :
[a,b] — R una aplicacié continua. Si ¢ és creixent tenim p(c) = a, ¢(d) = b
i si és decreixent p(c) = b, ¢(d) = a. En el primer cas tenim

b d
/f@@:/ﬂwmwmm
i en el segon
b c d
| 1wy = [ retand@is = - [ fe@)e s,

Per evitar aquesta doble situacié escrivim

[ b]f(y)dy - : d]f(‘»o(x)”s@/@)ldx.
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Teorema del canvi de variable per a integrals dobles
Sigui ¢ : U — V un difeomorfisme® entre oberts de R? que denotarem per
r = ¢'(u,v)

= ¢*(u,v)

i sigui R C U un domini. Sigui f : V — R una aplicacié diferenciable.
Llavors

f( y)dedy = / (f 0 0)(u, ) - [ Jop(uu, )| du o

w(R) R
on
Ot Op?
ou  Ou
Jo(u,v) =
Ot Op?
v v

La versi6 general (vegeu per exemple [?]) és la segiient:

Teorema 2.0.8 Sigui A C R" un conjunt obert i sigui g : A — R™ una
funcié injectiva i diferenciable amb derivada continua, tal que det g'(x) #
0,V e A. Si f:g(A) — R és integrable, llavors

/g(A)f—/A(ng)ldetgq,

Quan diem integrable ens referim a integrable Riemann i el resultat que
utilitzarem és que una funcio continua sobre un rectangle tancat de R™ és
integrable (i la integral de Lebesgue coincideix amb la integral de Riemann).

2.1 Teorema d’estructura de les immersions
locals

En el teorema segiient veurem com les immersions sén localment injeccions
(llevat de difeomorfismes).

5Només necessitem injectiva amb derivades parcials continues i jacobid no nul a tot
arreu excepte potser sobre un conjunt de mesura zero.



Geometria Diferencial Classica 21

Teorema 2.1.1 Sigui ' : U C RF — R, amb U obert i k < n, una

aplicacio diferenciable i suposem que en un punt P € U, dFp és injecti-

va. Llavors existeiz un entorn obert V. de F(P) a R™ i un difeomorfisme

h:V — h(V), amb h(V') obert de R", tal que
h(F(xy,...,2x)) = (21,...,25,0,...,0),
sempre que (x1,...,x5) € UNFYV). A més,
h(V N EU)) = h(V)N (RF x {0}).

Demostracio. Podem suposar, canviant si cal el nom de les coordenades, que

OF"
d P i =1..... k.
et(axj)m( V20, iie1,.. K

Definim ¢ : U x R** — R" per

g(x) = F(xy,...,x) + (0,...,0, Tpy1,. .., Tp).

Com
oF! OF!
R LU
oF™ oF™
P B RERN ol L
g = OFFFT SEFFT 1 0
pEn - . -
dFk oFk
8_1'1 P % O .. 1

tenim que det dg(p) = det(gTF;)m(P) =0, i per tant, g és un difeomorfisme

local.

Es a dir, existeix un entorn obert W de (P,0) en U x R™* tal que
V =g(W) és obert de R" i g : W — V és un difeomorfisme.

Llavors h = ¢g~' : V. — W és el difeomorfisme buscat ja que

g(x1, ..., 2k, 0,...,0) = F(x1,...,21),

SEquivalentment, la matriu (%)i,j té rang k.
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1 per tant,
h(F(x1,...,zx)) = (21,...,2x,0,...,0) (2.1)

com voliem.
Aix0 demostra també que

h(VNFU)) Ch(V)N (R x {0}).

Per veure la inclusié contraria” observem que W C U x R**. Aix{ si
h(y) € (V)N (R x {0})), és a dir,

h(y) = (a,0), a€R¥, 0cR" " yecV

ha de ser a € U, ja que h(y) € W, i, aplicant g a anterior igualtat tenim
y = g(a,0) = F(a) i per tant h(y) € h(V N F(U)) com voliem. Per tant,

WV AFU)) = h(V) N (R* x {0}). O

Observem que hem demostrat que
F=h1toi

oni(xy,...,xx) = (x1,...,2x,0,...,0). Tota immersié és localment un dife-
omorfisme precedit d’una injeccio. En particular és localment injectiva.

Les immersions locals, com son localment bijectives, tenen inversa local.
Aquesta inversa no esta definida en un obert de R™ i, per tant, no té sentit dir
que és diferenciable. No obstant, podrem funcionar sempre “quasi bé” com
si ho fos, ja que aquesta inversa és la restriccié d’'una aplicacié diferenciable
definida, aquesta si, en un obert de R".

o

| @

(z,0)

TAixo no seria cert per a un difeomorfisme h arbitrari que compleixi (2.1). Perd h no
és arbitrari siné que és l'invers de g!
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Sz

k=2n=3

Corol-lari 2.1.2 Sigui F' : U C R¥ — R" una immersié en un punt P € U.
Llavors existeix un entorn obert V- de F(P) a R™ i una aplicacid diferenciable
g:V — U tal que g(V) és obert de U i tal que, sobre VN F(U), g = F~'.

Demostracio. Conseqiiencia directa del teorema d’estructura de les immer-
sions locals. En efecte, per ser dFp injectiva existeix un entorn obert V' de
F(P) a R" i un difeomorfisme h : V' — h(V) tal que

h(F(zq,...,2)) = (z1,...,2,0,...,0).
Prenem g = moh on w(zy,...,2,) = (x1,...,x). Llavors
goF:ﬂ'OhOF:id

sobre F71(V) (conjunt antiimatge). Aixo implica que F és injectiva sobre
F~Y(V) iper tant F' : F~Y(V) — F(F~'(V)) és bijectiva. Notem que
F(FY(V)=VnFU).

Llavors és clar que sobre VN F(U), g = F~! com es veu aplicant els dos
membres d’aquesta igualtat a un punt arbitrari F\(z) € VN F(U). O
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Exemple 2.1.3 Sigui U = (0,27) x R obert de R? i sigui ¢ : U — R3
donada per ¢(u,v) = (cosu,sinu,v). Anem a construir el difeomorfisme que
‘axafa’ el cilindre. Suposem P = (7/2,1). Llavors

-1 0
d(,Dp = 0 0
0 1

podem definir
g(u,v,w) = (cosu,w + sinu, v)

(no podem sumar w a la tercera component perque el menor 2 x 2 diferent
de zero esta format per la primera i tercera component de ¢) de manera que

-1 0 0
dg(p@) = 0 01
0 10

Com el determinant d’aquesta matriu és diferent de zero, g és localment
invertible. De fet, resolent el sistema

r = Cosu
= w+sinu
z = v

obtenim

U = arccoszx

vo= z

w = y—VvV1—2a?
Equivalentment,

h(z,y, z) = (arccosz, z,y — V1 — 2?)

i queda clar que h(p(u,v)) = (u,v,0).

2.2 Teorema d’estructura de les submersions
locals

En el teorema segilient veurem com les submersions sén localment projeccions
(llevat de difeomorfismes).



Geometria Diferencial Classica 25

Teorema 2.2.1 Sigui F : U C R* — R™, amb U obert i n > m, una
aplicacié diferenciable i suposem que en un punt P € U, dFp és exhaustiva®.
Liavors ezisteix un obert V de R™ i un difeomorfisme h : V. — h(V'), amb
h(V) obert de U, i P € h(V), tal que

F(h(xy,...,20)) = (21, .., )

Demostracio. Podem suposar, potser canviant el nom de les coordenades,
que

Fi
det (gx]>”(f)) #0, 4,i=1,...,m.

Definim g : U C R" — R" per

Com
OF*! OF! OF?! OF*!
oxy T Oxm 0Tmy1 Oxn,
OF™ OF™ OF™ OF™
dgp — o1 T Oxm 0Tm41 OTn
O ... 0 1 ... 0
o ... O 0 o1

tenim que det dgp = det(%ﬁ)i,j(P) # 0, i per tant, g és un difeomorfisme
J

local. Es a dir, existeix un entorn obert W de P en U tal que V = g(W) és
obert i g : W — V és un difeomorfisme.

A
R ™ ‘ R™
h
N -
\ |
1
i
//I / /I II
. J I’
// /
P
i F
\
lw
R™ R™

8Equivalentment, la matriu (%)i,j té rang m.
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Llavors h = g~ : V. — h(V) és el difeomorfisme buscat ja que
F(h(xy,...,2n)) = (21, -, Tm) (2.2)

com voliem, ja que

on els asteriscs sén les n — m 1ltimes components de h(z) que no juguen
cap paper, ja que obtenim (2.2) igualant les m primeres components dels dos
termes d’aquesta igualtat. [

Observem que hem demostrat que

F=noh™!

on m(x1,...,x,) = (T1,...,2y). Tota submersid és localment un difeomor-
fisme sequit d’una projeccio.

Exemple 2.2.2 Considerem f : R® — R donada per f(z,y,2) = 2*> +y* +
z?. Com Vf = (2x,2y,22), f és submersié en tot punt diferent de (0,0,0).
Anem a construir el difeomorfisme que ‘axafa’ ’esfera. Definim

g R\ {(0.0)) — B

per
9(z,y,2) = (2 +y* + 22y, 2).

Si la primera coordenada de P és diferent de 0, dgp és isomorfisme.” Llavors

h=g"tés
h(u,v,w) = (Vu —v2 —w? v,w).

I, clarament,

f(h(u,v,w)) = f(Vu—v? —w? v,w) = u.

9Si fos la segona component de P la que fos diferent de zero haurfem d’agafar
9(@,y,2) = (z,2° +y° + 2%, 2).

A aix0 ens referiem quan deiem “canviant si cal el nom de les coordenades” en la demos-
tracié del teorema.
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Taula resum

T.F.Inversa T. Estruc.Immersions | T.Estruc.Submersions
F:R" —R" | F:RF—>R" k<n | F:R*"—R™ n>m
dF'p isomorfisme dFp injectiva dF'p exhaustiva
F loc. bijectiva F loc. injectiva F' loc. exhaustiva
difeo F =goi, gdifeo F =mog, g difeo
Bibliografia

Sén moltissims els textos de Geometria Diferencial que toquen temes relaci-
onats amb el curs. A part de la bibliografia que es va citant al llarg del text
podeu consultar també [?], [?],[?], [?], [?],...(vegeu la Bibliografia a la pagina
463).
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Capitol 3

Corbes

3.1 Definicions

Definicié 3.1.1 Sigui I C R un interval obert de R. Una corba parametrit-
zada, o simplement una corba, és una aplicacié v : I — R3, diferenciable
de classe C*.

dr(t)

El conjunt y(I) C R® es diu traca de . El vector v'(t) = 5 de R3
es diu vector tangent a la corba en el punt y(t). Si~y'(t) # 0,Vt € I, es diu
que 7y €s una corba regular.

La recta tangent a una corba regular 7 en el punt y(¢) és la recta que
passa per aquest punt amb vector director /(). Es pot escriure, doncs, com

r(u) =~(t) +uy'(t), weR.

Com
Y(E)y(t+h

= lim

i el numerador és el vector director de la recta secant que passa per v(t) i
v(t + h) podem dir que a recta tangent és la recta que s’obté com la posicid
limit de les rectes secants.

No s’ha de confondre corba parametritzada, que és una aplicacié, amb la
traca que és un conjunt. No obstant, per abus de llenguatge, sovint es parla
dels punts de la corba v per indicar els punts de la traca de ~.

Per exemple, donar dues o tres voltes a una circumferencia, sén corbes
parametritzades diferents, pero la traca és la mateixa: la circumferencia.

29
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Aquestes corbes es poden escriure, per exemple, com

m: (0,2m) — R3 Y2 (0,2w) —> R3
t —  (cos2t,sin 2t,0) t —  (cos 3t,sin 3t,0)

Observem que el punt (1,0,0) té només una antiimatge per 7 i dues per
7(2). Analogament, ’aplicacié

v(t) = (cost,sint,0), t e (0,27)

no recobreix tot S*. Si volem que S! sigui la traca d’una corba, segons la
definicié 3.1.1, podem considerar la aplicacié y(t) anterior perd hem de fer
variar t € (0,27 + ¢).

3.2 Longitud

Abans d’introduir el concepte de longitud d’una corba recordem que si
f :[a,b] — R és una aplicacié continua llavors

b n
/ f(z)dx = lim b_aZf(a—i—kb_a).
@ k=1

n—oo N n

La integral es defineix fent servir particions arbitraries de [a, b] pero per a
funcions que ja sabem que sén integrables Riemann, com ara les continues,
podem considerar (per comoditat) només particions formades per subinter-
vals de la mateixa longitud.

N

a tl t2 tn t77,+1 b

Aproximacio poligonal.'®

19Dibuix de Rosa Rodriguez per a un treball de Julia Cufi.
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Amb aquesta motivacié donem la definicié segiient.

Definicié 3.2.1 Sigui [a,b] C I i sigui v : I — R3 una corba parametrit-
zada. La longitud de v entre a i b es defineix com

= lim »  [ly(tx — (1))l
k=1

on

b—a
n

tk—a—l—k

Ara veurem que aquest limit existeix i que es calcula fent una integral.

Proposicié 3.2.2 Sigui v : I — R3 una corba parametritzada i sigui
[a,b] C I. La longitud de vy entre a i b esta donada per

b
- / I/ (6) .

Demostracio. Posem ~y(t) = (z(t),y(t),z(t)) i considerem els punts t, =
a+ k™= k =1,...,n. Aplicant el teorema del valor mitja a x(t),y(t), z(t)
tenim

() = vt = V(@(te) — 2(te1))? + (y(te) — y(tr-1))? + (2(t) — 2(te-1))?
— b_a\/ag 2+ (v ()2 + 2 (p0)2)

amb &, Nk, P € [tr—1, t].

Aixi
Lo(y) = 7}3{3@2 /N )2 + 2 (pi)?)
“ lim Z (£k)? + 2/ (tr)?)

_ / I/ ().

La igualtat (x) s’ha de justificar ja que tant &, ng, pr com t; depenen de
n. Pero la funcié de tres variables

f(&n.p)=Va'(¢ )2+ 2(p)?
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definida a [a, b]® és continua, i per ser [a, b]*> compacte, uniformement continua.
Aixd vol dir que donat € > 0, existeix § > 0, tal que si p,q € [a,b]® sén tals
que |[p — ¢|| < 0 llavors

€

b—a

1f(p) — f(g)] <

I el que volem veure és que

Tim 3P (1) — Fla) =0,

k=1

amb pr = (S, M, k) 1 qr = (tr, thote)-
Prenent n suficientment gran com perque

b_
a\/§<5
n

tenim que

b—a\’
I = ol = V&= G - <3 () <
i per tant, per la continuitat uniforme,

) = fla)] < —

Aixi

[(f(pr) = fa)] <e. O

> )~ fla)| <

k=1 k=1

Pel comentari que hem fet sobre la definici6 d’integral per a funcions continues,
si en lloc d’aproximar la corba per poligonals construides a partir de divisons
uniformes de [a, b] aproximem per poligonals arbitraries, el resultat sera el
mateix de manera que podem dir que la longitud d’una corba és el limit de
les longituds de les poligonals que [’aproximen.

Exemple 3.2.3 Trobeu la longitud d’una volta d’hélix.
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Solucio. L'helix d’amplada a i pas de rosca b és la corba
~(t) = (acost,asint, bt).

Ens demanen la longitud d’aquesta corba entre (0) i y(27). Com ~/(t) =
(—asint,acost,b) tenim que

21 21
127(y) = / I/ ()t = / T TRt — 2 TR O
0 0

3.3 Canvi de parametre

Definicié 3.3.1 Siguin I,.J C R intervals oberts de R i siguin v : [ — R?
iy :J — R® dues corbes parametritzades.

Direm que 7 €s una reparametritzacié de v si existeiz un difeomorfisme
h:J — 1 tal que

y=noh.
Tindrem doncs, el diagrama commutatiu
I 1 R?
h
Y=nvoh
J

Es diu que h és un canvi de parametres. Evidentment, canviant A per
h~=1, si 4 és una reparametritzacié de v, v és una reparametritzacié de 7.
Si denotem per s un punt arbitrari de J i per £ un punt arbitrari de I és

habitual escriure A com
t=h(s),

o, per simplificar,
t=1(s).
Llavors 7(s) = vy(h(s)) = v(t), expressié que posa de manifest que tenim
dues corbes amb la mateixa traga, una parametritzada per t i ’altra per s.
A la practica, doncs, si tenim una corba (t), fer un canvi de parametre
vol dir canviar ¢ per una funcié t(s), que ha de ser un difeomorfisme, de
manera que tindrem una nova corba §(s) = v(t(s)) amb la mateixa traga

que (t).
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Exemple 3.3.2 Sigui v : [0,27] — R? la corba de R? donada per
v(t) = (Rcost, Rsint).

La podem reparametritzar introduint aplicacié h : [0, 2r R] — [0, 27] dona-
daper h(s) = s/R, que és un difeomorfisme. Llavors la corba 7 : [0,27R] —
R? donada per

T=70h,
o equivalentment,

A(s) = (Rcos }%, Rsin %)

és una reparametritzacié de ~.
Denotant ¢ = h(s) = t(s) = s/R tenim

Observem que t representa un angle i s una longitud.

(Rcost, Rsint)

s = Rt

Canvi de parametre

Exemple 3.3.3 (Canvi de sentit) Donada una corba v : [a,b] — R3

podem reparametritzar-la de manera que en lloc d’anar de y(a) a y(b) anem

de v(b) a y(a). Només hem de definir h : [a,b] — [a, b] per
h(s)=—s+a+b

i considerar ¥ =y o h és a dir, ¥(s) = v(t), amb t = —s +a + b.
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3.4 Parametre arc

Parametritzar una corba per I’arc vol dir assignar a cada punt de la corba la
longitud de la corba entre aquest punt i un punt donat de la corba.

Definicié 3.4.1 Direm que una corba v : I — R3 esta parametritzada per
I’arc quan
V@Ol =1, Vtel

Si fixem ara un punt a € I i volem calcular la longitud de la corba entre
el punt de parametre a i el punt de parametre b només hem de calcular la
integral de la norma del vector tangent, i per tant

14(y) = / I @®)lldt = b - a.

Es a dir, que per saber la longitud d’una corba parametritzada per ’arc
entre dos dels seus punts només hem de restar les coordenades d’aquests
punts.

Canvi de parametre arc

Fixat un punt y(a) d’'una corba ~(t) parametritzada per I’arc, podem fer el
canvi de variable t = t(s) = h(s) = s+a, de manera que ¥(s) = y(t(s)) és una
reparametritzacié de v tal que 7(0) = v(a). El punt que tenia coordenada a
ara té coordenada 0 i és doncs 'origen a partir del qual es mesura la longitud
de la corba.

Amb aquesta parametritzacio el punt J(s) esta a distancia s de 7(0) ja
que

56 = [ 156l = [ 1) s
= [ el 1Glas = [ =

Es evident que aquest calcul val exactament igual si en lloc de fer el canvi
de variable t = s 4+ a fem qualsevol canvi de variable del tipus

t=4s+c,
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amb ¢ constant. Com que el parametre arc mesura la longitud de la corba
a partir d’'un punt aquest canvi correspon a comencar a comptar les longi-
tuds a partir d'un o altre punt (només haurem de sumar una constant a les
longituds) i a recérrer la corba en sentit igual o contrari (canviarem de signe
el parametre). No podem trobar altres canvis entre parametres arc més que
aquests que hem comentat, com diu la proposicié segiient.

Proposicié 3.4.2 Si s it son parametres arc de vy : I — R? llavors
s ==t +c,

on ¢ €s una constant.

Demostracio. Precisem l'enunciat. Denotem per t la coordenada dels punts
de I, de manera que la traga de v sén els punts 7(¢), i suposem
HdV_(t)” =1
dt '
Suposem h : J — I difeomorfisme. Denotem per s la coordenada dels punts
de J, de manera que aquest difeomorfisme d’escriu

Suposem que la corba 4(s) = v(h(s)), reparametritzacié de -, esta també
parametritzada per l'arc, és a dir,

d3(s)
1=,

| = 1.

Aplicant la regla de la cadena tenim,

R e et R TR YT A R ad]
S S t ds dt ds ds
Aixo vol dir que la derivada de t respecte de s és =1 i per tant t = +s+c,
1.
Intuitivament és clar que si coneixem el parametre d’un punt d’una cor-
ba coneixem la longitud de la corba entre aquest punt i un punt donat, i
reciprocament si coneixem aquesta longitud coneixem el parametre. Concre-
tament tenim el resultat segiient.
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Proposicio 3.4.3 Tota corba reqular es pot reparametritzar per l’arc.

Demostracié. Donada v : I — R3 definim I'aplicacié longitud des de a € I,
L: I — R, per

L(t) = / I/ (8)]dt.

Amb la notacié de la seccié anterior tenim, doncs, L(t) = Lt (7).

Observem que L'(t) = ||7/(t)|| > 0, ¥t € I, de manera que L : I — R és
una aplicacié diferenciable creixent. Aqui és on hem utilitzat la hipotesi de
regularitat. Aixo vol dir que I'aplicacid

L:1—s L(I)

és bijectiva. Denotem J = L(I), que és també un interval obert de R. Pel
teorema de la funcié inversa, aquesta aplicacié té una inversa

L=t J— 1
st
que és també diferenciable. Aquesta aplicacié és el canvi de coordenades
buscat. En efecte, denotem-la, com és habitual, per ¢t = t(s) = L™!(s).
Recordem que, pel teorema de la funci6 inversa,
d, . dL™! 1

%(SO) = ds (SO) - %050)

amb to = t(sp). Observem que ¢(0) = L™1(0) = a, és a dir, el punt que tenia
coordenada a ara té coordenada 0.

La corba ¥ : J — R3 donada per 7(s) = v(#(s)) és una reparametritzacié
de v per I'arc. En efecte,

el = 1222 = 8Dy D) &y
I s 1 = S es)) - =1 D
=L ()

Observem que si, a ’anterior demostracio, en lloc de considerar la funcio

L(t) = / I/ (6) ]t
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haguéssim considerat

L(t) = + / I (®)lldt + ¢

tots els arguments valen igualment, d’acord amb la Proposicié 3.4.2.
En particular, el que sempre és cert és que si s és un parametre arc per
a y(t) llavors
ds ,
—| = t)||-
=)= Il

La longitud no depen de la parametritzacio.

Cal veure que que la definici6 que hem donat de longitud d’una corba entre
dos dels seus punts, tot i que ho hem fet utilitzant la seva parametritzacio,
no depen en realitat d’aquesta parametritzacié. Farem exactament el mateix
argument que a ’exemple 3.3.3.

Aix0 vol dir que si volem calcular la longitud d’una corba v : [a, b — R3
entre els punts y(a) i v(b) podem fer la integral

14(y) = / I/ (6t

o bé, considerar qualsevol reparametritzacié

J=q0¢

on h : [e,d] — a,b] és un difeomorfisme, i calcular la longitud d’aques-
ta reparametritzacié entre els punts corresponents. Observem que J(c) =

V(hle)) = y(a) 1 5(d) = ~(h(d)) = v(b) si h és creixent o F(c) = y(h(c)) =
~(b) i (d) = y(h(d)) = y(a) si h és decreixent.
En qualsevol cas, la longitud de 4 entre §(c) i ¥(d)

L) = [ Ielas

Pel teorema del canvi de variable,
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d d
L) = [ 1ol = [ It enyo)ds
Cd ‘ d
= [ I wlds = [ 1y @) - i )lds
— [ vl =i

3.5 Definicié de pla osculador, pla normal i
pla rectificant

Sigui v : I — R? una corba regular de R3. Suposem a més que els vectors
7' (s) i +4"(s) son linealment independents Vs € I.

Llavors, en cada punt y(s) de 7 tenim definits tres plans que jugaran un
paper important en ’estudi de corbes.

e Pla osculador. Es el pla que passa per 7(s) amb espai vectorial
director generat per v/(s) i v”(s).

e Pla normal. Es el pla que passa per y(s) amb espai vectorial director
igual a l'ortogonal de ~/(s).

e Pla rectificant. Es el pla que passa per 7(s) amb espai vectorial
director generat per 7/(s) i v/'(s) A" (s).

Quan la corba esta parametritzada per I'arc denotem T'(s) = 7/(s), i diem
que és el vector tangent unitari a la corba en el punt y(s). Com [|T(s)|| = 1,
derivant ’expressié

(T'(s),T(s)) =1

obtenim
(T'(s), T(s)) = 0.

Aixi doncs el vector 7”(s) = T'(s) és ortogonal a T'(s). Com estem fent
la hipotesi de que és diferent de zero (linealment independent amb T'(s)),
podem definir

T'(s)

N = e
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que és un vector unitari anomenat vector normal principal a la corba en

el punt v(s).
La norma de T"(s) és una funcié que es denota per

k(s) = 17" (s)|l
i es diu que és la curvatura de v en el punt y(s).

Definicié 3.5.1 (Curvatura) Sigui vy : I — R? una corba parametritzada
per larc. La curvatura de v és la funcid k : I — R3 tal que

on s és el parametre arc de .

Finalment el producte exterior de T'(s) per N(s) es denota per
B(s) =T(s) N N(s),

i es diu que és el vector binormal a la corba en el punt 7(s).

La referéncia ortonormal afi {7(s); (T'(s), N(s), B(s))} es diu referéncia
de Frenet de la corba en el punt ~(s).

Aix{ doncs, si (s) és una corba parametritzada per 'arc, amb k(s) # 0,
tenim

e Vectors tangent 7', normal principal N i binormal B. T'(s) =
V'(s), N(s) =T'(s)/|[T"(s)ll, B(s) = T(s) N N(s).

e Referéncia de Frenet. {v(s); (T(s), N(s), B(s))}.

e Pla osculador. Es el pla que passa per v(s) amb espai vectorial
director generat per T'(s) i N(s).

e Pla normal. Es el pla que passa per 7(s) amb espai vectorial director
generat per N(s) 1 B(s).

e Pla rectificant. Es el pla que passa per v(s) amb espai vectorial
director generat per T'(s) i B(s).

e Curvatura. Es la norma de la derivada de la tangent respecte del
parametre arc, k(s) = ||7"(s)||.
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e Radi de curvatura. Es linvers de la curvatura, p(s) = 1/k(s).
Obviament només esta definit en punts de curvatura diferent de ze-
ro.

e Cercle osculador. Es el cercle del pla osculador amb centre el punt
v(s)+ p(s)N(s) iradi p(s), on p(s) és el radi de curvatura. Podem dir,
doncs, també que la curvatura és [invers del radi del cercle osculador.

13

ot JOoRmAL.
fgcb
o< N
‘ —
OsCvanpon

T

Figura 3.1: Rectificant, Osculador, Normal

3.6 Contacte

Definicié 3.6.1 Siguin'’ «(s) i B(t) dues corbes parametritzades per larc.
Suposem que tenen un punt en comi, P = a(so) = [(to)-
Diem que aquestes corbes tenen un contacte d’ordre m a P si

d"a(s) d"B(t)

T = —0 s T = 1, .o,
ds" |s=s0 dtr [t=to
?
derla(S) derlB(t)
d8m+1 [s=s0 d8m+1 [t=to

HVeure [?].
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Aixi, doncs, quan parlem de contacte entre corbes pressuposem que previa-
ment les parametritzem per I'arc. Pero no és la tinica manera de procedir
com es veu a [?].

Contacte de la recta tangent

Aquest concepte de contacte ens déna una nova caracteritzacié de la recta
tangent.

Proposicié 3.6.2 Sigui v una corba regular parametritzada per l'arc. La
recta tangent en un punt y(s), on v"(s) # 0, és la recta que té contacte 1
amb la corba en aquest punt.

Demostracio. Considerem totes les rectes que passen pel punt v(s). Aquestes
rectes sén de la forma

r(t) =~(s) +tv, teR

on v és un vector arbitrari que agafem amb ||v|| = 1 per tal de que r(t) estigui
parametritzada per I'arc. Siimposem que 7(¢) tingui contacte almenys 1 amb
~(s) ha de ser

v(s) = r(0)
V(s) = 7(0) = v,

és a dir, el vector director de la recta és el vector tangent de la corba. Per que
aquest contacte sigui exactament d’ordre 2 les derivades segones en el punt
han de ser diferents, i com que la derivada de v és zero, ja que v és constant
i 4"(0) # 0 per hipotesi, aquestes derivades sén diferents i hem acabat. [J.

Contacte del cercle osculador

Proposicié 3.6.3 Sigui C un cercle de R® que té contacte almenys 2 amb
una corba v en un punt P de la seva traga. Llavors C és el cercle osculador
de v en P.

Demostracio. Suposem -~y parametritzada per 'arc amb P = 7(0). Una
parametritzacié per l'arc d’un cercle C de centre un punt arbitrari ¢) i radi

arbitrari r és y ;
5(t) = Q +r(cos() er +sin(-) e2)
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on ey, es és una base ortonormal del pla que conté el cercle.
Perque v i C tinguin un contacte d’ordre almenys 2 en P ha de ser (can-
viant si cal l'origen d’angles en C)!2

7(0) = B(0)=Q+res
7(0) = B(0) =e
1
7//(0) — ﬁ//(o) — _;61
Denotant 7' = T'(0), N = N(0), B = B(0) la referéncia de Frenet en P,

k = Ek(0) la curvatura de v en P i p = p(0) el radi de curvatura de v en P,
aquestes equacions s’escriuen com

P = Q+re
T = €9
1
kN = —€
r
Com k i r son positius la tercera equacio ens diu que ey = =N i k = %,

és a dir, p = r. En particular, el pla (e;, es) del cercle, és el pla osculador i,
per la primera equacio,

Q=P+rN=P+pN,

i per tant, C és el cercle osculador.

3.7 Curvatura de corbes planes

Veurem que la curvatura mesura la velocitat en que gira la tangent quan la
corba es recorre amb velocitat 1. Com que l'espai s és igual a la velocitat
pel temps, recorrer la corba amb velocitat 1 permet pensar el parametre arc
s com el temps i les derivades respecte s com velocitats.

Sigui (s) = (z(s),y(s)) una corba plana parametritzada per l’arc. De-
notem «(s) angle entre el vector tangent i I'eix se les z’s és a dir,

T(s)-(1,0) = cosa(s).

12Refeu els calculs suposant P = ((tg) en lloc de P = 3(0).
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Derivant,

k(s)N(s)-(1,0) = —sina(s) - a/(s)
i per tant, prenent moduls,
k(s) - [cos B(s)] = | = sina(s)| - [o/(s)[.

on 3(s) és 'angle entre N(s) i (1,0), per tant 5(s) = § £ a(s) i |cos 3(s)| =
| sin a(s)], aixi tenim

Figura 3.2: Posici6 relativa de la Normal

Es a dir, la curvatura és el valor absolut de la derivada, respecte del
parametre arc, de ’angle que forma la tangent amb una direccio fixada.

Curvatura amb signe

Per motius que es veuran més endavant, sobre tot quan estudiem les curva-
tures principals d'una superficie, convé assignar un signe a la curvatura de
les corbes planes. Aix0 no es pot fer per a corbes de I'espai.
Orientem R? dient que la base canonica e; = (1,0), ey = (0, 1) és positiva.
Sigui v : I — R? una corba parametritzada per I'arc. Definim la curva-
tura amb signe de 7 en un punt 7y(s) per

k(s) =det(T(s),T"(s)).
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El determinant de dos vectors de R? vol dir el determinant 2 x 2 que té

per columnes les components d’aquests vectors respecte de la base canonica.
Com T'(s) = k(s)N(s), tenim

k(s) = k(s)det(T'(s), N(s)) = £k(s)

on val el signe més o menys segons que la base ortonormal (7'(s), N(s)) sigui
positiva o negativa.

3.8 Torsio. Formules de Frenet

Sigui v : I — R? una corba parametritzada per 'arc i sigui {(s); (T'(s), N(s), B(s))}
la seva referencia de Frenet.
Derivant les expressions

(B(s),B(s)) = 1, (B(s),T(s)) =0

obtenim que B'(s) és ortogonal a B(s) i a T(s), per tant, té la direccié de
N(s). Podem escriure doncs

B'(s) = m(s)N(s)
per a una certa funcié 7(s) que anomenem torsid.

Definicié 3.8.1 (Torsié) Sigui v : I — R3 una corba parametritzada per
larc. La torsié de v és la funcié 7 : I — R? tal que

B'(s) = 7(s)N(s),

on s és el parametre arc de -y.
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Derivant (N(s), N(s)) =1 veiem que N'(s) és ortogonal a N(s) i podem
escriure doncs

N'(s) = a(s)T'(s) + b(s)B(s)

per a unes certes funcions a(s), b(s) que podem determinar facilment multi-
plicant aquesta igualtat per T'(s) i B(s) respectivament.
Obtenim

a(s) = (N'(s),T(s)) = =(N(s), T'(s)) = —k(s)

b(s) = (N'(s), B(s)) = =(N(s), B'(s)) = —7(s).

Resumint, tenim les tres férmules

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) —7(s) B(s)
B'(s) = T(s)N(s)

anomenades féormules de Frenet.
Es poden escriure en forma matricial

T'(s) 0 k(s) O T(s)
N(s) | =1 —=k(s) 0 —7(s) N(s)
B/(s) 0 7(s) 0 B(s)

on es veu clarament que la matriu és antisimetrica. També es poden escriure
utilitzant el vector de Darboux, vegeu [?].

La curvatura i la torsié no depenen del parametre

Si v(t) esta parametritzada per l'arc i la reparametritzem per un segon
parametre arc s, sabem que la relacié entre ¢ i s és de la forma

t=1t(s) = +ts+ec.
Si denotem J(s) = y(t(s)), llavors, per la regla de la cadena,

T(s) = +T(t(s))
T

k)8 = T = 2T T I)) = k(s V)
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Per tant,
Aixi

Resumint,

Nis) = N(1s)
B(s) =+ B(t(s))

amb signe “+" si t(s) = s+ ¢ isigne “—" si t(s) = —s + c.
Novament per la regla de la cadena

dz_f) - i‘;—f(t(s»% = %(ﬂs)%
dfg_? _ %(t(s))%—i%(t(s)%
dflis) _ ii—f(t(s))%Z%(t(S»’

Com la torsi6 és la relacié entre la derivada de la binormal i la normal,
i acabem de veure que la derivada de la binormal de ¥ coincideix amb la

derivada de la binormal de 7 i la normal de ¥ coincideix amb la normal de ~
ha de ser

Equivalentment,

F(H)N (1) = S (1(5)) =

= 7(s5)N(s) = 7(s)N(1(s)).

Nota. Una manera equivalent de procedir és la segiient.

Definicié 3.8.2 (Curvatura i Torsid) Siguivy(t) una corba no necessaria-
ment parametritzada per Uarc. Sigui Y(s) = ~(t(s)) una reparametritzacio
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per Uarc de ¥(t). La curvatura k(t) i la torsié 7(t) de ~(t) en el punt de
parametre t, son per definicid la curvatura k(s) i la torsic 7(s)de 7(s) en el
punt de parametre s tal que t = t(s), és a dir,

k(t) = k(s), 7(t)=7(s); t=t(s).

Equivalentment, si pensem que ¥ = yo h, on h: J — I és el difeomor-
fisme que ens déna el canvi de variable (I interval de definicié de ), estem
dient simplement que

k = koh™

T = Foh!

Calcul de la curvatura i la torsié quan la corba no esta
parametritzada per ’arc

Sigui v : I — R?® una corba parametritzada per t. Sabem que la podem
reparametritzar per l'arc, és a dir, existeix un difeomorfime ¢ = t(s) tal que
A(s) = v(t(s)) esta parametritzada per I'arc. I sabem que, per definicid,

Derivant!?

() = T(s) =+/(t(s)) - £(5)
'(s) = F()N(s) =7"(1(s) £ P+ G () (3D)

Recordem que

-

s'(t) = £V @,

i que, per la regla de la cadena

, B 1 B 1
=50~ Thor

Multiplicant vectorialment les equacions (3.1) i prenent la norma del re-

sultat tenim )
k(s) = [ ()Pl A" Ol t=1t(s).

13La notacié 7(sg) vol dir derivada de 7 respecte de s en el punt sg, i la notacié ' (to)
vol dir derivada de y respecte de ¢ en el punt tg.

t=t(s).




Geometria Diferencial Classica 49

Com que la curvatura k(t) de v en el punt (), és per definici6, la cur-
vatura k(s) de 4 en el punt s tal que t = ¢(s), tenim que

k(t) — l;’(S) — ||’}//(t) A fy”(t)H’ t = t(S),

I @11

Resumint,

o Ay
KO =

Observem que aquesta féormula és una nova demostracié de que la curva-
tura no depen de quin parametre arc hem elegit (en particular del sentit en
que es recorre la corba), com ja sabiem.

Nota. Una manera equivalent de procedir és la segiient. Sigui y =yoh
una parametritzacié per 'arc de .
Observem que

,71 — ’}//Oh‘h/
5/// — fy//oh_hIQ_i_fyloh.h//

En particular
=17l = ohll-|n].
Aixi
//H

1Y Ay

- " oh
[odlk

k=117 "Y'l =l Ayl ok P =

Com k = k o h! obtenim
L 1Y A"l
ok

Per calcular la torsié derivem la segona de les férmules (3.1) pero no ens
preocupem d’escriure sumands que tinguin la direccié de T(s) o de N(s) ja
que després multiplicarem escalarment per un vector multiple de B (s). Les
férmules (3.1) ens diuen que 4”(t(s)) és combinaci6 lineal de T'(s) i N(s), i
per tant, tampoc 'escriurem.

Obtenim (posant com abans ¢t = t(s))
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v ()t (5)? + combinaci6 lineal de T'(s) i N(s)
7" ()t (5)* + combinacié lineal de v'(s) i v"(s).
Multiplicant per /() A" (t) i observant que les férmules (3.1) ens diuen que

k(s)B(s) = t'(s)'(t) A+ (2),

tenim
—k(s)7(s)(B(s),7'(t) A" (£))

t'(s)* (' (1) A" (), 7" (1))
=7 ()t (s)* [ (&) A" (B)II".

Llavors, com que la torsié de «y en el punt (), 7(t), és per definicié, la torsié

de 74 en el punt s tal que t = t(s), 7(s), tenim

T@:_W@AW@MW»
(&) Ay (@)1

Nota. Una manera equivalent de procedir és la seglient.

o= At =T
;y// _ ,}// 2y ,}/ ! — /::]\:f i o
’7/// — /y”/ . t/?’ -+ termes en 'y/ i fy” = —k7B + termes en TiN

Prenent determinants,

det(7,7",3") = —K*r = £ det(y/,7", ")

i obtenim el resultat.'*

Observem que aquesta féormula és una nova demostracié de que la torsio
no depen de quin parametre arc hem elegit (en particular del sentit en que

es recorre la corba), com ja sabiem.

1 Observem que det(u,v,w) = (u Av,w), u,v,w € R3.
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Curvatura de corbes de ’espai com derivada d’un angle

En el pla coneixer 'angle de la tangent amb una direccié donada ens de-
termina la tangent pero a l’espai no, de manera que el resultat de la seccié
anterior 3.7 no es generalitza facilment a l’espai.

L’angle entre dos vectors tangents consecutius de la corba (s), vol dir
I'angle entre 7/(s) i 7/(s + As), on As és un petit increment del parametre
arc s. Per facilitar la notacio, fixem s = 0 i denotem As tinicament com s.

Proposicié 3.8.3 Sigui v(s) una corba parametritzada per Uarc i sigui o(s)
langle entre v'(0) 1+/(s) (angle entre dos plans normals “consecutius”). Lla-
vors la curvatura k(0) de v(s) en s =0, és

Demostracio. Derivant la igualtat

7(0) -7'(s) = cosa(s),

tenim
7(0) <" (s) = /(0) - K(s)N(s) = — sin a(s)a’(s),
on N(s) és el vector normal principal de v(s).

Fins aqui tot és igual que en el cas de les corbes planes, pero ara tenim
el problema de que els vectors 7/(0),7'(s), N(s) no estaran en general en el
mateix pla i no podem dir que la seva suma o diferencia sigui 7.

No obstant, si ara aillem o/(s) i fem s — 0 obtenim

o'(0) = hmo/(s):hmv’(o)-k(s)N(s)

s—0 s—0 —sin a(s)

una indeterminacio del tipus (Q). Per resoldre aquesta indeterminacié apliquem
I’Hopital i tenim
7'(0) - (k(s)(=k(s)Y'(s) + 7(s)B(s)) + K'(s)N(s)) _ k(0)?

o(0) = £1_r>r(1] —cos a(s)a/(s) - a’'(0)

Per tant,
k(0) = |/ (0)].
Es a dir, la curvatura en un punt és el valor absolut de la derivada respecte

del parametre arc, en aquest punt, de l’angle que forma la tangent amb la
tangent en el punt. Es la velocitat amb que “gira” el pla normal.
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Perd no podem assegurar que k(s) = |/(s)| encara que s sigui petit, si
s> 0.

Aixi, a diferencia del cas de corbes planes, no hi ha una funcié angle
tal que la derivada en cada punt doni la curvatura en aquell punt (vegeu
I'exemple 3.8.5).

Per aixo la integral de la curvatura al llarg d’una corba tancada i simple
no és 2w, com passa en les corbes convexes del pla, siné un valor superior.
Concretament

Teorema 3.8.4 (Fenchel) Sigui v una corba tancada'® i simple. Llavors
/ k(s)ds > 2m,
g

1 val el signe igual si 1 només si la corba és plana @ convezxa.

Exemple 3.8.5 Estudieu la curvatura com deriwada d’un angle a

V2+s2 s inh( s )

—————, —,argsinh(—=)).
vz Ve R

Hem agafat aquesta parametritzacié una mica complicada per tal de que
estigui parametritzada per 'arc. En efecte,

7(s) = (

W) = (e, &
7 \/2+32’\/§7\/2+32

La curvatura és

=1

(\]

Kes) = I &) = 5=

Si diem «(s) I'angle entre 7/(0) i 7/(s) tenim
1

07 =

V2

B 1

, 1 1
)'7(5)—§+E—m

7'(0) -+ (s) = ( = cos a(s).

Sl

Derivant s

——————— = —sina(s)a/(s)

Va2 + )

15Una corba tancada és una aplicacié diferenciable de S' a R3; també es pot pensar
com una aplicacié de R a R3, L-periodica (si estd parametritzada per I'arc aquesta L és
la longitud); simple vol dir sense autointerseccions.
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1 per tant

S 1

V2(2 + 52)3/2 \/1_ <1+L 1 >2
2 V2 /2452
V2s

(2 4+ 52)(4 + 352 — 21/2V/2 + 52)

que és clarament diferent de k(s) = 1/(2+s?%), pero en canvi tenint en compte
que V2 + 52 =2+ \/TESZ +0(s?), s = 0, tenim

\/55 1
o' (0) =limd/(s) = lim ———— = = = k(0).
( ) s—0 ( ) s—0 (Q—I—SZ)\/@ 2 ( )

3.9 Expressioé canonica local

Desenvolupem per Taylor la funcié vectorial v(s), al voltant de s = 0, essent
s el parametre arc.

2 3
s s
7(8) =7(0) +7'(0)s + 57 "(0) + 57" (0) + ...
Els punts suspensius denoten, com és habitual, termes de grau superior a
tres en s. També s’escriu utilitzant la notacié “o petita” com

2 3

7s) = 3(0) +7'(0)s + 57"(0) + =7 "(0) +0(s"), s 0.

Recordem que la notacié “o(s3),s — 0,” que es llegeix dient que tenim una
funcié “o petita” de s3 vol dir que

lim (s) =1
9(0) 705 + 5770 + 5170
que simplifiquem escrivint

3
i 28 _ g
s—0 33

Podem pensar que sén els termes de Taylor de grau > 4 en s.



54 Agusti Reventds

Com v"(0) = kN, on k i N sén la curvatura i la normal principal de la
corbaen s =0,1iv"(0) =k (0)N + k(—kT —7B),on T =~'(0),i 71 B sén
la torsié i la binormal de la corba en s = 0, substituint tenim

k 2 3
(s) = ~(0)+ ST+ %N + %(k’(O)N k(KT —7B)) + ...
2 /
= 7(0)+ (s — %33)T + (232 + r éo)s?’)N - ICG—TSSB +...

Per tant, l'expressi6 de v(s) respecte de la referencia afi {7(0); (7, N, B)} és

2

r = S—ESS+...
k E'(0
y = 532—1—%83—1—...
k
z = —%33—1—... (3.2)

Moltes conseqiiencies sobre el comportament local de la corba es deduei-
xen d’aquestes expressions. Per exemple, localment la corba esta continguda
en el semiespai determinat pel pla rectificant que conté el vector normal.
Només cal veure que per a valors petits de s la coordenada y és positiva.

També es veu clarament que, en primera aproximacio, la corba projec-
tada sobre el pla osculador z = 0 és una parabola; projectada sobre el pla
rectificant y = 0 és una cibica; i projectada sobre el pla normal z = 0 és una
corba del tipus z = cy?/?.

Veiem ara unes poques aplicacions més.

Interpretacié geometrica del signe de la torsio

La torsié no depen de la orientacié de la corba. La tercera de les férmules
anteriors ens diu que si recorrem la corba en el sentit creixent del parametre
arci 7 < 0, llavors la corba travessa el pla osculador cap el sentit indicat pel
vector binormal, i si 7 > 0 el travessa en sentit contrari.



Geometria Diferencial Classica 55

f

T

T7<0

El dibuix mostra una corba de torsié negativa (la torsié no depen de la
orientacid), recorreguda amb parametre arc s i amb parametre arc —s. En
els dos casos la corba travessa el pla osculador en el sentit de la binormal (la
qual si que canvia de signe al canviar s per —s).

Els llevataps dextrogirs i levogirs son simetrics per simetria especular i
no es poden fer coincidir per moviments directes de R®. Un té torsié positiva
i laltre negativa.

(cost,sint,t); 7T <O0. (cost, —sint,t); 7> 0.
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Distancia a la tangent i al pla osculador

Com aplicaciéo de l'expressiéo canonica local donem aquests dos resultats
classics.

Proposicié 3.9.1 La distancia a la tangent, en un punt de curvatura dife-

rent de zero, és un infinitesimal d’ordre dos, respecte el parametre arc.

Demostracio. La férmula (3.2) ens diu directament que

]{32
d2:y2—|—z2:zs4+...

Aixi, si k # 0, d és un infinitesimal d’ordre 2 en s. [

Proposicié 3.9.2 La distancia al pla osculador, en un punt de curvatura i
torsio diferent de zero, és un infinitesimal d’ordre tres, respecte el parametre
arc.

Demostracio. La férmula (3.2) ens diu directament que

k
d:%sg’—i—...

Aixi, si kT # 0, d és un infinitesimal d’ordre 3 en s. [J

Interpretacié geometrica del pla osculador

Una altra aplicacié de 'expressio canonica local és aquesta interpretacio del
pla osculador.

Proposicié 3.9.3 El pla osculador en un punt P d’una corba €s el limit dels
plans que passen per la recta tangent a la corba en P i contenen un punt de
la corba, quan aquesta punt s’acosta a P.

Demostracio. Els plans que passen per la recta tangent tenen equacié z = cy.
Excloem el pla y = 0 on no hi ha, localment, puts de la corba. Imposem que
el pla z = cy passi pel punt (z(s),y(s), z(s)) de la corba. Ha de ser

2(s)  —MsP4

y(s) Es2 ...
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Per tant, el pla posicié limit d’aquests plans és el pla z = cy amb

kT .3
-5+ ...
c=lim kG— =0,
5—0 582 + ...
és a dir z = 0, que és el pla osculador. [

Exercici 3.9.4 Sigui C el cercle osculador en un punt P = v(0) d’una corba
plana que no és extrem de la curvatura. Utilitzeu ’expressio canonica local
per veure que que els punts y(s), amb s < 0, son exteriors a C i els punts
v(s) amb s > 0 son interiors a C, o al revés.

Exercici 3.9.5 Demostreu que s i Hv(O)W(SiH son infinitessims equivalents,

és a dir 5
lim = 1.

O 0y ()

Solucio. Utilitzant 'expressioé canonica local tenim

S S S
lim — lim ———— = lim -1 O
SO OS] 0V F () 0 sl T ()]

Notem que el limit per 'esquerra és igual a —1.

Nota 3.9.6 La motivacié d’aquest 'exercici prové de que si innocentment
diguéssim que la direccié de la tangent és el 1limit de les direccions de les

secants obtindriem
lim 7(0)7(5; =0

s—0

i no aniriem en lloc.
Ara bé, si el que volem és parlar de direccions lo logic és considerar els
vectors unitaris que donen les direccions de les secants i calcular

7(0)y(s

Iim .
o0 !7(0)7(8§H

L’exercici 3.9.5 permet calcular aquest limit facilment. En efecte,

i 2O,
S RO
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on el signe prove, com hem comentat abans de si considerem el limit per la
dreta o per I'esquerra.
Deixem com exercici calcular, aplicant I’'Hopital, el limit

lim *(5)
oG + YR T 20

(amb 2(0) = y(0) = 2(0) = 0, 1 2/(s)* + ¥/(s)* + 2/(s)* = 1), que ja sabem
pels calculs anteriors que ha de donar £2/(0).

3.10 Contacte d’una corba amb una superficie

En el proper capitol veurem que si F' : R3 — R és una aplicacié diferencia-
ble, llavors'® I'equacié F'(z,y, z) = 0 representa una superficie.

A nosaltres ara només ens interessen els plans i les esferes, és a dir, su-
perficies donades per les equacions

F(z,y,2) =ar +by+cz+d=0,

F(z,y,2) = (z —a)*+ (y —b)*+ (z —c)* —1* =0,

ja que el que volem és estudiar el contacte amb un pla o una esfera d’una
corba de R3.

Aixi quan parlem a continuaci6 de la superficie S o de la superficie
F(z,y,z) = 0 el lector pot pensar, en una primera lectura, que ens refe-
rim a una pla o una esfera, pero esta redactat aixi perque els resultats sén
certs per a superficies donades de la forma F(x,y,z) = 0, per a F(z,y,2)
arbitraria (amb la condicié sobre la diferencial que hem esmentat), i es pugui
rellegir aquest apartat un cop estudiat el Capitol 4 de Superficies.

Definicié 3.10.1 Sigui v una corba i sigui S una superficie. Suposem que
v 1 S tenen un punt en comi P. Direm que v i S tenen un contacte d’ordre
almenys m en P si existeix una corba continguda a S amb contacte d’ordre
almenys m amb v a P.

16S0ta unes certes condicions sobre la diferencial d’aquesta aplicacié, vegeu la Proposicié
4.3.1.
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Proposicié 3.10.2 Sigui v una corba parametritzada per l’arc i sigui S una
superficie donada per F(x,y,z) = 0. Suposem P = ~(0) € S. Llavors v i S
tenen un contacte d’ordre almenys m en P si i només si la funcid

on s €s el parametre arc de vy, compleix

d"q
ds"|s=0

Demostracio. Suposem primerament que existeix una corba [(t), parame-
tritzada per 'arc, continguda a 5, és a dir,

F(B(t) = F(Bi(t), Ba(t), Bs(t)) = O, (3-3)

amb [(0) = P, i contacte d’ordre almenys m amb 7 en P.
Derivant (3.3) tenim

dt |t:0 Oz;|p dt =0
pero com
d~(s) & B(t)
= . =1

ds’ |s=0 dt? =0’ J e

tenim
dF (5(t)) N OF  dyi(s)
dt  |t=0 ; Oxyjp ds |s=0 (34)

ds ls=0 — Oz |p ds \s:o’

i per tant, per (3.4),
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L’argument és essencialment el mateix per a les successives derivades de
q(s). Mirem la derivada segona.

d?q(s) 20F dvy(s) d’yj Z@F d*v;(s

ds? |s=0 = axlﬁxﬂp ds |s=0 \s 81)”13 ds? |s:0'

Substituint les derivades primeres i segones de les 7; per les corresponents
derivades primeres i segones de les §; aquesta expressio coincideix amb

d*F(B(t))
dt> =0

la qual és zero per (3.3).

And so on.

Reciprocament, suposem que les derivades de q(s) = F(7y(s)) fins a l'ordre
m sOn zero.

Hem de veure que existeix una corba f(t) sobre S, amb ((0) = P i
contacte d’ordre almenys m amb v en P.

Si %5 P = 0, cosa que passa sempre en el cas de que F' = 0 representi el
pla, i sempre excepte en un parell de punts en el cas de que F' = 0 representi
Iesfera,'” podem definir, pel teorema de la funcié implicita, una funcié Ss(s)
per la condicio

F(71(s),72(s), Bs(s)) = 0. (3.5)
Com
F(71(0),72(0),73(0)) = 0,
ha de ser 33(0) = ~3(0), de manera que la corba

B(s) = (71(5),72(s), B3(s))

compleix que esta continguda a la superficie, ja que compleix la seva equacio,
i B(0) =~(0) = P.

Mirem que també coincideixen les derivades primeres de «(s) i 5(s). De-
rivant (3.5) tenim

8xl-|p ds |s=0 8x3|p ds |s=0

17Si F(x,y,z) = 0 és una superficie arbitraria, alguna de les tres derivades parcials és
diferent de zero, i ’argument funciona potser permutant les variables.
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Com que per hipotesis ¢’(0) = 0 tenim

2 IF d; OF ds —0
— Oz;\p ds|s=0  Ox3|p ds |s=0 -
[gualant aquestes equacions tenim

OF dv _OF d3
Ox3p ds |s=0 B Ox3|p ds |s=0

Com hem fet la hipotesis de que g—ilp # 0, tenim

dys  _ dbs

ds |s=0  ds |s=0

és a dir, 5'(0) = +/(0).
And so on. O

Pla de contacte almenys dos: pla osculador

Proposicié 3.10.3 En cadascun dels seus punts una corba té contacte al-
menys dos amb el corresponent pla osculador.

Demostracio. L’equacié del pla osculador de v(s) en el punt v(0) és
B-Z+d=0,

on B és el vector binormal en el punt P = v(0), ¥ = (z,y,2),1 B- P+d = 0.
Aix{, la funci6 ¢(s) introduida a la Proposicié anterior 3.10.2 és

q(s) = B-v(s) +d
i és clar que
q'(0) = ¢"(0) =0.
Per la Proposicié 3.10.2 hem acabat. [
De fet, aquesta propietat caracteritza el pla osculador.

Proposicié 3.10.4 Si un pla per un punt P d’una certa corba C, té con-
tacte d’almenys ordre 2 amb aquesta corba en P, llavors aquest pla és el pla
osculador.
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Demostracio. Només hem de ‘copiar’ els calculs anteriors. En efecte, els
plans per P sén de la forma @-Z+d =0, amb @ - P +d = 0. La funci6 ¢(s)
és

q(s) =da-(s)+d
i si imposem ¢'(0) = ¢”(0) = 0 obtenim
a-vy'(s)=a-v"(s)=0

i per tant @ té la direccié de la binormal, i hem acabat. [

Esfera de contacte almenys tres: esfera osculatriu

Estudiem el contacte d’una corba amb una esfera.
Suposem que la corba 7(s), parametritzada per I'arc, té un punt en comu
P amb D'esfera

(z—a)’+@y—0>+(z—c)?—-r"=0.

Sabem que per estudiar el contacte hem de considerar la funcié

a(5) = (2(5) — @) + (y(s) — B) + (2(s) — )% — 12 = (O(s), O (s)) — 1%,
on (s) = (2(s), y(s), 2(5)), O = (a,b,c).

Suposem, sense perdre generalitat, que P = 7(0). Com P pertany a
'esfera, ha de ser ¢(0) = 0.

Proposicié 3.10.5 (Contacte d’ordre almenys 1) FEl centre d’una esfe-
ra que té contacte d’ordre almenys 1 amb una corba, pertany al pla normal
a la corba en el punt de contacte.

Demostracio. Estudiem les derivades de la funcid

a(s) = (07(s), 07(s)) — 12
Clarament
¢(0) = 2(0P,7"(0))

Si volem tenir contacte d’almenys ordre 1 ha de ser ¢’(0) = 0, és a dir,
OP ha de ser ortogonal a v/(0).



Geometria Diferencial Classica 63

Podem escriure doncs
OP = pN +¢B (3.6)

on N, B sén els vectors normal principal i binormal de la corbaen Pip,q € R.
Equivalentment
O=P—-pN —qgB,

i per tant O pertany al pla normal a la corba en el punt de contacte. [

Proposicié 3.10.6 (Contacte d’ordre almenys 2) El centre d’una esfe-
ra que té contacte d’ordre almenys 2 amb una corba pertany a l’eix polar de
la corba en el punt de contacte.

Demostracio. Suposem que la funcié ¢(s) de la Proposicié anterior compleix
q(0) = ¢’(0) = 0. Per tenir contacte d’almenys ordre 2 ha de complir a més
que ¢"(0) = 0. Calculem ¢”(0). Com

¢(s) = 2007(s),7"(5))

tenim

¢'(0) = 2(7/(0),7'(0)) +2(0P,~"(0))
= 2(1+ (0P, 7"(0))).

Per tant, ¢”(0) = 0 vol dir
(OP,7"(0)) = =1

Substituint O per la seva expressié (3.6) tenim

on k és la curvatura de la corba en P. Per tant,
O? = —pN +¢B

on p = 1/k és el radi de curvatura de la corba en P.
Equivalentment,
O =P+ pN —¢B.
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La recta
X(t)=P+pN+1tB, teR,

és diu eix polar*® de la corba en P i, per tant, la Proposicié queda demostrada.
O

Proposicié 3.10.7 (Contacte d’ordre almenys 3) FEl centre d’una esfe-
ra que té contacte d’ordre almenys 3 amb una corba en un punt P és el punt
de l’eix polar de la corba en P donat per

o—pin-"Op
T

Demostracio. Suposem que la funci6 ¢(s) de la Proposicié anterior compleix
q(0) =¢'(0) = ¢"(0) = 0. Com

tenim

¢"(0) = 2(y'(0),7"(0)) +2{v(0) — O, "(0))

= 2(P—0,7"(0))

= 2(—pN +¢B,K'(0)N + k(—kT — 7B))
= 2(—pk'(0) — qkr),

on 7 és la torsio de la corba en P.
Per tant, ¢"’(0) = 0 si i només si

PR 0
T T’

i, per tant,
/
o-r+v-2Up
T

com voliem demostrar. [J

18 A Texercici 9.2.5 veurem que la superficie reglada formada per la unié dels eixos polars
(superficie polar) és I’envolvent dels plans normals. Veurem també que aquesta superficie
esta formada per les tangents a la corba formada pels centres de les esferes osculatrius.
La superficie formada per les tangents a una corba es diu desenvolupable tangencial de la
corba, (vegeu l’exercici 7.5.1), i es diu que la corba és ’eiz de regressic d’aquesta superficie.
Monge 'anomena aréte de rebroussement, que en catala seria aresta cuspidal o aresta de
retrocés.
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Definicié 3.10.8 (Esfera osculatriu) L’esfera de contacte d’ordre almenys
tres en un punt d’un corba es diu esfera osculatriu de la corba en el punt.

Acabem de veure que el seu centre és

Y

o=p+on-_"0p
T

1 el seu radi

0P| =/ + (p’(O))%

T

Esfera Osculatriu
/
AU
T

Fix Polar

Cercle Osculador

P N P+ pN

Esfera osculatriu

Observem que totes les esferes amb centre 1’eix polar i que passen per P
tallen el pla osculador en un mateix cercle: el cercle osculador.

Aquestes esferes tenen contacte exactament 2 amb la corba en P excepte
la osculatriu que té contacte almenys 3.

19A les sessions de seminaris veurem que aquest cercle és el cercle que passa per tres
punts consecutius d’una corba.
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Esferes amb centre en ' Eix Polar

%

P &% Cercle Osculador

Esfera osculatriu i cercle osculador

Geometria inversiva

Aprofitant el dibuix que il-lustra la propietat quer diu que els punts A, X i
els seus inversos A’, X’ sén conciclics,

A

polar de A'

polar de X
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i recordant que la polar de A’ respecte la circumferencia d’inversio és la
perpendicular a la recta OA’ pel punt A invers de A’, tenim que la polar de
tot punt X de la polar de A’ passa per A'. Es conseqiiencia de que I’angle
ZOX'A’ és recte, per tot X. Es diu que A’ és el pol de la corresponent recta
polar.

Des d’aquest punt de vista, i situats en el pla per v(s) generat per N(s)
i B(s), podem dir que l’eix polar és la recta polar del punt v(s) + k(s)N(s),
respecte de la circumferéncia de centre y(s) i radi 1.

3.11 Teorema fonamental de la teoria local
de corbes

Teorema 3.11.1 Donades dues funcions k(s) > 0 i 7(s) definides en un
interval obert I C R, emisteiz una corba~y : I — R3, que té s com parametre
arc, amb curvatura k(s) i torsio 7(s). A més, si tenim dues corbes amb
aquestes condicions, existeir un moviment rigid*® de R3 que porta una sobre
laltra.

Demostracio. El teorema d’existencia i unicitat de solucié de les equaci-
ons diferencials ordinaries, que hem recordat a la pagina 18, ens diu que
existeixen 9 funcions z;(s), definides a I per ser el sistema lineal, tals que
si posem T'(s) = (z1(s),xa(s),x3(8)), N(s) = (w4(s),x5(s),26(5)), B(s) =
(z7(s), x5(s), x9(s)), es compleixi que

T'(s) 0 k(s) O T(s)
N(s) | = —k(s) 0 —7(s) N(s) |. (3.7)
B'(s) 0 7(s) O B(s)

20Composicié d’una translacié amb un gir.



68

Equivalentment

~— N N N~ N N

Agusti Reventds

A més, aquesta solucié és unica si fixem les condicions inicials. Posem, per
exemple, com condicié inicial que (7°(0), N(0), B(0)) coincideixi amb la base
canonica de R?, és a dir, 21(0) = 1,25(0) = 0,23(0) = 0, 24(0) = 0,25(0) =
1,26(0) = 0,27(0) = 0,28(0) = 0,29(0) = 1. Pero podriem agafar qualsevol

altre base ortonormal positiva.

Els vectors solucié (T'(s), N(s), B(s)) no solament s6n una base ortonor-
mal quan s = 0 siné que formen una base ortonormal per a tot s € I.

En efecte, sigui

on A(s) és la matriu antisimetrica formada per k(s) i 7(s). La condici6 de que
(T'(0), N(0), B(0)) sigui una base ortonormal s’escriu ara com G(0)G*(0) =

id.

El que volem veure equival a veure que G(s) és una matriu ortogonal per

a tot s, és a dir, G(s)G*(s) = id. Derivant

(GG

G'G! + G(G) = (AG)G" + GG' A
A(GGY) — (GGYA.



Geometria Diferencial Classica 69

Aixo vol dir que tant la matriu identitat com la matriu G(s)G*(s) sén solucié
de l'equacié diferencial (matricial)

X' = AX — XA.
Com compleixen la mateixa condicié inicial ha de ser
G(5)G'(s) =1id, Vsel.

Per trobar la corba ara ja només hem d’integrar

() = T(s),
és a dir,
2'(s) = x(s)
Y(s) = wa(s)
Z(s) = ws(s)

1 tenim la corba buscada

95) = ([ (o), [ aatsyis. [ aao)is),

que passa per l'origen quan s = 0.

A més, per complir-se les equacions (3.7), amb T'(s), N(s), B(s) ortonor-
mal com acabem de veure, aquesta corba té clarament?' referencia de Frenet
(T'(s), N(s), B(s)), curvatura k(s) i torsié 7(s).

Unicitat llevat de moviment rigid. Suposem que ((s) sigui una altra
corba parametritzada per l'arc amb curvatura k(s) i torsié 7(s). Per un
moviment rigid de R3, que no canvia doncs ni la curvatura ni la torsié de
B(s), col-loquem f(s) de manera que 5(0) = (0,0,0) i que la referencia de
Frenet en aquest punt coincideixi amb la referéncia canonica. Aix0 es pot
fer perque la referencia de Frenet és positiva respecte de la base canonica.
Diguem (3(s) aquesta corba girada.

Tant 7(s) com ((s) compleixen les equacions (3.7) amb les mateixes con-
dicions inicials, de manera que, en particular,

7(s) = B'(s)
i, novament per la unicitat, v(s) = 3(s) com voliem veure. [J

Vegeu a [?] la genial integracié de les equacions de Frenet 3.7 utilitzant
equacions de Ricatti donada per Darboux.

218 k(s) fos zero I'equacié T' = kN no ens permetria interpretar N(s) com la normal
principal. Es I'inic punt on s’utilitza la hipoteis & > 0.
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3.12 Evolutes

Ja hem vist a classe de problemes com la evoluta d’una corba plana és la
envolvent de les normals.

Podem recordar que l’envolvent d’'una familia uniparametrica de rectes
es calcula resolent el sistema format per aquesta familia i la seva derivada
respecte el parametre. Per exemple, si les rectes sén

r(t): at)r+b(t)y+c(t) =0

(familia uniparametrica de rectes depenen del parametre t) llavors I’envolvent
és la solucio del sistema

alt)r+b(t)y+c(t) = 0
a(t)z +b(t)'y +c(t) = 0
Aix0 és evident si recordem la definicié de derivada i que per trobar 1’envol-
vent tallem una recta amb la segiient (una infinitament proxima, r(t) amb
r(t 4+ h), el numerador de la definici6 de derivada).

La familia uniparametrica de rectes formada per les normals a una corba
~(s), parametritzada per 'arc, és

r(t): (X, T(s)) = (v(s),T(s)) = 0. X = (x,9)

Hem de resoldre el sistema

|
o

(X, T(s)) — {v(s5), T(5))
(X k()N (5)) = 1= (7(s),k(s)N(s)) = 0

Prenem
X(s) =(s) + u(s)N(s)

per a una certa p(s) de moment indeterminada i veiem de manera evident
que aquest X (s) és solucié de la primera equacié. Per que ho sigui de la
segona ha de ser

((7(5) + u(s)N(s)), k(s)N(s)) — 1 = (v(s), k(s) N(s)) = 0,

és a dir,

w(s)k(s) = 1.
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Per tant els punts de I’evoluta, corba envolvent de les normals, sén de la
forma

X(s) =(s) + p(s)N(s)
on p(s) és el radi de curvatura.

Realment sorprenent que torni a apareixer el radi de curvatura de manera
tant diferent, aparentment, de com ha aparegut a la pagina 41.

La generalitzaciéo d’quest fet a corbes de 'espai va ser un dels primers
treballs de Monge en aquest camp.

Concretament Monge a Mémoire sur les développés es proposa estudiar
precisament l'existéncia d’infinites développées per a les corbes guerxes (la
développée d’una corba C' és una altra corba C* tal que C' esta continguda a
la desenvolupable tangencial de C* i la tangent a C* pertany al pla normal a
C' en el punt corresponent). Desenrotllant un cordill préviament embolicat a
C*, mantenint-lo en la superficie de les tangents, obtenim C. També es diu
que C* és la evoluta de C. 1 que C és la développante o involuta de C*.

Monge es proposa

“de démontrer dans ce Mémoire qu’'une courbe, plane ou a
u urvature a une infinité BV 4 u u
double curvature a une infinité de développées, toutes a double
courbure, [...] et de donner la maniere de trouver les équations
de telle de ces courbes qu’on voudra, étant données les équations
de la développante.”

Donada una corba ~(s) parametritzada per l'arc es demana trobar les
corbes (3(s) (les développées) tals que les tangents a [(s) pertanyen al pla
normal de 7y(s). Es a dir, es demana trobar les evolutes de (s). Una corba
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que si la desenvolupes pel metode del cordill déna v(s). Observem que el
parametre arc s de a(s) no sera en general el parametre arc de /5(s).

Développante

Jnvoluta

Planormal a
la développante

Développé
FEvoluta

En llenguatge actual tindriem??: Donada «y(s) busquem £(s) tal que 3'(s)
pertanyi al pla normal de v(s). Equivalentment ~(s) talla otogonalment les
tangents de 3(s).

Proposicié 3.12.1 Donada una corba v, existeizen infinites corbes tals que
les seves rectes tangents tallen v ortogonalment.

Demostracié. Suposem 7(s) parametritzada per I'arc. Si una tal corba [(s)
existeix la podem escriure com

Bs) = (s) +q(s)V(s),
, 1 ¢(s) és una funcié desconeguda.

'(s)
165" (s)|

Derivant tenim
18/ (s)[V(s) =T(s) +q'(s)V(s) +q(s)V'(s).

Com que V(s) - V'(s) = 0, per ser V(s) unitari i T(s) - V(s) = 0 per
hipotesis, ’anterior igualtat només es pot donar si

T(s)+q(s)V'(s) =0. (3.8)

22Vegeu E. Kreyszig, Differential Geometry, p.66.

on V(s) =
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Ara bé, per hipotesis,
V(s) =sina(s) N(s) + cosa(s) B(s).
Derivant i substituint a (3.8) obtenim

T(s) + q(s)[(=k(s)T'(s) —7(s)B(s))sina(s)
+ (s) cosa(s) N(s)+7(s) cosa(s) N(s) —'(s) sina(s) B(s)] = 0.

Aixo implica (coeficient de T'(s))
a(s) sina(s) = p(s).
i (coeficients de N(s) i B(s))
(e/(s) +7(s))cosa(s) =0, (d/(s) +7(s))sina(s) = 0.

Aquestes dues igualtats impliquen o/(s) = —7(s), és a dir

a(s) = — /08 7(u)du + c,

on ¢ és una constant.
Finalment doncs (canviant el signe a la definicié de «a(s))

B(s) =(s) + p(s)[N(s) — cota(s) B(s)], «fs)= /05 T(u)du +c. (3.9)

Cada valor de ¢ correspon a una de les infinites evolutes de la corba (s).
Si 7 = 0, una de les evolutes és plana i les altres son helixs sobre el cilindre
ortogonal al pla de la corba. [

Exercici 3.12.2 Considereu un cordill de longitud igual a la distancia L
entre v(0) i 5(0), on v(s) i 5(s) son les corbes donades per l’equacid (3.9).
Suposem que aquest cordill el col-loquem sobre la corba B(s) amb origen 3(0)
i a continuacio el despleqguem pel final. Demostreu que obtenim ().

Solucio. Observem que

B'(s) = (p'(s) = p(s)7(s) cot a(s)) (N (s) + cot a(s) B(s))



74 Agusti Reventds

1 per tant,

En particular

=+ (sin a(s)N(s) + cos a(s)B(s)) :

Suposarem que la funcio

dy(s), B(s)) = 2

~ sinaf(s)

és decreixent, de manera que aixo ens permetra desembolicar el cordill. En
particular, la seva derivada és negativa i tindrem

p'(s) + p(s)7(s) cot a(s)

(s = R onals)
i
% — _sina(s)N(s) — cos a(s) B(s).
El cordill, en desembolicar-se, descriu la corba
£(6) = B(6) 4 A0

amb

A(s) = longitud tros de cordill desembolicat = L — / 18 (s)||ds = .p(s) :
0 sin a(s)

Aixd
2(s) =7(s) + p(s)[N(s) + cot als) B(s)] +
25) _(_ sina(s)N(s) — cosa(s)B(s)) = 1(s). O

sin a(s)
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3.13 Teorema dels quatre vertexs

Sigui v : [0, L] — R? una corba tancada parametritzada per I'arc. Quan
parlem de corba diferenciable sobre un tancat volem dir la restriccié a [0, L]
d’una aplicacié diferenciable L-periodica de R a R? (recordeu la definicié de
corba tancada al peu de la pagina 52).

Direm que v és convexa quan tota recta talla la seva traga en dos punts
com a molt.

Els vertexs de 7 sén els punts y(s) on k'(s) = 0.

Lema 3.13.1 Sigui v : [0, L] — R? una corba tancada parametritzada per

UVarc.  Posem ~(s) = (x(s),y(s)) @ sigui k(s) la curvatura de . Siguin
A, B,C € R, llavors

L
/ (Az(s) + By(s) + C)k'(s)ds =0
0
Demostracio. Clarament
L
/ K (s) ds = k(L) — k(0) = 0.
0

El vector normal principal N(s) = (ny(s),na(s)) compleix

'(s)na(s) + 4/ (s)na(s) = 0,

1 per tant

m(s) = W(s)
mas) = —\'(s)

i com és de norma 1 ha de ser N(s) +(y'(s), —2'(
s

Com T"(s) = k(s)N(s), 2"(s) = £k(s)y/(s), y"(
Integrant per parts

[ et = [ aomeras =5 [ yisas=o

[ vowras=— [ ymsras =+ [ aas=o0

Com A, B, C' sén constants, el lema queda demostrat. [J
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Teorema 3.13.2 Tota corba plana tancada i conveza té almenys quatre vertexs.

Demostracid. Sigui 7 : [0, L] — R? una corba tancada convexa parametrit-
zada per I'arc. Sabem que, per ser la funcié curvatura k continua sobre un
compacte, té maxim i minim. Tenim, doncs, dos punts P; = y(s1), Po = Y(s2)
amb k'(s1) = k'(s2) = 0. Suposem sense perdre generalitat que s; < sg i que
P, és el minim i P, el maxim.

Sigui r : Az + By + C' = 0 la recta que passa per P; i P,. Observem que
el pla queda dividit en els dos semiplans Ax+ By+C > 0, Ax+ By+C < 0.

Denotem «, 5 els dos arcs en que queda dividida la traca de v per r.
Concretament, a = 7y(s); 51 < § < s3 1 ( el seu complementari.

Canviant si cal el signe de A, B, C' podem suposar que tots els punts de
a estan a la regié Az + By + C' > 0 1 tots els punts de [ esta a la regié
Az + By +C < 0.

La integral del lema 3.13.1, que és igual a zero, descompon en dues in-
tegrals, una sobre « i l'altre sobre . Aixo vol dir que no podem tenir a la
vegada k’(s) sempre positiva sobre o i k’(s) sempre negativa sobre . Ha
d’haver-hi un interval de mesura no zero on k'(s) < 0 sobre a o un interval
de mesura no zero on k’'(s) > 0 sobre 5. Suposem que estem en el primer
cas (I'argument és el mateix en el segon cas). Com el minim s’agafa a s i el
maxim a Sy, tenim un interval [a,b] amb s; < a < b < s tal que k'(s) < 0
quan s € [a, b].

Per tant, com k(s) és creixent abans de a, decreixent entre a i b i creixent
després de b. Per tant, té un maxim i un minim relatius en a. I per tant un
global de com a minim quatre vertexs.

S1 a b 52

Figura 3.3: Quatre vertexs
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Desigualtat isoperimetrica

Sens dubte, la propietat global més important de les corbes planes és la
desigualtat isoperimetrica que diu que qualsevol regio plana limitada per un
perimetre de longitud L té una area A que compleix

L2
A< —.
~ 4

i, a més, la iqualtat es compleix només quan la reqio esta limitada per un
cercle. Vegeu una demostracié directa i una breu historia del problema a [?].

3.14 Exercicis

Exercici 3.14.1 Demostreu que una corba plana amb curvatura constant és
una circumferéncia.

Solucio. Sabem que la curvatura és la derivada de 'angle que forma el vector
tangent amb una direcci6 fixada, de manera que tenim

i com k(s) és constant, resulta que «a(s) = ks + a, on a € R és la constant
d’integracio.
Ara bé, com podem suposar que «(s) és I’angle entre 7/(s) i (1, 0), resulta
que
(7/(s),(1,0)) = 2'(s) = cosa(s) = cos(ks + a),

que, integrant,

1
x(s) = % sin(ks + a) + b,
on b és una constant. Com 2 + 4? = 1, tenim analogament,
1
y(s) = % cos(ks + a) + ¢,

i per tant la corba esta a la circumferencia

(z— b2+ (y— o) = —.
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Exercici 3.14.2 A la pagina 82 de La Géométrie de René Descartes, [?]
l'autor dona la sorprenent construccio de la normal a la corba que ell ano-
mena la concoide dels antics.

Sigui DC'la primera concoide dels antics, de la qual A és el pol,
1 BH el regle: totes les linies rectes que miren cap a A, 1 que es
troben compreses entre la corba C'D i la recta BH, com ara DB
i CE, son iguals.

D
C '—\
3
N2 B
»
A
G

Si volem trobar la linia CG que la talla en el punt C' segons
angles rectes, [....] cal prendre CF damunt la linia recta C'A, i
fer-la igual a C'H que és perpendicular a HB. Despres des del
punt F' tirar la recta FG paral-lela a BA 1 igual a EA |, 1 aixi
s’obté el punt G pel qual ha de passar la recta buscada C'G.

L’exercici consisteix en comprovar que aquesta construccio és correcta. |
un segon exercici de caire historic és saber com va arribar Descartes a la seva
construccio.

Solucio. Suposem A l'origen de coordenades, la recta HB que sigui la recta
y = a i AB leix de les y's, i suposem BD = 1. Les rectes per 'origen de
pendent tant tallen y = a en el punt (acott,a) i per tant, els punt d’aquesta
recta que pertany a la concoide és

v(t) = (Lt + 1)(cost,sint) = (a +sint)(cot ¢, 1).
sin
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Llavors

i, per tant, la recta normal és

N :~(t) + p(cost,sint + .L

)

sin’t

Amb la notacié de Descartes el parametre ¢ correspon al punt C' = ~(t).
Aixi d(C, H) = sint, i el punt F' ha de ser de la forma F' = A\y(t) i determinem
A per la condicio

d(C,F) =d(vy(t), \y(t)) = sint.

Obtenim
F = (a +sint +sin®t)(cot t,1).

Observem també que

a
d(AE)=|y({t)]| —1=——.
(A, B) = h(B)] - 1= -
Finalment G és un punt sobre la normal amb la mateixa primera coordenada
que F'. Posant, doncs,

a

Y(t) + p(cost,sint + — Qt) = ((a +sint + sin*t) cot t, Ny)
sin
obtenim
Ny = (a +sint) +sint(sint + ——).
sin” ¢
Aixi a
d(F,G)= — =d(AF
(F.G) sint (4, 5)

com voliem.
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Capitol 4

Superficies

4.1 Introduccio

Definicié 4.1.1 23 Una superficie reqular és un subconjunt S C R® tal que
per a tot punt P € S existeiz un entorn obert W de P a R® i una aplicacid
¢ : U C R? — R3 diferenciable, on U és un obert de R?, amb p(U) = WN.S,
tal que

1. ¢ : U — WnNS és homeomorfisme (quan dotem W NS de la topologia
induida).

2. Per a tot punt Q € U, laplicacié diferencial dpg : R?* — R?® és
mjectiva.

Cada parell (U, ) amb les anteriors propietats es diu carta local o parame-
tritzacio local.

Es costum denotar (u,v) les coordenades cartesianes de R?, (z,y,2) les
de R3, i escriure

o: UCR? — R3
(u,0) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)),

o també,

0: UCR? — R?
(w,v) = (@ (w,0), 9% (u, ), 9%, 0)).

ZEn aquesta seccié seguim [?].

81
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Recordem que dir que ¢ és diferenciable vol dir que les tres funcions
¢'(u,v),i=1,2,3, ho sén.

Nota 4.1.2 La condicié 1 és per evitar autointerseccions, com ara dos plans
que es tallin?*, o situacions on la topologia induida no coincideix amb al
topologia que prové de la topologia de R? a través de ¢. Per exemple,

p(t,0) = (2cos(g(t) = 5).sin2g(t) = 3),0),  (t.v) € R,

on g(t) = m + 2arctan(t). La figura representa la corba ¢(t,0).

17
0.8
0.6
0.4 1

0.4
-0.6 1
-0.81

Problemes amb la topologia induida
Observem que ¢ és una aplicacié continua i bijectiva entre R i la traga
de la corba. Podriem posar a ¢(R) la topologia de R a través de ¢, pero
no coincideix amb la topologia de ¢(R) heretada de R? ja que, amb aquesta
topologia, qualsevol entorn de l'origen conté punts proxims a —oo i 4-00.
Si no ens cal que ¢ estigui definida a tot R? aquest exemple es pot canviar
per un més senzill amb essencialment les mateixes propietats :

o(u,v) = (sinu, sin 2u,v), (u,v) € (—m,m) x (0, 1).

La figura representa la corba ¢(u,0).

24Podem trobar corbes tancades sobre la unié d’aquests plans, com ara cercles amb el
diametre a la interseccié i dos trocos sobre dos dels semiplans, que no separen el conjunt
en components arc-connexes. No pot ser doncs homeomorf a un disc.
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sin(2*%t)

0.8

0.6

04

0.2

-0.2

-04

-0.6

-0.8

L

s
%
s
Y
s
2

sin(t)

02 04 0.6 08 1

(sin u, sin 2u)

La mateixa situacié tenim amb (veure [?])

p(u,v) = (

3u 3u?

T+ 1+w "

),

La figura representa la corba ¢(u,0).

@+

(u,v) € (=1,00) x R.

(

(G*0/(C+1)

3u 3u?
14+ud? 143

)

83
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Nota 4.1.3 La condicié 2 diu que ¢ és una immersio local en tot punt ) de
U. Com per tota aplicacio lineal es compleix que la dimensié del nucli més
la dimensié de la imatge és igual a la dimensié de 1’espai de sortida, tenim
2 = dimKerdypg + dimImdypg = dimImdyg i per tant la matriu

9p' 09!
ou Ov
9p* Oy
ou  Ov
9 0p
ou Ov

on totes les derivades parcials estan valorades en el punt @), té rang 2. En
particular els vectors columna

dp (8g01 dp? 0p*

ou ou’ Ou’ Ou )
dp (8g01 Dip? 8@3)
v “ov v v’

son linealment independents.

Aquesta condicié es posa per evitar que la superficie tingui punxes o
cantonades.

Per exemple, l’aplicacié ¢ : R? — R3 donada per ¢(u,v) = (u+uv, u?, uv)
és continua i injectiva, pero en canvi els vectors

Oy _ 2 Oy _
o (1,3u”,v), T = (1,0,u)

no sén linealment independents en el punt @ = (0,0). Per tant (R? ) no és
una carta local. Pero si traiem el punt (0,0), és a dir si considerem la parella

(R%\ {(0,0)},¢), st que ho és.
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3

p(u,v) = (u+v,u’, uv)

Les punxes poden provenir de la no diferenciabilitat. Per exemple, I'apli-

cacié

o(u,v) = (u,v, Vu? + v?)
aplica el disc u? + v? < 1 en un con de vertex a l'origen. Perd la funcié
Vu2 +v2 no és C! a l'origen (u,v) = (0,0). Si prescindim del vertex del con,
si que tenim una superficie.

2

Exemple 4.1.4 Comprovem que el cilindre S de R® donat per x* +y* = 1,
€s una superficie.

Solucié. Prenem P = (a,b,c) € S. En particular a® + b*> = 1. Sabem que
si (a,b) # (1,0) existeix un tnic ug € (0,27) tal que (cosug,sinug) = (a,b).
(Si (a,b) = (0,1) el raonament és similar).

Prenem com obert U de R?

U = (0,27) x R,
i com aplicaci6 ¢ : U — R?
o(u,v) = (cosu,sinu, v).

La imatge V' = p(U) conté P i és un obert de S ja que és la interseccié amb
S d'un obert de R3. Concretament,

V=8nR\r)
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on r éslarectar =1,y = 0. Com r és un tancat, R\ r és obert.
Comprovem les dues propietats.
1) ¢ és clarament continua (cada component ho és) i injectiva. La inversa
¢©1 1V — U esta donada per la restriccié al cilindre (de fet a (U)NS) de

(arccos \/mj——l-gﬂ’ 2) y>0
[y, 2) = (m,2) y=0
(2m — arccos \/xnyQ’ z) y<o0

definida a R3\ {eix z}. Com la funcié arccos : (—1,1) —» (0, 7) és continua, f
és continua. Aixo vol dir que ¢! és la restriccié a V' d’una aplicacié continua
definida en un obert de R? que conté V a R?, i és per tant, continua®® com
aplicaci6 de S a R2.

2) La diferencial de ¢ té matriu

ocosu dcosu

ou ov —sinu 0
Osinu Osinu
= cosu O
ou ov
oo 01
ou ov

que, com el sinus i el cosinus no es poden anul-lar a la vegada, té rang 2. [

Exemple 4.1.5 (Esfera) Comprovem que l'esfera de R® donada per x* +
y? + 22 = R? és una superficie.

Solucid. Sigui P € S?. Suposarem primerament que P € S%\ C on
C={(z,y,2) € Si;y =0,z > 0}.

Construirem una carta local per aquest P. Prenem com obert U de R? I'obert
U= (0,7) x (0,27) C R?, i com aplicacié

U, : U — R3

2Gi F: X — Y és una aplicacié continua entre espais topologics i A és un subconjunt
de X amb la topologia induida, llavors la restriccié de F' a A, Fj4 : A — Y, és continua,

ja que per tot obert W de Y, F~1(W) és obert de X i F‘:ll(W) =ANFYW)iés, per
tant, un obert de A amb la topologia induida.
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prenem la donada per
Uy (p,0) = (Rcosfsing, Rsinfsin g, Rcos ).
Clarament ||U(p,0)|| = R, és a dir, U;(U) C S%. Més concretament

U, (U) =52\C.
Observem que 6 és la longitud i ¢ la colatitud.

@ cosf, Rsinpsinf, Rcos p)

Hem de veure que ¥, és continua, injectiva, amb inversa continua i im-
mersio local.

1) Que és continua i injectiva és trivial. Per veure que la inversa és
continua la podem calcular explicitament i comprovar-ho. Pero abans hem
de comprovar que ¥, (U) és un obert de S? amb la topologia relativa. I aixo
és cert ja que

U (U)=5*nW
amb W = R3\ C obert de R?, ja que C' és tancat.
Per calcular la inversa de W; observem que cada punt (z,y,z) € ¥(U)

determina un tnic angle ¢ € (0, 7) tal que ¢ = arccos %. La funcié arccos :
(—=1,1) — (0, 7) és continua i bijectiva. Aixo permet definir

_ z Y
U (z,y, 2) = (arccos —, arctan =
U@, ,2) = (arccos =, arctan ¥)



88 Agusti Reventds

que és continua.
2) Immersié. La diferencial esta donada per la matriu jacobiana

Rcosfcosp —Rsinfsingp
Rsinfcosy Rcosfsinp
—Rsinp 0

i és facil veure que les dues columnes d’aquesta matriu son linealment inde-
pendents.

Finalment, si el punt P considerat a l'inici pertany a C' només hem de
repetir els anteriors calculs pero agafant ara com carta local

Uy (p,8) = (—Rcosfsing, Rcos @, Rsin psinf)

z

En aquest cas cap dels punts de la semicircumferencia tancada
{(z,y,2) € S3;2=0,2 <0}

pertany a Wy (U). Com Wy (U) U Wy(U) = Sitot punt P € S? esta en una de
les dues hipotesis considerades. [

Proposicié 4.1.6 (Definicié equivalent de superficie) Un subconjunt S
de R?® és una superficie si i només si per cada punt P € S existeix un entorn

obert V- de P a R3, i un difeomorfisme h : V. — h(V)) amb h(V) obert de
R3 tal que

h(V N S) = (V)N (R? x {0}) (4.1)
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Demostracio. Suposem primer que S és una superficie i sigui (U, ) una
carta local amb P = ¢(p), p € U. Com dyp, ¢és injectiva sabem, pel teorema
d’estructura de les immersions locals, Teorema 2.1.1, que existeix un entorn
obert V de P a R3, i un difeomorfisme h : V — h(V) amb h(V) obert de
R3 tal que

h(V N e(U)) = h(V) N (R* x {0}).

A més,en aquest obert, h(p(u,v)) = (u,v,0).
Prenent V' prou petit?® com perque V N (U) = V NS hem acabat.

(b)

7

Dibuiz de Spivak, [?]. La seva V' és la nostra h(V').

Reciprocament, si per a cada P € S existeix un entorn obert V de P a
R3 i un difeomorfisme h : V' — h(V) que compleix la igualtat 4.1, podem
construir una carta local (U, ¢) que contingui P prenent com obert

U=i*h(V)N(R*x {0})) = {(u,v) € R? (u,v,0) € h(V)},

on i(u,v) = (u,v,0) (U és obert per ser la anti-imatge d’un obert de R? x {0})
i com aplicacié
o=h"ltoi:U—VnNES.

26Com~<,0(U ) és un obert de S amb la topologia induida, existeix U obert de R3 tal que
o(U) =UnNS. Només hem d’agafar V C U.



90 Agusti Reventds

En particular h(o(u,v)) = (u,v,0). Es clar que (U, ¢) és una carta local
(vegeu [?]). O
Observeu que, tal com hem construit h, compleix h(p(u,v)) = (u,v,0).

4.2 Grafiques de funcions

En aquesta seccio i la segiient veurem un parell de situacions que donen lloc
a superficies: les grafiques de funcions i les antiimatges dels valors regulars.

Proposicié 4.2.1 Sigui h: U C R? — R una funcid diferenciable definida
sobre lobert U de R?. Llavors la grafica de h

Gr={(x,y,2) € U xR;z = h(z,y)}

és una superficie.

Demostracié. Considerem ¢ : U — R? donada per

o(r,y) = (z,y,h(z,y)).

Clarament ¢(U) = G. Per tant només hem de veure que ¢ és un homeo-
morfisme sobre la imatge amb diferencial injectiva en cada punt i GG sera una
superficie amb una sola carta local (U, ¢).
Homeomorfisme sobre la imatge. Es clar que ¢ és continua i injectiva.
Falta veure que ¢ és oberta, o equivalentment, que ¢! és continua.
Pero
ot G — U
(@, y, h(z,y)) = (z,y)

consisteix en quedar-se les dues primeres coordenades del punt, i per tant
¢l =mg
on 7 : R® — R2 és la projeccié canonica
m(x,y,2) = (z,y).

Com 7 és continua i la restriccié d’una aplicacié continua és continua, @t
és continua.
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Diferencial injectiva. La matriu de dyg, Q € U, és

1 0
0 1
on on
oxr 0Oy

(les derivades en el punt Q) que té clarament rang 2. [

La Proposicié 4.2.1 té una mena de reciproc:

Proposicio 4.2.2 Tota superficie és, localment, la grafica d’una funcio.

Demostracio. Sigui (U, ¢) una parametritzacié local de S, i sigui P = ¢(Q)
amb @) € U. Com que la matriu de dyg té rang 2 un dels tres determinats

L e i I i 20 )
I(u,v) > Ou,v) = I(u,v)’
és diferent de zero en el punt Q.

Permutant si cal les variables podem suposar que el que és diferent de
zero és el primer. Veurem que llavors podem posar localment z = f(z,v),
per a una certa funcié diferenciable f, i la superficie sera doncs localment la
grafica de f.

En efecte, aplicant el teorema de la funcié inversa, pagina 17, a 'aplicacid

h= (o) : U — R?

donada per

h(uv U) = (901 (u’ U), 902 <u7 U))>
cosa que podem fer perque dhg és isomorfisme, sabem que existeix un entorn
obert V de Q a U tal que W = h(V) és un entorn obert de h(Q) a R? i

h:V —W

és un difeomorfisme.
Llavors ¢(V) és la grafica Gy de la funcié f = p?oh™ : W — R, ja que
Gy = {lz,y, f(z,9)); (z,y) € W}
{(z,y, f(z,9)); (z,y) = h(u,v), (u,v) € V}
= {(¢"(u,v), p*(u, ), ¢*(u, 0)); (u,v) € V}
= ¢(V). 0O
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Figura 4.1: Localment grafica

Nota 4.2.3 La frase “permutant si cal les variables” que hem usat més
amunt implica que hem demostrat que tota superficie és grafica d’una funcié

del tipus z = f(z,y), y = g(z, 2), 0 & = h(y, 2).

Exemple 4.2.4 L’esfera no és la grafica d’una funcid, en canvi I’hemisferi
nord és la grafica de z = ++/ R? — 22 — 3.

4.3 Valors regulars

Es molt 1til saber que I'antiimatge d’un valor regular®” és una superficie. En
aquest cas, a diferencia de la situacié que tenim per a grafiques de funcions,
necessitarem en general més d’una carta per recobrir-la. Concretament

Proposicié 4.3.1 Sigui f : W C R® — R diferenciable sobre l'obert W, i
sigui a € R tal que dfp # 0 per a tot P € f~'(a). Llavors S = f~(a) és una
superficie.

Demostracio. La condici6 dfp # 0 ens diu que dfp és exhaustiva. Pel teorema
d’estructura de les submersions locals, Teorema 2.2.1, pagina 25, existeix un

obert V' de R® i un difeomorfisme h : V. — (V) C W, amb P € h(V), i

27Un punt a € R™ és un valor regular de F : R® — R™ si en tot punt P de la fibra de
a, P € F~!(a), la diferencial de F en P, dFp, és exhaustiva.
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(V') obert de W, tal que

f(h(z,y,2)) = .

Com P € h(V) existeix @ = (q1,¢2,q3) € V tal que P = h(Q). Aplicant f
veiem que ha de ser ¢; = a, ja que

a=f(P)=f(hQ)=aq.
Prenem
U= {(u,v) € R (a,u,v) € V1,
ip:U — R3 donada per

o (u1,0) = h(a,u,v).

Observem que U # 0 ja que (go,q3) € U. Clarament ¢(U) C f~!(a) ja
que f(h(a,u,v)) = a.

Observem que ¢(U) = h(V)Nf~(a), i és per tant un obert de S = f~!(a)
amb la topologia relativa.

h

|

|4
]RH*WL /,./T
Q

L]

l 7r
R"” L RT”

f(P) = a

28Per tal com hem construit h en el teorema d’estructura de les submersions locals,
pagina 25, sabem que és de la forma h(z,y,z) = (x,y,2). Per tant, la carta local de
la superficie f(z,y,z) = a es construeix agafant dues de les variables com a parametres
i aillant la tercera a l'equacié f(z,y,z) = a. Per exemple, si podem agafar y,z com a
parametres (amb la notacié habitual y = u, z = v) tenim

(P(y7 Z) = h(a’7 Y, Z) = (x<a7 Y, Z)7 Y, Z)

amb f(z(a,y,z2),y,2) = a. Es justament el Teorema de la Funcié Implicita: = queda
definida implicitament coma funcié de y i z per la condicié f(z,y,2) = a.
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Les dues condicions que ha de complir ¢ per tal de que (U, p) sigui carta
local sén

1) ¢ : U — o(U) homeomorfisme. Es clarament continua i injectiva. Per
veure que és homeomorfisme sobre la imatge falta veure que ¢! és continua.
Pero, ¢! = 7o h|;1(U)7 on 7(z,y, z) = (y, 2), de manera que ¢~* és continua,
per ser composicié d’aplicacions continues (la restriccié d’una continua és
continua).

2) dpp injectiva, per a tot P € U. La matriu de dpp esta formada per
dues de les columnes de dhg que sén doncs linealment independents. De fet

Op _0Oh Op _0Oh
%(uav) - %(G,U,U), %(’U/,U) - %(CL,U,’U)- g

Sin=31im =1 el dibuix és més o menys aixi:

w// :

Submersid ambn =3 im = 1.

Exemple 4.3.2 Donada la funcid f(x,y,z) = x® +y* — 22, estudiem si el
conjunt
fHa) = {(z,y,2) e R%a® + 3> —2° = a}

amb a € R, és o no una superficie.
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Solucio. La diferencial de f en P = (z,y,2) té per matriu, respecte de les
bases canoniques,

dfp:(Qx 2y —2z).
i per tant podem assegurar que dfp # 0 en tot punt diferent de l'origen. Si
a # 0 Porigen no pertany a f~1(a), i per tant dfp # 0 en tot punt de f~*(a).
Per la Proposicié 4.3.1 el conjunt de punts de R? tals que

4y’ —22=a, a#0,

és una superficie. Es tracta d’un hiperboloide de revolucié, d’un full si a > 0
o de dos fulls si a < 0.

Si volem explicitar les cartes locals d’aquest hiperboloide, seguint la de-
mostracié del teorema, només hem de recordar que existeix un difeomorfisme
h:V — h(V) amb V i h(V), oberts de R3, tal que f(h(z,y,z)) = z.

Podem escriure h explicitament, ja que és l'inversa local de I'aplicacié

g:R*—R
donada per

g(z,y,2) = (@ +y* — 2y, 2).

Per tal de poder afirmar que dgp és isomorfisme només ens cal que la primera
component de P sigui diferent de zero.?? Observem que h = ¢! esta donada
per

h(l’,y, Z) = ( T — y2 + 227:% Z)

Llavors prenem

U= {(u,v) € R (a,u,v) € V}

o(u,v) = h(a,u,v) = (Va—u?+ 0% u,v).

Ja es veu doncs que, tal com hem dit en el peu de pagina 28, pagina 93,
a la practica per trobar la carta local la unica cosa que farem és fizar dues de

296i fos la segona component de P la que fos diferent de zero haurfem d’agafar

2

g((E,y7Z) = ({L‘7.Z'2 +y2 -z ,Z).

A aix0 ens referfem quan deiem “canviant si cal el nom de les coordenades” en la demos-
tracié del teorema d’estructura de les submersions locals, pagina 21.
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les variables, per exemple y,z com coordenades u,v, i aillar (si es pot) la x
de Uequacié z2 + y2 — 22 = a. Bs el Teorema de la Funcié Implicita.

El signe de l'arrel quadrada es determina segons el punt P que estem
considerant tingui primera component positiva o negativa.

Pero aquesta Proposicié no diu res en el cas a = 0, és a dir, sobre f~1(0),
perque hi ha un punt en aquesta fibra (el (0,0,0)) on dfp = 0.

Aquest conjunt, 22 4+ y? = 2?2 és un con de revolucié, que no és localment
homeomorf al pla (si prenem un entorn del punt (0,0,0) en el con i traiem
aquest punt obtenim un subconjunt disconnex, mentre que en el pla si traiem
un punt d’un entorn obert d’un punt obtenim un subconjunt connex).

Si prenem

{(z,y,2) € R* 2> +y* = 2% 2 > 0}

llavors si que tenim una superficie, com es veu aplicant la Proposici6 4.3.1 a la
mateixa funcié f abans considerada perd definida ara a 1'obert R*\{(0,0,0)}.
Si en lloc de posar z > 0 posem z # 0 obtenim també una superficie, pero
no connexa. []

4.4 Funcions diferenciables sobre superficies

Sigui S C R3 una superficie regular. Sabem, dels cursos d’Analisi, que vol dir
que una aplicacio definida sobre un obert de R™ a R sigui diferenciable. Pero
com que una superficie de R3 no és un obert de R?, no sabem en principi que
vol dir que una aplicacié f : S — R sigui diferenciable. Donem la definicié
segiient.

Definicié 4.4.1 Direm que una aplicacio f : S — R és diferenciable en un
punt P € S si existeir una parametritzacid® local ¢ : U C R? — S, amb
P e o(U), tal que Uaplicacié f = foe: U C R2 — R és diferenciable en
el punt Q tal que p(Q) = P.

39Veurem que si val per a una parametritzacié val per totes, Proposicié 4.4.4.
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Com sempre, es diu que f : S — R és diferenciable en un obert V de §
si és diferenciable en cada punt de V.

I també com sempre, es diu que una aplicacié de f : S — R¥ és diferenci-
able si cadascuna de les seves k components és diferenciable. Equivalentment,
quan f o : U — R¥ és diferenciable.

En particular, ¢! : o(U) — U és diferenciable ja que ¢~ o és la iden-
titat, i per tant diferenciable. Podem dir, doncs, que ¢ és un difeomorfisme
en el sentit de que és una aplicacié diferenciable amb inversa diferenciable
entre un obert de R? i un obert de la superficie.

Perd que ! sigui diferenciable, segons la definicié 4.4.1, no és massa
important, el que és important és que ¢! és, localment, la restriccié a la
superficie d’una aplicacid diferenciable definida en un obert de R3. Concre-
tament tenim la proposicié segiient.

Proposicié 4.4.2 Sigui ¢ : U C R? — S una carta local d’una superficie
S. Per cada punt Q € U, existeix un entorn obert V- de P = ¢(Q) a R? i
una aplicacio diferenciable g : V. — U tal que g(V') és obert de U i tal que,
sobre VN(U), g=¢ .

Demostracio. Apliquem el Corol-lari 2.1.2, pagina 23, a ¢. [J

Corol-lari 4.4.3 Sigui (V,1) una carta local d’una superficie S i sigui U
un obert de R*, per algun k, i sigui f : U — (V) C R® una aplicacié
diferenciable. Llavors ¢t o f : U — V és diferenciable.

Demostracio. Com sabem, per la Proposici6 4.4.2, que ¥~ és localment la
restriccié a la superficie d’'una aplicacié diferenciable g d’'un obert de R? a
R2, tenim, en un entorn de cada punt de U, ¥ ' o f = go f i és, per tant,
diferenciable per ser composta de diferenciables. [

f

U S
K
o f
v

Per exemple, si () és una corba de R® amb traga continguda en una
carta local (V') de S, és clar, per ser 1) homeomorfisme, que existeix a(t)
corba sobre V' tal que v(t) = ¥(«a(t)). Pero és a(t) diferenciable? Doncs,
justament pel Corollari 4.4.3, amb k=11 f =+, com a = ¢)~! o ~y, aquesta
a és diferenciable.
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Una remarca important és que si f : S — R és diferenciable en P,
perqué existeix una carta local ¢ : U C R? — S amb P € ¢(U), tal que
f o és diferenciable en Q amb ¢(Q) = P (definicié 4.4.1), llavors qualsevol
altra parametritzacié ¢ : V.C R? — S, amb P € ¢(V), compleix que f o)
és diferenciable en ', amb (Q)’) = P, ja que, en un entorn prou petit de
@', tenim que

fo=(fop)o(p™ oy,
i 'aplicacié ¢! o 1), anomenada canvi de parametres o canvi de coordena-
des, és difeomorfisme local, com veurem a continuacio, i per tant f o1 és
diferenciable per ser composicié de diferenciables.

Proposicié 4.4.4 (Canvi de coordenades) Siguin ¢ : U — S i ¢ :
V. — S dues parametritzacions locals d’una superficie S a [’entorn d’un
punt P € S, i denotem W = o(U) N (V). Aleshores, laplicacié 1~ o ¢ :
o Y (W) — =Y (W) és diferenciable, amb inversa ¢~ o diferenciable.

Demostracio. Conseqiiencia del Corol-lari 4.4.3 amb f = . OJ

Canvi de coordenades.

El nom canvi de coordenades prové de que si un punt P € S és de la
forma P = p(ug,vo) es diu que P té coordenades (ug,vp), respecte de (.
Pero pot ser que el mateix punt s’escrigui com P = v (uq,v;) respecte d'una
altra carta local v, i llavors P té coordenades (uy,v1), respecte de 1.

Les relaci6 entre (ug,vp) 1 (u1,v1) esta donada justament per

(ur,v1) = Y~ o p(u, o)
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i per aixo ¢! o ¢ es diu canvi de coordenades.

4.5 Espai tangent

Definicié 4.5.1 Sigui P un punt d’una superficie S. L’espai tangent a la
superficie en P, TpS, és el subconjunt de R® format pel vectors tangents en
P de totes les corbes sobre S que passen per P.

Es a dir
TpS = {v € R* 3 : (—¢,€) — S diferenciable ,a(0) = P,v = o/(0)}.
Veurem a continuacié que TpS és un subespai vectorial de R3.

Proposicié 4.5.2 Sigui P un punt d’una superficie S. L’espai tangent a la
superficie en P, TpS, és un subespai vectorial de R de dimensio 2.

Demostracio. Sigui (U, ¢) una carta local amb P € ¢(U). Les corbes sobre S
que passen per P es poden escriure com y(t) = ¢(a(t)), on a(t) = (u(t), v(t))
és una corba de U. En efecte, pel Corol-lari 4.4.3 amb k£ = 1, sabem que
a = o1 o~y és diferenciable.

Prenem una d’aquestes corbes i suposem que P = p(ug, vp) 1 a(ty) =
(ug, v9) de manera que y(ty) = p(a(ty)) = P.

Per calcular el vector tangent en el punt P només hem de derivar,

o) (%) (00) )
dt  |t=to ou \(0,00) dt |t=t, ov |(0,20) dt |t=t, .

Ara bé,
0_4,0 B 8901 agp2 aQOB
ou \(wo.00) ~\ Ou’ Ou’ du \(wo.00)

és el vector tangent a la corba ¢(ug + t,v9) en t =0, i

a_(p B 8901 8902 8903
M/ S\ v v v
U0,0) |(uo,v0)

és el vector tangent a la corba ¢(ug,vg +t) en t = 0.
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Aixi doncs, la igualtat (4.2) diu que tot vector tangent a la superficie en
P és combinacié lineal dels dos vectors de R? (linealment independents per
definici6 de superficie) tangents a la superficie en P

(). (%)
0 ) o) NIV upan)

Reciprocament, qualsevol combinacié lineal d’aquests vectors

0 0
A _SD + 1 _90
ou ( ) ov
uo,v0 ‘(UOKUO)

és vector tangent en P a una corba sobre la superficie, concretament a la
corba @(ug + At,vg + pt), en t = 0.
Aixi, doncs, hem vist que

TpS = < (8u)(u07v0)7 (av)|(u0’m)> = <8u (g, vo), BN (UO,U0)>,

per a qualsevol®! carta local que contingui P.
Com P és arbitrari tenim que

T = () 55} = (5. 57)

El pla de 'espai aff R? que passa pel punt P i té espai vectorial director
TpS es diu pla (aff) tangent a la superficie en P. Per tant, la seva equaci és

X=P+A 8—90 + 6—@ , A e R
) g 0) N /| wo.w0)
U0 ,v0 uo,v0

Aquesta distincié entre subespai vectorial i subespai afi també s’ha donat
en estudiar corbes: la corba (t) té vector tangent en ¢ = t, el vector v'(ty)
i recta tangent y(to) + (v'(to))-

Observem finalment que si S esta donada com els zeros d’una certa funcio
f:U C R® — R, essent 0 valor regular, llavors

TPS = Vf(P)la

(vegeu l'exercici 4.7.5).

31La definicié de TpS no depen de les cartes locals.
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Nota 4.5.3 Si (U, ) és una carta local de S, com ¢ és una aplicacié di-
ferenciable de R? a R3, té perfecte es sentit considerar la seva diferencial
dpg : R? — R3 en un punt @ € U. Perd per la Proposicié 2.0.3, podem
escriure dpg : R? — TpS i per ser la diferencial de ¢ injectiva aquesta
aplicaci6 és un isomorfisme i

dpg(R*) =TpS, P =¢(Q).
Nota 4.5.4 (Notacié) Per simplificar la notacié escriurem també

_ 0o Oy
gDU_Bu’ “0”_811

0, si ens convé especificar el punt,

0 0

SDu(Uo,Uo) = a—i(uo,vo); %(UO;UO) = 8—85(%,110)

4.6 Diferencial d’una aplicacié entre superficies

Recordem que ja sabem que vol dir que una aplicacié d’una superficie S a
R* sigui diferenciable (definicié 4.4.1 component a component,).

Com una aplicacié entre dues superficies és en particular una aplicaci
de la primera superficie a R? té sentit dir que una aplicacié entre superficies
és diferenciable. Concretament,

Definicié 4.6.1 Una aplicacio F : S; — Sy entre dues superficies es diu
que és diferenciable si és diferenciable com aplicacié de S; a R3.

En particular, si (U, ¢) és una carta de Sy, I'aplicacié Fop : U — Sy és
diferenciable (com aplicacié de R? a R3).

També es pot dir que F' és diferenciable quan la seva expressio en coor-
denades és diferenciable. Concretament,

Proposicié 4.6.2 Una aplicacio F' : S —> Sy entre dues superficies és
diferenciable si i només si per a tota carta local (U, ) de Sy i tota carta local
(V,9) de Sy amb F(p(U)) C (V) Uaplicacié v o Foyp : U — V és
diferenciable.
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Demostracio. Suposem primerament que I és diferenciable com aplicacio
de S; a R®. Per definicié tenim que F o ¢ és diferenciable. Pel Corol-lari
4.4.3 hem acabat.

Reciprocament, ara sabem que ¢~ o F o ¢ és diferenciable. Composant
amb 1 deduim que F' o ¢ és diferenciable. []

Ara voldriem parlar de la diferencial d’aquesta aplicacié. No ho podem
fer a partir de la Definicié 2.0.1, pagina 13, ja que involucra derivades parcials
que ara no tenim ja que F no estd definida en un obert de R3.

En canvi si que podem usar la definicié equivalent de diferencial d’una
aplicacié donada a la Proposici6 2.0.3, pagina 16.

Concretament tenim la definicié segiient.

Definicié 4.6.3 Sigui F' : S — Sy una aplicacio diferenciable entre su-
perficies i sigui P € S;. La diferencial de F' en el punt P és ['aplicacio

de : Tp(sl) — TF(P)SQ

donada per
d

~ dtj=o
on y(t) és una corba sobre Sy tal que v(0) = P i v'(0) = w.

dFp(w) F(v(t)), YweTpS,

Primera observacio. La imatge de TS, per dF'p, en principi un subespai
vectorial de R3, esta continguda a Trp)S2. Aixo és aixi ja que la corba
F(v(t)) esta clarament continguda a Sy, i per tant, la seva derivada pertany
a ’espai tangent corresponent.

Segona observacio. Es suficient que v estigui definida en un petit entorn
de zero, per exemple sobre (—e¢,€). Que P sigui el punt de parametre t = 0
i no un altra valor ¢ = t; és tnicament per comoditat. Observeu que si
v (to—€,tog+€) — S és tal que y(tg) = P i+ (ty) = w llavors

d
dFp(w) = —
P( ) dt‘tzto

Tercera observacio. Aquesta definicié és una bona definicié, en el sentit
de que no depen de la corba integral elegida. En efecte, com que (t) és una
corba sobre S, si prenem una carta ¢ : U C R? — R3 amb P € ¢(U),
existeix una corba diferenciable «(t) = (u(t),v(t)) sobre U, definida per a



Geometria Diferencial Classica 103

valors petits de ¢, tal que y(t) = p(a(t)) (vegeu corol-lari 4.4.3, pagina 97, i
comentari posterior).

Llavors F' o ¢ és una aplicacié definida sobre un obert U de R?, a valors
R3, i per tant podem parlar de la seva diferencial. Es compleix que

WFelw) = S FO(D)
d

= G Feee)

= d(F o @)a)(a'(0)), (4.3)

i aquest darrer terme només depen de P i w, i no de «, ja que «(0) queda
determinat per la condicié v(0) = P = ¢(a(0)) i &/(0) queda determinat per
la condicié (de)a()(a’(0)) = w, ja que la diferencial de ¢ és injectiva.

Quarta observacio. Aquesta aplicacid és lineal.

En efecte, tal com hem vist a la nota 4.5.3, I'aplicacié d@q. () és un iso-
morfisme entre R? i TpS.

Aixi, la igualtat (4.3), es pot escriure com

dFp(w) = d(F 0 9)a() © [da@)] " (w)
i dFp és lineal per ser composicié d’aplicacions lineals.??

Teorema 4.6.4 (Teorema de la funcié inversa per a superficies) Si-
gut F: S1 — Sy una aplicacio diferenciable entre superficies i suposem que
la seva diferencial en P, dFp : TpS, — Tpp)Se €s isomorfisme. Llavors
existeiz un entorn obert Vi de P en Sy i un entorn obert Vo de F(P) en Sy
tal que F' : Vi — V5 és difeomorfisme.

Demostracio. Sigui (Uy, @) una parametritzacié de Sy, amb P € ¢(U;) i
sigui (Us, ) una parametritzacié de Sy, amb F(P) € 1(Uz). L’aplicaci6
F =1~ o Foy (expressié en coordenades de F) és diferenciable, com es veu
immediatament aplicant el Corol-lari 4.4.3 amb f = F o ¢.

La seva diferencial és la composta de tres aplicacions lineals injectives?
i per tant és injectiva, i com va de R? a R? és isomorfisme. Pel teorema de

3

320bservem doncs que haguéssim pogut definir directament dFp = d(F o p)g o (dpg)~!
que correspon essencialment a pensar F' = (F o ¢) o ¢! i aplicar la regla de la cadena.
33Hem de pensar les tres diferencials d’acord amb la definicié 4.6.3.
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la funcié inversa aquesta aplicacié F és un difeomorfisme local. Existeixen
doncs oberts Wy C Uy, Wy C U, tals que F:W, — Ws, és difeomorfisme.
Prenent V; = p(W7) i Vo = (W) tenim que F' = YvoFopt:V, —s Vs, és
a dir, F' coincideix sobre V; amb la composicié o Fo ¢~ 1 de tres aplicacions
bijectives i és per tant bijectiva.

F
Vi Vs
© (0
F
W, Wo

Per veure que F~! també és diferenciable només hem d’observar que
F'=goFloy™!:Vy — Viipertant F~! és diferenciable ja que
F~lo1 = po H™ ! que és diferenciable. Per tant 1'aplicacié diferenciable F
és localment bijectiva amb inversa diferenciable, és a dir, és un difeomorfisme
local. [J

4.7 Exercicis

Exercici 4.7.1 Suposem S donada com grafica d’una funcié z = h(x,y).
Sigui w(x,y, z) = (z,y), Demostreu que per a cada punt P € S la restriccié
de la diferencial de m a TpS, dmwpr,s, €s isomorfisme.>*

Solucio. La matriu de dmp respecte de les bases canoniques és

100
010

de manera que Yv = (v, v9,v3) € R3, drp(v) és el vector de coordenades

(i o)) -(2)
010/ 27w
U3
Per tant, dnp(v) = 0 si i només si v; = vy = 0.
Per altra banda, Tp(S) esta generat pels vectors (1,0, h,), (0,1,h,), de
manera que si v = (0,0,v3) € Tp(S) ha de ser vz = 0.

Resumint, drmp(v) = 0 implica v = 0, per tant drp és injectiva, i per tant
isomorfisme.

34El teorema 4.6.4 implica llavors que m)g és difeomorfisme local.
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Exercici 4.7.2 Sigui S una superficie. Sigui ¢ : U C R? — S, amb
U obert de R?, una aplicacié ‘candidata’ a carta local, de la qual sabem
que és diferenciable, injectiva, amb diferencial injectiva en tot punt de U.
Demostreu que (U, ¢) és carta local, és a dir, que ¢ €s oberta (inica condicio
que ens faltava).

Solucio. Volem veure que
o tipU) —U

és continua. Per a aix0 fixarem P € ¢(U) i veurem que existeix un entorn
obert de P en p(U) on ¢! coincideix amb una funcié continua. Com la
continuitat és una qiiestié local haurem acabat.?®

Podem suposar, per la Proposicié 4.2.2, que existeix un entorn obert V'
de R?, i una funcié h : V — R, tal que la grafica de h

Gh = {(mv%h(xay)); (l’,y) € V}

és un obert de S (que conté P). Denotem 7 la projeccié sobre les dues
primeres components: w(z,y,z) = (x,y)

Afirmem que 7o ¢ : U — R? és un difeomorfisme local en @), on Q € U
és el punt tal que ¢(Q) = P.

Pel teorema de la funcié inversa només hem de veure que d(m o ¢)g és
isomorfisme.

Pero

d(moy)g =drpodpg
Com dpg(R?) C Tp(9),

d(mo ) = dmpirps) © dpg-

Aixi, per l'exercici 4.7.1, d(m o @) és composta d’aplicacions lineals in-
jectives, i per tant injectiva.
Existeix doncs W entorn obert de @ en U i §2 entorn obert de (mop)(Q) =
7(P) en R? tal que
Top: W —Q
és difeomorfisme. Denotem f aquest difeomorfisme, és a dir f = (70 ¢)w.
Observem que (W) és obert de G, i per tant obert de S. Aixo és degut a

35Recordem que una funcié és continua en un obert quan és continua en cada punt
d’aquest obert; i que una aplicacié entre espais topologics F': X — Y és continua en un
punt P € X quan per a qualsevol entorn obert W de F(P) en Y existeix un entorn obert
V de P en X tal que F(V) C W.
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Figura 4.2: Composicié de continues

que f(W) =m(p(W)) és obert per ser f difeomorfisme, i
p(W) =G f(W).

Llavors ¢~ ' : (W) — W compleix que

et = [T o mpmw),
com es veu facilment aplicant f als dos costats d’aquesta igualtat. Per tant,
o~ ! és composta de continues i per tant continua.

Exercici 4.7.3 Sigui S una superficie i U un obert de R¥. Si F : U C
RF — S i G : S — R™ son diferenciables, la composta ho és.

Solucio. Observem primerament que aquest enunciat no és evident, ja que
no sabem que G sigui diferenciable com aplicacié de R?* a R™. No obstant,
localment podem escriure, per la Proposicié 4.4.2,

GoF =(Gop)o(hoF)

amb h diferenciable d'un obert de R3 a R?, tal que h = ¢! sobre S, i aix0 si
que és una composicié d’aplicacions diferenciables, ho F de R¥ a R2 i G o
de R? a R™. Aquesta tltima és diferenciable per ser G diferenciable.
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Exercici 4.7.4 (Projeccié estereografica) Recobrim l'esfera amb dues car-
tes, una per la inversa de la projeccio estereografica des del pol nord sobre el
pla per Uequador i 'altre per la inversa de la projeccio estereografica des del
pol sud sobre el pla per 'equador. Escriviu el canvi de coordenades.

Solucio. La projeccid estereografica
m~ : Sy — R?* x {0}

des del pol nord sobre 'equador®® d’una esfera de radi R estd donada per
(s’ha de resoldre una equacié de segon grau)

Rz Ry
R—z R—2z

0)

TN (LE, Y, Z) = (
La seva inversa, ¢ : R? — S%_ esta donada per

QO(x,y) = m(21’R27 2yf327 fi(,ﬁ]’j2 + y2 _ RQ))

i és una carta local o parametritzaci6 de S%. El pol nord no pertany a p(R?).
La projeccié estereografica

Ts 1 S5 — R? x {0}
des del pol sud sobre '’equador d’una esfera de radi R esta donada per

Rz Ry
R+z R+2’

0)

7T5(l’, Y, Z) = (
La seva inversa, 1) : R — S% esta donada per

Y(z,y) = (2zR? 2yR* —R(2® +y*> — R?))

x? +y? + R?

i és una carta local o parametritzacié de S%. Només hem canviat el signe de
la tercera component, com és clar geometricament.
El pol sud no pertany a 1(R?).

36Coincideix amb la inversi6 respecte de l'esfera de centre (0,0, R) i radi v2R.



108 Agusti Reventds

Denotem, com a la Proposicié 4.4.4, W = ¢(R?) N ¢(R?). Observem
que W = S%\ {N,S}. L’aplicacié de canvi de coordenades és I'aplicaci6
v o (W) — o~ (W), per tant

Rz R?y
22 + y2’ 72 + y2

).

v op(z,y) =g 0 p(x,y) = (

A aquest resultat hi podem arribar sense cap calcul. En efecte, només
hem d’observar que el triangle format pel centre de la circumferencia, el pol
sud S i el punt ! o p(x,y) és semblant al triangle format pel centre de
la circumferencia, el pol nord N i el punt (z,y,0). Escrivint que els costats
corresponents sén proporcionals obtenim que ¥t op(z,y) és U'invers de (z, )
respecte S%. Per tant , directament,

Rz R%y

-1 o
w ng(‘may)_(xg_i_vaxQ_'_yg)'
N
v 7
S

Com que
e~ (W) =4~ (W) =R*\ {(0,0)}

I’aplicacié de canvi de coordenades és diferenciable, com diu la Proposicid
4.4.4.
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Exercici 4.7.5 Sigui f : R? — R diferenciable i sigui a un valor reqular de
f. Demostreu que l’espai tangent afi a la superficie S donada per f(x,y,z) =

a en el punt P € S és
(X~ PV(P) =0

Solucio. Aquest pla és el pla que passa per P amb espai vectorial director
Vf(P)*. Tot esta, doncs, en demostrar que TpS = V f(P)*.
Si ¢(u,v) és una carta local de f~'(a) tenim que

fle(u,v)) =a.
Per la regla de la cadena

go .a_QO]-_i_go .8_802+ﬁo .8_803 — 0
oz % Bu "oy o T8z ¥ ouw T 7

af gt of  op* af 8

00 °% o0 Yoy ° w T a0 aw T~
és a dir,
Iy
(Viop.5) = 0
Iy

(Viou,25) = 0

i per tant, com sabem que, per tot P € S, TpS = <g_¢(Q)7g_<’0(Q)>, amb
u v
P = (Q), tenim TpS = V f(P)* com voliem.
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Capitol 5

Primera forma fonamental

5.1 Definicio

Definicié 5.1.1 Sigui P un punt d’una superficie S. La primera forma
quadratica fonamental de S en P és la restriccio a TpS del producte escalar
de R3. Es a dir,
[p : TPS X TPS — R
X,Y = (X,Y)

Aixi, doncs, la primera forma fonamental Ip de S en P és una aplicacié
bilineal simetrica definida positiva, definida a l’espai vectorial TpS. Po-
dem aplicar-li doncs tots els resultats sobre aquestes aplicacions dels cursos
d’algebra. Per exemple, si fixem una base de TpS podem parlar de la matriu
de Ip en aquesta base.

Calculs en coordenades

Si tenim una parametritzacié (U, ¢) de S, la base més natural de considerar
a 'espai tangent Ti,(,.)S és la formada pels vectors

_ Oy _ Oy
SOU - au (U, U)a 901) - 8?} (U, U)

La notacio introduida per Gauss i universalment acceptada per a la matriu
de Ip en aquesta base és

(e o) =5 8)

111
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és a dir,
E= <90u790u>7 F= <90u790v>7 G = <90v790v>-

Com aquests productes escalars séon funcions sobre 1'espai de parametres U,
E. F,G son funcions sobre U. Quan F = 0 sobre U diem que tenim un
sistema de coordenades ortogonal.

Recordem que si volem calcular el producte escalar de dos vectors X, Y &
TpS, amb X = ap, + bp,, Y = cp, + dp,, només hem de fer

Ip(X,Y) = (a b)(? g)(fl)

Es habitual utilitzar la mateixa notacié Ip per referir-nos tant a I'aplicacié
multilineal com a la seva matriu.

Aixi posarem
L Bluw) Flu)
Pwo) =\ F(u,v) Glu,v)

per referir-nos a aquesta matriu de funcions. No obstant, en molts cassos en
que no hi ha ambigiiitat encara simplifiquem més la notacié i escriurem

E F
=6,

)

Longitud d’una corba sobre la superficie

o simplement

El coneixement dels coeficients F, F,G com funcions sobre U, permet cal-
cular la longitud d’una corba continguda a ¢(U) C S. En efecte, si y(t) =
e(u(t),v(t)) és una corba sobre la superficie i coneixem la primera forma
fonamental en tots els punts de v(¢) podem calcular la seva longitud, entre
els punts de parametres t = a it = b, ja que

b
L= [ ol
pero com que, per la regla de la cadena,

7'(1) = weulult), v(t) + v'pu(ult), v(t)),
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que escriurem per simplificar només com

7' (t) = vy + vy,

resulta que

I () = \/( i o) ( "o ) ( v ) — VEu” 1 2Fuv + Go?

amb E = FE(u(t),v(t)), F = F(u(t),v(t)),G = G(u(t),v(t)).
Per tant

b b
L= / /()] dt = / JET T FeT TG dt.

Per tant, per poder calcular la longitud d'una corba sobre una superficie
només hem de coneixer el valor dels coeficients de la primera forma fonamen-
tal sobre els punts de la corba, i el seu vector tangent.

Observem que denotant s(t) el parametre arc

¢
s(t) = / VEu? + 2Fu/v' 4+ Guv? dt.
tenim

ERS du du dv dv
— VP =FE(— )+ 2F—— 4+ G(—)?
) =B 2 O

que, per simplificar la notacid, escriurem ometent els denominadors com

ds® = Edu® + 2Fdu dv + Gdv?.

3TGauss, en el Disquisitiones [?], utilitza la notaci6 p, ¢ en lloc de les nostres u, v, i a la
seccié 12 diu: “Si observem que es té sempre

da? 4+ dy? + dz? = Edp® + 2Fdp - dg + Gdg?,

37

es veu immediatament que \/Edp2 + 2Fdp - dq + Gdq? és ’expressid general d’un element
lineal sobre una superficie corba. Per tant, l’anadlisi feta a ’article precedent ens ensenya
que per a trobar la mesura de curvatura no calen formules finites que expressin les coor-
denades x,y,z com a funcions de les indeterminades p,q, sind que €s suficient conéizer
lexpressio general de la longitud de cada element lineal. Procedim a algunes aplicacions
d’aquest teorema tan important.”
Observem que si pensem la corba com (z(t), y(t), 2(¢)) llavors

Sy =& &y

i per aixdo Gauss escriu ds? = dx? + dy? + dz>.

dy
)4 ()7 +
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Exemple 5.1.2 Calculem la longitud del paral-lel de colatitud @ de [’esfera
de radi R.

Solucié. Es evident que la resposta és 2w Rsin g pero fem els calculs amb
integrals com exercici. La parametritzacié habitual de I'esfera de radi R és

Rsin ¢ cos ¥,
= Rsinypsind,
z = Rcosep.

Equivalentment, la carta local
W (0,7) x (0,27) — R?
esta donada per

U (p,0) = (sin g cosf, sin psin b, cos p).

Per tant,
ov : :
7 = (Rcosypcost, Rcospsinf, —Rsinp),
ov
50 = (—Rsinpsinf, Rsin pcos b, 0).

Aixi, en aquestes coordenades, amb ordre (g, @), la primera forma fona-
mental és

E=R? F=0, G=R*sin¢.

El paral-lel donat es pot parametritzar per 6, és a dir, és la imatge per la
parametritzacié de la corba (0) = (¢g,6).3® El vector tangent és doncs
7v'(0) = (0,1). T per tant®

2 2m
L= / VEu? + 2Fu/v' + Gu? df = / \/ R?sin? g df = 27 R sin ¢q.
0 0

38Estem aplicant la teoria amb ¢t = 0, u(t) = g, v(t) = 0.
39Recordem que en I'expressié de L, E, F, G estan valorades sobre la corba.




Geometria Diferencial Classica 115

5.2 Area

Per poder parlar d’area d’un subconjunt d’una superficie S aquest subconjunt
ha de ser ‘prou bo’. Concretament integrarem sobre regions. Un domini*® D
de S és un subconjunt obert i connex tal que la seva vora, com subconjunt
de S, és la traga d’una corba diferenciable, regular a trocos i tancada. Una
regio és la uni6 d’un domini amb la seva frontera.

Definicié 5.2.1 L’area d’una regid R continguda en una carta local (U, p)
esta donada per

A(R)://deudv

on ¢(Q) = R.

Observem, abans de res, que per la igualtat de Lagrange?!
lou N ool = VEG — F?,

i per tant

A(R) = / /Q 0w A oo du do

Proposicio 5.2.2 L’area d’una regio no depén de la carta on esta contingu-
da.

Demostracio. Suposem que una certa regié R esta continguda a o(U)NyY(V),
on (U, ) i (V, 1)) sén cartes locals de S. Sigui h = 9oy el canvi de variable.
Si denotem (u,v) les coordenades cartesianes a U i (x,y) les coordenades
cartesianes a V', tenim

(p(u, 1}) = w(h(ua U)) = w<h1(u7 U)7 h2(u7 U))?

i, per la regla de la cadena,

40En general un subconjunt D de R™ és un domini amb frontera regular si coincideix
amb l’adheréncia dels seus punts interiors i la frontera és una subvarietat de dimensié
n — 1. Nosaltres no parlarem de subvarietat fins més endavant.

41Si a, b, c,d sén vectors de R? es compleix que (a A b,c A d) = {(a,c)(b,d) — {a,d)(b,c).
En particular, ||a A b||? = ||al|?||b||* — {(a,b)? igualtat coneguda com identitat de Lagrange.
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o0 _ v, on ov . o
ou Ox " Ou dy ou
O _ ou_, o ov o
ov o ou Oy ov

La formula del canvi de base per a aplicacions bilineals ens diu que
I, = M'T,M,

3_908_@)
ou’ dv/?

I, és la matriu de la primera forma fonamental respecte la base (&p oh, gy oh),
i M és la matriu del canvi de base, que en el nostre cas és

on I, és la matriu de la primera forma fonamental respecte la base (

Oh'  Oh!

ou v
M =

Oh?  Oh?

ou v

Observem que M és la matriu jacobiana de h. Per tant escriurem det M = Jj,.
En particular,*?

det I, = det I, - det(M)* = det I, - J}.

Denotant E, F, G els coeficients de la primera forma fonamental respecte la
parametritzacié (U, ) 1 E', F', G’ els coeficients de la primera forma fona-
mental respecte de la parametritzacié (V,1), tenim

VEG — F2=VEG — F2oh-|J.

Definim regions @) i Q" per la condicié ¢(Q) = R i ¢¥(Q') = R. En

particular, h(Q) = @’. Pel teorema del canvi de variable,

// VE'G — F?dz dy //\/E’G’—F’Zoh-uh\dudv
hQ) Q
= //\/EG—F2dudv. O
Q

42 Aix0 és directe amb Lagrange.
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Exemple 5.2.3 Calculem [’area de l’esfera de radi R.

Solucio. Amb la notacié de I'exercici 512 tenim que
s 2 g 2
A:/ \/EG—FQdego:/ / R*sinpdf dp = 47 R?.
o Jo o Jo

Comentari. Aqui estem fent la “trampa habitual” segiient. La regi6
sobre la que integrem ha d’estar continguda en el domini U de definici6 de la
carta, en aquest cas (0, 7) x (0,27). Prenem per exemple [e, 7 —¢] X [€, 2m —€].
Llavors, per definicié d’integral sobre oberts tenim

s 2 T—€ 2m—e
/ \/EG—deHdgo:lin%/ / VEG — F?dfdyp.
0 0 e € €

Aquest valor representa en realitat 1'area de ’esfera menys el semicercle
format pels punts de l'esfera tals que x > 0,y = 0. Ara bé, com aquest
conjunt té mesura zero assumim que aquest valor és I’area de 1’esfera.

Justificacié geometrica de la definicié d’area

La idea geometrica intuitiva per definir area és dividir la regi6 R de S en
petites regions R;, de manera que R = |J R;, i que dues d’aquestes regions o
no es tallen o es tallen només en punts de la frontera, i aproximar 'area de
R; per 'area de la seva projeccié ortogonal sobre el pla tangent a S en un
punt P; € R; previament fixat a cada regio.

La idea és similar, perd no igual*® a la definicié de longitud duna corba
com limit de poligonals.

43Una superficie es pot “aproximar” per superficies planes a trocos perd I'area de la
superficie pot no ser el limit de les arees d’aquestes superficies, vegeu [?]. El segiient
exemple es coneix com el fanal de Schwarz, qui el va publicar el 1890. Hi ha fanalets al
mercat amb aquesta forma que ara exlicarem. Dividim un cilindre d’altura h en m cilindres
d’altura h/m tallant per plans paral-lels a la base. Sobre la base inferior d’'un d’aquests
cilindres petits hi inscrivim un poligon regular de n costats i sobre la base superior el
mateix poligon regular pero girat m/n. Unim els vertexs aixi obtinguts de tal manera que
tinguem 2n triangles, n d’ells amb base a la base inferior i els altres a la base superior.
Aquests triangles tenen base b = 2sin(r/n) i altura

a=+/(h/m)2? + (1 — cos(m/n))2.

I’area total és

m - 2n - (1/2)2sin(r/n)\/(h/m)2 + (1 — cos(m/n))2 =~ 2w+/h2 + m274 /4n?.
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Considerarem* una porcié H d’una superficie continguda en una carta
(U, ) i tal que la seva projeccié ortogonal sobre z = 0 sigui bijectiva i tal
que en cap dels seus punts la normal a la superficie sigui ortogonal a 'eix de
les 2’'s.

Per exemple, suposarem que el menor 2 X 2 no nul de la matriu de dy és

90" Oyt
ou Ov
9p* op*
ou Ov

que implica que laplicacié 7o ¢, on 7 : R? — R? és la projeccié sobre les
dues primeres components, és difeomorfisme local.

Denotem H la projeccié ortogonal de H sobre z = 0. Subdividim H en
petites regions h, i denotem h,, la regi6 de H que es projecta sobre h,,. Fixem
punts arbitraris P, € h,. Denotem h; la projecci6 en la direccié de 'eix z
de h,, sobre el pla tangent Tp S. Com més fina sigui la particié de H que
considerem més petita sera la diferéncia entre les arees de h,, i hj,.

hn

=

n

B

Només si m/n? — 0 aquesta area és I’area lateral del cilindre.
4 Segueixo [?].
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Per veure quina relacié hi ha entre les arees de les regions planes h,, i b},
veiem els lemes segiients.

Lema 5.2.4 L’area de la projeccio ortogonal d’un triangle sobre un pla és
wgual a Uarea d’aquest triangle multiplicada pel cosinus de [’angle que formen
el pla del triangle 1 el pla sobre el que estem projectant.

Demostracié. Siguin P, Q, R tres punts de R3 i siguin A, B, C' les seves pro-
jeccions ortogonals sobre el pla R? x {0}. Tot esta en observar que

(PO A PR) - (0,0,1) = (AB A AC) - (0,0, 1).

En efecte, la tercera component d’aquests dos productes vectorials és la ma-
teixa ja que depen només de la primera i segona coordenada dels vectors que
multipliquem vectorialment?®, i la primera i segona coordenada de P i A, @
i B, R i C so6n respectivament iguals.

Aixi,

]@/\ﬁ%\cosa: |f@/\@|

uy, ug, uz) A (v1,v2,v3) = (%, *, U1v2 — V1U).

45(
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on « és I'angle entre el vetor normal al pla determinat per P, Q, R i el vector
normal al pla de projecci6, (0,0, 1). Pero com el modul del producte vectorial
de dos vectors és 'area del paral-lelogram que determinen, hem acabat. [

Com a conseqiieéncia tenim

Lema 5.2.5 L’area de la projeccio ortogonal d’una regio plana sobre un altre
pla és igual a 'area d’aquesta regio multiplicada pel cosinus de l’angle que
formen el pla que conté aquesta reqio i el pla sobre el que estem projectant.

Demostracio. Triangulem aquesta regié en triangles cada cop més petits i
passem al limit. [J

Aixi, doncs, la relacié entre les arees de les regions planes h,, i h% esta
donada per B
A(hy) cosa(P,) = A(hy,),

on a(FP,) és l'angle entre els plans z =01 7p,S.

Per calcular aquest cosinus suposarem que la regié H esta continguda
en una carta local p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) de manera que si P, =
©(Qy), el vector ¢, A ¢,, valorat en el punt @, és normal al pla tangent
Tp,S. Llavors,

(Pu A o) - (0,0,1) = |@u A @u| - cosa(F) = VEG = F2(Qn) - cos a(F,),

on

VEG — F2(Q,) = VE(Q,)G(Q,) — F(Q,)2.

Pero el primer terme, que és igual a det(p,, @,, (0,0, 1)), coincideix exacta-
ment amb el jacobia J de 7o ¢ en el punt @,

ot 0!
ou  Ov
J(@Qn) =
op* 0p*
ou 0v g,
i per tant
cosa(P,) = J(@n)

Aixi donces

A(hy) =
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Passant al limit,

N N

VEG=F?

ACH) = lim S A(h?) = 1im S~ YEC 217
5—0 ~ 5—0 ~ J

(@n) - A(hn)

on el limit es pren a base d’anar agafant particions cada cop més fines (el
diametre més grans de cada subregi6é més petit que d) i sumant totes les arees
en cada pas. Nj és el nimero de regions de la particié de diametre més petit
que ¢ que considerem.

Per poder aplicar la definicié d’integral doble ens interessa escriure ),, =
Y(P,) amb ¢ = (7 o )7}, cosa que podem fer ja que estem suposant que
7 o ¢ és difeomorfisme local. Aixi,

A(H) = lim J

n=1

Per definicié d’integral doble
VEG — F?
A(H) ://+o¢dxdy
H

Pel teorema del canvi de variable, posat ¢(R) = H (que projectant déna

R =1 (H)), tenim
mm:/Lﬂ@Tﬁwm.

Exemple 5.2.6 Calculeu l’area de la interseccio del pla z = ax + by amb el

cilindre x* + y* = r?.

Solucid. Primer métode. El vector normal del pla és (a,b, —1). Pel Lema
5.2.5, 'area demanada A val

2

A=
Cos (v

amb « l'angle entre (—a, —b,1) i (0,0, 1). Per tant,

—a,—b,1) - 1 1
cosa:( % ’)(O’O’):

H(—CL, _bv]-)H \/a2+b2—|—1'
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Aixi,
A =mr*Va?+ b2 + 1.

Segon métode. Parametritzem el pla per ¢(u,v) = (u, v, au+bv). Llavors

ou = (1,0,a)
v, = (0,1,0)
E = 1+4d°
F = ab

G = 14V

EG—-F* = a®+bp*+1
Aixi,
A:// Va2 + b2 + ldz dy = nr*vVa2 + b2 + 1.
$2+y2§7’2

Integral d’una funcié

Si f:S — R és una funcié diferenciable sobre la superficie S, (U, ) una
carta local i R una regié amb R = ¢(Q), el mateix argument anterior ens
diu que el valor de

//Q(fogo)\/mdudv

no depen de la carta local. Aquest valor es denota per
/de://(fogp)\/EG—deudv (5.1)
R Q

i es diu que és la integral de f sobre R.

5.3 Isometries

Definicié 5.3.1 Una*® aplicacié diferenciable F : S — Sy entre dues su-
perficies és una isometria local si preserva longituds; i.e. per tota corba
a: 1 — S es compleix L(a) = L(Foa). Si amés F és bijectiva direm que
F és isometria.

46Segueixo les notes de Gil Solanes.
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Proposicio 5.3.2 Una aplicacio diferenciable F . S — Sy €s isometria
local si i només si dFp és una isometria lineal per tot P € S1. Es a dir,

(X,Y) = (dFp(X),dFp(Y)), X,Y €TpS. (5.2)

Demostracio.  Vegem primer que la condicié (5.2) implica que F' preserva
longituds.
Per calcular la longitud de F' o o hem d’integrar la norma del seu vector
tangent. Pero, per definicié de diferencial d’una aplicacio,
d

S F(a() = dFy (1))

aix{ que per (5.2), amb P =a(t) i X =Y = d/(1),

lo (DI = ldFa (@) = ||%F(a(t))|l = [(Foa) @Il

Per tant

L= / o ()t = / |(F 0 ) (t)]dt = Lo

Reciprocament, suposem ara que F és una isometria i comprovem la
igualtat (5.2).

Per polaritzacio, només cal demostrar-la en el cas X =Y, ja que per a
qualsevol forma bilineal ® es compleix

B(X,Y) = %@(X LY, X V) — B(X, X) — B(Y,Y)).

Només hem de comprovar doncs, que per tot P € S, dFp conserva la norma.
Es a dir
X = [l[dFp(X)[l, X €TpS:.

Sigui «a(t) tal que a(0) = Pia/(0) = X. Denotem L, la longitud d’aques-
ta corba entre els punts «(0) i «(t). Per hipotesis, L; és igual a la longitud
de la corba F(a(t)) entre els punts F(a(0)) i F'(a(t)).

Es a dir,

/0 o’ (8] dt = / I(F o a) ()] dt,
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Derivant respecte de ¢, en ¢t = 0, obtenim
o’ (O[] = (£ 0 ) (0) || = |dFoa)’ (0)]]

és a dir,
1 X = ldFp(X)]]

com voliem veure. J

Observem que, com la primera forma fonamental és essencialment el pro-
ducte de R? la condicié d’isometria donada a la igualtat (5.2) anterior es pot
escriure com

[p(X,Y) = Ippy (dFp(X),dFp(Y)), X,Y € TpS,.

Remarquem també que, per ser dFp isometria és automaticament iso-
morfisme, i per tant podem dir, pel teorema de la funcié inversa, que tota
wsometria local és un difeomorfisme local.

Proposicié 5.3.3 Sigui F' : Sy — Sy una aplicacio diferenciable. Llavors
F és isometria local si i només si els coeficients E, F, G de la primera forma
fonamental de Sy respecte d’una certa carta local (U, ) coincideizen amb els
coeficients E, F',G de la primera forma fonamental de Sy respecte de la carta

local (U, F o )

Demostracio. Suposem primerament que F' és isometria local (i en particular
difeomorfisme local). Sigui ¢ = Foy. Es, almenys localment, una carta local.
Llavors*

8_¢_8(Fo<p) d

Yu = ou  ou %u:oF(gp(u +1,0)) = dFp(u)@u
oY O(F o) d
1/% ov ov dt|t:0 (QO(U, v+ t)) d go(u,v)%ov (5 3)

Per tant, per (5.2),

<wua ¢U> = <SOU> Pu)
<77Z)u, ¢v> = <30u, QDU>
(o, Vo) = {bv, P0) (5.4)

4"No podem aplicar de manera automatica la regla de la cadena per derivar 1) = F o ¢,
ja que F no és una aplicacié entre oberts de R3, pero les férmules (5.3) ens diuen que tot
funciona essencialment igual.
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com voliem veure.

Suposem ara que la matriu de la primera forma fonamental de S; respecte
de ¢ coincideix amb la matriu de la primera forma fonamental de S, respecte
de 1) = F o . Aixo vol dir tinicament que es compleixen les equacions (5.4),
la qual cosa implica que dFp és injectiva®® per a cada P € U i per tant, pel
teorema d’estructura de les immersions locals, F' o ¢ és una carta local.

Volem veure que per a tot P € Sy, dFp és isometria.*?.

Prenem X,Y € Tp(S) i escrivim

X = ap,+ by,
Y = cpu,+de,
on

o 0
Pu = a_:j(u(bv())? Pv = @_f<u077j0)7 P = SO(UO’UO)’

(X,Y)=(a b)(? g)(;)

Si ara transformem aquest vectors per dFp, i tenim en compte (5.3), obtenim
dFp(X) = a(dFp)(pu) + b(dFp)(py) = athy + bty
dFp(Y) = c(dFp)(pu) + d(dFp)(py) = ctbu + diby

de manera que

on
B 0
1/’“ - 8_:6(“0’1}0)7 1/}” - 8_26(”071)0)’ P = ¢<u07v0>’

de manera que

arex)are ) = (o 0) (7 6 ) (5):

i per tant
(X,Y) = (dFp(X),dFp(Y)). [

Exemple 5.3.4 Isometria local entre la catenoide i [’helicoide.
Parametritzacio de la catenoide C"

(u,v) = (acoshwvcosu,acoshvsinu,av),u € (0,27),v € R

48Si dFp(apy + by,) = 0, obtenim facilment el sistema aF +bF = 0,aF +bG = 0 i per
tant a = b= 0.
19 Aixo és obvi, vegeu la Proposicié A.6.4 de [?]
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Girem y = acosh(z/a) al voltant de leiz z.

Parametritzacié de ’helicoide recte H:

o(z,w) = (wcos z,wsin z,az),z € (0,27),w € R.

Girem 1 traslladem la recta y = xtan z.
L’aplicacié F : C — H donada per

F((u,v)) = ¢(u,asinhv)
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és una isometria."®

En efecte, calculem la primera forma fonamental de C' respecte de ).

Yy = (—acoshvsinu,acoshvcosu,0)

¥, = (asinhvcosu,asinhvsinu,a)

I a? cosh? v 0
¢ 0 a? cosh? v

Prenem ara com parametritzacié de H
n=1~Foy

i calculem la primera forma fonamental de H respecte n. Com

Per tant,

n(u,v) = p(u,asinhv) = (asinh v cos u, a sinh v sin u, aw)

N, = (—asinhvsinu,asinhvcosu,a)

Ny, = (acoshvcosu,acoshvsinu,0)

j a? cosh? v 0
2= 0 a? cosh? v

Com les dues matrius coincideixen sabem, per la Proposicié 5.3.3, que F és
isometria.

Per tant,

Les isometries conserven area

Sigui F' : S; — S3 una isometria. Siguin (U, ) una carta local de S i
R C ¢(U) una regié. Sabem que si R = ¢(Q) llavors

A(R)://deudu

on E, F,G son els coeficients de la primera forma fonamental de S; respecte
de .

%0També podem dir que el punt de coordenades (u,v) va a parar al punt de coordenades
(z,w) amb z =4 i w = asinhwv.
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Per la Proposici6 5.3.3 sabem que E, F, G coincideixen amb els coeficients
de la primera forma fonamental de S, respecte de la carta local ¢ = F o ¢.
Per tant, com que F(R) = F(p(Q)) = ¥(Q), 'area de la regié transformada
de R per F és

A(F(R)) :// VEG — F2dudv
Q
i per tant, A(F(R)) = A(R).

Exemple 5.3.5 FExplicitem una isometria entre el pla i el cilindre. I veiem,
en un cas particular, que conserva darees.

Solucio. Considerem 'aplicacio del cilindre obert
C={(z,y,2) eR2* +y* =1z #1}
al pla, donada per
F(rcosu,rsinu,v) = (ru,v), 0<u<2mveR.

Per veure que F' és isometria calcularem els coeficients de la primera forma
fonamental del pla i el cilindre.

Els coeficients de la primera forma fonamental de C' respecte la carta
¢ :(0,2m) x (0,h) —> (rcosu,rsinu,v) sén

dp Oy 2
E=(—= —"F)=r*G=1,F=0.
<8u’ 8u> " ’
Els coeficients de la primera forma fonamental del pla respecte ¥ = Fop
son o0 00
2
= =r2G=1,F =0,
<8u’ 8u> " ’

ja que ¥ (u,v) = (ru,v). Per tant, F' és una isometria.

Calculem l'area d’una regié de C' i de la seva imatge per F. Sigui R la
regi6 de C' determinada per 7/2 < u < 37/2, 0 < z < h. Com R = ¢(Q)
amb

Q= [m/2,3m/2] x [0, 1],

A(R) = / rdudv = 7rh.
Q
La regié transformada F(R) = F(p(Q)) = ¥(Q) té area

A(F(R)) = /Qrdu dv=mnrh. O
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Exercici 5.3.6 Sigui F' : S; — Sy una aplicacio diferenciable. Llavors F
conserva arees si i només si VEG — F2 = \/EG — F2 on E,F,G sén els
coeficients de la primera forma fonamental de S7 respecte d’una certa carta
local (U, ) i E.F,G sén els coeficients de la primera forma fonamental de
Sy respecte de la carta local (U, F o ).

5.4 Aplicacions conformes

Aixi com els triangles semblants tenen angles i guals i costats proporcionals
les aplicacions entre superficies que conserven els angles porten, infinitessi-
malment, les distancies a distancies proporcionals.

Teorema 5.4.1 Sigui f : S1 — S5 un difeomorfisme entre superficies que
conserva angles. Sigui (U, ) una carta de Sy i (U,4p) amb p = foy la
corresponent carta de Sy. Siguin E, F,G els coeficients de la primera forma
fonamental de S; respecte ¢ i E,F,G els coeficients de la primera forma
fonamental de Sy respecte . Llavors existeiz una funcio p: U — R tal que

E=p’E, F=p*F, G=/paG.
Demostracio. Que si existeix una tal p es conserven angles és evident, ja que

el cosinus de l'angle entre dos vectors tangents unitaris X,Y € TpS amb
X = Xlgpu + X290v7 Y = le@u + Yr2¢v és igual a

cosa = (X.Y) = (X X2)(? g)(é)

amb E, F,G valorats a P. Per altra banda, utilitzant (5.3),

B dp Oy oY oY
dfP(X) = dfP(X1a + Xo 81)) X1— B + Xo— o0’

B i dyp oY o
dfp(Y) = dfp(Yla +Yza ) = Yl—a +Yzav

Es a dir, dfp(X) i dfp(Y) tenen respecte la base 1, 1, les mateixes coorden-
des que X i Y tenen respecte la base ¢,, p,. Per tant el cosinus de ’angle
d’aquests vectors és
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{dfp(X), dfp(Y))
ldfe (X - ldfp(Y)]

cos 8

= COS .

Reciprocament, si es conserven els angles, ’angle entre una corba arbi-
traria v(s) = ¢(u(s),v(s)), en un punt P = 7(sg), i la corba o(u) = ¢(u, vy),
amb vy = v(sg), que passa per P quan u = ug = u(sp), ha de ser igual a

I'angle en f(P) de les corbes f(v(s)) = ¥ (u(s),v(s)) i f(o(u)) = ¥(u,v(sg)).

El cosinus de 'angle entre v/(sg) 1 0'(ug) és

L ey " (5 e)(o)

IS llo'(wo)ll VEu? +2Fuv"+ Gu™ - |0’ (uo) |
Eu + Fv'
VEu? +2Fuv 4+ Gu? - VE
amb E = E(ug,vg), F' = F(ug,v), u' = u/'(s0), v' = v(sp).
Com les corbes transformades tenen les mateixes coordenades (u(s), v(s))

i (u,vg), pero ara respecte de la carta 1, podem escriure directament que el
cosinus de 'angle que formen en f(P) és

Eu' + Fv'
\/Eu’2 + 2Fu + G2 - \/E

Com abans F = E(uo,vo), F = F(uo,vo), u = u(s0), v = v(sp).
A partir de la igualtat cos a = cos 8 obtenim

cos B =

VE B Eu + Fv \/Eu’2 + 2Fu + Gu'?
\/E Eu + Fv VEu? 4+ 2Fuv + Gu”?

(5.5)
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que escrivim d’aquesta manera per posar de manifest que el terme de I’esquer-
ra depen només del punt, mentre que el terme de la dreta depen aparentment
també de v’ 1 v'. Les arrels quadrades no s’anul-len mai.

Prenem u' = F,v" = —FE. Per aquests valors de v’ i v’ tenim que Eu’ +
Fv' =01 per tant, per tal de que I'anterior igualtat (5.5) sigui certa, ha de
ser Bu/ + Fv' = 01 per tant

E F
E I

Com els papers de E i G es poden intercanviar (calculant I’angle entre la

corba donada i la corba u = cte) obtindriem igualment

G F
G F

1 per tant

Com aquest quocient és positiu i el punt P és arbitrari, existeix una funcio

p = p(u,v) tal que
E(
E(

u@
Q

o Fao O P

U

U
.51

com voliem.°* [J

5.5 Exercicis
Exercici 5.5.1 Calculeu la longitud de la corba sobre lhelicoide p(u,v) =
(ucosv,usinv,v) definida per u = sinhwv, entre v =0 i v =In2.

Solucio. La metrica de I’helicoide respecte de les coordenades ¢, ¢, és

1 0
0 1+ u?

1Dividint numerador i denominador per v’ i elevant al quadrat la igualtat (5.5) és el
quocient de dos polinomis de grau 4, i aquest quocient és constant. D’aqui es dedueix
que els coeficients d’aquests polinomis sén proporcionals i a partir d’aqui s’arriba a les
expressions que hem obtingut de manera més ‘intel-ligent’.




132 Agusti Reventds

La corba és 7(v) = ¢(sinh v, v). La norma del vector tangent és doncs

rrN2 1 0 coshv | 2
v/ (v)]* = ( coshv 1) < 0 14 sinh2o 1 = 2 cosh”v.

Per tant,

In2

3V2

L= V2 coshwdv = V2sinh(In2) = %_
0

Exercici 5.5.2 Tallem una esfera de radi R per una esfera massissa de ra-
di v, amb r < R, @ centre sobre la primera. Demostreu que [’area de la
interseccid és pir?.

Solucio. La féormula de 'area d’un disc geodesic de centre sobre la primera

esfera i radi p és F = 4rR?sin®(p/2R).
La relacié entre R, r, p és

—gin P
— = Sl ——.

Substituint hem acabat.



Capitol 6

Segona forma fonamental

6.1 Aplicacié de Gauss

Definicié 6.1.1 Direm que una superficie S és orientable si existeiz una
aplicacio diferenciable

N:S— S%
on S? és lesfera de centre l'origen de R?® i radi 1, tal que

N(P) LTp(S), VPE€ES.

Aquesta aplicacid N es coneixz com aplicacié de Gauss de S.

La notacié L vol dir perpendicular. Per tant, N'(P) és un dels dos vectors
unitaris normals al pla tangent TpS.

Si existeix una tal aplicacié N llavors laplicacié —A donada per (—N)(P) =
—N(P), també compleix la condicié

~N(P) LTp(S).

Si S és connexa i orientable és facil veure que no hi ha més possibilitats.
En efecte, si a: S — S? és una aplicacié diferenciable’? amb a(P)LTp(9)
lavors {P € S; N(P) = a(P)} és obert i tancat i per tant és el buit (llavors
a=—N) o el total (llavors a = N).

Orientar una superficie connexa i orientable S vol dir elegir N' o —N/.

52Nomsés utilitzem continuitat.

133
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Calculs en coordenades

Observem que si (U, ¢) és una parametritzaci6 de S,

N(SO(U/ U)) — j: gDu(U, U) A QOU(U, U)
[[ou(u, v) A @u(u, v
ja que els vectors ¢, (u,v), p,(u, v) sén una base de T, (.S).
Si denotem v = N o ¢, com farem sempre en aquestes notes, tenim la
igualtat de funcions vectorials sobre U

u/\ v U/\ v
y=4 Fu0¥ LATRAR & (6.1)

lou Aoll  ~ VEG — F2

Observem que si N és difeomorfisme local la carta (U, ) de S indueix
una carta (U, v) de S%. A lexercici 6.8.9 s’utilitza aquest fet per estudiar com
varia la longitud de les corbes sobre S quan es passen a S? per I'aplicacié de
Gauss.

Si la superficie S esta donada per una sola carta (U, ¢), S = ¢(U), llavors
és automaticament orientable, ja que ’aplicacié

S — 52
o(u,v) = v(u,v)

¢és diferenciable.
Pero si tinguéssim una superficie donada com unié de dues cartes, (U, ¢),
(V, 1), podriem tenir
llpu A w0l [tha Ayl
a la interseccié ¢(U) N (V). El primer terme d’aquesta igualtat valorat en
el punt (u,v) € U i el segon en el punt (z,y) € V tals que ¢(u,v) = (x,y).
Si passa aixo i p(U) N (V) és connex, podrem orientar la superficie unié

e(U) Uy(V) definint

u N Pu
N P == —80 y y P: ,
(P)= o Do), P =plu)

Y N 1y

P) = —
NE) = =0 ma]

(z,y), P=1(x,y).
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Pero si la interseccié no és connexa aixo podria no funcionar. Podria ser
que la igualtat (6.2) no fos valida en tota la interseccid. Es a dir, que valgués
el signe menys en alguna de les components connexes i el signe més en altres.

De fet, hi ha superficies com la banda de Moebius, que no sén orientables,
tot i que es poden tapar amb només dues cartes (vegeu [?]).

Diguem finalment que 1’eleccié d’una orientacié N sobre S permet ori-
entar els plans tangents dient que una base (e1,e;) de TpS és positiva si i
només si la base (eq, ea, N (P)) és positiva (el determinant d’aquests vectors
respecte de la base candnica de R? és positiu).

6.2 Endomorfisme de Weingarten

Sigui S una superficie orientable i fixem una orientacié N. La diferencial de
laplicacié de Gauss N en un punt P € S és I'aplicacié

de : TP(S) — TN(p)S2

donada per

d
=—  N((t)),
N6

on y(t) és una corba sobre S tal que v(0) = P i v/(0) = w. Recordeu la
definicié 4.6.3 de diferencial d’una aplicacié entre superficies, pagina 101.

de(w)

Primera observacid. Els subespais vectorials TpS 1 Ti(p)S? coincideixen.
En efecte, sén subespais vectorials de R? amb vector normal N'(P).
Per tant, dNp : TpS — TpS és un endomorfisme.

Segona observacid. Si (U, ) és una carta local, i P = p(u,v), llavors
de(gou) = Uy
dNp(p,) = 1, (6.3)

on v, i v, denoten respectivament®

53Fora més correcte escriure

0 ov
de(u,T,)(i(u,v)) = 5 (w,v).

Perd la notacié dNp(w) porta implicit que w € TpS.
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L, _ v 0N o)
Y 0w Ou
L, v _ONoy)
R
En efecte,
_d - I(N o) B
Wrle) = G Nolrte) == =m
d I(N o
dNP(%) = altzo./\/’go(u,v +t) = % = 1,.

De fet, sempre que tinguem una corba 7(s) sobre la superficie podem
escriure

AN (' (5)) = V'(s) (6.4)

on v(s) = N(v(s)). Aixd és conseqiiencia immediata de la definicié de di-
ferencial d’una aplicacid, i es llegeix dient que per calcular la diferencial de
Uaplicacio de Gauss sobre un vector tangent a una corba en un punt només

hem de restringir la normal a la superficie sobre aquesta corba i derivar en
el punt.

Definicié 6.2.1 (Endomorfisme de Weingarten) L’endomorfisme
Wp: TPS — TPS
definit per
Wp = —de

s’anomena endomorfisme de Weingarten.

Equivalentment, 1’endomorfisme de Weingarten és la diferencial de l’aplica-

cio de Gauss, canviada de signe. Aquest canvi de signe es justifica a la pagina
197.

Pels comentaris anteriors, per calcular Wp(w) només haurem de restringir
la normal a la superficie a una corba integral de w i derivar.

Proposicié 6.2.2 L’endomorfisme de Weingarten Wp és auto-adjunt res-
pecte de la primera forma fonamental. Fs a dir,

(Wp(X),Y) = (X, Wp(Y)), VX,Y € TpS.
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Demostracio. Per linealitat, només cal veure que aquesta igualtat és certa
sobre una base de TpS. Per tant, considerarem una parametritzacié (U, )
de S, i demostrarem que per tot P = p(u,v) es compleix

<WP(90U>7 901)> = <30u7 WP(@v))

Per a aixd observen que la igualtat de funcions sobre U, v = N o ¢, implica

Derivant la primera equacio respecte de v i la segona respecte de u, obtenim

<Vv7§0u>+<V7§0mJ> = 07

<Vuagpv> + <y7 Spvu> = 0. (65)

Com y, = Py, els primers termes sén iguals, i com per la igualtat (6.3)
Wplpu) = —w

WP(§01}> = W (66)

tenim
We(pu): o) = (pu, We(pw))-

1 hem acabat. [J

Proposicié 6.2.3 L’endomorfisme de Weingarten diagonalitza en una base

ortonormal.
Demostracid. Fixem® un punt P € S i una base (u1, us) de TpS, ortonormal
respecte I. Denotem W = Wp. La matriu de W respecte d’aquesta base és

simetrica, per ser W auto-adjunt respecte I. Es a dir,

Wu, = auq + bus
Wug = buy + cus

El polinomi caracteristic és 2 — (a + ¢)x + (ac — b*). El discriminant
d’aquest polinomi és (a — ¢)? + b?, que és sempre positiu i només zero en el

54Es ben conegut que tot endomorfisme auto-adjunt diagonalitza en una base ortonor-
mal, vegeu per exemple [?], p.386. En reproduim la demostracié aqui per facilitar la
lectura.



138 Agusti Reventds

cas particular en que a = ¢ i b = 0, és a dir, quan W és un multiple de la
identitat. En aquest cas diagonalitza en qualsevol base ortonormal.
Suposem, doncs, que W no és un miltiple de la identitat.
Llavors el polinomi caracteristic té dues arrels diferents k; # ko i per
tant W té dos vectors propis®®, que podem suposar normalitzats, e;, ey, de
manera que

W€1 = klel, W€2 = k2€2.

Per tant W diagonalitza en aquesta base

(k0
W—(O k)

Ara bé, vectors propis de valors propis diferents d’un endomorfisme auto-
adjunt son ortogonals, ja que

k1[<€1, 62) = I(klel, 62) = I(Wel, 62) = 1(61, W€2> = kg[(el, 62),

i aixo implica I(ey,e3) = 0.
Per tant, W diagonalitza en una base ortonormal. []

Definicié 6.2.4 Les direccions principals i les curvatures principals en un
punt P € S son respectivament les direccions propies i els valors propis de
l’endomorfisme de Weingarten Wp.

Ain, si tenim Wp(el) = k’161, WP(GQ) = k?geg, amb €1,y € TPS, les
direccions principals de S en P sén (e;), (eq), i les curvatures principals k; i
k'g.

Observem doncs que

dNP(@l) = —]{3161
dNP(eg) = —k‘geg

Equivalentment, si (s) és una corba sobre la superficie amb (0) = P i
7'(0) = e;, 1 denotem v(s) = N (y(s)), llavors

dv(s)
ds |s=0

= —kiei, 7 = ]_,2

55En realitat dues direccions propies. Encara que els normalitzem els vectors propis
corresponents no queden univocament determinats ja que si v és un valor propi de valor
propi A, —v també és un vector propi de valor propi A.
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Aquesta igualtat, que afirma que la derivada de la normal a la superficie
respecte una direccio principal té aquesta mateixa direccio, es coneix com
Teorema d’Olinde Rodrigues, vegeu el Teorema 8.3.2.

Punts umbilicals

Definicié 6.2.5 Un punt P € S es div umbilical si [’endomorfisme de Wein-
garten en aquest punt és multiple de la identitat, Wp = \id.

Equivalentment, P és un punt umbilical si i només les curvatures principals
en P coincideixen, k; = ky. Només hem d’escriure We; = k;e; = Ae; per
veure que A = ki = ko.

També, per definici6 de la segona forma fonamental,

I (u,v) = I(Wu,v) = X (u,v)

és a dir, en els punts umbilicals la primera i segona formes fonamentals sén
proporcionals. Reciprocament, si en el punt P € S tenim II = A llavors
W = Mid en P, de manera que podem dir que P és umbilical si i només si la
segona forma fonamental és multiple de la primera.

En termes dels coeficients de les matrius de I i I respecte la base donada
per una carta local aquesta condicié equival a

e_f_y9g
E F G

Les curvatures principals com funcions sobre la superficie

La Proposici6 6.2.3 ens diu que tenim una base ortonormal de vectors propis
de Wp en cada punt P d’una superficie S.

Aix0 permet definir, sobre el conjunt de punts no umbilicals de S, les
aplicacions k; : S — R, ¢ = 1,2 com les aplicacions que assignen a cada
P € S el menor i el major® dels valors propis de Wp, i ¢; : S — R? com
les aplicacions que assignen a cada P € S els corresponents vectors propis de
Wp, de manera que tindrem

Wpei(P) = k;(P)e:(P), i=1,2.

Veurem a la pagina 146 que aquestes aplicacions son diferenciables.

560 al revés , és irrellevant.
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6.3 Curvatura mitjana i curvatura de Gauss

Definicié 6.3.1 La curvatura mitjana ‘H de la superficie en P € S és la
meitat de la traca de l’endomorfisme de Weingarten.

La curvatura de Gauss K de la superficie en P € S és el determinant de
l’endomorfisme de Weingarten.

Com l’endomorfisme de Weingarten és la diferencial de D'aplicacié de
Gauss, canviada de signe, podem dir també que la curvatura de Gauss és
el jacobia® de l’aplicacié de Gauss.

Recordem que ni la traca ni el determinant depenen de la base en la qual
escrivim la matriu d’un endomorfisme.

Com el punt P és arbitrari, H i IC es poden pensar com aplicacions

H, K: 59— R,

donades per
1
H(P) = §tra9a Wp;  K(P) = det Wp.

Veurem a la pagina 146 que so6n aplicacions diferenciables.
Equivalentment, tenim la igualtat de funcions sobre S,

kit ke
H = 5
’C - ]{le{fg.

on ky i ko son les curvatures principals.
Clarament ki, ks sén, en cada punt, solucié de I'equacio de segon grau

2 —2Hr + K =0

1 per tant

ki=HEVHZ-K, i=1,2 (6.7)

Aquesta férmula és molt 1til ja que H i K es calculen a partir de la matriu
de Wp en qualsevol base. I demostra, com veurem a la pagina 146, que k; i
ko sén funcions continues, diferenciables fora dels punts umbilicals.

5"Entenem per jacobia el determinant de la matriu jacobiana.
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Interpretacié geometrica de la curvatura de Gauss

Teorema 6.3.2 Sigui P un punt d’una superficie S tal que K(P) # 0. Supo-
sem que B,, és una successio d’entorns connezxos de P en S amb Area(B,,) —
0 ¢ tals que qualsevol entorn de P conté tots els B, a partir d’un n prou gran.
Demostreu que es compleix

lim Area (N (By))

— |K(P
lim ST = P

on N : S — S?% és laplicacid de Gauss.

Demostracid.”® Prenem (U, ¢) carta local de S que contingui P i sigui Q,, C
U tal que ¢(Q,) = B,. Llavors

A(B,) = /Q [pu A ol dudo.

Per altra banda, prenem com carta local de S?, v = N o ¢. Aix0 es pot
fer localment ja que la condicié K # 0 implica que N és un difeomorfisme
local.

En particular N'(B,,) = N (¢(Q,) = v(Q,) i per tant

AW(B) = [ v A duds
Qn

Pero sabem, relaci6 (6.6), que

Dy = _WP(QDU)a
Vy = _WP(QDv%

amb P = ¢(u,v). Si posem

WP(SOU) = a90u+b90v
WP(@U) - C§0u+d§0fu

tenim

vy AN vy = Wp(py) AN Wp(p,) = (ad — be)py A @y,

8 A [?] hi trobareu una demostracié més curta utilitzant pull-back de formes.
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Pero ad — be és el determinant de Wp i és, doncs, igual a la curvatura de
Gauss K en P.
Per tant,
Vu A vy = K(P)pu A o,

que es pot pensar com una igualtat de funcions sobre U, ja que P = p(u,v),
vu Ny = (K o) ou Ny
que escriurem com
Uy ANy = K @y A 0. (6.8)

ja que sempre utilitzarem la notacio K o p = K.
Pel teorema del valor mitja per integrals

A(Bn) = A(Qn) - llpu Npull(§), €€ Qn
AN(B,) = AQn) - llpu Apulln) - K(n), 0 € Qn

Dividint les arees i prenent limits hem acabat, ja que &, tendeixen a P. [J

Observacié 6.3.3 Molt important remarcar que per calcular [’area d’una
regio sobre l’esfera obtinguda com imatge d’una regio sobre la superficie per
Uaplicacio de Gauss hem d’integrar la curvatura de Gauss a la regio corres-
ponent. En efecte, hem demostrat que

AN(B,)) = / v A vy | dudy

n

= [ 1Kl leu A puldude

n

_ / |K|-VEG — F? dudv. (6.9)

n

El valor de la integral de la curvatura de Gauss, sense valor absolut,

K -VEG — F? dudv

Qn
es diu que és I'area amb signe de N'(B,,).
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Per exemple, la integral de la curvatura de Gauss sobre un el-lipsoide és
igual, pel que acabem de dir, a I'area de l'esfera, és a dir,

/ KdS = 4r.
E

El tor és un doble recobriment de I'esfera, per I'aplicacié de Gauss, pero en
contar aquesta area amb signe es compensa i tenim

/KdS:O.
T

Vegeu el Teorema de Gauss-Bonnet a la pagina 317.

Observacié 6.3.4 Observem que la férmula (6.8), ens déna una manera
rapida de calcular la curvatura de Gauss. Concretament,

det(v, vy, vy) = (Vv Ay)
= <V7 Koy N SOU>
= Kllpu A ool

Es a dir,

o det(v, vy, vy) (6.10)

VEG — F2

6.4 Segona forma fonamental

Definicié 6.4.1 Sigui P un punt d’una superficie S. La segona forma quadratica
fonamental de S en P és laplicacio

IIPITPSXTPS—>R

donada per
IIp(X,Y) = (Wp(X),Y), X, Y € TpS.

Per tant, també

Ip(X,Y)=—(dNp(X),Y), XY €Tps.

Observem, doncs, que depen de quina normal a la superficie elegim.
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Proposicio 6.4.2 La segona forma fonamental és simetrica.

Demostracié. Es el mateix que dir que 'endomorfisme de Weingarten és
auto-adjunt. En efecte,

Matriu de la segona forma fonamental

Sigui (U, ¢) una carta local de S. Considerem laplicacié de Gauss N definida
respecte de la normal induida per (U, ). Com la segona forma fonamental
IIp esta definida per a tot punt P = ¢(u,v) podem pensar que per a cada
(u,v) € U, tenim definida la segona forma fonamental II,,.) en l'espai
tangent Ti,(,.)S. En aquest espai hi tenim definida la base ¢,, ¢, respecte
de la qual Il té matriu

< _<dNP(§0u)74pu> _<dNP(90u)79Dv> ) — ( e(u,v) f(uvv) )
—(dNp(pv), pu)  —(dNE(00), o) f(u,v) g(u,v)

D’aquesta manera e, f, g sén funcions sobre ’'espai de parametres.
Ara bé, per la igualtat (6.3), pagina 135, tenim que

e = —(dNp(Pu); Pu) = —(Vu, Pu) = (V, Puu),
f = _<dNP(90u)790v> = _<Vu790v> = <V’ 90uv>a
g = _<dNP<90v)=90v> = —(Vy, Pv) = (Vs Pou)-

També podem calcular e, f, g substituint v pel seu valor (equaci6 (6.1),
pagina 134) a les anteriors igualtats. Obtenim

det(¢u; Pu; Puu)

VEG - F?
;o= 9ot o Puw)

VEG —F?
g = detpu P Pu)

VEG —F?

Pels mateixos comentaris que hem fet en parlar de la matriu de la primera
forma fonamental respecte de la base ¢, ¢,, pagina 112, en lloc d’escriure

L= () e )
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escriurem

o simplement

Matriu de I’endomorfisme de Weingarten

La férmula
IIp(X,Y)=1p(WpX,Y)

ens diu directament que tenim la igualtat matricial
=W,

on I, II, W denoten les matrius de la primera i segona formes fonamentals i
de 'endomorfisme de Weingarten respecte® de la base ¢,, ¢, de TpS.
D’aqui deduim
Wt = (I

i per tant, utilitzant la simetria de I i II, obtenim la molt util férmula

W=1"1I

Introduint els coeficients de I i II,

1 1 Ge—Ff Gf—-Fg
W=1 H_m<Ef—Fe Eg—Ff)' (6.11)
Aquesta notacié vol dir que si P = ¢(u,v), tots els coeficients de la primera
i segona forma fonamental estan valorats en el punt (u,v).

Per definici6 de matriu associada a una aplicacié lineal, i la igualtat
Wp(ow) = v, We(p,) = —1, (vegeu (6.6), pagina 137), la igualtat (6.11)
s’escriu

|4 e 7 . .
59 Aquesta afirmacié és certa per a matrius respecte de qualsevol base, perd a nosaltres
ens interessa la base @, @, .
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L Ff—Ge Fe—Ef
“ T EBG-R T EG-
Fg—G Ff—E
y, - f9=Gr o EIZ B (6.12)

EG-F2" EG-F2T"

Com la curvatura mitjana H i la curvatura de Gauss K de S en el punt
P = p(u,v) sén respectivament la meitat de la traga i el determinant de Wp,
denotant H = Hoyp i K = K oy, tenim que

1Eg—2Ff + Ge

0= o= Fg-p
eg — f?
K = e (6.13)

Utilitzant ara I’expressié 6.7 podem calcular kq i ks.

Aquestes expressions demostren que les funcions H i K sobre S sén fun-
cions diferenciables. Aix0 demostra, per exemple, que el conjunt format per
mitja esfera tapant un cilindre no és una superficie (la curvatura de Gauss
no canvia continuament al passar del cilindre a l'esfera).

I la férmula (6.7) demostra, a partir d’aixo, que les funcions k; sén
continues; i diferenciables fora dels punts umbilicals (al derivar una arrel
quadrada apareix aquesta en el denominador, i en els umbilicals aquest de-
nominador es podria anul-lar). Vegeu l'exercici 6.8.4.

Observem també que 'expressié de K és un quocient de determinants,

e f

K — f g :det]Lp
E F det I,
F G

on I, II, denoten les matrius de la primera i segona forma fonamental respec-
te de la base (@y, ¢,). Ara bé, sabem que no té sentit parlar del determinant
d’una aplicacié bilineal, pero en I'expressio anterior no hem de pensar que
tenim dos determinants siné un quocient de determinants. 1 aixo si que té
sentit ja que el que si esta ben definit per a les formes quadratiques és el
seu discriminant, que és el determinant de la matriu de I'aplicacié bilineal,
en qualsevol base, modul quadrats. Aixo és aixi per la formula del canvi de
base de les matrius associades a aplicacions bilineals. En el nostre cas, tal
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com ja hem vist a la pagina 116, aquesta férmula ens diu que si tenim una
segona carta local (V,4) i denotem per M la matriu del canvi de base entre
les base (@u, ©y) 1 (¥, V), tenim la relacié

det I, = det I, - (det M),
El mateix passa amb la segona forma fonamental de manera que tenim

detIl, detl,- (det M)?  det I,
~detl, detly-(detM)2  detl,

Calcul de les direccions principals

Calculem els valors i vectors propis de W en funcié dels coeficients de la
primera i segona formes fonamentals donats respecte d’una parametritzacié
U, ).

Els valors propis de ’endomorfisme de Weingarten W son les arrels del
seu polinomi caracteristic.

Pero aquest polinomi és, per 'equacié (6.11),

. Eg—2Ff+ Ge eqg — f2
—_ — 2_
det(W — z.id) = x 70— 77 T+ o2

Observem que els coeficients d’aquest polinomi sén funcions sobre U, és
dir, tenim un polinomi caracteristic en cada punt ¢(u,v).

Aixi, les curvatures principals ki, ks de S en el punt p(u,v), sén les arrels
de 'equacio

(EG — F*)2® — (Eg — 2F f + Ge)x + (eg — f*) = 0. (6.14)

Les podriem explicitar® perd el que ens importa és que la seva suma és
igual a menys el coeficient de la z dividit pel coeficient de x? i el seu producte
és el terme independent dividit pel coeficient de 22. Obtenim aix{ les férmules
6.13 per a la curvatures mitjana i de Gauss.

SOEn un punt on E = G = 1, F = 0, obtenim les classiques férmules de p1, pz ja
obtingudes per Euler i Meusnier,

2
Pi = .
g+et/lg—eP +45°
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Per calcular els vectors propis, un cop coneguts ki i ks, tan sols hem de
resoldre les dues equacions

Aquests calculs son estandards. Concretament tenim
Proposicié 6.4.3 Donada la carta local (U, ), el vector

W = Apy + [y
és vector propi de l’endomorfisme de Weingarten si ¢ només si

Iu2 _)\,u )\2
E F G |=0. (6.15)
e f g

a b
v-( )
la matriu de I’endomorfisme de Weingarten, la condicié de vector propi
a b A A
() )=+
per a una certa k € R equival a I’anul-lci6 del determinant

aX+bu A
cA+du p

Demostracio. Denotant

(els vectors sén proporcionals). Es a dir,

bp? — (d — a) u — cA* = 0.

Com que

_ Ge—Ff

“ = G-

b Gf—Fg

EG — F?

_ Ef-Fe

“ T EG-F

g - Ba-rf

EG — F?
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obtenim directament que w = A\p, + pp, és vector propi de W si i només si

(Gf = Fg)u* = (Eg — Ge)dp — (Ef — Fe)A* =0,

perd aquesta férmula es pot escriure com®

:U’Z —)\,LL 22
E F G |=0 0
e [ 9

Diguem de passada que podem redemostrar a partir d’aqui que els vectors
propis u; = A1y + 1y, Uz = o, + loyp, de valors propis ki # ko sén
ortogonals. Només s’ha d’observar que els quocients p;/A;, i = 1,2, sén
solucié deb?

(Gf — Fg)a® — (Eg — Ge)x — (Ef — Fe) =0,

1 per tant
pa k2 Eg—Ge
/\1 )\2 Gf—Fg
itz _(Ef—Fe)
)\1)\2 Gf—Fg '
Aixi

E F A
()\1 ,ul)(F G)( 2) = E>\1A2+(A1M2+)\2N1>F+M1M2G

2
Eg—Ge Ef —Fe
F_
Gf—Fg Gf—FgG)

- )\1)\2 (E“‘
= 0.

61Sembla una casualitat que ara apareixin determinants. Sembla només una norma
mnemotecnica per recordar facilment ’equacié dels vectors propis. En Jaume de Dios,
quan va sentir aquest comentari meu, no es va poder estar d’escriure l’exercici 6.8.5.

628i no sabéssim d’on surt aquesta equacié de segon grau ens podriem preguntar si té o
no soucions reals. Vegeu 'exercici 8.6.3.
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6.5 Linies de curvatura

Definicié 6.5.1 Sigui vy(s) una corba continguda en una superficie S Direm
que v és linia de curvatura si 7/(s) és, per a tot s, vector propi de l’endo-
morfisme de Weingarten.

Per calcular les equacions diferencials de les linies de curvatura respecte
d’una carta local (U, ¢) només hem d’escriure v(s) en coordenades, y(s) =
o(u(s), v(s)), amb Ia qual cosa 7'(s) = ' (s)pu(u(s), v(s))+0'(5)py 1u(s), v(s),
i aplicar 'equacié (6.15).

Tenim

V'(s)? —u'(s)v'(s) u/(s)*

E(u(s), v(s)) F(u(s),v(s)) Glu(s),v(s)) | = 0.
e(u(s), v(s))  fluls),v(s)) g(ul(s) v(s))

que escriurem simplement com

Ul2 —u'v u/?
E F G |=0. (6.16)
e [ g

Proposicié 6.5.2 (Equacié de Monge) L’equacid diferencial de les linies
de curvatura d’una superficie donada com grafica de z = z(x,y), quan la
corba ve donada com y = y(z), €s

()?[s(1+¢*) — pat] + /' [r(1 + ¢°) — t(1 + p*)] + rpg — s(1 + p°) = 0.
(6.17)

Demostracio. Aquesta superficie es pot parametritzar com

p(z,y) = (v,y,2(z,9)),

de manera que

o = (1,0,2)
ey = (0,1,2)
Yo = (0,0, 255)
Py (0,0, z4y)
gy = (0,0, 2y)
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Per tant,
E=1+p* F=pg G=(1+¢")

amb

Com la normal és

1

vV=———=(-p,—q]1)
VPt +1
1 1 1
= 9 = J g = —t7
/p2+q2_|_1 /p2+q2_|_1 /p2+q2_|_1
amb
0%z 0%z 0%z

"7 0 S:E)xay’ t:(()_?ﬂ'

Substituint a (6.16), tenint en compte que la corba és p(z,y(z)) i per
tant u = z, v = y(x), tenim

y12 _yl 1
1+p* pg 1+¢* | =0,
r S t

i el desenvolupament d’aquest determinant coincideix amb (6.17), com voliem
veure. [

Nota 6.5.3 Observem que en el cas particular en que la superficie S és
grafica de z = z(x,y) amb 2(0,0) = 0,1 7pS = {z =0}, lavors p=¢ =10 a
l'origen (vegeu exercici 6.8.3) i per tant 'equacié de les direccions principals
a l'origen es redueix a

/2

1 0 1|=sy?*+y(r—t)—s=0, (6.18)
r s t

Y

amb y' = 3/(0), i les derivades segones 7, s, t també valorades a 'origen. Aixo
vol dir que la direccié (1, a,0) € TpS és direccié principal si i només si

sa® +a(r —t) —s=0.

Aquesta equacié diu directament que hi ha dues direccions principals (és
una equacié de segon grau) i que sén ortogonals (el producte de les dues
arrels aq,ay és —1 1 per tant (1,a1,0) - (1,a2,0) = 0).
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Nota 6.5.4 El 1795 Monge publica: Les lignes de courbure de la surface de
I’Ellipsoide, [?], utilitzant les equacions generals de les linies de curvatura,
que havia estudiat a Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais, [?].

Obté
Azyy? + o/ (2* — Ay* — B) — a2y = 0.

amb

(P - ) B a*(a® — v?)
o b2(a? — )’ a2

A

on a, b, c son els semieixos de I’el-lipsoide. I de seguida la integra obtenint
que es tracta d’una seccié conica del tipus y? = Sx? +, per certes constants
B,7 que s’han d’ajustar. Per tant es tracta d’una conica concentrica amb
I’el-lipsoide que sera una el-lipse o una hiperbola segons el signe de 3. Ob-
serveu que aquesta conica és la projeccié sobre el pla z = 0 de les linies de
curvatura.

6.6 Coordenades principals

Un cop sabem que fora de punts umbilicals les linies de curvatura sén or-
togonals, les podem agafar com linies coordenades. Aquestes coordenades
es diuen principals. Abans de demostrar-ne rigorosament ’existencia, cosa
que farem més endavant a l'exercici 13.5.1, pagina 329, degut a que implica
coneixements que ara no tenim, veiem-ne una caracteritzacio.

Proposicié 6.6.1 Sigui S una superficie sense punts umbilicals. Una para-
metritzacio ¢(u,v) de S és principal si i només si F' = f = 0. En aquest cas
les curvatures principals son ky = e/E i ky = g/G.

Demostracio. Sigui ¢(u,v) una parametritzacié principal. Aixo vol dir, per
definicio, que ¢, i ¢, son en cada punt direccions principals. En particular,
com que aquestes sén ortogonals, F' = 0.

Per altra banda,

f = _<dNP(S0u)v‘;0v> = <WP<¢U)’¢U> =0

ja que ¢, és vector propi de Wp.
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Reciprocament, si F' = f = 0 '’equacié diferencial de les linies de curva-
tura es redueix a

(Eg — eG)u'v' = 0.

Ara bé, si Fg — eG = 0, en un punt, com que també tenim F' = f = 0,
vol dir que estem en un punt umbilical ja que z £ =e, F = f, £G = ¢
(la primera i segona formes sén proporcionals). Com hem suposat que no hi
ha punts umbilicals, ha de ser Fg — eG # 0 en tot punt, i per tant ’equacié
diferencial de les linies de curvatura es redueix a u'v' = 0 que té com solucié
u = constant i també v = constant, és a dir, les linies coordenades son linies
de curvatura i la parametritzacié és principal.

Finalment la igualtat k; = e¢/E i ks = g/G es despren directament de la
férmula (6.11), pagina 145. O

6.7 La primera i segona forma fonamentals
determinen la superficie

Clourem aquest capitol veient que la primera i segona forma fonamentals de-
terminen la superficie, i que per tant no cal pensar en introduir nous objectes
per estudiar una superficie ja que tota la informaci6 es troba a [ i II. Per a
aixo utilitzarem entorns tubulars.

Entorns tubulars

Sigui S una superficie. Donat € > 0 denotem N_S el subconjunt de R? format
per la unié dels segments oberts de rectes normals a S, centrats en els punts
de S iradie.

Definicié 6.7.1 Direm que N.S és un entorn tubular de S si l’aplicacio
F:Sx(—€e€) — NS

donada per

F(x,t) =z + tN(x)

on N és Uaplicacid de Gauss, és un difeomorfisme.
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Es pot veure amb certa facilitat, vegeu per exemple [?] pagina 141, que
donada una superficie compacta existeix un € > 0 tal que el conjunt N.S és
un entorn tubular de S.

A la Proposici6 segiient veurem que ’entorn tubular es pot estendre com
a molt fins els radis de curvatura principal, és a dir € < p;.

Proposicié 6.7.2 Si N.S és un entorn tubular de S llavors € és més petit
que els radis de curvatura principal.

Demostracid. Sabem que la diferencial de F' en un punt (p,t) és un isomor-
fisme. Pero

dFpn(v,0) = v+ tdNy(v), veT,s
dF(p,t)(()? 1) = N(p)

Aixi, en el cas particular en que v = e; sigui un dels vectors propis de
)
I’endomorfisme de Weingarten

dFp(e:,0) = e; — thie; = (1 — thy)e;, i=1,2

i ha de ser, doncs, 1 — tk; # 0. Com per t = 0 aquest valor és positiu ha de
ser 1 —tk; >0, és adir, t < p;. U

Ara ja estem en condicions de demostrar, seguint [?], el resultat segiient.

Teorema 6.7.3 (Teorema fonamental de la teoria de superficies) Si-
guin Sy 1 So superficies orientables amb S connexa. Sigui f : S —> Ss una
isometria local que conserva la segona forma fonamental. Llavors f és la
restriccié a Sy d’un moviment rigid de R3.

Demostracio. Donat P € Sp, sabem que existeixen entorns oberts V de P a
S11V'de f(P)a S tals que f: V — V' és difeomorfisme.

Considerem entorns tubulars de radi ¢, NV i NV’ i estenem [ a una
aplicacié ¢ : NV — NV’ definida per

¢z + tNi(2)) = f(z) +tN(f (), 2 eV

on N i Ny son les respectives aplicacions de Gauss. Aquesta aplicacié és
clarament diferenciable i bijectiva. Estudiarem ara la seva diferencial per
veure que és bijectiva en cada punt i per tant ¢ és difeomorfisme. La diferen-
cial és una aplicacié lineal de R?® que considerarem descompost en cada punt
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on s’aplica la diferencial en suma directa del subespai tangent a la superficie
i el seu normal.

Primer pas. Mirem com actua sobre els vectors normals. Sigui y =
z + tNi(z). Llavors

dgy(Ni(z)) = Na(f ().
En efecte, o(s) = y + sNi(z) és una corba integral de N (z) € T,R* = R®.
Aixi,

d d

46, Ni(a)) = 2= 8(o(s)) = 1= (J)) + Mo/ (@) = Nalf(2).

Segon pas. Mirem com actua sobre els vectors tangents. Si agafem sense
més un vector tangent a la superficie tindrem dificultats en calcular la seva
corba integral per y. Per aixo fem el petit truc de calcular d¢, sobre vectors
del tipus

w4 td(N)).(w) € T,R?, weT,S

D’aquesta manera si «(s) és una corba integral de w, B(s) = a(s) +
tN1(a(s)) és corba integral de w + td(N7).(w) 1 per tant

Aoy (w + tANDo(w) = = o(B(s)

= L (Fals) + tNa(f(als)))

ds s=0

= df.(w) + td(Nz)f(g;)dfx(w)

pero, a l'exercici 6.8.7 demostrem que pel fet de que f conservi les segones
formes fonamentals la seva diferencial commuta amb la diferencial de les
normals,

(dN2) Py o dfp = dfp o (dAN1)p

Per tant,

Es a dir, dé, coincideix amb df, sobre els vectors de la forma w+td(N7 )4 (w).
Pero resulta que tot vector de T,.S es pot posar d’aquesta manera ja que
I’aplicacio

id+td(N)y : TS — TS
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és isomorfisme. En efecte, si w + td(Ny),(w) = 0 tenim d(N;),(w) = —fw i

per tant w és vector propi de ’endomorfisme de Weingarten de valor propi

1/t. Es a dir, t = p;; 2 =101 =2 on p; sén els radis de curvatura principals.

Pero aixo no pot ser ja que en els entorns tubulars ¢t < p; (pagina 154).
Resumint,

doy(Ni(z)) = Nao(f(x)), do, = df, sobre T,.S

Per tant, d¢, porta bases a bases i és doncs un isomorfisme. Pero encara més,
si prenem una base ortonormal adaptada a la descomposicié T,.S & (N (z))
la seva imatge per d¢, és també una base ortonormal, per tant d¢, és una
isometria lineal.

Llavors, per l'exercici 6.8.8, ¢ és la restriccié d’un moviment rigid de R3.

Per ser S connexa, tots els moviments rigids corresponents a diversos
entorns oberts V' de S coincideixen. En efecte, sigui F' el moviment rigid de
R? que restringeix a ¢. Sigui

Z = {x € S;3Wentorn obert de S, F(W) C S’}

Es facil veure que Z és no buit (P hi pertany), obert i tancat i coincideix
doncs amb S. Es clar que és obert. Per veure que és tancat suposem yx — y
amb y, € Z. Siy ¢ Z, per tota bola B(y;1/n) de y hi haurien punts z,
tals que F(z,) ¢ S’. Per6 aquests z, estaran en algun moment dintre dels
entorns del y; que s’apliquen a S’ per F', contradiccié. [

6.8 Exercicis

Exercici 6.8.1 Demostreu que

det(v, 22,99y _ yEG— 2.

" ou v
Solucio. En general,

UoV3 — U3V U3V1 — UIV3 U1V — UV
det(u A v, u,v) = Uy Usg us
U1 U2 U3

Desenvolupant per la primera fila
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det(u A v,u,v) = ||uAv|?
En el nostre cas,

dp Oy 1 dp Op dp Op

20 o0 =12 22 Nou " o0 o 30’ ~lou

(990 &p

det(v, H

Per la identitat de Lagrange, pagina 115, hem acabat.

Exercici 6.8.2 Calculeu les curvatures principals en cada punt de la su-
perficie p : R x (0,27) — R? donada per o(u,v) = (ucosv,usinv, u?).

Solucio.

o(u,v) = (ucosv,usinv,u’)
wu = (cosw,sinv,2u)
vy = (—usinv,ucosv,0)

Ou Ny = (—2u®cosv, —2u’sinv,u)

1
viu,v) = ————=(—2ucosv,—2usinv,1
o) = a1 )

o = (0,0,2)
Yuw = (—sinv,cosv,0)
O (—ucosv,—usinv,0)

La segona forma fonamental és doncs

1 2 0
= 4u2+1(0 2u2>

i 'endomorfisme de Weingarten

. 1 (4u?+1)"1 0 2 0
_ 1 _
W=1"' = 4u2+1( . 2 0 902
2
- 0
| w13
= 2
0

(du? + 1)1/
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Com que aquesta matriu és diagonal tenim

A 2

VT (4w 132
2

ky =

(42 + )72

Exercici 6.8.3 Sigui S una superficie donada com grafica de la funcio z =
2(x,y). Calculeu els coeficients de la segona forma fonamental en termes de

z(2,y).

Solucid. Aquesta superficie es pot parametritzar per

o(r,y) = (z,y,2(7,y)).

Aixi,

Pr = (1707 zx)
Py = (07 1=Zy>

Py /\(;Oy = (_Zxa_zzpl)

1

v(x, = —(—2y,— 2,1
Prz = (Oyoazzz)
Pay = (0707’29074)

Oy = (0,0,2y)

La matriu de la primera forma fonamental és
1+22 22
.I — 2 .
2p2y 1+ 2y
La matriu de la segona forma fonamental és
1
_[_[ — ZIQ? Zacy
2t 2;+ 1\ Zay Zyy
i 'endomorfisme de Weingarten
1 1+ 22 -
W = I‘'[[=—— - T4 zxzyQ ez Aoy
22+ Z; +1 Zozy 142y Rry  Fyy

_ 1 (L4 20) 200 — ZazyZey (L4 20) 20y — Zo2yZyy
(23 + 25 + 1)%/2 (I + 20) 20y — 2e2y2ee (1 + 22)2yy — Zu2yZay )
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En particular,

(1+ zi)zm — 22,2y 2y + (1 + Z:%)Zyy
2(22 + 22 + 1)3/2

. det IT . Ry lyy — Ziy

o odet] (224 22+1)?

Una simplificacié important s’obté amb la seglient consideracié. Donat
P € S sempre podem aconseguir, mitjangant girs i translacions, fer coincidir
P amb l'origen de coordenades i de tal manera que Tp.S vagi a coincidir amb
el pla z = 0.

Tindrem llavors S donada com grafica d’'una funcié z = z(z,y) amb
2(0,0) =0, i si diem ¢(z,y) = (x,y, 2(z,y)) tindrem

©:(0,0) = (1,0, 2,(0,0)), ¢,(0,0) = (0,1, 2,(0,0))
que, per la hipotesis que hem fet sobre el pla tangent, implica
2,(0,0) = 2,(0,0) = 0.

Per tant, la segona forma fonamental a ’origen és

Il = ( Rzx Ry ),
Ryz Ry
aquestes derivades parcials valorades a 1'origen. Es a dir, la segona forma
fonamental no és més que el Hessia de la funcié z = z(z,y).
A més, com la primera forma fonamental a la l'origen és la identitat
el hessia és també la matriu de 'endomorfisme de Weingarten, i per tant

H = (22 + 2yy)/2 1 K = 2422y, — 2, aquestes derivades parcials valorades
a l'origen.

Exercici 6.8.4 % Estudieu, amb Maple, les curvatures principals de la su-
perficie donada com grafica de z = 23 + y3. Son diferenciables?

63Exemple que em va donar David Marin parlant de curvatures principals no diferenci-
ables.
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Exercici 6.8.5 % Doneu una demostracio alternativa de l'equacio de les
linies de curvatura que posi de manifest de manera natural l'aparicio de de-
terminants. Es a dir, demostreu que si w = Ay, + pud, és un vector de T,(S),
aleshores w €és vector propi de l’endomorfisme de Weingarten W, si © només
St

>
o

F
f

Solucié. Suposem, per comengar que els vectors (e, f,g) i (E, F,G) sén
linealment independents. En aquest cas, la igualtat anterior és equivalent a
que existeixin «a, 3, al menys un diferent de zero, tal que:

12
E
e

e Q
Il
o

(,u27 _>‘,u7)‘2) = a(E7F’ G) + 6(67]07 g)

Ara notem que podem associar, de forma lineal i bijectiva, les matrius
simetriques de dimensié 2 amb els vectors de dimensié 3, amb la relacio:

(Z i) ~ (a,b, ¢)

Utilitzant aquest fet en la primera igualtat en els tres vectors de la equacio
anterior, podem obtenir la segiient igualtat de matrius simetriques:

I VAN E F e f
(B )= (F 6) (5 3)

Aquesta igualtat, pero, la podem reescriure de forma més simplificada
com:

— 2 —

Ara hem de notar un fet important sobre la matriu de 'esquerra en la
2
igualtat, (_M A )\2,u ) Aquesta, tret de constants multiplicatives, és la

64 Jaume de Dios Pont, abril 2016.
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inica matriu simeétrica de dimensié 2 que té w al seu ker .

Per tant, la condicié de la existencia de «, 8 no nul-les tals que es com-
pleixi la igualtat matricial anterior és exactament equivalent a demanar que
existeixin a, f tal que: w € ker({(a + SW),)).

Ara bé, com que [ té rang 2, aix0 és equivalent a demanar que w pertanyi
al ker de o+ W), o equivalentment, que sigui vector propi de W), amb valor

propi —%.
Exercici 6.8.6 (Superficies minimals) Demostreu que una superficie és

minimal (en el sentit de que té curvatura mitjana zero) si i només si tot petit
domini de S és punt critic de l’area respecte de les variacions normals.

Solucio. Sigui (U, ¢) una carta de S i h una funcié arbitraria sobre U. Per a
cada t € (—e¢,€) definim

P (u,v) = @(u,v) + th(u,v)v(u,v)

on v és el camp normal a S.

o(u, v) + th(u, v)v(u,v)

p(u,v)

o(u,v) — th(u, v)v(u,v)

65Per a demostrar aquest fet, tant sols cal notar que si una matriu té w al ker, w n’és
vector propi. L’altre vector propi ha de ser justament l'ortogonal a w, és a dir, que la

matriu ha de ser un multiple de la matriu (_M> (—u )\)

A
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Llavors tenim,
YL = py+thy +thy,
Y= @, + thyy + thy,

i per tant els coeficients de la primera forma fonamental son
E' = E —2the+ o(t?)

F' = F —2thf + o(t?)
G' = G —2thg+ o(t?)

ja que (@, v,) = —e, etc.
Per tant, recordant la férmula (6.13) per a la curvatura mitjana,

E'G! — (F')’ = (EG — F*)(1 - 4thH + oft?))

Per tot domini D contingut a U denotem A’ 'area de ¢(D) i tenim
Al = / (EG — FA)(1 — 4thH + o(2))du dv
D

Derivant respecte t en t = 0 i recordant que podem derivar sota el signe
integral, tenim

dA?t
= —/ 2hHV EG — F?%du dv.
D

dt =0

Ara es conclou sense masses dificultats.

Exercici 6.8.7 Siguin Sy i Sy superficies orientables i f : S1 — Sy isome-
tria local que conserva la segona forma fonamental. Llavors

(dN2) Py © dfp = dfp o (dN1)p (6.19)

on N1, Ny sén les respectives aplicacions de Gauss.

Solucid.® Que conservi les segones formes vol dir, per definicid,
<(dN2)f(p)dfpu, dpr) = <(dN1)pu,U>, ‘v’u, V€ TpSl,\V/P €S (620)

Si apliquem wu al primer terme de (6.19) i multipliquem el resultat per dfpv
obtenim el primer terme de (6.20). Si fem la mateixa operaci6 sobre el segon

56Continuem seguint [?].
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terme de (6.19), és a dir, li apliquem u i multipliquem el resultat per dfpv
obtenim

<dfp(dN1)pu, dpr>

que, per ser dfp isometria, és igual a
<(dN1)pu, ?)>

que és el segon terme de (6.20)
Com wu i v sén arbitraris aixo vol dir que els dos termes de (6.19) sén
iguals.

Exercici 6.8.8 Sigui ¢ : V. — V' un difeomorfisme entre oberts connezos
de R3 tal que la diferencial en cada punt és una isometria lineal. Llavors ¢
és la restriccié d’un moviment rigid de R3.

Solucid. Sigui (%, 822, Tos -2-), la base canonica de R3.
Per ser d¢p isometria fineal tenim
o 0
d — =) =10, 1,j=1,2,3.
(op g bn ) = () = b
Pero o9
¢P 3xz aJ]Z ’
derivada en el punt P, de manera que
¢  0¢

<8_xi’ 8_:10]> = 04j,
en tot punt P, de manera que derivant respecte de x,

o 00, 00 0%
Odxydx;’ Ox; Ox;’ Ox;0xy,

Aquesta igualtat es pot llegir dient que la funcié

¢ 09

Gijr = <ma 8_%>

és antisimetrica en i, j (i clarament simetrica en ¢, k). Jugant amb aixo tenim

Gijk = —Girj = —Grij = Grji = Gjri = —Gjiy = —Gijy,
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i per tant G,j; = 0, cosa que implica

0% B
Orpdr;

i per tant ¢ és lineal, concretament de la forma ¢(x) = Az 4+ b, on A és una
matriu 3 X 3, que, per coincidir amb d¢p, que és isometria, és ortogonal. Es
a dir, ¢ és un moviment rigid de R3.

Exercici 6.8.9 (Com canvia les longituds ’aplicacié de Gauss) Sigui
~(t) una corba sobre una superficie S i sigui o(t) = N(y(t)) la imatge de
~(t) per Uaplicacid de Gauss.

Demostreu que

t
Lo () :/ V2Hk, — Kds.
to

on Ly(t) és la longitud de o(t) entre els punts de parametre t = to i t,
H = H(y(t)) i K = K(y(t)) les curvatures mitjana i de Gauss en el punt
Y(t), kn = kn(t) la curvatura normal de ~v(t) i s = s(t) el parametre arc de
V(1)

Solucio. Seguim Eisenhart, [?]. En els punts on K # 0 'aplicacié de Gauss
és un difeomorfisme local i per tant tota carta local (U, ¢) de S déna lloca a
una carta local de S?, (U, v) amb

v=Nop.

Podem dir que tota superficie dona una reparametritzacio de l’esfera via
Uaplicacio de Gauss N .

Per calcular la primera forma fonamental de S? respecte aquestes coor-
denades recordem les equacions 6.12, pagina 146,

_ Ff—-Ge +F€—Ef
o T BGRPrTEG_ 2t
Fg—-Gf Ff—Eg
v, =

Gt pa 2 P

Un calcul una mica llarg ens déna els coeficients € = (v, v,), F = (v, 1),
G = (Vy, ) de la primera forma fonamental de 'esfera respecte la carta
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(U,v)
E = m(€2G+Ef2—2Ff€)
F = ﬁ(@ef—F(eg-f-fQ)"‘Efg)
1
G = m(Gf2+Egz—2ng)

Recordant les férmules 6.13 per a la curvatura mitjana i de Gauss,

1Eg—2Ff+ Ge

H =
2 EG — F? ’
_ eg— f?
K= EG — F?
tenim
£ = 2He— KFE
F = 2Hf - KF
g = 2Hg— KG

Escrivim ~(t) = ¢(u(t),v(t)), de manera que (u(t),v(t)) sén les coorde-
nades de (t) respecte ¢ i també les coordenades de o(t) respecte v.
Si denotem per s = s(t) el parametre arc de y(s) i per 7 = 7(¢) el
parametre arc de o(t), tenim
dr
(

%)2 _ 5u’2+2}"u’v’—|—gv'2

= 2H(eu? + 2fu'v' + gv'*) — K(Eu? + 2Fu'v' + Gv'?)
= 2Hk,(FEu? + 2Fu'v' + Gv?) — K(Eu? + 2Fu/v' + Gv'?)
ds
= (2Hk, — K)(—)?
( (&
[gualtat que s’escriu com

dr* = (2Hk, — K)ds*

Equivalentment,

t
Lo(t) :/ V2Hk, — Kds.
to
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Capitol 7

Supertficies reglades.Teorema de
Monge

7.1 Primeres propietats

Definicié 7.1.1 (Superficies reglades) Una superficie S de R s’anome-
na reglada si es pot parametritzar de la forma

p(s,1) = als) + tu(s),

on a(s) i u(s) sén corbes de R® i |Ju(s)]| = 1.

Equivalentment, S és reglada quan és la unié d’'una familia uniparametrica
de rectes. A l'expressio anterior, per a cada valor fixat del parametre s, la

167
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recta que passa pel punt a(s) amb vector director u(s) esta continguda a S.
Aquestes rectes es diuen generatrius de S.

Proposicié 7.1.2 La curvatura de Gauss K d’una superficie reglada com-
pleix que KK < 0. A més, KK =0 si i només si el vector normal unitari N de
S és constant al llarg de les generatrius.

Demostracio. Sigui ¢(s,t) = y(s) + tu(s), amb [Ju(s)|| = 1. Observem que

a / /
SEs,t) = () +tu(s),
dp

0

W(s,t) = 0.

Per simplificar la notacié escriurem simplement

0, = 7+t
Spt - Ua
oy = 0.

Per tant, el coeficient g de la segona forma fonamental, g = (v, ), és
zero. Aixo implica que el determinant de la segona forma fonamental és
igual a —f? i per tant és negatiu. Com el determinant de la primera forma
fonamental és positiu, la curvatura de Gauss KC, que és en el punt ¢(s,t), el
quocient d’aquest dos determinants, compleix K < 0, com voliem veure.

El cas KL = 0 es déna, doncs, quan

f - <V7 stt> = _<Vt7§05> = Oa
amb v = N o . Com que també

(Vi 1) = —(V,0u) =0,
(v, vy = 0,

com hem vist a les equacions (6.5), resulta que v és ortogonal a tres vectors
linealment independents, i per tant 1, = 0 i v és constant sobre les genera-
trius. El reciproc és clar, ja que v = 0 implica f = 0, i per tant K = — 2 = 0.
O
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Definicié 7.1.3 Les superfices reglades amb K = 0 s’anomenen desenvolu-
pables.

Per tant, per la proposicié anterior, una superficie és desenvolupable si
i només si és reglada i el vector normal (equivalentment, el pla tangent) és
constant al llarg de la generatrius.

Definicié 7.1.4 L’eizx de regressio d’una superficie desenvolupable és el con-
junt de punts on ¢(s,t) = y(s) + tu(s) deiza de ser reqular.5”

Com la condicié de regularitat és s A o, # 0, és a dir,

(7'(s) + tu'(s)) Auls) #0,

I'eix de regressio és

{eo(s,1):7/(s) Auls) = tu(s) Au'(s)} (7.1)

El valor de t I'obtenim multiplicant escalarment els dos termes d’aquesta

igualtat per u(s) A u/(s) i dividint pel quadrat de la seva norma (i aplicant
la férmula de Lagrange, pagina 115). Obtenim que l'eix de regressié és

o )
7)== Gy A (s P

Com u(s) és unitari podem escriure

(7'(s),u'(s))

7= T

Observem que en el cas de que u(s) sigui constant (cas del cilindre) no
podem parlar d’eix de regressié ja que no podem dividir per ||u/(s)]|* (les
generatrius del cilindre no sén tangents a una mateixa corba).

Si la definici6 7.1.4 la donem per a superficies reglades no necessariament
desenvolupables no és cert que sobre aquesta corba o(s) la superficie deixi
de ser regular. La igualtat (7.1) implica efectivament

(7' (s),u'(s))

[ (s)]]
pero el reciproc no és cert. Caldria que 7/(s) Au(s) tingués la mateixa direccié
que u(s) Au/(s), cosa que si passa, com ara veurem, a les desenvolupables.

u(s). (7.2)

t=—

67Veurem que aquest conjunt és una corba. No és pas, en general, una recta com podria
suggerir la paraula ’eix’.
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Proposicié 7.1.5 Si una superficie reglada és desenvolupable llavors les ge-
neratrius son tangents a l’eix de regressio. Es a dir, és la desenvolupable
tangencial de [’eix de regressio. Reciprocament, la desenvolupable tangencial
d’una corba és una superficie desenvolupable.®®

Demostracio. Sigui (s, t) = v(s) + tu(s), amb ||u(s)|| = 1, desenvolupable.
El camp normal unitari esta donat per

1

v=nh(ps\¢;) amb h = ——.
(s A o2) o n gl

Recordem que v = N o ¢, i remarquem que h = h(s,t)
Derivant respecte de t, i recordant que v és constant al llarg de les gene-
ratrius, i que (s, t) = 0, tenim

0= vt = hips Npr + h st A pr.
Com (s, t) =~'(s) + tu'(s) i pi(s,t) = u(s), substituint tenim
hey' Au+ (thy + h)u' Au=0.

Si w'(s) 1 +'(s) fossin linealment independents en un punt, u'(s) A u(s) i

v'(s) A u(s) també ho serien i per tant hauria de ser hy = 01 th, + h =0, és

a dir, h = 0, el que és una contradiccié. Per tant, sén linealment dependents

en tot punt, és a dir, existeix una funcié u(s) tal que u'(s) = pu(s)y'(s).
Aix{ dones, per la férmula (7.2), l'eix de regressié és

1
o(s) =~(s) — EU(S)
Per tant,
! _,S—LIUS—LUIS:—L,US

és a dir, o’(s) té la direcci6 de u(s), i per tant les seves tangents coincideixen
en cada punt amb la generatriu corresponent.

68Ja hem exclés abans els cilindres ja que no tenen eix de regressié. En el cas dels cons
l’eix de regressio es redueix al vertex del con i queden també exclosos en aquest context.
L’enunciat ampliat de la proposicié 7.1.5 seria: Sigui S una superficie desenvolupable sense
punts plans. Llavors sobre un oberts dens de S aquesta superficie és un con, un cilindre o
la desarrollable tangencial d’una corba de Iespai (vegeu Klingenberg Curso de geometria
diferencial teorema 3.7.10).
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Reciprocament, la desenvolupable tangencial d'una corba «(s) esta dona-
da per
o(s,t) =(s) +17'(s).

En particular, suposant s arc,

ps = 7'(s) +17"(s),
pr = 7(s),
st = 7"(s),
o = 0,
v = Bls)
on B(s) és el binormal a la corba®. Per tant, g = 01 f = (v,¢4) =

(B(s),~"(s)) = 0. Per tant, eg — f2 =01 K =0. O

7.2 Corba d’estriccio

Proposicio 7.2.1 Donada la superficie reglada

(s, 1) = 7(s) + tu(s)

amb ||u(s)|| =1, ¢ s parametre arc de y(s), la corba
e

anomenada corba d’estricci6™ esta formada pels punts que realitzen la distancia
minima entre rectes consecutives. Els punts de (3(s) es diuen punts centrals.

Demostracio. Recordem que els punts que realitzen la distancia minima entre
les rectes P4+ Au, Q+pvson X = P+auiY = @ —bv on aib estan donats

per
A

Fﬁ =au+bv+ cu.

Ju Ao

69 Aixd ja implica que v és constant sobre les generatrius (B(s) no depén de t) i per tant
la superficie és desenvolupable.

70 Aquesta férmula és exactament la férmula (7.2) de 'eix de regressié d’una superficie
desenvolupable. Es a dir, la corba d’estriccié de les superficies desenvolupables és el seu
eix de regressio.
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Apliquem ara aquesta férmula a dues rectes de la superficie reglada do-
nada. Fixem la recta r : (0) + tu(0). Denotem, per simplificar la notacid,
P =~(0) i u=u(0), de manera que r : P + tu.

Per un s fixat considerem la recta rs : y(s) + tu(s) i busquem el punt
X(s) sobre r que realitza la distancia minima entre r i ;.

Per les férmules anteriors

X(s) =P+ au,
on a = a(s) esta determinat per la féormula
u A u(s)
P'y(s; = au + bu(s) + c—,
Ju Au(s)|l
amb b = b(s), ¢ = c(s).
Per trobar a i b resolem el sistema
(Py(sh,u) = a+Dblu,uls)),
(Py(s),u(s)) = afu,u(s))+b
Obtenim

a(s) = ) w) = () (PA(s), u(s))
1-— <u’ U(S)>2

Per calcular lim,_,q a(s), in obtenir aix{ el punt X (0) demanat, apliquem
dos cops la regla de Bernouilli-I’'Hopital.

li_r}r(l] a(s) =
09— (@ u @NPS), ) — (wu(s)) (¢/(5), u(s)) + (PA(s), u'(s)))
50 —2(u, uls)) (u, u'(s)) |

Ara tornem a derivar numerador i denominador, pero derivem en el punt
s = 0, cosa que simplifica els calculs, ja que (u,u(0)) = 1,1 (u, v (0)) =0, i

el vector Py(s) s’anul-la en s = 0.
Obtenim

a(0) = (7"(0),u) — (2(+'(0),u'(0)) + (v"(0), w)) _ (4'(0),%'(0))
—2(u, u"(0)) lw ()]
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Aixi
) OO
X0 =70 = o

Hem utilitzat que (u’(s),u’(s)) + (u(s),u”(s)) = 0, igualtat que s’obté deri-
vant dos cops (u(s),u(s)) = 1.

Fent aquest argument’ per a totes les rectes de la superficie reglada
obtenim ’anomenada. corba d’estriccid, que és la corba™

(v'(s),u'(s))
[/ (s)]1?
El fet important, que és el que utilitzen els llibres per estalviar-se aquest

calcul llarg amb 'Hopital que acabem de fer, (pero llavors aquesta propietat
de distancia minima queda amagada)™ és que

(B'(s),u’(s)) = 0.

Bls) =~(s) - u(s). O

Resumint,

Corol-lari 7.2.2 Tota superficie reglada es pot escriure com

p(s,t) = B(s) +tuls), [u(s)l| =1
per a una certa corba 5(s) tal que (f'(s),u’(s)) = 0.

Demostracio. Prenem f(s) la corba d’estriccié. [

Si la superficie no és cilindrica, és a dir, u(s) no és constant, la quantitat

_ det(B/(s), u(s). u'(s))
') 2

"'En lloc de tallar la recta per (0) amb la recta per v(s) quan s tendeix a zero, tallem,
per a tota s, la recta per v(s) amb la recta per y(s+ h) i fem tendir h a zero.

72 Estriccid: Disminucié rapida de la seccié d’una proveta sotmesa a traccié, poc abans
de la ruptura.[DIEC]. Observem que necesitem tenir u'(s) # 0.

"3El problema plantejat aix{: determinar una funcié ¢t = t(s) tal que la corba

p(s)

B(s) = (s) + t(s)uls)

compleixi (#'(s),u/(s)) = 0, és trivial.
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sent ((s) la corba d’estriccié rep el nom de parametre de distribucid, i es pot
veure (exercici 7.5.3) que la curvatura de Gauss esta donada per

—p*(s)

KO = 5+ e

Recordem que K = K o ¢.

Aquesta férmula posa de manifest, canviant ¢ per —t, que els punts
simetrics sobre la generatriu respecte de la corba d’estriccié tenen la ma-
teixa curvatura de Gauss, el que justifica el nom de punts centrals.

Si la superficie reglada és desenvolupable, llavors IC = 01 per tant p(s) = 0
la qual cosa vol dir det(5’,u,u’) = 0, és a dir §'(s) és combinacié lineal de
u(s) i u/(s), pero com ['(s) és perpendicular a u/(s) ha de ser ’(s) multiple
de u(s). Aixo implica que B(s) és l'aresta de retrocés d’aquesta superficie:
la superficie és la desenvolupable tangencial de [3(s). Es a dir, en aquest cas
particular de I = 0 la linia d’estriccié coincideix amb 'aresta de retrocés,
com haviem ja vist al peu de pagina 70, pagina 171.

7.3 'Teorema de Monge

La manera en que Monge troba les linies de curvatura no és pas a partir de
I’endomorfisme de Weingarten, que encara no havia ni nascut, com hem fet
nosaltres, siné a partir de la idea de voler generalitzar a superficies la idea
d’evoluta com envolvent de les normals. Monge havia generalitzat a corbes
de R3 el concepte de evoluta de corbes planes. Aquestes sén envolvents de
les normals. Que obtenim si fem ’envolvent de les normals a una superficie
al llarg d’una corba sobre aquesta superficie?

Monge diu: “Com que cada normal a una superficie corba sempre talla
dues altres normals infinitament proximes situades en dos llocs ortogonals
entre si, imaginem que des de la normal al primer punt de la superficie
passem a una de les dues normals infinitament proximes que la tallen i,
subsequientment passem d’aquesta segona normal a la que la interseca a ella,
i d’aquesta tercera a la que la interseca a ella, i aixi sobre tota la superficie.
Es evident que obtenim aixi una superficie desenvolupable amb les tangents
perpendiculars a la superficie, i la interseccié d’aquesta desenvolupable amb
la superficie és una corba™ que els seus elements estan dirigits al llarg d’una
de les curvatures de la superficie.”

"T,a linia de curvatura.
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Precisem aquest enunciat, que relaciona superficies desenvolupables i linies
de curvatura, en el nostre llenguatge.

Teorema 7.3.1 (Teorema de Monge) Les normals a una superficie sobre
una linta de curvatura formen una superficie desenvolupable.

Demostracio. Sigui y(s) una linia de curvatura d’una certa superficie S.
Suposem-la parametritzada per arc i denotem v(s) la restriccié a v(s) del
vector normal a S.

La superficie engendrada per les normals a 7(s) és

p(s,t) =(s) + tw(s).
Recordem que, tal com va dir Olinde,
d
T = —ki(s)7(s)
on k;(s),i = 1,2 és la curvatura principal en la direccié principal 7/(s).
Aixi
ps = () +1/(s) = (1 = kit)y'(s)
Yr = V.

Per tant, el vector normal a la superficie de les normals (s, t), en el punt
de coordenades (s, 1), és

v(s,t) =+'(s) Av(s)

el qual depen només de s. Es doncs constant al llarg de les generatrius. Aixo
demostra ja, Proposicié 7.1.2, que aquesta superficie és desenvolupable: és
reglada amb el mateix pla tangent sobre les generatrius. [

L’eix de regressié és, per la férmula (7.2) i el teorema d’Olinde,

(' (s),V'(5))
1 (s)1I?

on p;(s) és el radi de curvatura principal.

Sila linia de curvatura és també geodesica (la normal a la corba i la normal
a la superficie coincideixen, Definicié 11.4.1) llavors la linia de regressio és
Justament ’evoluta d’aquesta linia.

—k;

o(s) =(s) — v(s) =7(s) — BE

v(s) = (s) + pi(s)v(s)
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7.4 Feuilles d’Analyse, feuille XV

En aquesta seccié estudiarem les linies de curvatura tal com ho va fer Monge
al Full XV, de les seves Feuilles d’Analyse, [?], titulat Des deuz courbures
d’une surface courbe.

La idea de Monge és tant simple com intentar copiar per a superficies la
construccié de l'envolvent de les normals considerada per a corbes planes:
I’evoluta, d’una corba es pot considerar com la corba que s’obté en tallar
normals a la corba donada en punts infinitament proxims. Quan els classics
parlen de punts infinitament proxims, com ara en el cas de les normals que
estem comentant, volen dir tallar la normal a la corba «(s) en el punt «(0)
amb la normal a la corba en el punt a(As), i a continuacié passar al limit
quan As tendeix a zero.

El problema és que si considerem dues normals a una superficie en punts
infinitament proxims pot passar que aquestes dues normals no es tallin, ja
que dues rectes a ’espai normalment no es tallen.

També la idea d’infinitament proxim s’ha de retocar en el sentit que ara
tenim moltes maneres diferents d’acostar-nos a un punt donat. El mateix
problema exactament que hi ha quan passem de l'estudi de derivades de
funcions d’una variable a funcions de dues variables.

Tot aixo ho resoldrem de la manera segiient. Suposem una superficie S
donada per ¢(z,y) = (x,y, z(x,y)), tal que P = (0,0,0) pertany a S (és a
dir, 2(0,0) = 0) i tal que TpS = {z = 0}.

Prenem una corba 7(s) sobre la superficie S, donada per x = x,y =
y(x),z = z(x) = z(z,y(x)) que passi per P quan x = 0. La recta normal a
la superficie en el punt () és

(@) + ()

on v(x) és el vector normal a la superficie en el punt v(x) i esta donat per

1
= A e ey

amb la notacié habitual
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Observem que per la hipotesi que hem fet sobre TpS, p(0) = ¢(0) = 0.

Voldriem que la recta normal per v(z) tallés la recta normal per v(0) = P,
que és la recta x =y = 0.

Aix0 potser no passa, pero la tallarem amb dos plans que determinen la
recta x = y = 0, concretament amb x = 0 i amb y = 0.

Obtenim com punts de tall

(0.4(z) — 4(a) o 2(@) + ), (o~ ple) A 0,2(w) + L)

x
p(z)’ q(x) q(x)
En el limit les terceres components han de coincidir. Aplicant I’Hopital,
la regla de la cadena, i recordant que p = ¢ = 0, tenim

) x 1
lim =
z—0 p(gc) r -+ sy’
/
N (CO N
+=0 () s+ ty'
amb o2 o2 o
z z z
r axQ( ) )78 axay< ? )7 ayz( ? )
Per tant ha de ser
I '
r+sy  s+ty’
és a dir,
sy 2+ (r—t)y —s=0, (7.3)

que és exactament 'equacié (6.18) que haviem obtingut per altres metodes
a la pagina 151.

Aquesta és 'equacio de les direccions principals: les direccions sobre les
quals t’has d’aproximar a un punt per tal de que les normals es tallin.

Si repetim 'argument que hem usat per calcular les direccions principals
a 'origen pero ara treballant sobre un punt arbitrari P, i un punt proxim a
ell, obtenim ’equacié general de les linies de curvatura de Monge.

Proposicié 7.4.1 (Monge viewpoint) L’equacid diferencial de les linies
de curvatura d’una superficie donada com grafica de z = z(x,vy), i la corba
donada per y = y(x), és

()51 +¢*) — pat] + /' [r(1 + ¢°) — t(1 + p*)] + rpg — s(1 + p°) = 0.
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Demsotracio. Repetim els calculs de la seccié anterior pero en un punt ar-
bitrari. Prenem la corba v(u) = (u,y(u), z(x(u),y(u))). La normal a la
superficie en el punt y(u) es pot donar com interseccié dels dos plans

(. —u) + (2 = 2(w)p(u) = 0
(Y —y(w) + (z = 2(u)g(u) = 0
on, com sempre,
0z 0z
2(w) = 2(@(w), y(w), plu) = o), y(w), a(v) = 7 (@(w), y(w)).
La recta normal a la superficie en el punt v(u + h) és
1

oth gt ) 2 Vo(u+h)? +qlu+h)?+1

(—p(u+h), —q(u+h),1).

Tallant aquesta recta amb els dos plans anteriors obtenim respectivament els
valors del parametre A

M htp)(z(uth) —2(w) A y(u+h) —y(u) + (2(uth) — 2(u)q(u)
A plu+h)—pu) = A q(u+h) —q(u)

amb A = /p(u+ h)?+q(u+h)2+1.

Ara imposem que, quan h — 0, els dos punts de tall coincideixin. Només
ens cal igualar, en el limit, la tercera coordenada dels dos punts de tall.

Ha de ser, doncs,

lim 2 = fim 22
hlgcl)A_hl—mA

Pero
Ay _h+p(u)(z(u+ h) — 2(u))

lim — = lim

h—0 A h—0 (u + h) ( )

= 111

h—0 p(U+h)— (u )
h

1L+ p(u)z'(u)
P'(u)
1+ p(u)(p(u) + g(w)y'(u))
r(u) + s(u)y'(u)
1+pp+qy')

= - I 7.4
r+sy (7.4)
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i, per altra banda,

ilzlir(l) A q(u+h) — q(u)
_ YW+ 2 (w)g(u)
q'(u)
_ Y+ (p(u) + q(w)y'(u))g(u)
s(u) + t(w)y'(u)
_ Y+ +aya (75)
s+ty

Igualant (7.4) i (7.5) obtenim el resultat (6.17). Observem que (6.17) es pot
escriure com

yIZ _yl 1
1+p* pg 1+¢* |=0 0O
r S t

Demostracié que vaig escirure en els meus apunts d’-
Historia
Suposem una superficie donada per ¢(z,y) = (z,y, z2(z,y)). Fixem un punt

P = (0,Y0, 20), (20 = 2(z0,v0)). La recta normal a la superficie en P esta
donada per la interseccié dels dos plans

(x—z0)+(z—20)p = 0 (7.6)
(Y —y) +(z—2)g = 0 (7.7)
p = %(wo,yo)
0z

_= —\ T s
q 8y< 0:Yo)
Recordem que el vector normal N en un punt de la superficie de coorde-
nades (g, yo) esta donat per
1

———(D,—¢,1).
\/p2+q2+1< )
oz

"“Monge introdueix la notacié p = dz/dx, ¢ = dz/dy. La notacié g% és de Jacobi el
1841, vegeu A Source Book in Mathematics, 1200-1800 de Struik, [?].
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Per tant, N és ortogonal als vectors directors dels dos plans considerats,
(1,0,p) i (0,1, q) respectivament.

Considerem ara un punt () sobre la superficie infinitament proxim a P.
Posem @ = (zo + Az,yo + Ay). La recta normal a la superficie per @) esta
donada per

(x —x9g— Az)+ (2 — 20 — A2)(p+ Ap) = 0, (7.8)
(¥ =90 — Ay) + (z — 20 — Az) (g + Ag) = 0, (7.9)

amb

Az = pAx+ qAy,
rAx + sAy,
Ag = sAx+tAy.

>
S
[

Aqui hi ha una mica d’abts de notacié ja que p, q,r, s,t denoten les derivades
primeres i segones de z en punts intermedis entre (xg,yo) i (zo+ Az, yo+ Ay)
(estic aplicant el teorema del valor mig). Com que finalment farem tendir els
increments a zero, podem pensar que son les derivades primeres i segones de
z en (xg,yo). En particular aquestes p, ¢ coincidiran amb les ja considerades.

Ara m’aparto una mica del cami de Monge i, per evitar el problema que
hem comentat de que rectes de l’espai poden no tallar-se, tallem la recta
normal per P primer amb el pla infinitament proxim (7.8) i a continuacié
amb el pla infinitament proxim (7.9).

Interseccio amb (7.8).
Restant (7.6) de (7.8) tenim

—Azx + (2 — 20)Ap — pAz — AzAp = 0. (7.10)
Equivalentment
Ax + pAz+ AzA
z—2p= b A b (7.11)

Aquesta és la coordenada z del punt de tall. La x i la y d’aquest punt les
traiem de (7.6) i (7.7),

x—1x9=—p(z — 20),

Y—%Y = —Q(Z - Zo)-
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Ja tenim doncs les coordenades (z,y, z) del punt de tall.

Abans de passar al limit recordem que la direccié en que ens acostem a
(x0,%0) és important. Suposem doncs que tenim una petita corba y = y(z)
en el pla z = 0, que uneix els punts (xg, y0) 1 (x¢ + Az, yo + Ay).

Dividint numerador i denominador de (7.11) per Az i fent Az — 0 ob-
tenim la coordenada z del punt de tall entre la recta normal per P i un pla
que conté la normal en un punt infinitament proxim.

Concretament, denotant Z aquest valor limit, tenim

1+pp+qy)

Z = 7.12
o T+ sy’ (7.12)
on
"= lim Ay
Y= aoso Az
Hem utilitzat que
. Az
A By 2P0
Interseccid amb (7.9).
Tallem ara la recta normal per P amb el pla (7.9).
Restant (7.6) de (7.9) tenim
—Ay + (z — 20)Aq — gAz — AzAq = 0. (7.13)
Equivalentment
A Az 4+ AzA
y oz = y+q;+ St (7.14)
q

Aquesta és la coordenada z d’aquest nou punt de tall. La z i la y d’aquest
nou punt les traiem de (7.6) i (7.7),

T —1x9=—p(z — 20),

y—yo=—q(z — 2).
Ja tenim doncs les coordenades (z,y, z) del segon punt de tall.
Dividint numerador i denominador de (7.14) per Az i fent Az — 0

obtenim la coordenada z del punt de tall entre la recta normal per P i un
pla que conté la normal en un punt infinitament proxim.
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Concretament, denotant Z aquest valor limit, tenim

/ /
7oy YAt ay)
s+ ty

Hem utilitzat que
Az
lim — Ag=0.
Aeso Az 1 0

Si volem que rectes normals en punts infinitament proxims es tallin hem
d’imposar Z = Z. Es a dir,

L+plp+ay) _ ¥y +alp+ay)
r+ sy s+ty

Equivalentment

(W) [s(1+¢°) — pat] + o' [r(1 4+ ¢*) — t(1 + p*)] + rpg — s(1 + p*) = 0(7.15)

que és exactament I'equacié obtinguda per Monge.

Les rectes normals en punts infinitament proxims no es tallaran a menys
que t’hi acostis amb aquesta pendent.

Si tenim la precaucié d’agafar coordenades de manera que P sigui l'origen
i el pla tangent en P coincideixi amb z = 0, llavors p = ¢ = 0, i tenim™®

"6Podem refer els calculs a partir de les férmules (7.6), pagina 179, amb aquesta simpli-
ficacid i tot queda molt simple. Concretament, ara el punt P que fixem sobre la superficie
és el punt P = (0,0,0) i la normal a la superficie en aquest punt és I’eix z que pensem
com interseccié del plans © = 01 y = 0. Prenem la corba ~(7) sobre la superficie donada
per z =7,y = y(7),z = 2(7) = 2(7,y(7)) que passi per P quan 7 = 0. La recta normal a
la superficie en el punt v(7) es pot donar com interseccié dels plans

(z=7)+ (z=2(1)p(r) = 0,
(y—7)+(z=2(n)g(r) = 0,

amb p(1) = g—;(T,y(T)), q(t) = %(T7y(’7')). Si tallem aquests dos plans amb la normal
per P, és a dir, amb la recta £ = y = 0 obtenim

z = m‘FZ(T),
- W
T ")
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s()? + (r=t)y —s=0, (7.16)

d’on es dedueix trivialment que les direccions de curvatura principals (les
dues solucions d’aquesta equacid) sén ortogonals” . A més les podem calcular
trivialment resolent aquesta equacié de segon grau. Pero observem que (7.15)
és 'equacié de les linies de curvatura, en canvi (7.16) només ens serveix per
calcular les direccions de curvatura en un punt.

Observem també que ’equacié de les linies de curvatura apareix en molts
llibres de text com

U/2 —u' u/2
E F G | =0,
e [ 9

que en el cas particular de que la superficie sigui z = z(x,y) i la corba
y = y(z) queda

y/2 _y/ 1
1+p> p¢g 1+¢*|=0,
r S t

que coincideix amb (7.15).

Calcul del radi de curvatura. Aprofitem els calculs anteriors per calcular
el radi de curvatura.

Si la normal per v(7) ha de tallar la normal per P, quan 7 — 0, les dues z de les anteriors
equacions han de coincidir. Per tant, aplicant 'Hopital, la regla de la cadena, i recordant
que p = q = 0, tenim

lim T + 2(7)p(7) _ 1
70 p(T) r+ sy
/
i Y0 H2(Ma(m) _
70 q(7) s+ by’

on, Com SeMPpre, ' = Zgz, S = Zzy,t = Zyy. lgualant les dues fraccions anteriors obtenim
directament ’equacié (7.16).

Equivalentment, i potser encara més curt, podem tallar la recta normal per v(7) amb
els plans x = 0 i y = 0, i igualar aquests punts quan 7 tendeix a zero. Els punts de tall

s6n (0,4(7) = q(7) 555 2(7) + 555) 1 (@(7) = p(1) 45,0, 2(r) + 43,

Que passa si s = 0?7 Per exemple, estudieu per aquest metode les direccions principals
en (0,0,0) de z = 22 + 2y%.

""No hem vist que aquestes direccions que hem trobat siguin les direccions de curvatura
principals definides com maxims i minims de les curvatures principals. Ho deixem com

exercici.
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_ Les coordenades X, Y, del punt de tall (que té per tercera coordenada la
Z de (7.12)) estan donades per

X:mo—p(Z—zo),

Y =y —q(Z — z).
Ara calculem Z — 2 per un altre meétode. Observem que dividint per Az
i fent tendir Az a zero a les férmules (7.10) i (7.13) obtenim respectivament

—1+(Z—2)(r+sy)—plp+qy) = 0,

-y +(Z=z2)(s+t)) —alp+a)) =
Aillant 3 a la primera equacié i substituint-lo a la segona obtenim
(Z = 2)*(rt =5°) = (Z—2)[(1+¢")r = 2pgs + (1 +p*)t]
+ 1+p°+¢ =0. (7.17)

Monge introdueix la notacié

g = rt— 82,
h = (1+¢*r—2pgs+ (1+p)t,
o= 149+
de manera que (7.17) s’escriu simplement com
9(Z — %) = (Z — 2)h + k* = 0.
Aixi

7 = h + \/h? —4gk2'
29
Els dos radis de curvatura principal estan donats per la distémc/ia entre
(zo,Y0,20) 1 (X,Y,Z) (tenint en compte el & de I'arrel quadrada). Es a dir,

R o= (X =20 + (V= y)? + (Z - )
= IC|Z—Zo‘

h+ \/h? — 4gk2
29

= k

. (7.18)
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Si fem el truc estandard de situar-nos a l'origen amb N = (0,0,1), tenim
p=q=0,1iles férmules pels dos radis de curvatura sén simplement

R:r+ti\/(r—t)2+4s2.

2(rt — s?)

També es poden escriure com

2
ottt —1)2 + 457

iguals a les formules obtingudes per Meusnier el 1776 a Mémoire sur la cour-
bure des surfaces, [?], perd aqui introduint les direccions de curvatura princi-
pals com direccions tals que les curvatures de les seccions normals en aquestes
direccions tenen el seu valor maxim i minim.

Com R = k|Z — z|, i amb les coordenades que estem prenent k = 1
també es compleix que

on m esta donada per (7.16).

Observem finalment que 'equacié (7.18) ens déna directament ’equacié
diferencial de les superficies minimals, ja que aquestes compleixen que els
dos radis de curvatura principal sén oposats, i aixo, degut al doble signe de
I’arrel quadrada, només es pot donar si h = 0, és a dir,

(1+ q2)r —2pgs + (1 +p2)t =0,

equacié que, com hem comentat a la pagina ??. Aixo ho fa Monge en el full
XX de [?], titulat De la surface courbe dont les deux rayons de courbure sont
toujours égauz entre eux et de signes contraires.

Monge integra I'anterior equaci6 de les superficies minimals als articles[?]
i[?]. Obté p = aq + ¢, amb «, ¢ constants tals que a? + ¢* + 1 = 0 (per tant,
complexos).

7.5 Exercicis

Exercici 7.5.1 [Desenvolupable tangencial] Sigui v(s) una corba para-
metritzada per l'arc de curvatura no nul-la en tot punt.
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(a) Comproveu que ¢(s,t) = v(s)+t+'(s), ambt # 0, defineiz una superficie.
(b) Demostreu que aquesta superficie és desenvolupable.

(c) Proveu que els coeficients de la primera forma fonamental no depenen
de la torsio de 7.

(d) Calculeu la curvatura de Gauss i la curvatura mitjana en termes de la
curvatura 1 torsio de la corba.

(e) Considerant una corba plana amb la mateiza curvatura que v, deduiu que
hi ha una isometria d’un obert de la superficie anterior amb una regio
del pla.

Solucio.

(a) Localment la parametritzacié és regular ja que els vectors

ws(s,t) = T(s)+tk(s)N(s)
pi(s,t) = T(s)

son linealment independents, per ser t £ 01 k # 0.

(b) El vector normal val

v(s,t) = Ps X —B(s).

a |905 X Qotl
Com que no depen de t aquest vector, i per tant el pla tangent, és constant
al llarg de les generatrius, i per tant, per la Proposicié 7.1.2, K =01 la
superficie és desenvolupable.

(c¢) Clarament la matriu de la primera forma fonamental respecte la base

©s, Pt €8
I 1+ t*k(s)? 1
- 1 1)

Apareix la curvatura pero no la torsio. Es a dir, que si ara repetissim
els calculs canviant v(s)per una corba amb la seva mateixa curvatura
pero diferent torsid, la matriu de la primera forma fonamental seria la
mateixa.
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()

Pss(s,t) = T'(s) +th'(s)N(s) + th(s)N'(s)
= k(s)N(s) + tk'(s)N(s) + tk(s)(—k(s)T(s) — 7(s)B(s))
= —tk(s)’T(s) + (tK'(s) + k(s))N(s) — th(s)7(s)B(s)
esi(s,t) = k(s)N(s)
ou(s,t) = 0

Com v(s,t) = —B(s),

e = (V,pss) =t1(s)k(s)
= (V,oq)=0
g = Wpu)=0

Aixi, eg — f? = 0 i per tant K = 0. Es una superficie desenvolupable.
La curvatura mitjana val

_1Eg—2Ff+Ge 17(s)

H = .
2 EG - F? 2 th(s)

La curvatura mitjana si que depen de la torsio.

Denotem ~*(s) la tnica corba que té en s = 0 la mateixa referencia
de Frenet que ~(s), amb 7*(0) = v(0), amb la mateixa curvatura que
v(s), 1 torsié ur(s). Quan u varia a l'interval [0, 1] obtenim una familia
uniparametrica de corbes tal que quan u = 0 correspon a una corba
plana i quan u = 1 correspon a la corba inicial y(s). Si denotem per
S* la desenvolupable tangencial de v*(s) tenim, per cada u € [0, 1], una
aplicaci6 F*: S — S* donada per

F”(gp(s,t)) - qu(S?t)a

amb

p(s,t) = ~(s)+1t7(s)
'(s,t) = "(s) +t(y") (s).

Es a dir, F* envia el punt de coordenades (s,t) de S! al punt de coor-
denades (s,t) de S*. Els coeficients de la primera forma fonamental de
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St respecte ¢(s,t) coincideixen amb els coeficients de la primera forma
fonamental de S* respecte de p* = F"op. Aixo és degut a que en els coe-
ficients de la primera forma fonamental dequalsevol d’questes superficies
no apareix la torsié. Per tant F“ és una isometria. En particular F°
desenvolupa isometricament la corba donada sobre el pla (localment).

Exercici 7.5.2 L’invers del parametre de distribucio és la tassa de variacio
de l’angle entre rectes respecte la seva distancia.

Solucid. Es a dir, amb la notacié del problema anterior, hem de veure que

on d(s) és la distancia entre les rectes ¢(0,t) i p(s,t), i 0(s) és I'angle entre
els vectors v = u(0) 1 u(s).
Aprofitant la notacié i els calculs del problema anterior tenim que

ﬁ u N u
=500 sm(‘)
Per tant,
uAu(s)
d(s) lim B(0)B(s) - S0 _ i B(0 S

lim 3% —
30 (s) 50 sinf(s) s=0 sin? (s )

En aplicar un primer cop ’Hopital obtenim

limd(s)—l' B'(s) - uAnu(s)+ B0 )

(s)  s0  2sm(s )cose( )9/( )

Exercici 7.5.3 Siguip(s) el parametre de distribucid de la superficie reglada

p(s,t) = B(s) + tu(s)

amb ||u(s) = 1| i (B'(s),u/'(s)) = 0. Demostreu que la curvatura de Gauss
ve donada per
—p*(s)

= Gy e
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Solucio. Calculem les derivades de ¢(s, ).

ps = B'(s)+tu(s)

e = u(s)
pss = B'(s) +tu"(s)
Pst = U/<S)

o = 0

Aixi

B'(s) ANu(s) +tu'(s) Auls)
s A e

i E=1+2d(s)]? F = (8(s),u(s)), G =1, g =0 (la e no jugara cap

paper) i

v(s,t) =

Y

det(p’, u, u’)

f = <V7 Ps > =
' s A il
La curvatura de Gauss és doncs
K — eg—f* = f? __Clet(ﬁ’,u,u’)2
EG—F?  |ps A w2 s A |4

Ara bé, per ser u/(s) ortogonal a u(s) i a #'(s) hi ha una funcié p(s) tal
que §'(s) Au(s) = p(s)u'(s). Multiplicant per «'(s) obtenim que

_ det(f'(s), u(s), u'(s))
[/ ()]

p(s)

Aixi,

lpsApell” = (B Auttu Au, B Auttu' Au) = (|8 Al *+2 |2 = (p°+27) o]
Substituint a I'expressié anterior de K tenim el resultat.

Exercici 7.5.4 Trobeu la corba d’estriccio de
t
o(s,t) = (coss + ssins,sins — scos s, s) + —=(sin s, — cos s, 1).

V2

Es una corba plana? De quina superficie es tracta?
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Exercici 7.5.5 Trobeu la corba d’estriccid de

1 t
(s, t) = (% cos s, sin s, 0) + m(—sin s,V2coss,V2).

Es una corba plana? De quina superficie es tracta?

Solucio. Posem )
B(s) = (—= cos s,sin s, 0),

V2

1
u(s) = ———(—sins, vV2cos s, V2),
(5) \/3+Cos25( )

de manera que (s, t) = B(s) + tu(s).
La corba d’estriccid és
EIERIGN

B} =50 = @

Derivant i1 substituint obtenim

1
E(s) = m(ﬂ cos s, 3sin s, sin s cos ).

Corba d’estriccié no plana de 22> +y? — 22 = 1.7

"8Maple:David Marin.
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I la superficie 222 + y* — 2% = 1 reparametritzada a partir de F(s) és

1
tsin scos? s + \/icos sV3 +cos?s—3tsins
V3 + cos? s(3 — cos? s) ( ’

—tV/2 cos® s + 3tV/2 cos s + 3sin sv/3 + cos? s,
—tv/2 cos? s + sin s cos sV/3 + cos? s + 3t\/§) )

U(s, t) =
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Capitol 8

Corbes sobre superficies.
Curvatura normal

8.1 Curvatura normal i curvatura geodesica

Sigui™ v(s) una corba sobre una superficie orientada S, parametritzada per
I’arc.

En cada punt de y(s) tenim 5 vectors que juguen un paper destacat: La
referéncia de Frenet T'(s), N(s), B(s), el normal a la superficie en el punt,
N(y(s)), que d’ara en endavant denotarem v(s), i el vector tangent a la
superficie i normal a T'(s), donat per

e(s) =v(s) NT(s).

Aixi, en cada punt de y(s) tenim dues ‘normals’: la normal a la superficie
v(s) 1 la normal principal de la corba N(s). Diguem a(s) 'angle que formen
aquestes normals en el punt y(s), de manera que

cosa(s) = (N(s),v(s)),

amb 0 < a(s) < 7.
Recordem que

7"(s) = k(s)N(s),

on k(s) és la curvatura de y(s) com a corba de R3.

™En aquesta seccié seguiré parcialment [?].

193
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Projectem ortogonalment el vector " (s) sobre la normal a la superficie.
Es a dir, imaginem +”(s) amb origen el punt v(s) i el projectem ortogonal-
ment sobre la recta v(s) + (v(s)).

Obtenim un vector de direcci6 v(s) i modul k(s)| cos a(s)|. Si a(s) és més
gran que 7/2 el cosinus és negatiu i aixo vol dir que el vector projectat té
sentit oposat al sentit de v(s).

Si el mateix vector v”(s) el projectem sobre el pla tangent obtenim un
vector de modul k(s)|sin a, com es veu a la figura on el vector tangent T' és
perpendicular al paper i apunta al lector.

kcosa v

Definici6 8.1.1 (Curvatures normal i geodésica) Sigui y(s) una corba
sobre una superficie orientada S, parametritzada per l’arc. FEls coeficients
que apareizen en descompondre v"(s) en la base (e(s),v(s)) son la curvatura
geodesica 4 [a curvatura normal respectivament.

Es a dir,

v"(s) = kg(s)e(s) + kn(s)v(s). (8.1)
Per tant, per a cada valor del parametre s, que ometem a les férmules
seglients per simplificar, tenim,
k., = (v",v) =k(N,v) =kcosa,
ky, = (v",e) =k(N,e) = kcosf,
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on « és 'angle entre la normal a la superficie v i la normal principal N, i
és 'angle entre N i e. Observem que 3 és també ’angle entre la binormal B
i v, per ser angles de costats perpendiculars. Per definicié d’angle a partir de
la férmula del cosinus tenim que 0 < «, 8 < 7. Observem doncs que k, > 0
si i només si 0 < o < /2 (la normal principal esta del mateix costat que N
respecte del pla tangent aff), i k, > 0 siinoméssi0< g < /2.

Resumint, si (s) esta parametritzada per I'arc

kn=(v",v)
kg =", v NY)

I si no esta parametritzada per arc (exercici 8.6.1, pagina 216)

kn = (v" )/ 17|12
kg =", v AYY/ Y112

En els dibuixos segiients, fets en el pla normal de la corba, concretament
quan T apunta al lector, hem representat les diferents posicions relatives de
N respecte de la base (e, V), segons estigui en cadascun dels quatre quadrants.

Primer quadrant Quart quadrant

B 1%
N

B

Segon quadrant Tercer quadrant

cos = E£sina
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La relaci6 entre v i § depen de la posicio relativa de les normals N i v,
com es veu a la figura. Concretament, § + a = 7/2 quan N esta al primer
quadrant, § = a + 7/2 al segon quadrant, o + 5 = 37 /2 al tercer quadrant i
a =+ /2 al quart quadrant. En el primer i quart quadrant cos § = sin «
i en el segon i tercer quadrant cos 5 = —sin . Correspon al fet de que N es
projecti en el sentit de e o en el sentit oposat. Resumint,

k, = kcosa,
k, = =<£ksine,

amb signe ‘+’ quan N esta en el primer o quart quadrant (0 < g < 7/2), i
signe ‘—’ en cas contrari. En particular,

Fn(8)? + ky(s)? = k2.

Dependeéncia de la orientacio

Podem canviar la orientacié de la superficie i la orientacié de la corba. Si
orientem S per —N en lloc de per N, ambdds curvatures canvien de signe.
Si canviem el sentit en que es recorre la corba la curvatura normal no varia
i la curvatura geodesica canvia de signe.

Proposicié 8.1.2 En canviar l'orientacio de la corba la curvatura normal
no varia i la curvatura geodesica canvia de signe.

Demostracio. Suposem 7(s) parametritzada per 1'arc, canviem s per —s i
mirem que passa en s = 0. Si diem J(s) = y(—s), llavors 7'(s) = —7/(—s)
i4"(s) =+"(—s). Per tant 4'(0) = —/(0) 1 4”(0) = +”(0). La normal a la
superficie no queda, obviament, afectada i el vector e(0) canvia de signe, ja
que €(0) = v(0) A5 (0) = —e(0).

Per tant, la férmula (8.1) aplicada a «y(s) i 9(s) ens diu directament que

7"(0) = ka(0)1(7(0)) + kg(0)e(0) = ka(0)r(7(0)) + kg (0)e(0).  (8.2)

i per tant la curvatura normal no ha canviat, &, (0) = k,(0) 1 la curvatura
geodesica ha canviat de signe, k,(0) = —k,(0). O

La resta del capitol tractara de propietats de la curvatura normal. L’es-
tudi més detallat de la curvatura geodesica el posposem al capitol de ge-
odesiques, Capitol 11.
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8.2 Teorema de Meusnier

Estudiem la relacié entre la curvatura normal i la segona forma fonamental.
Recordem que la segona forma fonamental depen de quina normal elegim a
la superficie.

Teorema 8.2.1 Sigui v = 7y(s) una corba sobre una superficie orientada S,
parametritzada per l'arc. La curvatura normal de vy en el punt vy(s) val

kn(s) = I, s (7/(3)7 7,(5))'

Demostracio. Per a tot valor de s tenim

(T'(s),v(s)) = 0.

on T(s) =~'(s)iv(s) =N(y(s)) és, com sempre, la restriccié a la corba del
camp normal a la superficie.
Derivant respecte de s tenim

(k(s)N(s),v(s)) + (T(s),v'(s)) = 0. (8.3)

per tant,
Fin(s) = (T(5), Wy T(5)) = Iy (T(5), T(5)). D

Corol-lari 8.2.2 (Teorema de Meusnier) Si dues corbes sobre S tenen
en un punt P el mateix vector tangent, tenen la mateixa curvatura normal.

Demostracio. El Teorema 8.2.1 diu que per calcular la curvatura normal
d’una corba en un punt només cal coneixer el vector tangent a la corba

80 Justament és aquest calcul el que motiva definir 'endomorfisme de Weingarten com
la diferencial de ’endomorfisme de Weingarten canviada de signe.
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en aquest punt (i la segona forma fonamental, que depeén tnicament de la
superficie).8! O

De fet, només cal que tinguin la mateixa recta tangent en P, ja que per
calcular la curvatura normal només necessitem el vector tangent unitari i no
importa el sentit ja que II(T,T) = II(-T,-T).

Podem, doncs, parlar de la curvatura normal en una direccié donada,
encara que no hi hagi involucrada cap corba. Concretament,

Definicié 8.2.3 Sigui P un punt d’una superficie S i sigui v € TpS unitari.
La curvatura normal en P en la direccié (v) és

kn(v) = I p(v,v).

Interpretacié geometrica de la curvatura normal

El nom de curvatura normal queda justificat perque, com veurem a la Pro-
posicio 8.2.5, coincideix, llevat del signe, amb la curvatura de la corba seccio
normal. Aquesta corba es defineix de la manera segtient.

Definicié 8.2.4 Sigui S una superficie i siguin P € S un punt de S, T €
TpS un vector unitari tangent a la superficie en P i v = N(P) un vector
unitari normal a la superficie en P.

La corba seccié normal per P en la direccio T €s la corba interseccio de
la superficie S amb el pla 11 : P+ (T, v).

Per exemple, si considerem un paral-lel d’una esfera amb direccié T en
un cert punt P, llavors la seccié normal per P en la direccié T és el meridia
donat per la interseccié de l'esfera amb el pla P + (T, v).

81Equivalentment, si tinguéssim dues corbes diferents perd amb la mateixa tangent en
P, v1 i 72, la férmula (8.3) ens diria (k1 Ny,v) = (kaN2,v), ja que denotant v; = N o ;,
i = 1,2, es compleix que v4(0) = 1(0) (aix0 és essencialment el que ens diu I'equacié
(6.4), tot recordant com funciona la diferencial d’una aplicacié).
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Proposicié 8.2.5 (Interpretacié geometrica de la curvatura normal)
Sigui v = v(s) una corba sobre una superficie S, parametritzada per l'arc.
El valor absolut de la curvatura normal de v en el punt y(s) és igual a la
curvatura de la seccid normal a la superficie en el punt v(s) i direccid v'(s).

Demostracio. Sigui o la seccié normal a la superficie en el punt P = 7(s) i
direccié T'= v'(s) € TpS. Volem demostrar que en aquest punt

[Fn| = &7

on k% denota la curvatura de la seccié normal o en P i k,, la curvatura normal
de v en P.

Com o és una corba sobre la superficie el seu vector tangent en P pertany
a TpS, i com és una corba plana, aquest vector tangent pertany també al
subespai vectorial E director del pla, que és E = {\T + uv, \,u € R}, on
v = N(P) és la normal a la superficie en P. Com

TpSNE = (T)

el vector unitari tangent a o en P és justament +7'.
Per tant, pel Teorema de Meusnier, la curvatura normal de ¢ en P coin-
cideix amb la curvatura normal de v en P. Es a dir

kS =k,
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Ara bé, la normal principal N7 de ¢ en P, també ha d’estar en el subespai
vectorial (T, v), per ser o plana, i per tant N = 4+v. Per tant, 'angle «
entre les normals N7 i v hadeser a =00 a =7, i aixi

ky = k% cosa = £k7,

on val el signe ‘+’” quan la normal triada a la superficie coincideix amb la nor-
mal principal de la corba seccié normal i el signe ‘—’ quan aquestes normals

son oposades. Per tant,
k= k7] = [kal,

com voliem demostrar. [J

Nota 8.2.6 Per la propia definicié de seccié normal, o no té associada una
parametritzacié. Si volem la podem suposar parametritzada per 1’arc i can-
viant si cal el signe d’aquest parametre podem suposar ¢’(0) = +/(0), amb
P =~(0).

Si orientem el pla seccié normal per P i direcci6 4/(0) dient que la base
(v/(0),v) és positiva®? i diem k% a la curvatura amb signe de la seccié normal,
és a dir,

ke = det(co’(0), 0" (0))
on el determinant és el determinant de la matriu dels coeficients de (¢’(0), o”(0))
respecte de (7/(0),v), tenim que

ke = = (c"(0),v) = k°(N°,v) =k,

1 =%
0 =
és a dir, la curvatura normal és iqual a la curvatura amb signe de la seccio

normal.

Vegeu 'exercici 8.6.6 per a una altra interpretacié geometrica de k,.

Lloc geometric dels centres de curvatura de les corbes
determinades sobre la superficie pel feix de plans gene-
rat per la recta tangent

Si denotem p(s) = 1/k(s) el radi de curvatura d’una corba v(s) donada
sobre una superficie i p,(s) = 1/|k,(s)| el radi de curvatura de la corba

82No és una orientacié canonica del pla, ja que depen de T'.
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secci6 normal, la férmula &, (s) = k(s) cos a(s) es transforma en

p(s) = pn(s) - | cos a(s)]. (8.4)

Sempre que manipulem radis de curvatura estem suposant implicitament
que k(s) i k,(s) son diferents de zero.

Ara apliquem aquesta férmula a la familia de corbes que s’obtenen tallant
la superficie amb el feix de plans que contenen la recta tangent a una corba
donada en un punt donat P. Aquesta familia de corbes es pot parametritzar
per 'angle o, mesurat a partir de v en el pla normal a la corba, com indi-
ca la figura, ja que aquest angle determina completament el pla que estem
considerant i per tant la corba.

/ .
;
.
pN /.’
f /pN /

Totes elles tenen la mateixa curvatura normal en P, de manera que la
férmula anterior®® ens déna el radi de curvatura de cadascuna d’elles en el
punt P, que denotarem p(«), justament en funcié de I'angle . Concreta-
ment, en el punt P, tenim

p(a) = pul cosal.

Aix0 permet interpretar p(«) com un dels catets d'un triangle rectangle
d’hipotenusa p,.

83Podem pensar que totes elles estan parametritzades pel corresponent parametre arc,
que valgui zero en P, i aplicar la férmula (8.4) amb s = 0.
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Com el centre de curvatura, en P, d’aquestes corbes planes és el punt P+
pPaNy, on py, N, sén el radi de curvatura i la normal principal de cadascuna
d’elles, resulta que el lloc geométric dels centres de curvatura de les corbes
planes que s’obtenen tallant la superficie pel plans que contenen la recta P+
(T) és una circumferencia del pla normal a la corba que passa per P amb
diametre de longitud p, en la direccid v = N'(P) de la normal a la superficie
en P.

Es pot veure que, reciprocament, tot punt d’aquest cercle és un centre de
curvatura d’una corba del feix.

Com el cercle osculador de cadascuna d’aquestes corbes és el cercle del pla
osculador amb centre el centre de curvatura corresponent resulta que aquest
cercle és la interseccié del pla osculador corresponent amb I’esfera de centre
P+ pnv (centre de curvatura de la seccié normal) i radi p,, (radi de curvatura
de la seccié normal).

A la figura representem el cas 0 < o < /2, i el vector tangent 7" en P
és perpendicular al paper i apunta al lector.

També es pot obtenir la circumferencia lloc geometric com la inversa de
la recta formada pels punts kN respecte de la circumferencia del pla normal
de centre el punt i radi 1.
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. N . / - .,
~Chrcum ferencia dinversio

Aquest dibuix ja ens diu que quan k, # 0 totes les corbes sobre la su-
perficie amb la mateixa tangent tenen el vector normal principal en el mateix
semiespai respecte del pla tangent, vegeu més endavant la Proposici6 8.4.3.

8.3 Formula d’Euler

Per estudiar les direccions principals en un punt P utilitzarem el fet de que
I’endomorfisme de Weingarten Wp : TpS — TpS diagonalitza en una base
ortonormal, tal com hem vist a la Proposicié 6.2.3.

Com que en aquesta seccié P estara fixat escriurem W, I, Il en lloc de
Wp, Ip,Ilp.

Proposicié 8.3.1 (Férmula d’Euler) Sigui (e1,e2) una base ortonormal
de TpS formada per vectors propis de l’endomorfisme de Weingarten, amb
W(e;) = kie;, i = 1,2. Llavors la curvatura normal en la direccié donada pel
vector

w = (cosa)ey + (sin a)eq

Ekn(w) = Ky cos® o + kg sin? .

Demostracio. Com la segona forma fonamental és bilineal tenim

H(w,w) = II((cosa)e; + (sina)eq, (cosa)e; + (sina)eq)

= II(ey,e1)cos® a+ Il (ey, e5) sin® a + 211 (e, e5) sin a cos a.
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Ara bé,
]](ei, 67;) = I(Wei, Gi) = I(kziei, ei) = ki7 1= 1, 2,

]I(@l, 62) = ](W@l, 62) = I(k:lel, 62) = kll(el, 62) =0.
Per tant,

I(w,w) =k cos> a + kysina. [

Aquesta férmula d’Euler ens diu directament que si en un punt P tenim
k1 = ko llavors la curvatura normal en qualsevol direccio és igual a aquest
valor.

En efecte, k,(a) = k; cos?(a) + k; sin®(a) = k;.

Ja hem dit que els punts on passa aixo es diuen umbilicals.

La férmula d’Euler permet veure de manera immediata que la curvatura
normal en un punt, pensada com funcié de l'angle, és una funcié amb un
maxim i un minims globals i sense altres extrems locals. Concretament tenim
el resultat segiient.

Teorema 8.3.2 (Olinde Rodrigues) 8 Les direccions principals sén les
direccions en les que la curvatura normal és maxima i« minima. Les curvatu-
res principals son justament aquests valors maxim i minim de les curvatures
normals.

Demostracio. Per trobar els extrems de la curvatura normal en un punt, al
variar la direccid, només hem d’igualar a zero la derivada respecte I’angle en
la formula d’Euler.

Obtenim

—2kq cos asin v + 2ky sin avcos v = 0.

Si ki = ks, és a dir, en els punts umbilicals, W = kyid i tota direccio és
principal.

84Hem definit direccions principals com les direccions propies de ’endomorfisme de Wein-
garten. Ara velem que aquestes direccions ens donen el maxim i minim de les curvatures
normals. Historicament es va procedir al revés: es defineixen les direccions principals com
les direccions en les que la curvatura normal és maxima o minima i es demostra que la
derivada de la normal respecte una d’aquestes direccions té també aquesta direccié. Aixo
és el que va fer Olinde.
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Si estem en un punt no umbilical, k; # ks, obtenim o« = 0 0 @ = 7/2,
és a dir, les direccions en les que la curvatura normal és maxima o minima
son les direccions donades pels vectors propis e; i eo de 'endomorfisme de
Weingarten.

La mateixa férmula d’Euler ens diu llavors que les curvatures normals en
les direccions e i e sén ky i ko respectivament. [

Una altra manera de demostrar el teorema d’Olinde

Una manera d’estudiar el valor de la curvatura normal en totes les direccions
possibles és fixar la base (¢, ¢,) de TpS i considerar les direccions

W=y + ppy, peR

Aixo exclou la direccié ¢, que podem considerar, no obstant, que correspon
al valor 4 = oo. D’aquesta manera p ens parametritza les direccions de
TpS, sense tenir en compte el sentit, és a dir, w i —w determinen la mateixa
direccié.

Recordem que

i, w) = ) (1Y () ) =e2iu

two = (g ) () )=+ 2mus G

on, com sempre, E, F, G, e, f,g son els coeficients de la primera i segona
formes fonamentals respecte de la base (@, . ), valorades en el punt P.
Escriurem £, (¢t) per indicar la curvatura normal en la direccié w. Tindrem

woow
kn(p) = H(7—,—)
wl” |w]
1 e+ 2fu+ gu?
I(w,w) (w, w) E+2Fu+ Gu? (8:5)
Recordem que aquesta expressio inclou
g
k, = =,
() = &

Observem de passada que aquesta férmula (8.5) ens déna una demostracié
immediata de que en els punts umbilicals la curvatura normal és igual en totes
les direccions.
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Per estudiar els maxims i minims de y = k,(u) igualem a zero la seva
derivada respecte p i obtenim

(Fg— fG)p* + (Eg — eG)u+ (Ef —eF) = 0.

que és exactament la férmula (6.15), pagina 148, que caracteritza les direc-
cions principals, amb A = 1.

Per tant, ¢, + pp,, amb p solucié de l'equacié anterior, és la direccié en
la que la curvatura normal agafa un maxim o un minim, i coincideix amb la
direccié propia de I'endomorfisme de Weingarten.

Encara altres maneres de pensar el teorema
d’Olinde

Teorema de Rodrigues a partir del Full XV

El contingut d’aquesta seccié no es troba ni a Monge ni a Rodrigues, que
jo sapiga. Només és un exercici per veure com, a partir dels coneixements
de Monge, es pot demostrar facilment el conegut com teorema d’Olinde Ro-

drigues. De fet, només dibuixant un triangle es té el resultat (vegeu pagina
209.)

Teorema 8.3.3 (Rodrigues) La derivada de la normal en la direccié d’una
linia de curvatura té la direccio de la tangent a aquesta linia. I el seu modul
és la curvatura.

Primera demostracié. Fixem un punt P de la superficie i suposem com abans
que P = (0,0,0) i que la normal N a la superficie en P és N = (0,0,1). La
superficie és la grafica d’'una certa funcié z = z(x, y).

Considerem la corba sobre la superficie

(&) = (5, ma, 2(z, ma))
on m és el pendent de la linia de curvatura, que Monge acaba de caracteritzar
per 'equacio

s+tm

T+ sm
on r,s,t sén les derivades segones de z en (0,0)%. Observem v(0) = P.

85Podem reemplagar vy per qualsevol corba del tipus (z,y(z), z(x,y(z))) amb 3’ (0) = m.
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Tal com fa Monge, ta-
llem la recta normal a la
superficie per y(z) amb el
pla y = 0; diem O(x) a )
aquest punt. Sabem, pels x
calculs anteriors de Monge,
que quan x tendeix a ze-
to O(z) tendeix a O =
(0,0,—R), on R és el radi de
curvatura principal. Recor-
dem que

Y(x)

O(x)

o

1 ‘ Figura 8.1: Centre de curvatura.

Obtenim

amb z = z(x,mz), p = p(x) = %(x,ma:) iqg=q(x)= %(:E,mx) Aplicant
x

dy
I’Hopital tenim
.. mp
lim — =1,
z—=0 ¢
lim % — 4R,
z—=0 ¢

de manera que (suposem la superficie per sota el pla tangent i per aixo elegim
el signe menys)
lim O(x) = (0,0, —R).

x—0

Observem que tenim

RN = OP,

O(z)y(x) = AMa)N(x),

on N(z) és el vector normal a la superficie en el punt v(z).

Observem que
mx
Mo) = -2 TP
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En particular A\(0) = R, i denotant k(z) = 1/A(z) tenim

N(z)—=N = k(@)O()y(z)— N
= k(x)O(z)P + k(z)Py(z) — N.

Derivant respecte x en x = 0 tenim
S d —— d
N'(0) = K(0)0P + k0)%  O@ P +k(0) %  Pry().
dt =0 dtt=0
Pero la suma dels dos primers termes de la dreta és zero, de manera que
N'(0) = k(0)7'(0),

com voliem demostrar.
Per veure que

dt =0
observem que
O@)P = (x(1—"™),0,- %),
1 per tant
d d max
%t:oo(@P (0,0, Etzo(T))’
i que
/ ?: / 1 _ _ )\,<O) _ _l !/
K(0)0P = K(O/R(0,0.1) = (0.0, ~R{z5) = (0.0,~ ;X (0)),

pero és clar que

d mx
N(0)=—-—— (—
(0) dttzo( q )
per tant
% d
K (0)0P + k(u)% O(x)P = 0.
t=0

Segona demostracid. Sigui f(t) una corba tal que 5(0) = (0,0, —R),
B'(0) = (0,0, 1) i tal que les rectes tangents tallin la superficie ortogonalment.
Aquesta [ existeix pel teorema 7.3.1. R és el radi principal de curvatura de
la superficie a l'origen. Sigui a(t) = S(t) + A(t)5'(t) amb A(t) elegida de tal
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manera que «(t) sigui una corba sobre la superficie. Sera linia de curvatura.
Observem A(0) = R. Llavors

o (t) = B'(t) + XN(0)B'(1) + A1) 5" (2).

Multiplicant pel normal N(t) = §'(t) a la superficie en cada punt a(t) obte-
nim
0=1+NX,

i, en particular A(¢)5"(t) = o/(t), és a dir

que en t = 0 déna
N' = kd'(0),

on k = 1/R és la curvatura principal.

Tercera demostracio.

Apliquem Tales al tri-
angle infinitesimal isosceles
amb dos angles rectes de la p
figura. OP = R. N(0)

L’exercici 8.6.3 demostra 9

que aquesta equacio de segon

grau (quan Fg — fG # 0) té N(z)
dues solucions reals diferents (vegeu també el peu de pagina 62, pagina 149).
La funcié té, doncs, un maxim i un nlfigimma 8i2F §ales Ghfiniesomiah només
un maxim (llavors el valor asimptotic g/G és un valor minim), o un minim
(llavors el valo r asimptotic g/G és un valor maxim). Recordem que el valor
asimptotic s’assoleix quan A = +o00, es a dir, en la direccié ¢,

C

8.4 Indicatriu de Dupin

El conjunt format per les dues coniques de TpS que respecte de la base
ortonormal de vectors propis e, e; de 'endomorfisme de Weingarten tenen
equacions

kix® + koy? = +1,
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on kq, ko sén les curvatures principals, es diu Indicatriu de Dupin.

Si ki > 01iky > 0la conica kja? + koy? = —1, és buida i la conica
ki2? + koy? = 1, és una el-lipse. El punt de tall d’aquesta el-lipse amb una
recta arbitraria per lorigen y = (tan o)z és el punt

1 1

COS ¢, m

on ky(a) = kycos®a + kysin®a és la curvatura normal en la direccié del
vector w = cosae; + sinaey. Per ser k1 > 01 ke > 0 també tenim k,, > O.
En particular, la distancia de P a l'origen és 1/4/k,(«).

sin @)

1

k() :
£V

k1x2+k}2y2 =1

Si ki < 01iky < 0 la conica kja? + kyy? = 1, és buida i la conica
k12?4 koy? = —1, és una el-lipse i estem en el cas anterior.
Si k1ko < 0, la indicatriu de Dupin sén les dues hiperboles k22 4 koy? =

+1, d’asimptotes
| k1
=44/——ux.

El pendent d’aquestes dues rectes

Ik
m=tanaq = £ —k—;

esta caracteritzat per complir
2 L9
kicos“a+ kysin“a =0

és a dir, la curvatura normal en la direccio de les asimptotes és zero.
Aixo justifica la definici6 segiient.
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Definicié 8.4.1 Direm que un vector X € TpS és direccio asimptotica si
II(X,X)=0.

Per tant, les direccions asimptotiques son aquelles direccions respecte de les
quals la curvatura normal és zero.

Si treballem en coordenades i X = Ay, + up, llavors X és direccid
asimptotica si i només si

(A u)(; £><2)2A26+2)\uf+/fg:0. (8.6)

[kn()]

Si tallem cadascuna de les hiperboles ki cos® 4+kysin® o = 41 amb una
recta arbitraria per 'origen y = (tan o)z, diferent de les asimptotes, obtenim
el punt

1 1
P = (———=cosa, ——=sina),
V1kn(a)| V()]
ben entés que si k,(a) > 0 la recta talla kyz? + koy? = 11 si ky(a) < 0 la
recta talla k122 4 koy? = —1.
Observem que la condicié k,(a) > 0 es déna quan

ki > O, \tana! < v/ —kl/kg
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o bé quan
k1 <0, |tanal>/—ki/ks.

I, per tant, la condicié k,(«) < 0 es déna quan

ki > 0, |tana| > v/ —]{31/1{?2

o bé quan
k1 <0, |tanal <y/—ki/ks.

Observem que per ser k,(a) una funcié continua i periodica de o que té
un maxim positiu (per exemple k;) i un minim negatiu (ks) aquesta funcié
ha d’anul-larse en almenys dos punts.

Observem que com que els pendents de les dues direccions asimptotiques
sén oposades les direccions propies (e1), {e2) sén bisectrius dels angles formats
per les asimptotes.

Linies asimptotiques

Definicié 8.4.2 Sigui y(s) una corba continguda en una superficie S Direm
que 7y és linia asimptotica si /(s) és, per tot s, direccid asimptotica.

Per trobar l'equacio diferencial de les linies asimptotiques només hem
d’aplicar la férmula (8.6) al vector tangent 7'(s) = v/, + v'p, 1 tenim

e(u(s), v(s))u'(s)* + 2f (u(s), v(s))u'(s)v'(s) + g(u(s), v(s))v'(s)* = 0,
que escriurem simplement com
e + 2fu'v + gv* = 0.

En particular la curvatura normal és zero, per tant o hé k = 0 o bé
(N,v) =0, és a dir, que si tenim una corba asimptotica amb k # 0 la normal
principal © la normal a la superficie son ortogonals. Equivalentnment, el pla
tangent a la superficie coincideiz amb el pla osculador de la corba.

Proposicié 8.4.3 Suposem que sobre una superficie tenim dues corbes v i
~ que passen per un mateix punt P amb la mateiza recta tangent. Si la
direccio tangent no és asimptotica, les dues normals principals estan en el
mateir semiespai respecte del pla tangent a la superficie en P.
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Demostracio. Pel Teorema de Meusnier les curvatures normals de v i 7 en el
punt P coincideixen, i tindrem

E(N,v) = k(N,v)

on k, N, k, N sén respectivament la curvatura i la normal principal de v i 7
en P, iv = N(P) el vector normal a la superficie en aquest punt.

Com la direccié no és asimptotica els dos termes d’aquesta igualtat sén
diferents de zero. Com k i k sén positives, (N,v) i (N,v) han de tenir el
mateix signe. Aixo acaba la demostraci6. [

En el segiient exercici donem dues corbes sobre una superficie amb la
mateixa recta tangent en un punt i normals principals oposades.

Exercici 8.4.4 Estudieu, en el punt P = (1,0,0), les tangents i les nor-
mals principals de les dues corbes de ’helicoide ¢(u,v) = (vcosu,vsinu, u)
donades per y(t) = (cost,sint, t) i B(s) = ((3s® + 1) cos s, (3% + 1) cos s, 5).

Proposicio 8.4.5 Si dues corbes sobre S temen en un punt P la mateiza
recta tangent 1 el mateir pla osculador, i la direccio comuna en P no és
asimptotica, tenen la mateixa curvatura en P.

Demostracio. Quan parlem de pla osculador en un punt d’una corba supo-
sem implicitament que la curvatura en el punt és diferent de zero. Per la
Proposicié 8.4.3, i tenir aquestes corbes el mateix pla osculador, aquestes
corbes tenen la mateixa normal principal. Per tant, igualant les curvatures
normals (Meusnier), tenim

k(N,v) = k(N,v) = k(N,v)
on v = N(P) és la normal a la superficie en P, k, N, sén la curvatura i
normal principal d'una de les corbes i k, N la curvatura i normal principal

de l'altra. Per ser la direccié tangent no asimptotica (N, v) # 0, i per tant,
k=k O

8.5 Interpretacié geometrica de la indicatriu
de Dupin
Veurem que si tallem la superficie per un pla afi paral-lel al pla afi tangent

en P iproxim a ell, obtenim una corba igual a la indicatriu de Dupin llevat
de termes de tercer ordre.
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Es facil veure, simplement movent rigidament la superficie, que ens podem
limitar al cas en que la superficie S és la grafica d'una funcié z = h(z,y),
amb h(0,0) = 0, és a dir que el punt P = (0,0,0) € S, i tal que Tp(s) és
el pla 2 = 0 de R®. A més, girant la superficie anterior al voltant de 1’eix
de les 2's podem fer coincidir les direccions principals amb les direccions de
leix de les 2’ i de l'eix de les 4/'s respectivament. Aixo es pot fer perque les
direccions principals sén ortogonals.

Per fixar idees suposarem que hem fet coincidir el vector propi de valor
propi ki, ey, amb (1,0,0) i el vector propi de valor propi ko, €3, amb (0, 1,0).

Ara prenem com carta local ¢(x,y) = (z,y,2(x,y)). Les férmules de
I'exercici 6.8.3 ens diuen que h,(0,0) = h,(0,0) = 0 ja que la normal unitaria
a l'origen ha de ser (0,0,1). En particular ¢,(0,0) = (1,0,0) i ¢,(0,0) =
(0,1,0), i aquestes sén les direccions principals.

Com la primera forma fonamental a 1’origen és la identitat, tant la se-
gona forma fonamental com ’endomorfisme de Weingarten a l'origen tenen,
respecte la base (g, ¢,), matriu

Pero com Wp diagonalitza en la base de vectors propis ha de ser h,,(0,0) =
O, hm((), 0) - kl, hyy((), O) - kg.
Si ara tallem S amb el pla z = € obtenim el conjunt

D = {(z,y,¢) € R* h(x,y) = €}.
Si desenvolupem h(z,y) per Taylor a l'origen tenim
1 1
h(w,y) = 5haa 0, 0)2% + hyy (0, 0)zy + 5Py (0, 0)y*+ R
amb®0

R

Iim —— =0.
(2,4)—(0,0) T2 + 12

Pero, pel que hem comentat abans, tenim

1 1
h(l’, y) = §k1$2 -+ §/€2y2 + R

8Es diu que la superficie ¢(z,y) = (2, ¥, 2 heo(0,0)22 + hey(0,0)xy + 2hy, (0,0)y?) és
una aproximacié de segon ordre de la superficie donada.
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Per tant,

D = {(z,y,€) € R* kyz® + koy?® + 2R = 2¢}.

Aixi, llevat de termes d’ordre 3
D~ {(x,y,¢) € R® k12* + koy® = 2¢}.
I aquesta conica del pla z = € és homotetica per la homotecia

x:i'\/%
y = §V2e

a la indicatriu de Dupin k22 + koiy? = 1.

Comentem finalment que aquests comentaris només tenen sentit en punts
on almenys una de les dues curvatures principals és diferent de zero, ja que
la indicatriu de Dupin no esta definida®” en punts on k; = ky = 0, anomenats
punts plans.

De fet, els punts es poden classificar segons que la indicatriu de Dupin
sigui una el-lipse, una hiperbola, dues rectes paral-leles o el conjunt buit de
la manera segiient.

Punts el-liptics, si kiky > 0. Ezemple: el punt (0,0,0) de ¢(x,y) =
(x,y, 2% + 2y?) on tant k; com ko s6n positius, o (z,y) = (z,y, —2? —
2y?) on tant k; com ky sén negatius

Punts hiperbolics, si ki1ky < 0. Ezemple: el punt (0,0,0) de p(z,y) =
(x,y,2* — 2y?). Si tallem la superficie amb el pla z = € obtenim z? —
2y? = ¢ i la indicatriu de Dupin és 22% — 4y* = 1.

Punts parabolics, si k1ky = 0 amb &y o ko diferent de zero. Ezemple:
el punt (0,0,0) de ¢(z,y) = (z,y,z?). Si tallem la superficie amb el pla
z = € obtenim les rectes (€,y,€) i (—¢,y,€) (és a dir, les rectes = = +e

del pla z = €), i la indicatriu de Dupin és z = :I:\/Li.

Punts plans, si ky = ky = 0. Ezemple: el punt (0,0,0) de ¢(z,y) =
(z,y,2) (0 qualsevol punt d'un pla, obviament). O la cadira de mico:
o(z,y) = (z,y,23 — 3zy?). La tercera component és la part real de
(z +1y)3. La indicatriu de Dupin no déna informacié.

8"Podem pensar que en punts plans la indicatriu de Dupin és el conjunt buit, ja que
tindria equacié 0 = +1, pero aixo no vol dir que en tallar la superficie per un pla paral-lel i
proxim al pla tangent obtinguem el conjunt buit, com es veu considerant la sella de mico.
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8.6 Exercicis

Exercici 8.6.1 Doneu una formula per al calcul de les curvatures normal i
geodesica per a corbes no parametritzades per ['arc.

Solucid. Donada una corba ~y(t) considerem una reparametritzacié seva per
larc. Es a dir, denotem per s el parametre arc de v(t), determinat llevat de
signe i translacio, i definim 5(s) = y(¢(s)) on t = t(s) és el difeomorfisme que
ens relaciona aquests dos parametres. Per definicid, la curvatura geodesica
de y(t) en el punt de parametre t és la curvatura geodesica de 4(s) en el punt
de parametre s = s(t). Aixi doncs

k() = Fule) = (1 ey = (D) i,

Denotem v = v(s) = N(3(s)) = N(7(t)).

Per la regla de la cadena®

d*v(t(s))
kn(t) = <TW>
d dv
= <%(E-t)w>
d2,y 12 dfy 1!
&
e
2

d*y
2
= t/ <W,V>.

. tl2, V>

Observem com aquesta férmula posa de manifest un resultat que ja sabiem:
si canviem s per —s la curvatura normal no varia.

Estudiem ara la curvatura geodesica.

kg t) = ky(s) = (—L5 v(s) A deS)> _ ¢ vd(zgs))’y(s) N\ dv(;is)))

8 Escriurem Ly(t(s)) = %(t(s)) CdE = CUITZ -t'. ja que t = t(s) i se sobreentén que la

derivada de ~y respecte ¢ és una funcié de .
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Per la regla de la cadena

d*y(t(s)) dy(t(s)) d dy dy
ko(t) = A = (— (=L)ALt
g() < d32 71/ dS > <d3(dt )7” dt >
d?~y dry dry
— _'t/2 —-t” A —- t/
ettt
Py dy
= GE N )

Observem com aquesta férmula posa de manifest un resultat que ja sabiem:
si canviem s per —s la curvatura geodesica canvia de signe.

Resumint, si () no esta necessariament parametritzada per 'arc, i de-
notem ¢ = dt/ds, on s és el parametre arc

d*y
kfn == t/2<W’ I/>
>y dy
ky=t3{—, v\ —
s =G N )
Recordem que
t = !
Iy (@)l

Exercici 8.6.2 Demostreu que
(x =224z —y)ly—2), z,y2€R,
amb igualtat si © només st x + z = 2y.
Solucio. Sumem i restem y i tenim
(w2 = (x-y+y—2=(@-y)"+H—2°+2@-y)(y -2
= (@—y)+y-2)"-20@-yy—2)+4-y)y -2
= (r—=2y+2)? +4x —y)(y—2) >4z —y)(y—2).

Clarament, si x + z = 2y tenim igualtat.

Exercici 8.6.3 Demostreu que entre els coeficients de la primera i segona
formes fonamentals hi ha la relacio

(Bg — ¢G)? > 4(Fg — fG)(Ef - cF).

amb 1gualtat st només si estem en un punt umbilical.
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Solucio. Si F' = 0 el terme de la dreta és negatiu o zero, ja que £ i G sén

estrictament positius, i la desigualtat és certa. A més la igualtat es donaria

siinoméssi f =01 Fg = eG, que implica que estem en un punt umbilical.
Si F' # 0 denotem

. Lo, 9,
E TF TG
i apliquem la desigualtat de I’exercici anterior. Tenim

9 _Cpsy9 Iyl e
(G E) - (G F)(F E)
que simplificant queda

EG
(9F — G > 4= (Fg — fG)(ES ~ cF).
Com que el determinant de la primera forma fonamental és estrictament
positiu, tenim EG > F? i per tant, tant si el producte (Fg — fG)(Ef — eF)
és estrictament positiu com estrictament negatiu, es compleix que

(Eg — eG)?* > 4(Fg — fG)(Ef — eF).

Per tant, la igualtat només es pot donar quan (Fg — fG)(Ef —eF) =01
Eg — eG =0, que implica que estem en un punt umbilical. [J

Exercici 8.6.4 Determineu les linies asimptotiques i les linies de curvatura
de Uhelicoide p(u,v) = (vcosu,vsinu, cu) i comproveu que la seva curvatura
mitjana €s zero.

Solucio. Calculem I'aplicacié de Weingarten.

Yu = (—vsinu,vcosu,c)
vy = (cosu,sinu,0)
v o= ;(—c sinu, ¢ cos u, —v)
Ve 4 v?
Yuuw = (—vcosu,—vsinu,0)
Yuw = (—sinu,cosu,0)
Pov = (Ov 0, O)
€ = Quu-v=>0
c

== w V= /=
f @ e

g = Pw-v=_0
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Per tant
_1 1 1 _c
wertg=(we Oy__L_(0cy__1 (0 &z
0 1/)ye2yv2\ ¢ 0 vee+v2\ e 0

Com la traca és zero la curvatura mitjana és zero.
L’equacio de les linies de curvatura és

V"2 Uy U2
2 2 ¢ 20,2 2 2
vi+c 0 1 | = —— (u*(v* +¢°) —v™) =0.
S AR
VeEto?
Resolent I'equacié diferencial
v ,

=,

N

que és de variables separables®, i per tant només ens cal integrar als dos
costats de la igualtat

dv 4
N

obtenim v = £esinh(u + k), on k és una constant arbitraria.
Es facil comprovar que aquestes direccions sén ortogonals ja que

(1 —ccosh(u+k) ) ( v (1)) ( ccosh(lu+k) ) 0.

Per calcular les linies asimptotiques resolem 1’equacio

/!
(o U’)(S S)(Z’):QCUIU/:O'

Per tant, les linies asimptotiques son les linies coordenades, u = constant
1 v = constant.

89 Aquests tipus d’equacions diferencials també es poden integrar pensant v = v(u), de
manera que, per la regla de la cadena, I’equacié diferencial ara s’escriu

UI

1
VU?Z + 2

on v’ = dv/du.
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Exercici 8.6.5 Demostreu que quatre linies asimptotiques qualssevol d’una
superficie reglada, diferents de les generatrius, tallen aquestes en quatre punts
que tenen sempre la mateiza rad doble.

Solucio. L’equacié diferencial de les linies asimptotiques de la superficie
reglada

(s, t) =(s) +tu(s)
és
es? + 2fs't' + gt* =0

pero com sabem que g = 0, Proposicio 7.1.2, aquesta equacié es redueix a

es' +2ft' =0
que es pot escriure com
dt 2
= —?f = A(s) + B(s)t + C(s)t?
ja que
e = (V'(s)+t", (v +tv) Av) - !
’ 1(y" + tv) Ao
1
f = <UI7 /7/ A U> ’
1(y + tv) Ao

I aixo és una equacié de Ricatti, que as everybody knows, compleix que tres
solucions et donen la quarta imposant

t(s) —ti(s) t3(s) —tu(s)
t(s) —ta(s) ta(s) —ta(s)

Com t(s) representa la distancia sobre la generatriu hem acabat.

= constant.

Exercici 8.6.6 Sigui™ ~(s) una corba sobre una superficie S. Demostreu
que la curvatura normal de la corba (s) en P = v(0) coincideiz, llevat del
signe, amb la curvatura en P de la corba que s’obté en projectar ortogonal-
ment y(s) sobre el pla normal generat per v'(0), és a dir, el pla per P generat
per v'(0) i N(P), la normal a la superficie en P.

9 Comentari de Didac Violan.



Capitol 9

Envolvents

9.1 Envolvent d’una familia uniparametrica
de superficies

Si%! per cada t € I, I obert de R, tenim una superficie
Fi(z,y,2) =0

es diu que tenim una familia uniparametrica de superficies.
Es més comode pensar que una familia uniparametrica de superficies esta
donada per una equacié que involucra una funcié de 4 variables

F(z,y,2,t) =0.

Si fixem ¢, tenim una superficie, i la familia uniparametrica és diferenciable
si F' és diferenciable com a funcié de 4 variables.

Els exemples més tipics de families uniparametriques de superficies son
les families uniparametriques dels plans osculadors, normals o rectificants,
d’una corba.

Les equacions respectives son

91Segueixo [7].

221
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Ara tallem dues superficies proximes de la familia. La interseccié sera
una corba donada per

F(X,)=0, F(X,t+h)=0 X=/(z,92).

Pero clarament la solucié d’aquestes dues equacions és solucié també de les
dues equacions segiients:

F(X,t+h)— F(X,t)

F(X,t)=
(7> 07 h

~0. (9.1)

Per tant, quan fem tendir h a zero, veiem que la corba

OF (X, 1)

F(X,t) =0, o

=0, (9.2)
és una corba sobre la superficie F'(X,t) = 0 obtinguda com la posici6 limit
dels talls amb les superficies proximes. Aquesta corba es diu caracteristica de
la superficie F'(X,t) = 0 respecte de la familia uniparametrica considerada.

En els exemples d’envolvents de plans considerats més amunt, cada ca-
racteristica €s una recta en el pla considerat.

Observem que el raonament de pas al limit que acabem de fer pot intro-
duir solucions addicionals. La tnica cosa que hem vist és que si denotem
C}, el conjunt de punts solucié del sistema (9.1) llavors el conjunt solucié de
(9.2) conté els punts del conjunt limy,_,o Cy, pero pot contenir més punts com
es veu en els exemples seglients.

Nota 9.1.1 La caracteristica pot no existir. Per exemple, si considerem
esferes concentriques de radi variable

FXt)=a*+y*+2°—t*=0

llavors

oF
— =2t
ot
i el sistema SF(X
t
F(X,t)=0, % =2t=0

té com tnica solucié (0,0,0) (no és una corba sobre l'esfera de radi ¢ de la
familia).



Geometria Diferencial Classica 223

Sembla que el motiu és que les superficies de la familia inicial eren dis-
juntes. Pero no. Podem considerar la familia de ‘cilindres’ disjunts
FX,t)=(@y—1)’—2=0
llavors OF
— =3y —t)?
o (y—1)
i el sistema
OF(X,t)
ot
té com solucié y = t, z = 0. Es a dir, la caracteristica corresponent a la
superficie de parametre ¢ és la recta y =t, z = 0.

F(X,t) =0, =-3@y—1t)?>=0

* X K

Definicié 9.1.2 L’envolvent de la familia uniparametrica F(X,t) =0 és la
superficie (cas que ho sigui) formada per la unid de les corbes caracteristiques.

Les seves equacions sén doncs les mateixes equacions 9.2 al considerar ¢
variable.

Es clar, doncs, que l’envolvent d’una familia de plans és una superficie
reglada.

Exercici 9.1.3 Trobeu [’envolvent de la familia uniparametrica d’esferes de
radi constant i centre sobre una recta.

Solucio. Suposem que la recta és l'eix de les 2’s i sigui r el radi constant
d’aquestes esferes. La familia uniparametrica donada és

E):2*+y*+ (2 —1)> —r* =0.

Derivant respecte t,
—2(z—1t) =0,

de manera que la corba caracteristica de I'esfera E(t) és la corba sobre aquesta
esfera amb z = t. Es a dir, la circumferencia

2y —r? =0,

del pla z = t. La uni6 de dotes aquestes circumferencies, al variar ¢, és el
cilindre
2+ —r?=0.
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* * K
Observem que el que hem fet, i que sera el procediment general, és elimi-

nar t entre les equacions

OF (X, 1)
ot

En efecte, si som capacgos d’aillar ¢ en aquestes dues equacions tindrem

F(X,t) =0, = 0.

ila corba caracteristica X;(s), corresponent al parametre ¢, compleix aquestes
dues equacions, i en particular f(X;(s)) = g(Xi(s)). Per tant, la superficie
donada per l'equacié f(X) = g(X) conté totes les caracteristiques, i és de
fet, ’envolvent.

Exercici 9.1.4 Estudieu l’envolvent de la familia uniparameétrica de plans
que contenen una recta donada.

Solucid. El feix de plans que contenen 'eix de les s és
z—ty =0.

Derivant respecte t tenim
y = 0.

Resolent el sistema format per aquestes dues equacions obtenim y = z = 0,
és a dir, que la caracteristica de z — ty = 0 és l'eix de les a's, per a tot t,
de manera que la unié de les caracteristiques és el propi eix, que no és una
superficie.
* * K
El motiu del nom‘envolvent’ prové del resultat segiient.

Teorema 9.1.5 Sigui E [’envolvent d’una familia uniparametrica de su-
perficies. Llavors en cada punt d’una corba caracteristica els plans tangents
de E 1 de la superficie on esta continguda la caracteristica coincideixen.

Demostracio. Denotem S; la superficie F'(x,y, z,t) = 0. La normal en cada
punt de S; té la direcci6 del gradient de Gy(z,y,2) = F(x,y, 2,t), és a dir,

OF OF OF

grath = (%, 8—3/, 5)
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valorat en el punt (z,y, z,t), és normal a S;.

Sigui ¢(u, v) una carta local de E. Aixo vol dir que donats u, v tenim un
tnic punt de la superficie F, justament el punt ¢(u,v), pel qual passa una
i només una de les corbes caracteristiques que componen E. Aquesta corba
esta continguda en una de les superficies S; de la familia donada. Resumint,
els valors de u,v ens permeten coneixer ¢. Escrivim doncs ¢ = t(u,v). Per
tant, I'equacié de la caracteristica continguda a S, és

t(u,v) = to.

Per a cada valor de la funcié ¢(u,v) 'equacié de la caracteristica contin-
guda a Sy,.) esta donada pel sistema (9.2), de manera que tenim

OF (o(u,v),t(u,v))
ot

Derivant respecte u la primera equacié i utilitzant la segona obtenim

F(@(uav)vt(u’ U)) =0, =0.

OF 0y OFOF  OFOS OF ot
Or Ou Oy Ou  Ox Ou ot Ju
OFdp  OFO  OF 05

oxr Ou Jy Ou oxr Ou

dp

= (grad Gt(u,v)a%>

p—t 0’

(les derivades parcials de F' valorades a (¢(u,v),t(u,v))).

Per tant g—i és tangent a Sy, per ser ortogonal al seu vector normal
grad Gy(u,v)-

Igualment, derivant respecte v obtindriem que g—f és tangent a Sy(y,y)-

Per tan els plans tangents a £ i Sy, en el punt ¢(u,v) coincideixen, com
voliem veure. [

Eix de regressi6

Aixi com la corba caracteristica sobre cada superficie de la familia unipa-
rametrica es troba tallant aquesta superficie amb una altra de la familia
infinitament proxima, ara podem fer el mateix amb les caracteristiques i
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determinar un punt sobre cada caracteristica obtingut tallant aquesta ca-
racteristica amb una altra infinitament proxima. Quan aquest conjunt de
punts, un a cada caracteristica, formen una corba que no es redueix a un
punt, aquesta corba s’anomena eix de regressio.

Atencié per que aquesta corba pot no existir, o tenir més d’'una component
connexa, com es veu per exemple en I'exercici 9.2.3 o es pot reduir a un punt,
com es veu a l’exercici 9.2.1.

El mateix raonament que hem fet per trobar les equacions de les carac-
teristiques ens diu que 'equacié de I'eix de regressié és

OF (X,t) PF(X,t)

F<X7t):07 TZO, TZO

que podem escriure simplement com
F = Ft - Ftt - O

Cadascun dels punts solucié de 'anterior sistema es diu punt caracteristic
de la superficie F/(X,t) = 0. De manera que I'eix de regressié té un punt de
cada corba caracteristica de la familia. Atencié, doncs, perque no tot punt
d’una corba caracteristica és un punt caracteristic!

Proposicié 9.1.6 Suposem que existeizi I’envolvent i [’eix de regressic R
d’una familia uniparametrica de superficies. Llavors en cada punt P de R la
tangent a R i la tangent a la caracteristica per P coincideizen.

Demostracio. Sigui y(s) l'eix de regressié. Suposem P = ~(0). Com per
cada s tenim determinada una tnica ¢ tal que 7(s) pertany a la superficie
F(X,t) =0, podem pensar que localment tenim ¢ = ¢(s). Observem que P
pertany a la superficie F'(X,(0)) = 0.
Tenim doncs
0*F(y(s), t(s))
ot?

que derivant respecte de s la primera i usant la segona, i derivant respecte
de s la segona i utilitzant la tercera, ens déna

OF dy!  OFdy* OFdy* OF Ot
9z ds "0y ds oz ds | ot ds
OF dy!  OF dv* OF dvy?

oz ds "0y ds | om ds

— 0,

=0,
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O*F dyt  0°F dv*  O*F dy? O*F ot
Otox ds | oty ds | otoxr ds | 02 ds
OPF dyt  0?°F dv*  O°F dv?

Otdx ds | 0ty ds | otdw ds

_ 0

Totes aquestes derivades de s = 0, és a dir, en el punt P.
Aixi doncs els vectors

OF OF OF v O*F O°F O°F
_(8:70’ oy’ 62)’ _(8t8x78tay’8tﬁz)
on aquestes derivades estan avaluades en ((0),%(0)), sén ortogonals a '(0)
i per tant X AY té la direccié de v'(0).
Per altra banda, sigui o(7) la caracteristica corresponent al valor ¢t = ¢(0),
és a dir, continguda a F'(X,¢(0)) = 0, i que conté doncs el punt P. Suposem
P =0(0).

Tindrem

B OF(o(7),t(0))
Flotr) o)) =0, ZFOTO)

que derivant respecte 7 ens doéna
OFdo’ | OFdo® | OF i’ _
ox dr Oy dr Oz dr
O*F dot n O*F do* n 0*F do® —0
ordx dr ~ 0tdy dr ~ 010z dr

Totes les derivades en 7 = 0, és a dir, en P.
Amb la notacié introduida més amunt aquestes igualtats s’escriuen com

(X,0'(0)) = (¥, 0'(0)) = 0,

i per tant v’(0) i ¢’(0) tenen la mateixa direccié. [

Corol-lari 9.1.7 La superficie envolvent d’una familia uniparamétrica de
plans €és desenvolupable.

Demostracio. La caracteristica sobre cada pla de la familia és una recta, ja
que s’obté tallant amb un altre pla infinitament proxim i la interseccié de
plans és una recta. Per la proposicié anterior les rectes tangents a l'eix de
regressié son tangents, i per tant coincideixen, amb les caracteristiques. Com
la envolvent és la uni6 de caracteristiques, hem acabat. [J.
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Corol-lari 9.1.8 Una superficie sense punts planars té curvatura de Gauss
zero st 1 només si €s desenvolupable.

Demostracic.”? Recordem que “desenvolupable” vol dir reglada amb K = 0,
Definicié 7.1.3, pagina 169. Suposem doncs que tenim una superficie S amb
K =0.

Per la férmula 6.10, pagina 143, K = 0 si i només si
det (v, vy, v,) = 0.

Per que aixo passi hi ha essencialment dues possibilitats.

a) v, = 0 (o v, = 0). En aquest cas v depeén només d’un parametre, i
la superficie és I’envolvent d’una familia uniparametrica de plans (els seus
plans tangents). Pel Corol-lari 9.1.7 anterior, S és desenvolupable.

b) Hi ha punts de la superficie on v, # 0. Si aquesta derivada és diferent
de zero en un punt és diferent de zero en un entorn. Si v, = 0 en aquest
entorn estem en el cas a). Si v, # 0 en un punt, és diferent de zero en
un entorn. En aquest entorn obert on v, i v, sén diferents de zero, per ser
K = 0, ha de ser v, multiple de v,. Suposem v, = Av,, per a una certa
funcié \. Tenim

f=Vu, 00) = Mvw, ) = Ag
€= <Vu7 90u> = )\<Vv7 (pu> = )‘f = )‘29

Per tant, 'equaci6 de les linies asimptotiques és (suposem g # 0 ja que en
aquest cas estem en el cas a))

N 420/ + 07 = (W +0)? =0

equacio diferencial de facil solucié.
Prenent un feix de linies asimptotiques com les linies y = constant d’un

. o . 2
nou sistema de coordenades 1 (z,y)* tindriem,e = 0, i, com eg — f~ = 0, ha

de ser f =0, de la qual cosa es desprén que v, és ortogonal a 1, i 1, i per
tant és zero i estem en el cas anterior. [

92[?]. La hipotesis dels punts planars no la posa Struik, perd és necessaria, hi ha el
contraexemple de Heintze, vegeu A Course in Differential Geometry, W. Klingenberg,
Springer , 1971.

93 Aixd potser no podrem fer-ho; a I'exemple de Heintze A = 1/u, amb u € R de manera

que va a infinit en el u =0, i e = 5 h(u,v), g = 1fvh(u7 v) per a una certa funcié h que
s’anul-la en u = 0. La solucié d’aquesta equacié diferencial és v = —In(|u|) que tendeix a

infinit quan u s’acosta a zero.
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9.2 Exercicis
Exercici 9.2.1 FEstudieu l’envolvent de la familia uniparameétrica
ST + 323/ +z=3s

1 observeu que l’eix de regressio es redueir a un punt. Proveu que és desen-
volupable.

Exercici 9.2.2 Trobeu l’eix de regressio i les caracteristiques de la familia
uniparameétrica de plans sx + s?y + s32 = 1 + s. Comproveu que l’envolvent
és desenvolupable.

Solucio. Resolent el sistema

st+ sy +s'z = 1+s
425y +3s°2 = 1
2y+6sz = 0

obtenim que 'eix de regressid és (x(s),y(s), 2(s)) = (1+3/s,—3/s*,1/s*). El
seu vector tangent a a questa corba en cada punt és multiple de (1, —2/s,1/s?).
Si resolem només les dues primeres equacions anteriors obtenim la corba

caracteristica,

25 + 52 9
5 TS

(

que és, per a cada s, la recta de vector director s*(1,—2/s,1/s?) el qual té
la mateixa direccié que la caracteristica, tal com firma la Proposicié 9.1.6.

1
z,——= + 28z, 2),
s 52 )

Exercici 9.2.3 (Superficie canal) Sigui v(s) una corba de R® i conside-
rem la familia uniparamétrica d’esferes de radi constant v i centre en (s).
Trobeu les corbes caracteristiques i I’envolvent.

Solucio. L’equacié d’aquestes esferes és
F(X,5) = (X = 9(5), (X =7(5))) =r* =0, X = (2,y,2).

Per tant oF
O = —(T(5), (X ~ () =0
s
La caracteristica de l'esfera F'(X,s) = 0 esta formada per punts X tals que
X — 7(s) pertany al pla normal a la corba. Coincideix, de fet, amb tot el
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meridia de 'esfera determinat pel pla normal a la corba. Per a cada s fixada
es pot parametritzar, doncs, com

X =~(s)+rcost- N(s)+rsint - B(s).

La unio de tots aquests meridians és ’envolvent d’aquesta familia d’esferes
i es diu superficie canal.
Es pot parametritzar, doncs, per

©o(s,t) =~(s) +rcost- N(s)+rsint - B(s). (9.3)
Per trobar 'eix de regressié hem de resoldre els sistema
F=F =F=0.
La derivada segona és

0?F

Ds?

= —2k(s)(N(s), X —7(s)) +2 =0,

equivalentment,
(N(s), X —~(s)) — p(s) = 0.

Pero els punts X que compleixen aquesta equacié i tals que X —(s) pertany
al pla normal, constitueixen justament I’eix polar de la corba en el punt v(s),
i com que també han d’estar sobre I'esfera resulta que 'eix de regressio esta
format pels punts d’interseccio de cada esfera amb [’eix polar de la corba en
el punt corresponent.

Per tant, 'equacié de I'eix de regressio és

o(s) = 7(s) + p(s)N(s) + /1% = p(s)*B(s),

i també
o(s) = 7(s) + p(s)N(s) = /7 — p(5)° B(s).

Té dues components connexes. Observeu que (o(s) — v(s),0'(s)) = 0, i
(T'(s),0'(s)) =0, és a dir, o(s) és tangent a la corba caracteristica.

Pero queda clar que si p(s) > 7 no hi ha eix de regressié. Si p(s) < r,
cada esfera té dos punts caracteristics, de manera que l’eix de regressio esta
format per dues corbes que coincideixen quan p(s) = r.
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Fix Polar
FEix Polar

s fera centrada a(s) iradir s fera centrada a~y(s) i radir

Exercici 9.2.4 Demostreu que una de les curvatures principals d’una su-
perficie canal és constant, i reciprocament, si una superficie té€ una curvatura
principal constant, forma part d’una superficie canal.

Solucio. A partir de la parametritzacio que acabem de donar d’una superficie
canal, equacié (9.3), tenim

ws Ny = —rsint - B(s) + rcostN(s)
de manera que la normal a la superficie canal és
Np(s,t) =v(s,t) = —sint - B(s) — costN(s).
Si restringim la normal a la corba s = constant i derivem, tenim

0
8_: = —cost- B(s) +sintN(s) = —rg,

* Kk ok

Exercici 9.2.5 (Superficie polar) Demostreu que la superficie reglada for-
mada per la unid dels eizos polars d’una corba (superficie polar) és l’envolvent
dels plans normals. L’eix de regressio d’aquesta superficie és la corba formada
pels centres de les esferes osculatrius. La superficie polar és la desenvolupable
tangencial de l’eixz de regressio i per tant, és desenvolupable.

Solucid. Sigui v(s) una corba regular de R? parametritzada per I'arc. L’eix
polar en el punt y(s) és la recta paral-lela a la binormal en aquest punt que
passa pel centre de curvatura. Concretament

ps(t) = 7(s) + p(s)N(s) +1B(s), teR.
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on p(s) és el radi de curvatura. Aixi, la superficie polar és

p(s,t) =(s) + p(s)N(s) + tB(s).
Calculem ara la envolvent dels plans normals. L’equacié d’aquests plans
és
(T'(s), X —~(s)) =0. (9-4)

Derivant respecte s,

((s)N(s), X —~(s)) +(T(s), =T(s)) = 0
Es a dir,
(N(s), X =~(s)) = p(s). (9.5)
Per tant, existeix una funci6 a(s) tal que
X =(s) = p(s)N(s) + a(s)B(s).

Per tota funcié a(s) aquest vector X — ~y(s) compleix les equacions (9.4) i
(9.5), 1 és doncs la corba caracteristica per al parametre s. Aix{ la superficie
envolvent, unié de caracteristiques, és

p(s:1) =7(s) + p(s)N(s) +tB(s),

i coincideix amb la superficie polar.
Per trobar l'eix de regressié hem d’afegir a les equacions (9.4) i (9.5)
I’equacié donada per la derivada segona:

(=k(s)T(s) — 7(s)B(s), X = 7(s)) = p'(s),
és a dir
—7(s)(B(s), X —(s)) = ¢ (s).
Per tant, I'eix de regressié és
p'(s)
7(s)
Pero hem vist a la Proposicié 3.10.7, pagina 64, que el terme de la dreta és el

centre de l'esfera osculatriu, per tant, ’eix de regressio és la corba formada
pels centres de les esferes osculatrius.

X(s) = 4(s) + p(s)N(s) — 22 B(s).
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La tangent a l’eix de regressié és tangent a la caracteristica en el punt
corresponent, pero com en el nostre cas les caracteristiques sén rectes, ja
que la familia de superficies que estem considerant és una familia de plans,
aquestes rectes tangents estan contingudes a la nostra superficie, que és aixi
la desenvolupable tangencial de 1’eix de regressié.

De fet, és facil veure directament que X'(s) té la direccié de B(s) i que
la seva desenvolupable tangencial és la superficie polar.
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Teorema egregi

10.1 Seccié 12 del Disquisitiones.
S observem que es té sempre

dz? + dy* + d2? = Edp* + 2Fdp - dg + Gdg?,

es veu immediatament que \/Edp2 + 2Fdp - dq + Gdq? és ’expressio general
d’un element lineal, sobre una superficie corba. Per tant, l’analisi feta a
l'article precedent ens ensenya que per a trobar la mesura de curvatura no
calen formules finites que expressin les coordenades x, vy, z com a funcions de
les indeterminades p, q, siné que és suficient conéizer ['expressio general de
la longitud de cada element lineal. Procedim a algunes aplicacions d’aquest
teorema tan important.

Suposem que la nostra superficie es pot desenvolupar sobre una altra su-
perficie, corba o plana, de manera que a cada punt de la primera superficie,
determinat per les coordenades x,y, z, correspongui un punt concret de la
segona superficie, de coordenades x',y',z'. FEvidentment x',y, 2" es poden
marar també com a funcions de les indeterminades p, q, i per tant l’element
Vda? + dy? + dz? tindra una expressid de la forma

VE'dp? + 2F'dp - dq + G'dg¢?

on E' F',G" també denoten funcions de p,q. Pero per la mateiza nocio

9 Traduccié del Disquistiones, vegeu [?]. Les primeres lfnies ja les hem reproduit en el
peu de pagina 37, pagina 113.

235
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de desenvolupament d’una superficie sobre una altra és clar® que els ele-
ments que es corresponen l'un amb altre sobre les dues superficies son ne-
cessariament iguals. Per tant, tindrem identicament

E=FE, F=F, G=G"

Aixd la formula de Uarticle precedent® ens porta immediatament a l'egreqgi®”

TEOREMA. Si una superficie corba es desenvolupa sobre qualsevol altra
superficie, la mesura de curvatura en punts corresponents no canvia.

També és evident que qualsevol part finita de la superficie mantindra
la mateixa curvatura integral després de ser desenvolupada sobre una altra
superficie.

Un cas particular al qual els geometres havien restringit la seva atencio
fins ara és el de les superficies desenvolupables sobre un pla. La nostra teoria
mostra directament que la mesura de la curvatura en cada punt d’aquestes
superficies és = 0, 1 per tant, si la natura d’aquestes superficies esta definida
d’acord amb el tercer metode, tindrem en cada punt

ddz ddz ( ddz 120

dz? dy?  dx-dy’
un criteri®® que, encara que conegut des de fa un temps, no ha estat demos-
trat, almenys que nosaltres sapiguem, amb tan rigor com és desitjable.

10.2 El teorema egregi i les equacions de Codazzi-

Mainardi

Sigui (U, ) una carta local d’'una superficie S.
Escrivim les derivades segones de ¢ en el punt (u,v) respecte de la base
@u(ua U)a @U(ua U)? V(ua U)? onv= N Q.
Tindrem les segiients igualtats de funcions vectorials definides a U,
Puu = F%l‘:@u + Ffl% +ev
Puv = F%ZSOH + P%QSOU + fv
Pov = F%%Ou + F%QSOU + gV (10'1)

95 Per nosaltres aixo és la Proposicié 5.3.3, pagina 124.

96Es refereix a la férmula (10.4).

971]-lustre, insigne.

98Observeu que esta igualant a zero el determinant de la segona forma fonamental d’una
superficie escrita com z = x(z,y), hem fet els calculs a la pagina 150.
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on e, f, g son els coeficients de la segona forma fonamental.
Tant els coeficients Ffj, que s’anomenen simbols de Christoffel, com les
demes funcions que apareixen a la igualtat anterior sén, doncs, funcions de
uiv.

Multiplicant aquestes equacions per ¢, i ¢, i resolent els sistemes que es
van obtenint és facil obtenir el valor dels simbols de Christoffel. Es poden
escriure en funcié dels coeficients F, F, G de la primera forma fonamental i
de les seves derivades.

Només hem d’observar que

0
Eu = T \Yu Pu =2 uus Fu
5 (P Pu) = 2(Puu, Pu)
0
Ev = 5 \Pu Pu =2 uvy Fu
5y (Pur Pu) = 2(Puv, Pu)
0
Fu = T \Pu,Pv) = uus v uy FPuv
5 (Pus Po) = (Puuy 90) + (Pus Puv)
Per tant,
E,
<‘10uu>90u> - 7
E,
<90u7ugov> - Fu_7

Multiplicant la primera de les equacions (10.1) primer per ¢, i després
per ¢, obtenim

E,

5 = ME+T3F
E,
F,— 5 = M,F+12G

Raonant de manera semblant amb la segona i tercera equaci6 de (10.1)
obtenim els sistemes

% = ILE+T3,F
% = I'LF +T15,G
i
F, — % = IpE+T5,F
% = I3F+ 135G
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Resolent-los obtenim facilment

GE,—-2FF,+ FE, 2KF, - EE, - FE,

Fil = ) F%l = )
2(EG — F?) 2(EG — F?)
r, = GB-IFGu r2 _ EGu-FE,
2 2(EG - F?) 27 2(EG — F2y
o _ 2GF -GG, - FG, e _ BG,—2FF, + FG,
2 2(EG — F?2) 2 2(EG — F?)

La importancia capital d’aquestes formules rau en que ens diuen que els
simbols de Chirstoffel es poden calcular coneizent només els coeficients de la
primera forma fonamental. Es el germen del teorema egregi.

Amb notacié propia de Geometria Riemanniana els simbols de Christoffel
s’escriuen aixi:

Tk = lgkr(agﬁ 4 9gri _ agij)
J 2 61’1 8xj 81}
on, en aquesta notacié I'index r suma des de r = 1 fins a 2 (fins a n en
una varietat de Riemann arbitraria), g,s és la primera forma fonamental (en
general, la metrica de Riemann) i ¢ la seva inversa.
En el nostre cas doncs,

gn = E, g=F, gn=0G,
g“ _ G g12: —F g22: E
EG — F?’ EG — F?’ EG — F?’

Per exemple, denotant u = x1, v = x4,

1 Og1r . Ogir dg11
Fl I rl _
1 29 (81:1 0, ox,
Ly g1 dg11 dg11

— 99 8:61 5’x1 B E)xl
21(6912 0912 _ a911)

65131 8.1‘1 81‘2
1
= —¢E,+E,-E,)+-¢"(F,+F,—E,)

2
GE, — 2FF, + FE,
2(EG — F?)

— N

+_

— N

(\]
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1 OGra agrl 9912
F2 [ ) o
12 29 ( 0xy (%UQ ox, )

_ l 12(8912 dgn _ 8912)
29 8901 8x2 8ZE1
1 99,0022 6’921 dg12

+ 2g ( 8351 i) 8%2 )
1

= 5912(Fu+Ev_Fu)+5922<Gu+Fv_Fv)
1 1

= 5912(Ev) + 5922(GU)

_ —FE, + EG,

-~ 2(EG - F?)

ete.

Ara no ens interessa massa l'expressié explicita de cada simbol de Chris-
toffel pero si el que hem dit abans: que es poden calcular coneixent només
la primera forma fonamental.

El teorema egregi i les equacions de Codazzi-Mainardi s’obtenen sense
més que considerar les parts tangent i normal de les equacions

(Qouu)v = (quv)u; (cpuv)v - (Spfuv)ua

és a dir,
d 5 9 1
%(Fn@u + Ty tev) = ou —(T'apu + F12901) + fv) (10.2)
0 0
5, (Tizu + Ty + f1) = o=(Toppu+Topu +gv)  (10.3)

Per fer aquestes derivades necessitem recordar les equacions (6.12), pagina
146,

Ff—Ge +F€—Ef
1%
u EG -2 T EG_ 2t
5 Fg—-Gf Ff—Eg

G T pa 2P

Fem doncs les derivades i mirem els coeficients dels vectors resultants que
obtenim respecte de la base (@, ¢y, V)
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1. Coeficient de ¢, a (10.2).

gF — fG
EG — F?

fF —eG

(T11)o+T1 T+ T Ty +e 5O

= (F%Q)u +F12F%1 +F%2F%2 + f

2. Coeficient de p, a (10.2).

fF—gFE el'— fE
(F%l)v—i—f‘ilf’?Q—i—FlegQ—i—em = (M%y)u+T1TH, ‘H?zr%z"‘fm-
3. Coeficient de v a (10.2).
T f +Thg + ey =The + Thf + fu.
4. Coeficient de ¢, a (10.3).
gF — fG fF —eG
(Fi2)v+rizri2+rfzréz+fm = (Pgp)u+ T3 1 + T3 Y9 e
5. Coeficient de ¢, a (10.3).
fF —gE el — fE
(F%Q)U+F%2P%2+F%2F§2+fm = ([55)u+ ool +15,T%, +9m~

6. Coeficient de v a (10.3).
Piof +Tisg + fo = Tooe + T3 f + gu

Simplificant una mica, aquestes sis equacions es poden escriure com
1. La que prové del coeficient de ¢, a (10.2).

eg — f*

F—2 7
EG — F?

= (Clg)u — (T11) + Tl = TH T3,
AQUi TENIM EL TEOREMA EGREGI!!. (si F # 0)
2. La que prové del coeficient de ¢, a (10.2).

eg — f?

—E—
EG — F?

= (Ffz)u - (F%)v + F%QF% - FhF%Z + F%QF%Q - F%lrgl

NOVAMENT EL TEOREMA EGREGI!! I ARA SENSE PROBLEMES JA QUE
E #0.
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Si tenim la paciencia d’'un monjo benedicti podem substituir aquests
simbols de Christoffel pels seus valors i fer les derivades, etc, i obtenim jus-
tament I’expressié de la curvatura® del Disquisitiones,

4(EG - F**K = E(E,G,—2F,G,+ G?)
+ F(EG, - E,G,—2E,F, +4F,F, — 2F,G,)
+ G(E,G,—2E,F,+ (E,)?

— 2(EG — F?) (Ey, — 2F + Gu) - (10.4)
Si F' = 0 aquesta formula es pot escriure com

K = 1 0 ( Gy )_|_ ﬁ(i
B WEG v 2/EG

~ %G |ou ) (10.5)
Si, a més, £ = 1, tenim!®

1
K = —ﬁ(x/@)w. (10.6)

3. La que prové del coeficient de v a (10.2).

ey — fu= 6“2 + f(ﬁz - Fh) - QF%-

AQUf TENIM LA PRIMERA EQUACIé DE CODAZZI-MAINARDI
4. La que prové del coeficient de ¢, a (10.3).

eg — f?

GEG—F2

= (F%ﬂu - (Fb)v + F;th + F§2F12 - beb - F%2F%2-

99Hi ha moltes expressions equivalents per calcular la curvatura de Gauss. Una espe-
cialment interessant és la de Francesco Brioschi (1824-1897) que apareix a [?]. Aquesta
expressio és

1 _%Evv + Fuv - %Guu %Eu Fu - %Ev 0 %Ev %Gu
K=———-== F,-1ia E F —| -iE E F
_ [F2)2 v 27U 5w
(BG - F?) 1, F G 6, F G

) |

100 Aix0d passa per exemple quan les corbes v = constant sén geodesiques, com veurem
més endavant. Vegeu ’exercici 11.10.11.
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NOVAMENT EL TEOREMA EGREGI!! .
5. La que prové del coeficient de ¢, a (10.3).

eg — f?
EG — F?

NOVAMENT EL TEOREMA EGREGI!! (Si F' # 0).
6. La que prové del coeficient de v a (10.3).

—F = (Fg2)u - (F%)v + F§2F%1 - F%zrﬁ-

fo—Gu= 61&2 + f(P%2 - F%z) - grfz'

AQUf TENIM LA SEGONA EQUACIé DE CODAZZI-MAINARDI

Teorema 10.2.1 (Egregi) Sigui f : S1 — Sy uns isometria local entre
dues superficies. Llavors la curvatura de Gauss de Sy en un punt P € Sy és
igual a la curvatura de Gauss de Sy en el punt f(P).

Demostracio. Sigui ¢ : U — S; una parametritzacié de S; i prenem
1 = f o com parametritzacié de S5. D’aquesta manera si un punt de Sy té
coordenades (u,v) [respecte de ¢] el punt imatge f(P) té les mateixes coor-
denades (u,v) [respecte de 9]. La férmula 10.4 ens diu que si P = ¢(u,v), la
curvatura de Gauss de S en el punt P, K(P), queda determinada pels valors
de E, F,G i les seves derivades en (u,v). Pel mateix motiu, la curvatura de
Gauss de Sy en el punt f(P), (f(P)), queda determinada pels valors de
E' F' G i les seves derivades en (u,v).

Com, per la proposicié 5.3.3, F = E', ' = F', G = G', hem de fer
exactament el mateix calcul per calcular K(P) que KC(f(P)) i per tant

K(P) =K(f(P)). O

L’interes de les equacions de Codazzi-Mainardi esta donat pel segilient
teorema de Bonnet, [?].

Teorema 10.2.2 (Teorema de Bonnet) Siguin E,F,G,e, f,g sis funci-
ons definides sobre un obert U de R?. Suposem que:
1) EG — F? £ 0,

2) Es compleizen les dues equacions de Codazzi-Mainardi,

e — fu = eF%Z + f(ﬁz - F%l) - gF%lv
fo—9u = ely+ f(T5,—T1y) — g,
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on els simbols de Christoffel estan donats per les equacions de la pagina 238,
(i son per tant coneguts a partir de E, F,G)
3) Es compleix l'equacid de Gauss (formula de la curvatura)

eg — f*
_Em = (F%Q)u - (F%l)v + F%QF% - FhF%Q + F%QF%Q - F%ll—g?

Llavors hi ha una unica superficie, llevat de moviments a [’espai, que té
E, F,G com coeficients de la primera forma fonamental i e, f, g com coefici-
ents de la segona forma fonamental.

Equacions de Codazzi-Mainardi en coordenades princi-
pals
En aquest cas sabem, Proposicié 6.6.1, pagina 152, que F' = f = 0, i les

curvatures principals estan donades per k; = e/E i ky = g/G.
Primera equacié de Codazzi-Mainardi:

Ev _Ev
o 97a

E,
e, =el, — gl = e = (k1 + k2)

Segona equacié de Codazzi-Mainardi:

Gy
2F

G, _ G

— —¢el'L 2, = = ki +k
Ju elgy +gliy =e +92G 5 ( 1+ 2)

Derivant les curvatures principals, i emprant aquestes expressions de e, i gy,
obtenim

81{;1 EU akQ . Gu
P TR ¢

E_2E (kl_k2)

10.3 Exercicis

Exercici 10.3.1 FEstudieu les superficies amb les dues curvatures principals
constants.
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Solucio. Sisén constants i iguals tots els punts sén umbilicals i estem en una
esfera o un pla. Vegeu, per exemple, [?]. Si sén constants i diferents prenem
una parametritzacié principal (U, ¢) i apliquem la igualtat de Schwarz a

Vw = _kjlspu
Vy = _k2§0v

obtenim ¢, = 0, i per tant I'l, = I'2, = 0.
Com (py, ¢,) = 0 tenim

<90uva 9011> + <90u> (va>
<(10UU7 90U> + <()0u7 Qouv> =0

i per tant '}, =T% = 0.

Llavors, per la féormula de la curvatura en funcié dels simbols de Chris-
toffel, punt 2 de la pagina 240, tenim que K = 0.

Suposem doncs k; = 0 1 ky constant diferent de zero. Com k; = ¢/FE
tenim també e = 0.

Aixi
Puu = F%l()@u
pero, per 'expressié dels simbols de Christoffel en funcié dels coeficients de
la metrica, pagina 238, tenim que

F%l = (\/E)u/\/i

I observem també, abans de continuar I’exercici, que E, = 0, ja que

Ey = ((Pu Pu))o = 2(Puvs pu) =0

ja que @y, = 0.
Aquestes consideracions permeten demostrar que el vector unitari

Pu

VE

és constant.
En efecte,
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_ (puv\/F - (\/E)vgpu

(£5), —

VE

Considerem ara l'aplicacié diferenciable G : U — R? donada per

=0.

G(u,v) = ¢(u,v) — (p(u,v),a)a + k%l/(u, v)

Aquesta funci6 és constant ja que les seves derivades parcials sén

1
Gu = Py — <90u,CL>CL + =, = Oa

ks
1
Gy, = vy — (pv,a)a+ —v, =0,
ko
ja que v, =0, (¢,,a) =01 v, = —kyp,. Si diem ¢ € R? al valor constant de
G(u,v) tenim
1
cp(u, U) - <¢(U7 U)v CL>CL —Cc= _k_y(ua U) (107)
2

Ara bé, com clarament (G(u,v),a) = 0, tenim (c,a) = 0. Per tant, prenent
normes (al quadrat) a (10.7) tenim

lou,v) — el — (plu,v) — ca)? = &

I la part esquerra d’aquesta igualtat és exactament la formula de la
distancia del punt ¢(u,v) a la recta que passa per ¢ amb vector director
a (no és més que el teorema de Pitagores).

Per tant, tots els punts de la superficie pertanyen al cilindre circular recte
d’eix la recta ¢ + (a) i radi 1/k,.

Resumint, una superficie connexa amb curvatures principals constants,
o equivalentment amb curvatura mitjana ¢ de Gauss constant, és un obert
d’una esfera, d’un pla o d’un cilindre circular recte.
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Capitol 11

Curvatura geodesica.
Geodesiques

11.1 Curvatura geodesica

Recordem, Definici6 8.1.1, pagina 194, que la curvatura geodesica k, d'una
corba v(s) parametritzada per I’arc esta donada per

kg = <’7//7 vA ’yl>
Donem una interpretacié geometrica d’aquesta curvatura.

Proposicié 11.1.1 (Interpretacié geometrica de la curvatura geode-
sica). La curvatura geodésica d’una corba v(s) sobre una superficie S, en un
punt P = v(0)°Y coincideiz, llevat del signe, amb la curvatura de la corba
que s’obté en projectar ~(s) ortogonalment sobre el pla tangent a S en P.

Demostracid. Sigui v = N(P) el vector normal a la superficie en P. Supo-
sarem que s és el parametre arc de y(s). La corba projectada és

F(s) =v(s) + A(s)v (11.1)
amb A(s) determinada per la condicié

(7(s) + A(s)v — P,v) = 0.

101F] fet de considerar un punt amb s = 0 i no s = sg és tinicament per alleugerir la
notacio i no suposa cap restriccio.

247
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Per tant, A(s) = —(y(s) — P,v). Una primera observacié és que en P,
v(s) 1 7(s) tenen la mateixa tangent:

7(0) =~77(0) = N (0)v = ~'(0),

ja que X'(0) = ={(y(0),v) = 0.

Com ¥(s) no esta parametritzada per I'arc, per calcular la seva curvatura
utilitzarem la férmula de la pagina 49. Aixo implica que 5”(0) té la direccid
de €(0).

Derivant dos cops (11.1) obtenim

T/(s) =7"(s) = (r(s)'w) v
En P (s =0) tenim
YA =" Ny = (" v)v) = kB — (kcosa)y' Av,
on B és el binormal a la corba en P i « és 'angle entre la normal principal
a la corbaen Piwv.
Com # esta contingut al pla tangent per s = 0 el vector kB — k7' A v té

la direcci6 de v.
La curvatura k de J(s) en s =0 és

k=15 AN7"| = Vk? + k2cos?a — 2k% cosacos a = k|sina| = |k, |,

on k, és la curvatura geodesica de (s) en P. Hem utilitzat que a és també
l’angle entre B i 9 A v.
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Segon metode. Considerem el cilindre
o(r,s) =(s) +rv,

on v =N (P). Com

Ps = 7/(5)
el vector normal al cilindre és
v9(s) =v Ay'(s),

on v%(s) = % (p(r, s)) (no depen de 7).

TH(S)

Projectar ortogonalment sobre Tp(S) és el
mateix que tallar el cilndre amb Tp(.S)

249

Aixi doncs, per definicié de curvatura normal i geodesica d’una corba
sobre una superficie, tenint en compte ara que y(s) és corba a la vegada de

S'i del cilindre, tenim, en el punt P,

kg = (v Ay =010 =k
kn = <’Y”7 V> - <’7”77, A VC) - _kgcv

on kS i kY denoten la curvatura normal i geodésica de la corba sobre el

cilindre.
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Com el sentit de la normal al cilindre és arbitrari podem dir que la cur-
vatura geodesica k, de la corba com corba sobre S coincideiz, llevat potser
del signe, amb la curvatura normal de la corba com a corba sobre el cilindre.
Com la curvatura normal en una direccié coincideix amb la curvatura de la
seccio normal en aquesta direccié i la seccié normal al cilindre en la direccié
7/(P) s’obté tallant el cilindre amb el pla (v, ~'(P)), que coincideix amb
TpS, la corba seccié normal coincideix amb la projeccié de y(s) sobre el pla
tangent TpS, i per tant la curvatura geodesica ky en P de la corba com corba
sobre S és igual a la curvatura en P de la corba que s’obté en projectar orto-
gonalment (s) sobre el pla tangent a la superficie en P, com voliem provar.

O

Proposicié 11.1.2 Sigui v(s) una corba sobre uns superficie. En cadascun
dels seus punts, el centre de curvatura, el centre de curvatura normal @ el
centre de curvatura geodesic estan alineats.

Demostracio. Sigui P un punt de la corba. Denotem per k la curvatura de
7(s) (com corba de R?) en P i per p = 1/k el radi de curvatura. Aixi doncs,
el centre de curvatura és el punt

01:P+pN,

on N és el vector normal principal a la corba en P.
Per definicio, el centre de curvatura normal és el punt

Oy = P+ p,Ny

on Ny és la normal principal de la corba seccié normal i p,, = |1/k,| és el radi
de curvatura normal. Observem que Ny = v, on v = N(P) és la normal
a la superficie en P. Per la Proposicié 8.4.3, N i N, estan en el mateix
semiespai respecte del pla tangent.

El centre de curvatura geodesic és el punt

03 = P+pgN3

on N3 és la normal principal de la corba projectada ortogonalment sobre el
pla tangent a la superficie en P i p, = [1/k,| és el radi de curvatura geodesic.
Observem que N3 = +v A +/(P) (el vector e de la pagina 193).

Es pot veure que (IV, N3) > 0, de manera que N i N3 estan en el mateix
semipla determinat per (Ny) a T (exercici 11.10.1).



Geometria Diferencial Classica 251

Pla normal

!

Pg T

Com p = pylcosal i p = pgsina, la figura mostra (mireu els triangles
0105T 1 010-,T) Nlavors que la recta 0104 talla la recta P+ (N3) en un punt
que esta distancia p, de P, en la direccié de N3, i que és doncs el punt Os.
]

La curvatura geodesica és invariant per isometries

Proposicié 11.1.3 Sigui f : S; — Sy una isometria local 1 sigui y(s) una
corba a Sy. Llavors la curvatura geodésica de ~(s) coincideix, per a cada s,
amb la curvatura geodésica de la corba f(y(s)).

Demostracio. Sigui (U, @) una parametritzacié de Sy i v(s) = ¢(u(s), v(s))
una corba sobre S parametritzada per ’arc. Llavors tenim

7'(s) = uu’ + @0’

amb ¢, = ¢, (u(s),v(s)), etc. Per tant,

() = el + o)
SOuUH + SDUUH + SOuuUIQ + 290uuu/v/ + SOUUU,Q'
" + 0" + (F%ﬁ@u + F%ﬁpv + ey)u’Q + 2(F%290u + F%290v + fr)u'v
+  (Tpopu + Toapy + g0
= @u(u" +T1u? + 2wy + Th'?)
+ o0 + T + 2050 + T5,0%)
+ v(eu? + 2fuv + gv?) (11.2)

amb T, = T (u(s), v(s)), etc.
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Escriurem doncs

v"(s) = Ap, + By, + Cu, (11.3)
amb
A = U +u”Ty + 20T, + 0Ty,
B — U” + U/ZF%1 + 2ulvll—\%2 + U/QF%Z
C = I1I(v,7)
Per tant,

k, = det(v,~',~7") = det(v,u' vy, Boy)
+ det(v,v'¢,, Apy)
(u'B —v'A) det(v, ou, ©v)

Equivalentment, per l'exercici (6.8.1), pagina 156,
k,=VEG— F?>(uB —v'A) (11.4)

Com aquesta expressio només depen de les coordenades de la corba i de
la primera forma fonamental, amb el mateix argument que en el teorema
egregi, (la corba f(7(s)) té les mateixes coordenades respecte f o que y(s)
respecte ¢ i els coeficients de la primera forma fonamental respecte fop i ¢
coincideixen) k, és invariant per isometries. OJ

Curvatura geodesica de les corbes coordenades d’una
parametritzacioé ortogonal
Proposicié 11.1.4 Sigui (U, ) una parametritzacié ortogonal (F =0) d’u-

na superficie. Denotem kg1 la curvatura geodeésica de la corba v = constant
i kgo la curvatura geodesica de la corba w = constant. Llavors tenim

E,
2V G’
i _Gu_

9 2GVE

kglz_
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Demostracio. Aclarim primer la notacié. Si posem v = vy, kg = kg (u)
és la curvatura geodesica de la corba p(u,vp), i els termes de la dreta de la
igualtat, F, G, E, estan valorats en el punt (u,v). Analogament, si u = o,
kg2 = kgo(v) és la curvatura geodesica de la corba ¢(ug,v) i els termes de la
dreta de la igualtat, £, G, G, estan valorats en el punt (ug,v).

Com que les corbes p(ug, v) i ¢(u, vy) no estan parametritzades per l'arc,
utilitzarem 'exercici 8.6.1 per calcular la seva curvatura geodesica.

En aquest exercici veiem que la curvatura geodesica d’una corba ~y(t) esta

donada per

(' v NY)
ko (t) = LY 0T
I Iv'I3

En particular 'equacié (11.4) esdevé
VEG — F? (B —v'A)
[od '

Aplicant aquesta férmula a la corba ¢(u,vg) (que compleix doncs u' =
1,v/ =0, i per tant B =T% = —£) tenim

VEG(B) E,

kglz - —

JooEnm)]

Aplicant-la ara a la corba ¢(ug,v) (que compleix doncs v’ = 0,v" = 11
per tant A = I'}, = —&2) tenim

oo oo "

Exemple 11.1.5 Calculeu la curvatura geodésica djun paral-lel de ’esfera.

kg = (11.5)

11.2 Foérmula de Liouville per a la curvatura
geodesica

La férmula de Liouville consisteix en una expressié senzilla de la curvatura
geodesica k, d'una corba continguda en una carta local (U,¢) ortogonal
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(F = 0) d'una superficie, en funcié de la curvatura geodesica de les corbes
coordenades u = constant, v = constant.

Seguint [?] comencem recordant que si v : I — S és una corba sobre 5,
un camp tangent a la superficie al llarg de y(s) és una aplicacié diferenciable

X:I—R?

tal que
X(S) € T,Y(S)S.

Tenim el resultat previ segiient

Lema 11.2.1 Sigui vy(s) una corba sobre una superficie S amb normal N i
siguin X (s),Y (s) dos camps unitaris tangents a S al llarg de y(s) que formen
entre si un angle 0(s) (angle orientat entre X (s) i Y (s)). Llavors

)y nve) - (o) ax(ey = U,

on v(s) = N(7(s)).

Demostracio. Per alleugerir la notacié escriurem X = X(s), Y = Y(s),
0 =0(s), v=u(s),1 “primes” per a les corresponents derivades respecte s.
El que volem demostrar és doncs,

Y' vAY)— (X' vAX)=0.

Per a aixd només s’ha d’observar que (X, v A X) és una base ortonormal
de Ty S. Llavors
Y=aX+bvANX

amb a = a(s) i b= b(s) funcions de s tals que a® + b* = 1. Per tant
vAY =avANX —-bX, (11.6)

jaque v A (v A X)=—X, per ser X ortogonal a v. Derivant I'expressié de
Y,

Y = dX+VvAX
+ aX'+b(vNX)
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Multiplicant per v AY i tenint en compte la igualtat (11.6) tenim

Y vAY) = d(X,;vAY)+ VW AX,vAY)
+ aX,vAY)+ (v AX) v AY)
—d'b+Va+a (X' ,vAX) - {(vAX) X)

Pero derivant la igualtat
(X,vANX)=0

obtenim
(X' vAX)+(X,(vAX)) =0,

1 per tant
Y vAY)— (X vAX)=—-db+Va.

Es pot veure que si canviem els papers de X i Y, a = (X,Y’) no varia pero
b= (Y,v A X) canvia de signe, de manera que els dos termes de la igualtat
anterior canvien de signe.1%?

Ara bé, es pot veure (vegeu exercici 11.10.3) que donades dues funcions
a,b: I — R diferenciables definides en un obert I de R, amb a? + b = 1,
existeix 0 : I — R tal que a(t) = cos(0(t)) 1 b(t) = sin(6(t)), Vt € I. Es diu
que 0(t) és una determinacio de l’argument o ’angle orientat entre el vectors
unitaris (1,0) i (a,b).

Pero llavors,

—a'b+ba=—(—sin0)# sinb + (cosH)f cosf = 0.
Per tant,
Y' vAY)— (X' vAX)=0.

com voliem demostrar. [J

102Jna manera de pensar I'angle orientat entre X i Y és escriure el segon, Y, en la base
ortonormal positiva (X, vAX). Existeix un tnic 0 € [0, 2] tal que Y = cos 6 X +sin v X.
Si canviem els papers, i escrivim X en la base ortonormal positiva (Y,v AY) el cosinus
queda igual i el sinus canvia de signe, o equivalentment, canviem 6 per —6.
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Corol-lari 11.2.2 Sigui (U, ) una carta local ortogonal (F = 0) d’una su-
perficie S. Sigui Y(s) un camp unitari tangent a S al llarg de la corba
v(s) = p(u(s),v(s)). Llavors

1
2VEG

on 0 és l’angle orientat entre %f 1 Y.

Y vAY)=

(G — B+ ¢

Demostracio. Observem primerament que per alleugerir la notacié hem es-
crit Y = Y(s),v = v(s) = N(y(s)),0 = 0(s),E = E(u(s),v(s)),G =
G(u(s),v(s)),Gu = % (u(s),v(s)), By = 2E(u(s),v(s)), i les “primes” in-
diquen derivada respecte de s.

Denotem ara
1 oy 1 1 99 1
T VEOu VETU PTG VG

que és una base ortonormal de ’espai tangent en cada punt. En particular
tenim les igualtats de funcions vectorials sobre U,

€1

egNey=v, VAe = es.

Com sempre, escriurem e;(s) = e;(u(s),v(s)),i = 1,2, és a dir, e;(s) és la
restriccié de e; a la corba donada.

Aplicant el Lema 11.2.1 amb X (s) = e;(s) i Y (s), de manera que 6(s) és
ara ’angle orientat entre e;(s) i Y'(s), tenim

(Y vANY)= (e, vAe)+0. (11.7)
Ara bé

de manera que

(eL,vNer) = (e, ea)
u v’
= \/T—G@Ouua@ﬁ‘f‘\/T—G(@um%)
u v
= ——GI'? + —=GT}
VEG " VEG "
U E, VG,

+
2vEG  2VEG

Substituint a (11.7) hem acabat. O
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Corol-lari 11.2.3 Sigui (U, ) una parametritzacio ortogonal d’una superficie
S i sigui y(s) = p(u(s),v(s)) una corba sobre S parametritzada per ’arc.
Llavors la curvatura geodesica esta donada per

1
- WEG

on 0 = 0(s) és l'angle orientat entre %f iv'(s) en el punt y(s).

kg (G — Eu)+ 6 (11.8)

Demostracio. Apliquem el Corol-lari 11.2.2 amb Y(s) = 4/(s). Obtenim,
amb la mateixa simplificacié de la notacié que hem emprat alla,

1
"vAyT) = G — Eu)+ 6
(0" A = )
on # és 'angle orientat entre g—i i+,
Ara bé, el primer terme d’aquesta igualtat és exactament la curvatura

geodesica (definici6 8.1.1, pagina 194), i per tant, hem acabat. [J

Corol-lari 11.2.4 (Férmula de Liouville) Sigui (U, ) una parametritza-
cid ortogonal d’una superficie S i siguiy(s) = @(u(s),v(s)) una corba sobre S
parametritzada per l’arc. Llavors la curvatura geodésica de ~(s) esta donada
per

ky = kg1 cosO + kgosin + ¢’ (11.9)
on 0 = 0(s) és l'angle orientat entre g—i i v (s) en el punt y(s), kg @ kgo

son respectivament les curvatures geodesiques de les corbes v = constant i
u = constant que passen pel punt y(s).

Demostracid. Hem vist a la Proposicié 11.1.4, pagina 252, que!®

N Ly
T 9EVG
g, — G
2?7 9aVE'

103També es dedueixen directament de la férmula (11.8) aplicada a les corbes v =
constant i u = constant, tenint en compte que v’ = 1/vVE i v = 1/V/G, on v/ i v/
denoten respectivament les derivades de u i v respecte del parametre arc de les corbes
o(u,c) 1 p(c,v), c una constant arbitraria, respectivament.
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de manera que 'equaci6 (11.8) s’escriu com

kg = kg VEU + kpoVGV + 0. (11.10)

Per altra banda

<g—:j,’y’) = @0089:(1,0)(

<g—f,’y’) = @sin@z(o,l)(

o m oty

Es a dir,
cosf = VEu, sinf=VGv. (11.11)

Substituint a (11.10) tenim

kg = kg1 cost + kgposinf + 0" |. O

11.3 Formula de Bonnet per a la curvatura
geodesica

La coneguda féormula de Bonnet per a la curvatura geodesica apareix per
primer cop al treball [?]. Aquesta férmula és:

A 1 (2 Gm — Fn +2 En— Fm )
9 T VEG = F2 \OuEnZ —2Fmn + Gm2  OvEnZ — 2Fmn + Gm?2

on la corba esta donada per f(u,v) =0,1m = f,, n = f,.

Aquesta férmula sembla dificil pero és forca senzilla si recordem algunes
propietats de la curvatura geodesica. La primera és que la curvatura ge-
odesica k; = k,(s) d'una corba parametritzada per I'arc v(s) = ¢(u(s),v(s))
sobre una superficie ¢(u,v) de normal v, és

kg(s) = det(T'(s), T'(s), v(7(5))),
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on T'(s) =7v'(s).
Ara pensarem la tangent 7'(s) com una funcié de u i v.
Sigui s el parametre arc de la corba f(u,v) = 0. Tindrem f(u(s),v(s)) =
0, 1 per tant,
fuu/ + fv'U/ =0,
és a dir,
u fo n

v f. m
Ben entes que f, vol dir la derivada parcial de f respecte de u valorada en
el punt (u(s),v(s)), és a dir, f, = %(u(s),v(s)), u = dZ—(;), etc.
Com que s és parametre arc, tenim

1=|v'(s)] = VEu? 4+ 2Fu/v' + Gv? = VEn?2 —2Fmn + Gm?2,

34
m

on E = E(u(s),v(s)), etc.

Equivalentment,
vV =+ mn
VER? = 2Fmn + Gm?’
==+ —n )
VER?2 —2Fmn + Gm?
Aixi

—NYy, + MY,
VEn? —2Fmn + Gm?

Observem que el terme de la dreta és una funcié de les dues variables
(u,v) valorada en els punts de la corba (u(s),v(s)). El signe depeén del sentit
de gv(s), si canviem s per —s el vector tangent canvia de signe.

Es en aquest sentit que podem pensar el vector tangent 7' com funcié de
(u,v). Denotem

7'(8) = puu’ + v =+

f(u U) _ NPy + myy
’ VEn?2 —2Fmn + Gm?

(11.12)

Llavors, el que acabem de veure és que v'(s) = T(s) = T(u(s), v(s)).}*

104Equivalentment, haguéssim pogut pensar que sobre la superficie no tenim només la
corba f(u,v) = 0 sind la familia de corbes f(u,v) = ¢. Per cada punt de coordenades
(ug,vo) passa la corba f(u,v) = f(ug,vp). El vector tangent a cadascuna d’aquestes
corbes és (v, + v'p,) €l qual és, pel mateix calcul que hem fet per a f(u,v) = 0, un
multiple de —ny, + me,. Al normalitzar tenim T.
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Aixo permet calcular 7" usant la regla de la cadena.

T = dif(u(s), v(s)) = T + Tyt
s

on T, = g—i(u(s),v(s)), etc.

Apliquem ara la férmula de la curvatura geodesica. Per simplificar la
notacio escric k, = ky(s), T =T(s), T =T'(s), v = v(s) = N(¢(u(s), v(s))).

ky=det(T,T",v) = (T ANT")-v = (T NT)u' + (T NT,)V') - v.

Com que
Lo PulNPy  Pu D
lou N VEG — F?
tenim
VEG = F2ky = (T AT)u 4+ (T AT)0) - (9 A o), (11.13)

on E = E(u(s),v(s)), etc.
Pero
TN pu = (putt’ + 9, 0") Ay = V' (0 A pu),

i analogament
TNy = (Spuul + SOUU/) NPy = ul(Sou A @y).

Substituint aquestes darreres expressions a (11.13) obtenim (en virtut
de la férmula fonamental que relaciona el producte escalar i el producte
vectorial, que hem recordat a la pagina 115, la igualtat de Schwartz de les
derivades creuadeside que T, - T =T, - T = 0)

VEG —F?k, = (T AT)T Ag,) — (T AT)T A @y)

- Tugpv_Tv(pu
0  ~ 0  ~

Totes les funcions de (u,v) d’aquesta igualtat valorades en els punts

(u(s), v(s)).
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Pero clarament, per la definicié de Tv, tenim

u’ P VENZ —2Fmn + Gm?2’
Tu'% Gm — Fn

- VERZ —2Fmn + Gm?2’

Substituint aquestes dues dltimes igualtats a (11.14) tenim el resultat. [

11.4 Equacions de les geodesiques

Definici6é 11.4.1 (Geodésiques) Una corba sobre una superficie es diu ge-
odesica si, 0 bé és recta, o la seva curvatura geodésica €s igual a zero. Equi-
valentment, les geodésiques son aquelles corbes per a les quals la seva normal
principal en cada punt de la corba coincideix, llevat del signe, amb la normal
a la superficie en aquest punt.

Equivalentment, una corba sobre una superficie és geodesica si i només si
en cada punt el centre de curvatura i el centre de curvatura normal coinci-
deixen.

Aquesta definicié no té en compte la parametritzacié de la corba ja que
la curvatura geodesica es defineix a partir d’'una reparametritzacié per I'arc
de la corba donada.

En aquestes notes distingirem entre geodésiques i geodesiques parametrit-
zades. Les dues seran minimals de longitud perd només les segones estan
automaticament parametritzades per I’arc o un multiple de I'arc.

Recordem que si y(s) es una corba parametritzada per 1'arc, continguda
en una superficie S, la seva curvatura geodesica esta donada per

kg(s) = (7"(5), v(s) A9 (s)) = det(v(s), 7 (s),7"(s)),

on v(s) és la restriccié a la corba de la normal a la superficie, de manera que
v(s) és geodesica si i només si

det(v(s),7'(s),7"(s)) = 0.

Si escrivim la corba en termes d'una carta local (U, ), posant y(t) =
o(u(t),v(t)), la curvatura geodesica d’aquesta corba, estigui o no parame-
tritzada per 'arc esta donada a la féormula (11.5).
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Podem dir doncs que la curvatura geodesica de «y(t) és zero si i només si

uWB—vA=0, (11.15)
amb

A = ' +u”T7, + 20T}, + 0T,
B = "+ T3, + 2u'v'T3, + v"T5,.

Fins aqui no ha jugat cap paper el parametre de la corba. Per controlar
aquest parametre donem una definicié una mica més general de geodesica,
concretament el que anomenem geodesica parametritzada.

Definicié 11.4.2 (Geodésiques parametritzades) Sigui (U, ) una car-
ta local d’una superficie S. Direm que una corba v(t) = p(u(t),v(t)) és una
geodesica parametritzada si i només si es compleizen les equacions diferen-
cials

u” +u”T1, 4+ 2u'v'T], + 0™, = 0,

v +u*T] + 200 T2, +0?Ts, = 0.

Clarament tota geodesica parametritzada és una geodesica pero no tota
geodesica és una geodesica parametritzada. Es a dir que, amb la notacio
anterior, podem tenir v'B — vA = 0 sense que A ni B siguin zero; per
exemple la recta (t%,t?). Vegeu la nota 11.4.4 i Pexercici ?7?.

Aquestes dues darreres férmules s’acostumen a escriure d’'una manera més
compacta denotant v' = u, 42 = v, i recordant el criteri de sumacié i que els
simbols de Christoffel son simetrics respecte els subindexs.

2,k i g
L VS R Y

Equacions de les geodésiques.

Proposicié 11.4.3 Sigui (U,¢) una carta local d’una superficie S. Sigui
v(t) = @(u(t),v(t)) una geodesica parametritzada. Llavors ||/ (t)|| = constant,
és a dir, esta parametritzada proporcional a [’arc.
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Demostracio. L’equaci6 (11.3) implica que si y(t) és geodesica parametritza-
da, 7”(t) té la direccié de la normal a la superficie!?®, i per tant,

S0 (0,40) = (0,7 (1) = 0

i per tant el modul de +/(¢) és constant. [

Nota 11.4.4 Suposem que tenim una geodesica parametritzada (t) i fem

un canvi de parametre t = f(s). Les noves coordenades seran u(s) =
u(f(s)),v(s) =v(f(s)). Per tant
a/ — u/f/’ ,l"}'/ — U/f/

ﬂ” — u//f/Q + u'f”, 6// — U//f/Q + ’U/f”

Aizi, amb la notacid de l’equacio (11.3),

A = @'+ T + 20Ty + 77Ty,
— Af/Q + u/f//
Analogament
B = "+ % + 20072, + T2,
— Bf/2 + U/f//

La corba reparametritzada ja no és geodesica parametrtzada pero encara
€s geodesica ja que

U/B . U/A _ u/<Bf/2 —|—U/f”) o U/(Af/2 + u/f//) _ fIQ(Bu/ - AUI) =0.

Teorema 11.4.5 (Existéncia i unicitat) Sigui S una superficie. Donat
un punt P € S i una direccio v € TpS, amb ||v|]| = 1, existeir una inica
geodesica parametritzada a S que passa per P amb vector tangent v.

Demostracio. Consequiencia del teorema d’existencia i unicitat de solucions
de les equacions diferencials aplicat al sistema d’equacions diferencials de
segon ordre (11.16) que caracteritza les geodesiques. [

Acabem observant que les isometries conserven les geodesiques.

1050bserveu que la férmula (8.1) només és certa per a corbes parametritzades per I'arc.
Per tant, curvatura geodesica zero no implica automaticament que 4" (t) tingui la direccié
de la normal.
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Proposicié 11.4.6 Siguir f : S — Sy una isometria local entre les su-
perficies Sy i So. Sigui y(s) una corba sobre Sy. Llavors v(s) és geodésica de
Sy si i només si f(y(s)) és una geodésica de Ss.

Demostracio. Conseqiiencia directa de que la curvatura geodesica és invariant
per isometries, Proposicio 11.1.3. [
Observem que si s és parametre arc de v(s), llavors també és parametre

arc de f(v(s)), ja que
I £ = It 0 DI = Il = 1.

Es a dir, que les isometries porten geodeésiques parametritzades a geodésiques
)
parametritzades.

El perque del nom “pla rectificant”

El motiu és el resultat segiient.

Teorema 11.4.7 Tota corba és geodesica de la superficie envolvent dels seus
plans rectificants.

Demostracio. Calculem primerament aquesta envolvent. La familia unipa-
rametrica de plans rectificants esta donada per

(N(s),X —~(s)) =0. (11.17)
Derivant respecte de s,
(~k($)T(5) — 7(3)B(s), X —(5)) + (N(5), ~T(s)} = 0.
Es a dir,
(—k(s)T(s) —7(s)B(s), X —7(s)) =0. (11.18)
Com X —v(s) = a(s)T(s) + b(s)B(s) per a certes funcions a(s), b(s) tenim
—k(s)a(s) — 1(s)b(s) =0,

és a dir,
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Sigui quina sigui la funcié b(s), aquest vector X —~(s) compleix les equa-
cions (11.17) i (11.18), i és doncs la corba caracteristica per al parametre s.
Aixi la superficie envolvent, unié de caracteristiques, és

o5, 1) = 1(5) + t(—%ﬂs) 1 B(s)).

La normal v a aquesta superficie té la direcci6 de s A ;. Pero
ps = T(s)+1tA(s)T(s)
pr = —=<T(s)+ B(s)

on A(s) és la derivada del quocient —7(s)/k(s). Per tant, psAg; té la direccid
de N(s), i per tant v(v(s)) = N(s), i v(s) és geodesica. [

Com ’envolvent dels plans rectificants és desenvolupable!® i el procés de

desenvolupar sobre el pla és isometria, la geodesica passa a una recta, i ha
quedat doncs “rectificada”.

11.5 Coordenades geodésiques i coordenades
polars geodesiques

Coordenades geodesiques

Sigui y(v) una corba sobre una superficie S. Per cada v considerem la ge-
odesica o,(u), ortogonal a v(v) en aquest punt, amb o,(0) = y(v), parame-
tritzada per l'arc, i tots els vectors tangents o/ (0) al mateix costat respecte
(V).

Definim una carta local sobre S per

o(u,v) =o,(u), veluce(—¢e),

on [ és I'interval de definicié de v(v) i € > 0 tal que totes aquestes geodesiques
estiguin definides.

El teorema d’existencia i unicitat de solucions de les equacions diferencials
i la dependencia diferenciable d’aquestes respecte de les condicions inicials

106yegeu [?].
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aplicat a les equacions de les geodesiques ens assegura que aquest € existeix
i que ¢ és una verdadera carta local.

De fet, el teorema 2.0.7, ens assegura directament que o(u,v) és dife-
renciable respecte les dues variables ja que les condicions inicials queden
determinades per v.17

En aquesta situaci6 es diu que ¢(u,v) és un sistema de coordenades ge-
odesic.

Les corbes coordenades sén les v = constant, que sén geodesiques i les
u = constant formades pels punts a distancia igual a aquesta constant de
Y(v).

Demostrarem més endavant que les corbes coordenades es tallen ortogo-
nalment, és a dir, amb la notacié habitual, que F' = 0.

11.5.1 Convexos i signe de la curvatura geodesica

Amb la constuccié que acabem de fer la primera forma fonamental és

1 0
1= ( Lo ) |
Si, a més v és el paramtere arc de la corba inical v(v), G(0,v) = 1. Sabem

que la curvatura geodesica de la corba coordenda u = 0 (és a dir, de y(v)) és
(Proposicié 11.1.4, pagina 252)

G,
kgo(v) = BYel
on aG
Gu = a—u(O, U).

Els simbols de Christoffel no nuls sén

G, , Gy s Gy

Fl = —— = — = —,
22 2 ’ 12 2G’ 22 2G

Per tant, la primera equacié de les geodesiques és (denotem g(s) = (u(s), v(s)))

Gy
u’ — 71}'2 =0.

107En una primera lectura ometem els detalls que podeu trobar per exemple a [?].
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Fixem P = v(0) i w = +/(0). La condicié de convexitat en el sentit de que
les geodesiques tangents siguin geodesiques de suport equival a dir u(s) > 0
per s € (—¢,¢€).

Observem que

u"(0) = k42(0)G(0,0)

és a dir, en el punt P, u” i kgo tenen el mateix signe.

Suposem kg2(0) > 0. Aixo vol dir G,(0,0) > 0 i per tant G, (u,v) > 0 en un
entorn de P. En particular Gy (u(s),v(s)) > 0 per a valors petits de s. Es
a dir, G, és positiu sobre la geodesica g(s). Aixo implica u”(s) > 0 per a
valors petits de s i aixi u(s) és una funci6 convexa.

Pero és conegut que si una funcié f : I — R és convexa llavors per a
a,z € I, tenim f(z) > f(a)+ f'(a)(z — a).

En el nostre cas, com (u/(0),2'(0) = (0,1), tenim «/(0) = 0 i per tant
u(z) > u(0) + 4 (0)(x —0) = 0, cosa que implica que g(s) és geodesica
suport.

Reciprocament, si g(s) és geodesica suport, la funcié u(s) és tal que u(0) =
0iu(s) >0, perase (—ee€). Aixo vol dir que s = 0 és un minim local i
per tant «”(0) > 0 (si fos v”(0) < 0 el punt s = 0 seria maxim). Com u”(0)
té el mateix signe que kg2(0) hem acabat.

Polars geodesiques

Quan y(v) es redueix a un punt la construcci6 és essencialment la matei-
xa. Les geodesiques surten totes del punt P i tenen en aquest punt vectors
tangents unitaris en totes les direccions de TpS.
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Podem parametritzar aquesta familia de geodesiques a partir de les co-
ordenades polars (r,«) de TpS denotant per o,(r) la tnica geodesica tal
que

0,(0) = P
d oo(r) = 0,(0) = (cosa)e; + (sina)es

drr=0

on (e, ey) és una base ortonormal fixada a TpS. En particular, com per ser
geodesica |0’ (r)|| = constant, i en el punt r = 0 aquesta norma és 1, tenim
ot (r)|l = 1, ¥r, i per tant r és parametre arc.

Aix0 permet definir una carta local en un entorn obert de P, del qual
excloem el punt P i la geodesica origen d’angles, per

p(r,a) = aa(r),

amb (7, a) coordenades polars de TpS, amb a € (0,27) ir € (0,6) amb d > 0
tal que totes les geodesiques estiguin definides.

Com la condicié inicial depen de « el teorema 2.0.7 ens assegura que
és diferenciable respecte les dues coordenades.

Com en el cas anterior aqui també es compleix que les corbes coordenades
es tallen ortogonalment, és a dir, amb la notacié habitual, que F' = 0. 108

108Per aplicar el teorema 2.0.7 hem de suposar que P pertany a la imatge d’una carta
local (U, 1)). Les funcions f1(¢), f2(¢) del teorema 2.0.7 sén ara les funcions desconegudes
que compleixen les equacions de les geodesiques (les coordenades de les geodeésiques en la
carta local (U, 1)) que denotem habitualment (u(t),v(t)), de manera que podem escriure
les equacions de les geodésiques com

272‘ = Fl(u(t),v(t),u'(t),v'(t)) = =T;(u(t), v(t) - ui(t) - uj(t),
ZT;) = F2(u(t),v(t),u'(t),v'(t)) = =T (u(t), v(t)) - ui(t) - uj(t),

(4,j sumant amb el conveni u; = u, ug = v).

Si P = ¢(ug,v9),1 W = (cosa)e; + (sina)ez € TpS, on (ey, e2) és una base ortonormal
fixada a Tp(95), el teorema 2.0.7 ens assegura que per cada x = (z1,22) en un entorn de
(ug,vp) a U i per cada y = (y1,y2) en un entorn de w = (w,ws) a R?, amb AV (ugv0) (W) =
W, existeixen solucions tniques (u(t),v(t)) dels sistema diferencial, que ara denotarem
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11.6 Geodesiques com minimals de longitud

Es curiés que es pot veure que les geodesiques son minimals de longitud usant
només que la geodesica donada forma part d’una certa familia uniparametrica
de geodesiques, i el lema de Gauss.

109

Aquest lema diu el segiient.

Lema 11.6.1 (Lema de Gauss) Siguiy(v) una corba sobre una superficie.
Per cada v considerem la geodésica o,(u) ortogonal a y(v) en aquest punt,
amb 0,(0) = y(v) i totes al mateizx costat respecte y(v). Quan sobre cadascu-
na d’aquestes geodesiques, que suposem parametritzades per l’are, considerem

u(t,x,y), v(t,z,y) per que sén funcions diferenciables d’aquestes 5 variables, tals que

’U,(O7x,y) = 1, v(O,x,y) = T2,
By = m D029 =
dt y LY = Y1, dt y L, Y) = Y2.

Llavors les geodesiques o,,(r) anteriors sén justament (canviant r per t)

Ow (t) = ¢<U(ta Ugp, Vo, W1, w2>7 ’U(t, Uop, Vo, W1, ’LUQ)),
(recordem que w; i wy depenen de «) ja que

0a(0) = ¥(ug,v0) =P
0;(0) = dw(uo,vo)(wla wZ) = VV7 1= 1, 2.

Com u,v sén diferenciables respecte y i aquestes y passen a ser ara funcions de «,
o(r, ) = 0,(t) és diferenciable respecte a.

10971 cop vist que les geodesiques sén minimals de longitud podem comentar com trobar-
les sobre una superficie amb una mica de cel.lo. Considerem una tira de paper en forma de
rectangle de base gran i altura molt petita. Imaginem que hi tenim dibuixada una recta
paral-lela a la base pel centre del rectangle. Si emboliquem la superficie amb aquesta tira
de paper veurem que les tensions del paper ens van portant a una certa manera d’anar
desplegant el rectangle. La corba final de contacte entre la recta donada sobre el rectangle
de paper i la superficie és una geodesica. La idea és la segiient. Quan la tira de paper esta
plana la recta alla dibuixada no té normal principal. Si dobleguem el paper sense estirar-
lo ni encongir-lo, és a dir, per isometria local, la recta passara a tenir normal principal.
Aquesta coincidira amb la normal al paper ja que la recta torcada continua sent geodesica
del paper. Si anem desplegant el paper sobre la superficie de manera que la normal al
paper coincideixi amb la normal a la superficie (intentant posar, doncs, el paper tangent a
la superficie) la normal principal a la recta torgada coincidira amb la normal a la superficie
i en sera doncs una geodesica.
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el punt a distancia € de v(v), per a valors petits de €, el conjunt de punts que
obtenim forma una corba que és una trajectoria ortogonal a les geodésiques
o.(u). El resultat és igualment cert si y(v) es redueiz a un punt.*1°

Demostracio. Primera part. Prenem coordenades geodesiques
o(u,v) =o,(u), velve(0,0),

on [ és l'interval de definici6 de y(v). Volem veure que la corba u = ¢, és a
dir, la corba

p(e,v) = ou(e)

talla ortogonalment les corbes v = constant, és a dir, les corbes

p(u,c) = oe(u).

10Gauss demostra primer aquest resultat per al cas en que v(v) es redueix a un punt.
En doéna primer una demostracié analitica i després una de geometrica que reproduim a
la pagina 274. L’enunciat exacte per aquest cas que dona Gauss és Si sobre una superficie
corba es dibuizen des del mateix punt inicial un nombre infinit de linies més curtes d’igual
longitud, les linies que uneixen les seves extremitats seran normals a cadascuna de les
linies. I Penunciat per al cas general és: Si sobre una superficie corba imaginem una linia
qualsevol, i a partir de punts diferents d’ella es dibuizen perpendicularment i cap a un
mateix costat una infinitat de linies més curtes de la mateixa longitud, la corba que uneix
les seves altres extremitats talla cadascuna de les linies en angle recte.
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Per a aixo observem que la segona equacié de les geodesiques aplicada a
les corbes v = constant, és a dir corbes del tipus ¢ (u,vy), es redueix a

2 12 _
v =0

ja que v/ = v"” = 0. De fet, v’ = 1 ja que u és parametre arc. Aixi, '3, = 0,
pero com que
2FF, — FE, — FE,

2 =
1 2(EG — F?)

B <a_g0 3_g0> B <d0v(u) do,(u)
CVouw ou’ Y du T du

perque u és el parametre arc de les geodesiques v = constant, tenim

) =1

rz = v
11 (G . F2>

i per tant F,, = 0. Pero com que per construccié de les coordenades ge-

odesiques

do,(u) doy,(u)

Y
du  ju=0"  dv ju=0

F(0,0) = ) = (0,(0),7'(v)) =0,

ha de ser F(u,v) = 0 per tot u. Aixo prova la primera part del lema.

Segona part. Quan y(v) es redueix a un punt P el raonament és essenci-
alment el mateix. Prenem coordenades polars geodesiques

p(r,a) = aa(r),

amb (r, a) coordenades polars de TpS, amb « € (0,27) ir € (0,6) amb é > 0
tal que totes les geodesiques estiguin definides.
Volem veure que la corba r = ¢, és a dir, la corba parametritzada per
I’angle a,
(e, a) = oale)

talla ortogonalment les corbes o = constant, és a dir les geodesiques per
Iorigen
p(r, ) = oe(r).
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Es veu, amb exactament el mateix argument que abans sobre els simbols
de Christoffel, que F,. = 0, és a dir, que F(r,«) és constant sobre les ge-
odesiques o = constant.

Ara no és tan rapid concloure d’aqui que F'(u,v) = 0 per tot v ja que no
tenim la condici6 inicial F'(0,v) = 0, ja que en P les coordenades polars no
estan definides (la construccié que fem no és injectiva). No obstant, es pot
veure que

lim F(r,a) = 0.
r—0
D’aqui es dedueix, raonant per 'absurd, que F(r,a) = 0 per a tot (r,«a) de
I’'obert de definicié de .
Per demostrar que lim,_,o F'(r, &) = 0 recordem que F = (p,, p,) 1 que

limea = lim>-(0a(r))
— lim lim O'a—i-h(r) — Ua(r>
r—0 h—0 h
— lim lim O'a—i-h(r) - Ua(r>
h—07r—0 h

i a0 (0
h—0 h

ja que la derivada primera és continua (commuta amb el pas al limit) i
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04(0) = P per a tot a. Analogament
doa(r) /

iy oy = lim =5 = = 74(0),

que té modul 1 (utilitzarem només que esta acotat). Aixi,

lim F(r, «) = lim{p,, o) = (lim ¢, lim p,) = 0. O
r—0 r—0 r—0 r—0

Proposicié 11.6.2 Sigui o(u) una geodesica sobre S, i siguin P = o(uy) 1
Q = o(ug). Suposem que o(u) €s la corba oo(u) d’un sistema de coordenades
geodeésiques (o polars geodeésiques) p(u,v) = o,(u). Llavors o(u) és, en aquest
entorn, el cami més curt entre P 1 ().

Demostracio. Considerem una corba arbitraria v = ¢(u) que connecti els
punts P i @, com indica la figura. En particular, ¢(u;) = ¢(uz) = 0.

(%

Uy
Pel lema de Gauss la primera forma fonamental en aquestes coordenades

té matriu
1 0
(1),

Per tant, la longitud d’aquesta corba és

o= [0 (3 8) (& Juun [ v

i és clar que el valor minim d’aquesta integral s’agafa quan ¢’ = 0, que
implica ¢(u) = 0, és a dir, quan la corba és la geodesica v = 0. O
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L’argument geometric de Gauss

Diu Gauss: Hem pensat que val la pena deduir aquest teorema a partir de
la propietat fonamental de les linies més curtes: pero la veritat del teorema
es fa evident sense cap calcul mitjancant el raonament segiient. Siguin AB,
AB’ dues linies de longitud minima de la mateiza longitud que formen en
A un angle infinitament petit, i suposem que algun dels angles formats per
lelement BB' amb les linies BA, B'A difereix d’un angle recte per una petita
quantitat; llavors, per continuitat, ['un sera més gran i l’altre més petit que
un angle recte.

B

A

Suposem que l’angle en B és = 90° —w, i prenem un punt C' sobre la linia
AB, tal que BC = BB’ - cosec w : llavors, com que el triangle infinitament
petit BB'C' es pot considerar pla, tindrem C B’ = BC-cosw, i conseglientment

AC+CB = AC+BC-cosw = AB—BC-(1—cosw) = AB'—BC-(1—cosw),

i.e., el cami de A a B a través del punt C' és més curt que la linia de longitud
minima. Q.e.a.

11.7 Desenvolupament de Taylor de VG

Hem vist que tant si prenem coordenades geodesiques com coordenades polars
geodesiques la primera forma fonamental s’escriu

(06)
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La diferencia rau en que per a coordenades geodesiques tenim

G(0,v) =1, G(0,v) =0

ou
com es dedueix trivialment de la definicié i de 'expressié de la curvatura
geodesica de les corbes coordenades, Proposicié 11.1.4, pagina 252, sempre
1 quan suposem que la corba uw = 0, a partir de la qual es construeiren les
coordenades geodesiques, €s també una geodesica de parametre v; i per a
coordenades polars geodesiques tenim

: .0
l%G(r, a) =0, 1%(5 G(r,a)) = 1. (11.19)
com es dedueix immediatament de la proposicié seglient (vegeu I’argument
de Gauss a la pagina 312).

Proposicié 11.7.1 Sigui p(r, ) un sistema de coordenades polars geodesiques.
Llavors,
m(r,a) =r+o(r), r—0

on m(r,a) = \/G(r,a) i o(r) és una funcié de r i « tal que
lim @ = 0.
r—0 7r

Demostracio. Recordem que tenir coordenades polars geodesiques vol dir
tenir una aplicacié ¢(r, @) que associa a cada punt (r,«) € [0,00) x (0, 27)
el punt @ de la superficie S que dista r d’'un punt fixat P € S (distancia
mesurada per sobre la geodesica) i tal que I'angle en P entre una geodesica
per P fixada a priori i la geodesica PQ) és a.

Per Taylor respecte de r (les derivades en r = 0 sén derivades per la
dreta) tenim

2
T
p(r,a) = (0, 0) + @0 (0, a)r + (0, 0) - + ...

que es pot escriure com

[\

r

plr,0) = P+ f(a)r + gla) >+ ...
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1 aixi
Oy r?

= g+

Observem que f(a) = ¢,.(0,a) és el vector tangent unitari a la geodesica
determinada per «, en P.
Com cosa = (f(0), f(«)), derivant tenim

—sina = (f(0), f/(a)) = [f(a)[ cos ¢

on § és1'angle entre f(0) i f'(«). Perd com (f(«), f(a)) = 1, tenim (f(«), f'()) =
0, de manera que £ = a + 7/2.1! Per tant —sina = cosé i |f'(a)| = 1.
Fet aix0 ja podem calcular m = v/G. En efecte,

r? r?
22 92y = (flarag (o) 5, fla)rag (o) S ) = |f (@) Pr

G = 2 2

on els punts suspensius corresponen a termes amb poteéncies de r superior a
2. Com |f'(a)] =1 tenim
G =r*+0o(r?

i per tant
m =1+ o(r)

d’on es dedueixen trivialment les igualtats que voliem. [

11.8 Teorema de Minding

Teorema 11.8.1 Dues superficies amb la mateixa curvatura de Gauss cons-
tant sén localment isométriques.'?

11Sha d’excloure el cas ¢ = a + 3m/2. També es pot raonar escrivint f(a) respecte
d’una base ortonormal eq, ez, amb e; = f(0). Llavors les components de f(«a) respecte
d’aquesta base sén cosa i sina, de manera que f’'(«) té components —sin«, cosa i per
tant, té norma 1.

112F] problema de Minding, proposat per ell el 1839 al Journal de Crelle, és més general.
Concretament: Trobar condicions necessaries i suficients per tal de que una superficie es
pugui aplicar sobre una altra. Aplicar vol dir aplicar isometricament. No fa referéncia
a curvatura constant. Podeu trobar més informacié a [?], capitol IX. En canvi és curids
que donades dues superficies qualssevol es poden aplicar sempre conformement 1'una sobre
laltre (és el teorema d’existencia de coordenades isotermals, vegeu per exemple [?]).
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Demostracio. Volem demostrar que donades dues superficies S7 i Ss, i punts
P e S, P, € 5,5, existeixen entorns oberts V; de Py a S; 1 Vo de Py a Sy i
una isometria ¢ : V3 — V5.

Prenem coordenades polars geodesiques (r, &) centrades a P;. Sabem que
llavors els coeficients de la primera forma fonamental son £ =1, F =01 G
compleix

(VG),, + KVG =0. (11.20)
I sabem també, equaci6 (11.19), que

lim VG =0, lim(VG), = 1.

r—0 r—0

Cas K = 0. Llavors, per (11.20), (v/G), = g(a) pero, per la condicié
inicial, ha de ser g(«) = 1 i per tant

VG =71+ f(a).
Novament per la condicié inicial ha de ser f(a) = 01 per tant
G =r?
Cas K > 0. Llavors, per (11.20),
VG = A(a) cos(VET) + B(a)sin(VET)
pero, per la condici6 inicial, ha de ser A(«) = 0 i per tant
(VG), = B(a)VK cos(VET).

Novament per la condicié inicial ha de ser B(«a) = 1/ K i per tant

1
G= I sin?(VKT).

Cas K > 0. Llavors, per (11.20),

VG = A(a) cosh(v/—Kr) + B(a) sinh(vV—Kr)
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pero, per la condicié inicial, ha de ser A(a) =0 i per tant

(VG), = B(a)V—K cosh(VKr).

Novament per la condicié inicial ha de ser B(«a) = 1/4/—K 1 per tant

G = —% sinh®(v—Kr).

Fem el mateix a P, és a dir, considerem coordenades polars geodesiques
(r,a) centrades a P,. Obtindrem, en els tres casos K = 0,K > 0, K >
0 exactament la mateixa expressié per als coeficients de la primera forma
fonamental de S5.

Considerem ara I’aplicacié que envia, en cada cas, el punt de coordenades
(r,a) de Sy al punt de coordenades (r,a) de Sy. D’aquesta manera tenim
una aplicacié que conserva la primera forma fonamental i que per tant és
isometria.

El problema és que 'origen de coordenades polars i la geodesica respecte
de la qual es comencen a mesurar els angles no pertanyen a l'obert on es-
tan definides aquestes coordenades. No obstant, podem estendre ’anterior
aplicacio enviant els punts de la geodesica inicial a S; que estan a distancia
r de P; als punts de la geodesica inicial a Sy que estan a distancia r de Ps.
Tenim aixi una isometria entre els punts de 'obert V; format pels punts de
S1 que estan a distancia de P; més petita que una cert 0 > 0 sobre els punts
de l'obert V5 format pels punts de S5 que estan a distancia més petita que o
de PQ. O

En general dues superficies amb la mateixa curvatura de Gauss constant
no son globalment isometriques. Hi ha, per exemple, superficies de revoluci
de curvatura constant positiva que no s’apliquen sobre un tros d’esfera per
moviments rigids de R3. Per exemple, si K = 1, només hem de posar

p(u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinv, g(v))

amb f(v) = cosv + sinw, (de fet podem agafar qualsevol soluci6 de de f” +

Kf=f'+[=0)i
g(v) = /U Vsin2vdv, 0<wv<7/2,
0

(ha de ser f?+ g2 =1).
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Al tractar aquests temes sempre surten integrals el-liptiques. Vegeu un
estudi de superficies de revoluci6 de curvatura constant a [?].

Un exemple d’una superficie de curvatura de Gauss constant que no és
una esfera, ni de revolucié, va ser donada per Sievert a la seva tesi dirigida
per Enneper. Esta donada per

x = r(u,v)coso(u)
= r(u,v)sino(u)

z = L(ln(tan(v/Z))) + (C+ 1)a(u,v) cosv

Ve

on C > 0 és una constant i

2
C+1—Csin?vcos?u

a(u,v) =

1 o
r(u,v) = a(u,v)\/(1+5)(1—|—081n u)sinw

o(u) = _\/CL—H + arctan(vC + 1 tanu)

També és important remarcar el teorema de rigidesa de 1’esfera que donem
sense demostracio.

Teorema 11.8.2 (Hilbert-Liebmann) Una superficie compacta i connezxa
amb curvatura de Gauss constant és una esfera.

En canvi mitja pilota de tennis es pot modificar isometricament pressionant-
la una mica.

11.9 Equacions de Lagrange

Les equacions de les geodesiques es poden escriure molt facilment, sense
recorre explicitament als simbols de Christoffel, utilitzant les equacions de
Lagrange del calcul de variacions.

Suposem que tenim una funcié de 2n + 1 variables

L:L(t,.’ll',y), $:<x17---7$n>?y:(yla--'7yn)-
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Suposem que volem trobar una funcié h : R — R" que minimitzi la
integral

/bL(t, h(t), ' (t))dt.

Per trobar h(t) només hem de resoldre I'equacié!?
d, oL, 0L
dt Gyk n al‘k

S’ha d’entendre que primer es calculen les derivades parcials de L, que
sén funcions de (¢, z,y), i un cop calculades substituim z per h(t), y per h'(t),
i és llavors que calculem la derivada respecte t de OL/0y;.

Denotem g;; = g;j(x) els coeficients de la primera forma fonamental de
manera que per calcular la longitud d’una corba v(t) = ¢(x1(t), x2(t)) po-

114
/ Zgwx’x’ dt.

sem
Definim ’energia de y(¢) com

/ ngx’x’ dt.

Per trobar les corbes d’energia minima podem aplicar Lagrange al funci-
onal

L= L(t,,y) = Zgw )Yiy;

(no depén explicitament de t).
Per aplicar Lagrange fem primer les derivades parcials

oL _ 5%
oL
i U

13Es relativament facil de demostrar aquest fet, amb els arguments tipics del calcul de
variacions, que de moment acceptem.

H4Utilitzo (w1,22) i no (u,v) perque aix{ els calculs es generalitzen automaticament a
dimensi6 arbitraria.
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Ara substituim les 2’s i les y's de la darrera equacié per les coordena-

des de la corba buscada i les seves derivades, és a dir, les 2’s per x(t) =
/

(x1(t), ..., x,(t)) 1 les y's per 2/(t) = (24(t),..., 2, (t)). T un cop fet aixo

rrn

derivem respecte t utilitzant la regla de la cadena.
Tenim 5L
(t fL’ =2 Z gkj

i per tant

jt g;; 2;—39%%@)9;;(@9;;@) +2Zj:gkj(:v(t))x3’(t)

L’equaci6 de Lagrange s’escriu doncs
agkj 0ij
ngﬂf’f// * Z Tty = 5 Z axk‘x;x;'

Per manipular millor aquest factor 1/2 escriurem aquesta férmula com

" agk agkt agz /
ng]a: +Z ( ] ~_8x; ity = 0.

L

Multiplicant per g" (terme (r, k) de la matriu inversa de la matriu g;;) i
sumant per k obtenim

gy, O 89-)

rk " rk J 7 ] ]

§ o + E — xx; = 0.
9 9k (ascZ Or;  Oxy J

’.7’

Recordant 'expressié dels simbols de Christoffel en funcié de la metrica,
donada a la pagina 238 (canviant els papers de r i k) obtenim

x”+ZFZ] il =0,

que coincideix amb I'equacié (11.16) de les geodesiques parametritzades que
hem obtingut a la pagina 262.

Nota 11.9.1 Aquestes equacions impliquen que la corba x(t) que les com-
pleix esta parametritzada proporcional a ’arc, com hem vist a la Proposicié
11.4.3 i a l'exercici 11.10.18.
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Aixo fa que els extremals d’energia siguin extremals de longitud, ja que
aquests es trobarien aplicant les equacions de Lagrange, noa L = ) . i ij (x)yiy;,

siné a VL.

Pero

i(aﬁ_i( 1 8_L))_ 1 i(aL)_ 1 0L oVL
dt Oyy dt \2v/'L Oy 2v/L dt " Oyy, 20/LOxy  Oxy

ja que L(t) = 3, gij(x(t))za; és constant, per estar x(t) parametritzada
proporcional a Parc. Per tant, v/L compleix les equacions de Lagrange.

El mateix argument mostra que ser minim de longitud no implica ser
minim d’energia ja que en aquest cas no tenim L(t) constant i no podem
reproduir el calcul anterior.

Per trobar les equacions diferencials dels minims de longitud només hem
d’aplicar Lagrange a /L.

Tenim
GOV, AL L)y (Lo, 1 d oL,
dt* Oyp dt \ 2v/L " Oyp, VL' Oy 2/Ldt Oy
WL 1 9L
Oz, 2L 0y

Es a dir,

=0

1 oL d  OL oL
2L =+ — —

que, aprofitant els calcul anteriors, es pot escriure com

(/R 2]

L' OL
(2

on la L que apareix aqui s’ha de suposar restringida a la corba , és a dir,
L =73, 9i(x(t)zi(t)xi(t), L' = dL/dt, i la derivada OL/Jyj, valorada en
(z(t),2'(t)), i.e. primer derivem L(t,x,y) respecte y; i despres substituim x
per x(t) iy per 2/(t).
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Per exemple, la corba «(t) = (#3,¢%) no és una geodesica parametritzada
de R? ja que no esta parametritzada proporcional a I’arc. En canvi, compleix
les equacions (11.21), ja que

oL

L =yi+ys, oy, — 2w LO)= 2 (8)? + 2 (1)? = 18t
Per tant
L/ 3L 72t3
-+ 2(a [Mala) = ——6t2+2(6t) =0, k=12
2L Oy (’“+izj 5 TiT5) = g0t +2(60) =0, ’

11.10 Exercicis

Exercici 11.10.1 Sigui v(s) una corba sobre una superficie S, parametrit-
zada per l'arc. Posem P = ~(0). Calculeu la normal principal de la corba
7(s) que s’obté projectant ortogonalment y(s) sobre TpS.

Solucio. Left to the reader.

Exercici 11.10.2 "5 [Evolutes sobre superficies reglades] Sigui (U, ) una
parametritzacio d’una superficie S per coordenades principals, €és a dir, tal
que les corbes u = constant 1 v = constant son linies de curvatura. Con-
siderem la superficie reglada formada per les rectes tangents en els punts de
la linia de curvatura u = ug en la direccio de [altre linia de curvatura que
passa pel punt. Demostreu que aquesta superficie és desenvolupable i que la
distancia sobre cada generatriu des de cada punt P(v) = ¢(ug,v) fins Ueiz de
regressio €s, en valor absolut, [tnvers de la curvatura geodesica de la corba
u=ug en P(v) (radi de curvatura geodesic).

Solucio. Una parametritzacio de la superficie que ens donen és

¢(v, 1) = p(uo, v) + te(v)
on e(v) és el vector unitari

1
e(v) = m%(“oav)7

HSProblema 882 de [?].
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que escriurem simplement com

1
€ = —F=%u,
/—E,90

Denotem ¢, f , g els coeficients de la segona forma fonamental d’aquesta
superficie reglada. Com ¢y = 0, és clar que g = 0 i per tant, la curvatura de
Gauss K sera zero si i només si f = 0. Pero

N . ¢v/\¢t
N Y
(oo +tey,) Ne

(00 +tey) Aef

v

Com ¢, - (e, Ne) =0,

: Yy N e
[(py +tey) Acel

_61}

Pero, pel fet de que estem treballant amb coordenades principals, tenim
f = 0, que equival a dir que ,, és tangent a la superficie, i per tant, e,
també. Com ¢, A e té la direccié de la normal a la superfice, f = 0 com
voliem demostrar.

Ara que ja sabem que és desenvolupable!!® busquem la corba que la desen-
volupa, és a dir, una corba tal que les seves tangents son les rectes de la
superficie reglada (eix de regressié o evoluta).

Aquesta corba sera del tipus

o(v) = ¢(uo,v) + t(v)e(v)
amb la condicié de que o’(v) tingui la direcci6 de e(v). Derivant,
o' (v) = pu(ug,v) +t'(v)e(v) + t(v)e' (v),

que escrivim
o' =, +te+te,

116 A partir d’aqui el problema es pot fer sense calculs, només recordant la propietat de les
evolutes planes (la distancia entre la corba i la evoluta és el radi de curvatura), i adonar-se
llavors que en el procés de desenvolupament la curvatura geodésica és constant. En el pla
la curvatura i la curvatura geodesica coincideixen.
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pero
1

1
T =Jv u+_ uv
Vﬁ)w Niokd

i, per tant, perque ¢’ tingui la direccié de e ha de ser

e = (

1
Oy + 1

——Yuw = 0.
/—E‘P
Es a dir,
1 2
1 —|— tﬁF12 — O

Pero, en el punt (ug,v),
G,
Tl =55 = VE ke

on kg = kga(up,v) és la curvatura geodesica de la linia coordenada u = ug
(recordeu els valors dels simbols de Christoffel a la pagina 238, les férmules
per a la curvatura geodesica de les corbes coordenades a la Proposicié 11.1.4,
pagina 252, i tingueu en compte que F' = 0 per estar treballant en coorde-
nades principals).

Per tant ¢, que representa la distancia del punt P(v) sobre la directriu
fins el punt de 'eix de regressio, val

o més explicitament,
1
t(v) = ——F——
]{592 (Uo, U)
com voliem veure.

Exercici 11.10.3 Demostreu que donades dues funcions a,b: I — R di-
ferenciables definides en un obert I de R, tals que a®> + b> = 1, ewisteix
0: 1 — R tal que a(t) = cos(6(t)) i b(t) = sin(0(t)), Vt € 1.

Solucio. Fixem ty € I 16, tal que a(ty) = cos by i b(ty) = sin .
Definim

0(t) = 0y + / t(ab’ — ba')dt.

to
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Considerem la funcié
A(t) = (a(t) — cosO(t))* + (b —sinO(t))>.
Volem demostrar que A(t) =0, Vt € I. Derivem i tenim

A'(t) = (2—2(acosf + bsinh))
= 2(—a(sin )0 + b(cos )8 + a’ cosf + V' sinh)
= —b/(sinf)(a®+ b*) — d’(cos 0)(a* + b*) + a’ cos § + b sin @
=0

Per tant A(t) és constant i com en el punt ¢, val 0 hem acabat.

Exercici 11.10.4 (Torsié geodesica) Sigui y(s) una corba sobre una su-
perficie S, parametritzada per Uarc. Sigui P = ~v(0) i (T, e) una base orto-
normal positiva de TpS amb T = +'(0). La torsi6é geodesical'™ de v(s) en P
és

7o = (V(0),€)

on, com sempre, v(s) =N (v(s)), i

Demostreu que

a)

7, = (k1 — k2) cosasina,

on « és l’angle de ey, direccio principal, a T'.

b)
0'0)=71—1,

on 0 és l’angle orientat entre N 1 v. Orientat vol dir que hem de sortir de
N en direccio B. En particular, cos@(s) = (v(s),N(s)). En particular, T,
coincideiz amb la torsio de la geodésica que passa pel punt P amb la mateiza
tangent que la corba considerada.

c) Les linies de curvatura tenen torsid geodesica zero en tots els seus
punts, 1 aquesta condicio caracteritza les linies de curvatura.

17Terme introduit per Bonnet, ja que coincideix amb la torsié de la geodesica que passa
pel punt amb la mateixa tangent que la corba considerada. Pero a diferencia de la cur-
vatura geodesica la torsié geodésica no es conserva per deformacions (isometries) de la
superficie.
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Solucio. a) Sigui T'= +/(0) de manera que
T = cosae; + sinaes.
Apliquem I"’endomorfisme de Weingarten i tenim,
W(T) = kycosae + kaysinaes.

Pero

W(T) = —dN(T) = —/(0)

de manera que

1, = (V'(0),e) = (—kjcosae; — kasinaes, e)

= (k1 — ko) sinacos

ja que
(e1,e) = cos(a+7/2) = —sina
(€9,€) = cosa
€2

Dibuiz en el pla tangent, amb el normal apuntant al lector
b) Només hem de derivar

cosf(s) = (v(s), N(s))
1 tenim

—sinf0 = (V,N)+ (v,—kT — 7B)
= (V/,N) —7(v, B),
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pero (mirem el dibuix adjunt)
N = (N,e)e + (N,v)v =cos(d —7/2) e+ cosfv =sinfe + cosfv

i per tant
(V',N) =sinf(V,e) = 7,sin0
ja que (V,v) = 0.
L’angle entre v i B és, com es veu a la figura, 2r — 0 +71/2 =57/2 -0 i
per tant

(v, B) =sin

Aixi
—sinf 0 = 71,860 — Tsiné,
és a dir,
0 =—71,+71

com voliem.

Si la corba donada és una geodesica, § = 0, i per tant sobre una geodesica
la torsié i la torsié geodesica coincideixen.

Més encara, la torsié geodeésica de y(s) em v(0) és la torsic de la geodésica
que passa per v(0) amb vector tangent v'(0). Aixo és conseqiiencia de 'apar-
tat a), ja que la formula 7, = (k; — ko) sin avcos «v ens diu, en particular, que
per calcular 7, en un punt només hem de coneixer k; i ks en aquest punt, i
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I’angle que forma el vector tangent a la corba amb les direccions principals,
és a dir, només depen del vector tangent.
¢) Suposem kj # ko. Llavors el resultat és conseqiiencia directa de a).
Observem que obre les geodesiques la torsié i la torsié geodesica coinci-
deixen, de manera que podem dir que una geodésica (no recta) és plana si i
nomeés si €s linia de curvatura.

Exercici 11.10.5 Demostreu que la torsié geodésica d’una corba y(t) =
e(u(t),v(t)), pon com sempre p(u,v) és una carta local, esta donada per

U/2 —u'v u/2
E F G
e f g

Tg = —

(Bu + 2Fu'v' + Gv?)VEG — F?

Solucid. Left to the reader. Compareu amb I'apartat ¢) del problema ante-
rior.

Exercici 11.10.6 Demostreu que si una corba y(t) sobre una superficie té
curvatura geodésica zero i || (t)|| = cte llavors v(t) és geodésica parametrit-
zada.

Solucid. Amb la notacié de la férmula (11.4) tenim «'B — v'A = 0 de ma-
nera que si ' # 0 tenim B = pA amb pu = v'/w’. Per altra banda, com
(+"(t),7'(t)) = 0 la férmula (11.3) ens diu que

/U/
0=A@WV%+;Awm¢%

Com v = vy, + V', si A # 0 tenim que v?E + 2u/v'F + v?*G = 0 que
implica v/ = v = 0. Com aix0 no pot ser ha de ser A = 0 i per tant també
B = 0 com voliem.

Exercici 11.10.7 (Repére Mobile) Retrobeu les curvatures normal i ge-
odésica i la torsio geodeésica a partir del métode (simplificat) de la referéncia
mobil.

Solucid. Suposem donada una corba (s) parametritzada per ’arc sobre una
superficie S. A cada punt de la corba considerem la referencia afi ortonormal
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{7(s);e1(s), ea(s), e3(s)} amb

ei(s) = T(s)=7(s)
ea(s) = egAei(s)

es(s) = v(s)

on v(s) és el vector unitari normal a la superficie, que l'orienta. Observem
que la base (e1(s), ea(s), e3(s)) és positiva ja que e; A eg = e3.
La idea de la referencia mobil és escriure les derivades d’aquestes tres
vectors en funcié dels propis vectors (com hem fet amb el triedre de Frenet).
Derivem e (s) i recordem la férmula (8.1), pagina 194. Tenim

deq(s)
ds

=7"(s) = kg(s)ea(s) + kn(s)es(s),

que escriurem simplement com

d
% = kges + kpes.

Derivem e; = es(s). Tenim

de
2 aep + bey + ces
ds

per a certes funcions a = a(s),b = b(s),c = ¢(s) que anem a calcular.

d€2 d€1
a= <E’€1> = —(ea, E> = —ky
ja que (eq, e9) = 0.
d€2
b= (— =0
<d$ e
ja que (ey, e9) = 1.
. d€2 . d€3
= ds es) = —ex, ds>

ja que (ey, e3) = 0.
Tenint en compta ara les féormules de Frenet i que

ey = (sina)N — (cosa)B, e3 = (cos@)N + (sin0)B
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on N = N(s), B = B(s) sén la normal principal i el binormal a la corba i
0 = 0(s) 'angle orientat entre N i v = e, tenim que

% (—0'sin )N + cos O(—kT — 7B) + (6 cos0)B + (Tsin )N
= (1—0)ex — (k cos0) e
= (1—0)ey —kye.
Per tant des |
c= <€27E> =0 -7

Com hem definit la torsié geodesica com 7, = 7 — 6’ (exercici 7?) tenim

de
ds

= —kge; — T4e3.

Finalment, com (ej, e3) = 0 tenim que

deg
% = —k'n€1 + Tg€2.
S’acostuma a escriure
de
(f_sl 0 k’g k?n €1
€2 — —_ —
éi_s = kfg 0 Tg €9
€,
d_s3 _kn Ty 0 €3

Exercici 11.10.8 (Férmula de Liouville a partir de la férmula de
Bonnet) Demostreu la formula de Liouville a partir de la formula de Bonnet.

Solucid. Suposem que tenim una parametritzacié ¢(u,v) ortogonal, és a dir,
tal que F' = (pu, py) = 0.

Primerament apliquem la férmula (11.14) a les corbes v = constant.
Amb la notaci6 de la seccié anterior aquestes corbes corresponen a la funcié
f(u,v) = —v, de manera que m = 0,n = —1, i per tant T'(u,v) = j—%.“g

Aixi doncs, denotant kg la curvatura geodesica de les corbes v = constant,
tenim

1 0
1= ———F/—=3_
! VEG v
U8Prenem f(u,v) = —vino f(u,v) = v perqué volem que el vector tangent a les corbes

v = constant sigui @, 1 N0 —p,.
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Analogament, si denotem kg la curvatura geodesica de les corbes u =

constant obtenim
1 0

"2 = 5G o

Suposem ara que la corba f(u,v) = 0 forma un angle o amb la corba
v = constant. Aixo vol dir

cos o = (ﬂ T)

B

on T és el vector unitari tangent a la corba.
Si la corba parametritzada per l'arc és p(u(s),v(s)), amb f(u(s),v(s)) =
0, llavors

cosa= (== (0 ) (1§ &) () -uvE

Per ser la parametritzacié ortogonal també tenim

sina:<%,T>:<0 %)(g g)(’;ﬁ>:v’\/ﬁ.

Pensant aixi, aquest angle « seria una funcié del parametre s de la corba.
Pero, de manera analoga al que hem fet amb el vector tangent, podem definir
una funcié a de les dues variables (u,v), de manera que al restringir-la a la
corba tinguem a = «, per la féormula

cos v = (& T).

\/E’

on T és el vector unitari donat per (11.12). També tindrem

sina:<j”a,f>.

Aixi, la férmula (11.14) queda
ky = —(z(VGsina) — —(\/Ecos&))

(\/acosoz —|— \/Esmoza—)
v
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Recordem que totes les funcions de (u,v) de la dreta d’aquesta igualtat
estan valorades en els punts (u(s),v(s)). En particular, podem canviar sin &
per sina i cosa per cos« ja que a(u(s),v(s)) = a(s).

Es a dir, tenim

cosa 0o sina da

VE ou G ov

kg = kgosina + kgy cos o +

Pero

doe da Oa @ oo @ cosada  sina da

ds ds Ouds Ovds  VE Ou G o

Substituint obtenim la férmula de Liouville

d
kg = kg1 cosa + kgosin o + d_a
S

Exercici 11.10.9 (Problema 14, secci6 4-8, Struik) Trobeu l’equacid de
langle d’inclinacid de les geodésiques a partir de la formula de Liouville (la
que publica en la versié comentada de les Aplicacions de Monge).

Solucio.  Aquesta férmula diu que si tenim coordenades ortogonals (u,v)
sobre una superficie, i C' és una corba en aquesta carta local (U, ), parame-
tritzada per y(t) = ¢(u(t),v(t)), llavors

do
ky = T + (kg)1cos 0 + (ky)2siné

on

- kg = k,(t) és la curvatura geodesica de la corba C' en el punt ~(¢).

- 0 = 0(t) és angle en el punt (t) entre C i la corba v = constant'?
que passa per aquest punt.

- (kg)1 = (kg)1(t) és la curvatura geodesica en el punt (¢) de la corba
coordenada v = constant que passa per aquest punt.

H9Clarament parlem de la corba o(u, constant).
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- (kg)2 = (kg)2(t) és la curvatura geodesica en el punt y(t) de la corba
coordenada u = constant que passa per aquest punt.

Acceptarem com a conegudes les férmules que ens donen les curvatures
geodesiques d'un sistema ortogonal:

(kg)l = (kg)v:cte = _%E?/’Ua, (1122)
(kg)2 - (k?g)u:cte - +%GC\¥/UE, (1123)

on
E 0
0 G

és la primera forma fonamental respecte de les coordenades (u,v) (en aquest
ordre).

La dificultat del problema esta en que la féormula de 'angle d’inclinacio
de Gauss és valida per a un sistema de coordenades arbitrari, i la volem
deduir a partir de la férmula de Liouville, que només és certa per a sistemes
de coordenades ortogonals. Ara bé, la féormula de Gauss fa referencia a
geodesiques i la de Liouville a corbes generals.

Suposem doncs a partir d’ara que tenim un sistema de coordenades (u, v)
sobre una superficie i que, respecte d’aquestes coordenades, la primera forma

fonamental s’escriu com
E F
F G

Donem a 6, k,, (ks)1 i (k;)2 el mateix significat que els hi acabem de
donar en recordar la formula de Liouville.
Per calcular # només hem de multiplicar els vectors tangents a v = cte i

a y(t).

W) (7 6 ) (o) =B+ P =100 O 10,0 coss

Per tant

Eu + Fv'
VEU? + 2Fu'v + Gv2 VE

cosf =
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Si introduim el parametre arc s de y(t), que compleix

ds du du dv dv
& e avav Ay
dt \/E(dt) +2thdt+G(dt)’

i ometem, com és habitual, el dt, tenim

Edu+ Fdv
cosfds = ————.
VE
Facilment obtenim
i VEG — F2dv
sinfds = —————.

VE

Aquestes expressions del sinus i el cosinus apareixen exactament aixi ja
en el Disquisitiones.

Per tal de poder aplicar la formula de Liouville necessitem coordenades
ortogonals. Per a aixo, fem un canvi de variables del tipus

u = u(u,v),
v

]

Y

de manera que les noves corbes u = cte siguin ortogonals a les corbes v = cte.
El camp tangent a les corbes u = cte és

Op _p0u  0p0v_dpdu 0y

95 9uds  ovdn ouds v

de manera que si imposem que sigui ortogonal a les corbes v = cte, obtenim

(%) (FE)(d)-o

ou _
o0v

és a dir,

F
ok

Equivalentment

F
u= —/Edﬁ. (11.24)
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Apliquem la férmula de Liouville a les coordenades ortogonals (@, ) i
obtenim (posem k, = 0 perque volem l'equaci6 de les geodesiques):

do
o
Observem que 6 és el mateix independentment de si treballem en el
sistema (u,v) o en el sistema (u,v) ja que és l'angle de la geodesica amb
v = v = cte.
Observem també que la primera forma fonamental, respecte dels sistema
(u,v) és

_(kg>v:cte cosf — (kg)ﬁ:cte sin 6.

EX? 0
GE - F? |,
0 E
on A= %, ja que
ou
9p _ 0p0u
ou  Oudu

Observem que, per (11.24), tenim

()

F E;F — FGE
- - ), -

E E2

Usant les férmules (11.22) i (11.23) tenim

<GE— F2)

do 1 E)?). 1 a

=5 ( ) 2COS€_§GE—EF2 sin 6.
AzE,/GET_F = \VE

Equivalentment

1 (EX)y Edu+ Fdv 1 GE — F?
VEG — F2df = — (TR

Coeficient de du.
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1 E;  EX;
—(EzN?+2E)\)\;) = = ’
2/\2( o 2 > T
_ _FE. E, EF .
- 2E 2 E "
FE E
= Y4+ Y F,
2F + 2
. . (EX?); .
Coeficient de dv. Aprofitant el calcul de 2 que acabem de fer, tenim
F(EN); (GE — F?),FE — E,(GE — F?)
2E\? 2F?
B F(FEu n E, 7)) G n FF, GE, 4 GE, E,F?
- E'2E 2 Y2 E 2F  2E  2F?
FE
= Y — Gl
2F

Substituint, tenim

VEG — F2df = <FE“ + by _ Fu) du + (FE — @) dv

2k 2

que és exactament la formula de Gauss de les geodesiques.

Exercici 11.10.10 FEscriviu les equacions de les geodesiques de [’esfera res-
pecte de la parametritzacio

xr = Rsingpcosf
y = Rsinpsinf
z = Rcosyp

Solucid. En aquestes coordenades, amb ordre (¢, 6), tenim

E=R* F=0,G=R*sin’¢.

Observem de passada que aplicant la férmula (10.5), pagina 241, per a la
curvatura de Gauss obtenim

1

VEG

3< G, ) = - 1 3<2R2singocosg0 o1
0p 2/EG')  RZsinp\dp' 2R%sing - RY
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1
és a dir, lesfera té curvatura de Gauss constant igual a —.

Aplicant les férmules dels simbols de Christoffel de la pagina 238, amb
u =, v = 6 obtenim

I3, =cotp, I, =—sinpcosy

i els demés zero.
Les equacions de les geodesiques (p(t),0(t)) sén doncs

@ —0?singpcosp = 0,
0" +20'p cotp = 0. (11.25)

Aquests sistemes d’equacions diferencials sén sempre dificils de resoldre.
I hem de posar condicions inicials per a les funcions i les seves derivades. Per
exemple si volem 0(0) = ¢(0) = 7/21 ¢'(0) =11 6(0) =0, Navors § = 7/2
ip(s) =as+b, amb a,b € R, és una solucié. També és clar que tota corba
definida per @ = constant (meridians), amb ¢ funcié afi de s, és solucié.
Podem observar que les dues equacions anteriors impliquen

©”? + 0” sin® p = constant

simplement derivant aquesta funcié i aplicant les equacions de les geodesiques.
I és que les geodesiques estan sempre parametritzades per ’arc o una constant
d’aquest, i
I (s)'I? = ¢ + 67 sin* p,
si y(s) és la geodesica en qiiestio.
També podem observar que si tallem l'esfera per un pla que passi per
I'origen obtenim una corba (¢(s),6(s)) tal que

asin pcosf + bsinpcos @ 4+ ccosp = 0,

o equivalentment
acosf + bcost + ccot p =0,

Derivant dos cops obtenim

(—asin® + bcos 0)0 — — C2 ¢ =0,
sin®
2csinpcosp c

=0,
sin? ¢ 7 sin? o 4

(—acos—bsin0)0”+ (—asin6+bcos )0 +
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que, substituint (—acosf — bsinf) i (—asinf + bcos ) pels valors obtinguts
més amunt, es pot escriure com

/
cp y , 2cCos 2 € "

e cot p + 0" + —" =0,
4 ¢ sin? sin® ¢ 7 sin? 9090

que es pot escriure com (suposem ¢ # 0)
0' (0" — 67 sinpcos p) — ¢ (0" + 246 cot ) = 0,
o encara millor com
A0 — By =0 (11.26)

amb

A = ¢ —0?singcos o,
B = 0"+200 cotp.
Clarament doncs les geodesiques compleixen aquesta equacid, pero si ara
afegim a aquesta equacio que les geodesiques han d’estar parametritzades per
I’arc o multiple de I’arc, veurem que cadascun dels dos sumands de ’anterior

igualtat han de ser zero i recuperem, doncs, les equacions de les geodesiques.
En efecte, si afegim la condicié

0% + 0% sin® p = constant,
que derivant, és
N4

0" 4 0% sinpcosp + 0’0" sin* o = 0

Substituint ¢” i §” tenim

@ (A+ 0% sinpcosp) + 0% sinpcos p + ' (B — 200 cot @) sin® ¢ = 0,
que simplificant queda
¢’ A+ Bsin® p = 0. (11.27)

Ara és clar que la tnica solucié del sistema format per les equacions (11.26)
i (11.27), que té determinant 6”sin®p + ¢ # 0, és A = B = 0, que sén
justament les equacions (11.25) de les geodesiques de 'esfera.
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Exercici 11.10.11 FEscriviu les equacions de les geodesiques de [’esfera res-
pecte de la parametritzacio

r = Rsin}%cos&
y = Rsin}%siné

S
— Rcos —
z COSR

Solucio. En aquest cas

E=1 F=0 G=Rsin?->,
, , st

Els simbols de Christoffel quan £ =11 F = 0 s6n

i, = 0, I?, =0,
Gy
Fb = 07 F%Z = %7
r, = =G oo G
2 2G

que en el nostre cas séon

F%l = 07 F%l == 0,

1 S
Pb = 07 F%Q = }—%COt E,
Iy, = —Rsin % oS %, rs, = 0.

i, per tant, una corba s(t),0(t) és geodesica si

" _os(t)  s() e
s(t)—Rsm?cos?(@(t)) = 0

" 1 S(t) / / .
0" (t) + 2}—% cot = S t)e'(t) = 0

Exercici 11.10.12 (Pseudoesfera) Calculeu les geodésiques de la pseudo-
esfera.



Geometria Diferencial Classica 301

Solucio. La tractriu, situada en el pla y, z té equacié (vegeu, per exemple,
[7]) X
t) = R(t — tanht, ——).
() = R( p——y)
Per raons que es veuran a continuacié reparametritzem ~(t) per I'arc. Com

t
S(t) = / IV()|ldt = Rincosht,
0
la reparametritzacio és

o(s) = v(t(s)) = R(argcosh e/ — e5/B\/e2s/R _ 1 ¢=s/R),

Si la fem girar al voltant de 1’eix de les y's tenim una parametritzacié de
la pseudoesfera

(s, a) = R(e™*/F cos o, argcosh e/ B — e75/B\/e2s/R _ 1 ¢=5/Bgin )

Calculem la primera forma fonamental respecte aquesta parametritzacié.

U, = (—e ¥ Fcosa, e /F\/e2/R — 1 —e ¥/ Bsin )

U, = R(—e *Esina,0,e % cosa)

1 0
I = ( 0 R2e-2s/R )

Aplicant la férmula (10.5), pagina 241, per a la curvatura de Gauss ob-
tenim

1 1 1 1
_ _ \/ _ v/ P2,—2s/R - _ -s/Ry _ _
K \/@( G)ss R26728/R ( R?e ) Refs/R (Re )ss R2

és a dir, la pseudoesfera té curvatura de Gauss constant igual a
1
(Ri)*
També podem calcular els simbols de Christoffel amb les féormules de la
pagina 238, i obtenim

i per tant

Ss

2 _ 2
1—‘12 - FQI__

T, = Re */E

1
R
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i els demés zero.
Per tant les equacions de les geodesiques v(t) = W(s(t), a(t))sén

S//(t) + Re—Zs(t)/Ra/(t)2 = 0
2
o (t) — Es'(t)o/(t) = 0

Nou canvi de coordenades. Per tal de deixar clar que la pseudoesfera és

un tros del semipla de Poincaré que s’introduira més endavant, fem

= o

_ es/R

de manera que dx = da i ds = Re~*/Bdy, i per tant
d2 R2 723/Rd Z_R_2 d 2 d 2
s°+ R%e o = e (dz* + dy*)

la classica metrica de I’'Henry.
El canvi correspon a reparametritzar aixi:

1 .
q)(l‘,y) = \P(Rlnva) = R(CO;a7argCOSh(y) - ; V y2 - 17 Slza)

Coma ara F = G = R?/y* i F =0, els simbols de Christoffel sén (ordre
(2,9))

1
F%l = -
Y
F%z = F%lz__
1
rz, = —-
22 y

i els demes zero.

Exercici 11.10.13 Retrobeu les equacions de les geodésiques dels problemes
11.10.11 ¢ 11.10.12 directament a partir de les equacions de Lagrange.
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Solucid. L’element de longitud de lesfera en coordenades (p,6) (colati-
tud,longitud) és
ds® = ¢ + R?sin®(p)0".

El funcional de Lagrange és
L(t, 1, 22,91, 42) = yi + R sin®(z1)y;.

. oL . oL . 0L
a_yl _ oy, a_yQ —9R? sz(m)y% E)_m = 2RR? sin(wy) cos(x1)y§7 8_1:2 =0

Ara substituim x; per ¢(t), xo per 6(t), y1 per ¢'(t) i yo per 0'(t), i tenim

d oL d

SGE) = L) =260
g_:fl — 2R sin(oo(t) cos(ip(£)) (1)

%(g_gi) _ %(2]‘22 sin?()# (t)) = 2R?(2sin o(t) cos p(t) ¢’ ()0 (t) + sin? o(£)0" (t),
o,
o=

Si ara escrivim

4oL, _ oL

obtenim les mateixes equacions de I'exercici 11.10.11.

L’element de longitud de la pseudoesfera en les coordenades (s,a) de
I'exercici 11.10.12 és

dr* = ds® + R*e /R,
El funcional de Lagrange és

L(t, 21,29, y1,Y2) = 5 + RQ€72$1/RZJ§~

oL oL oL oL
i ] = _9R%,2t1/R 2 _9Re2x1/R 2 vr
3y1 Y1, 3y2 € Y2, axl € Yas 81’2

0
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Ara substituim z; per s(t), xo per a(t), y; per s'(t) i yo2 per /(t), i tenim

d  OL d, ., "
%(8_3/1) = 5(23 (t) =2s"(¢),
L

aa_xl — _2R€72s(t)/Ra/(t>2
d 0L _ d 2 ,—2s(t)/R ./ _ 2,-2s(t)/R 2 / / "
dt(ayg) = 5 (2R%e a'(t)) =2R%e 75 (1) (t) +a"(t) ],

oL
Si ara escrivim

i<8L) 0L

obtenim les mateixes equacions de l'exercici 11.10.12.

Exercici 11.10.14 (Struik p.154) Demostreu que les evolutes d’una corba
son geodesiques de la superficie polar d’aquesta corba.

Solucio. La superficie polar de la corba ~(s), parametritzada per larc, és

p(s,t) =(s) + p(s)N(s) + tB(s).

Com

el camp normal és

v(s,t) = £T(s)

Només hem de veure doncs que la normal principal de la evoluta en el punt
©(s,t) té la direccié de T'(s).
Pero la evoluta esta donada per (vegeu la Proposicié 3.12.1)

B(s) =(s) + p(s)[N(s) — cota(s) B(s)], «afs)= /OS 7(u)du + c.
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Llavors, ometent el parametre s per simplificar,

B = pN—prB—p cotaB

+ ,0,7-2 B — pTcotaN
sin® «v

= (p' = preota)N + cota(prcota — p') B
= (p' — preota)(N — cotaB)

Denotant V' = N — cotaB és clar (recordeu com es calcula la normal
principal d’una corba no parametritzada per I’arc) que la normal principal
buscada és el vector

VAVAV

normalitzat, pero
V' = —kT — 7 cota(N — cotaB) = —kT — 7 cot aV
aix{
VAV =—kVAT

VANVAV)=KT

ja que V' iT sén ortogonals, i per tant la normal principal és igual a 7" com
voliem demostrar.

Exercici 11.10.15 Demostreu que les geodesiques del tor de revolucio
U(p,0) = (rcose,rsing,asinf), r=p+acosf

compleizen [’equacio diferencial de primer ordre

ca do

dy = =

rv/r?2 — c2
amb ¢ constant.

Solucio. La primera forma fonamental és

r2 0
=( )
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i, per tant, els simbols de Christoffel sén

Il _ _asinf _,  rsinf
2= T i T
r a

i les demés zero. Les equacions de les geodesiques son, doncs,

,  2asinf

0y =0

rsin 6

9//+ (Spl)2 —_ 0

a
La primera es pot escriure com
v =-h'y, y=¢ h=2Inr

de manera que
Iny=—1Inr+a,

és a dir,
¢ =kr,
per una certa constant k. Per tant, ¢’ = —2kr=3r’, que substituint a la
primera equaci6 ens déna
r 1 7,,/
sinf=—+ -
2a6'’ at’

Substituint els valors de sinf i ¢’ a la segona equacié tenim

/{27”,
CLQTSQ’ :

0// —

que es pot escriure com
a2r3(0’2)’ — 2]€2T/
1 per tant
/{32

a?r?

02 =— + A

amb A una constant, que per la forma d’aquesta equacié ha de ser positiva.

Aixi,
b Va?r? — k2 - k2 — 2
ar car '
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amb ¢ = k/av/\.
Finalment,
dp dpds _ kr? ac

de_%de_ o’ rr2 — 2’

com voliem.

Exercici 11.10.16 Demostreu que en un sistema de coordenades polars ge-

odesiques tenim
3

m:r—KOT—+0(r3)

6
onm =G, i Kg=K(0,0) és la curvatura de Gauss a l'origen.
Solucid. Desenvolupem m = m(r, ) per Taylor. Com m(0,0) =01 %—Tlr:O =
1 tenim
2 3
m:r+a25+a3€+...
Pero o
m
a/2 ar2 |r:0 m( Y ) ( ? ) ?
i
Pm 0 om 0K
— -2 -mK)=—-——  K(0,0)-m(0,0)— = —-K(0,0
9= s r=0 87"\r:0( mK) or |r=o (0,6)=m(0,9) or r=o (0.6),
1 per tant

com voliem.

Exercici 11.10.17 Calcular la longitud i l’area del cercle geodésic de radi
R.

Solucio. Els punts que estan a distancia R de P estan donats per la corba
(R, 0), respecte del sistema de coordenades polars amb centre P. Derivant
respecte de 6, veiem que el vector tangent a aquesta corba té coordenades
(0,1) i per tant la seva norma val /G = m. Aixi,

27
I = md9:27rR—%KoR3+...
0
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i larea
R 27 T
A= / / mdrdf = mR* — EKOR‘*,
que donen interpretacions geometriques de Ky,

3 2nR — L 12 TR — A
Ko=—-lm———7 Ky=—lim ——
T TRo0 RS T rRN0T R
Exercici 11.10.18 Deduiu directament a partir de les equacions diferencials
de les geodesiques parametritzades (11.16) que el parametre és proporcional

a larc.

Solucio. Aixo ha estat provat de manera trivial a la Proposicié 11.4.3 utilit-
zant la normal a la superficie. Donem-ne una prova intrinseca.

Com ja hem fet anteriorment, i perque aquesta demostracié valgui en
dimensié arbitraria, denotem les habituals cartes locals ¢(u,v) de les su-
perficies per ¢(zq,x2). La norma al quadrat del vector tangent a la corba

V(1) = @(x1(t), 22(t)) és

Zgij(x(t))xé(t)xé(t% 2(t) = (21(1), (1))

i per tant el que volem veure és (prescindeixo de la referéncia a t)

d agl / "
dtZgU() = a]xkx 7423 gyle)ala; =0 (11.28)

1,J 1,7,k

i les equacions de les geodesiques

dg 39 . 0gi
T kr rj ri  O8ij .
+Z 5 +Z Bz ¥ 2, ~ 90,5 =0

7Jr

multiplicant per g5 i sumant per k tenim

2 Z GrsTy, + Z Ors( 89” 9ri _ 99, Jwia = 0.

Ox;  Ox,

7]7

Es a dir,

as asz az ’
T st + TG4 G- My o
k S
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Multiplicant per z/, i sumant per s tenim

2ngs:c x4+ Z c(;g;] 895% — ggx”)x;x;x’s = 0. (11.29)

7-]8

Ara observem que fixats tres valors, iguals o diferents, i = a,j7 =b,s = ¢
el coeficient de z/zjx!, en el segon sumand esta format per la suma estesa a
i,7,s € {a,b,c} de

(agsj 4 09si _ agij)
o0x; Oxr; Oz,
i per tant el terme
agsi
al‘j ’

amb s = a,7 =b,j = ¢ es compensa amb el terme

9gij
ox,’
amb ¢ =ua,j=0,5 =c.
Per tant, (11.29) és equivalent a

Zngsx xl+ 933 ;;;:O.

7‘75

que coincideix amb la igualtat (11.28) que voliem demostrar.

Exercici 11.10.19 (Calcul de variacions) Considerem totes les corbes f :
[a,b] — R"™ amb f(a) i f(b) fizats. Sigui L = L(t,x,y) una funcié de R*"*!
aR. Volem trobar, d’entre totes les f's anteriors, la que fa minim l'expressio

b
1(f) = / L(t, f(8), (£))dt.

Solucio. Considerarem variacions uniparametriques de f i derivarem respecte
aquest parametre. Suposem f solucié del problema. Considerem

U :[a,b] X (—€,¢) — R”

una aplicacié diferenciable amb ¥(a, s) = f(a) i U(b,s) = f(b), Vs € (—¢,€).
Suposem també W(t,0) = f(0) i denotem fs la corba fs(t) = U(t,s).
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La condicié de minim és doncs

d b
=L 10, £ =0

Per la regla de la cadena,

OL dfs(t) OL df(t) B
/ Z (axk ds Gyk ds )dt—().

Equivalentment,

/ Z OL df.(t)  OL BL1D)Y, g
Oz ds ayk dt ds o

Aplicant integracié per parts a la segona integral tenim,

OL dfy(t)  d L df,(t)\ ,
/Z<3xk s " @iy ds dt =0, (11.30)

ja que el terme que surt fora de la integral en fer integracioé per parts, s’anul-la

[G_Ldfs(t)r 0

8yk ds
e (0) (b) — [5(b)
dfsb T ferhb _fsb o
s h =0
dfsla) _,

per la condicié sobre els extrems fixats. I analogament

Com (11.30) és certa per a tota variacié U(¢, s) ha de ser

com voliem.



Capitol 12

Teorema del defecte

12.1 L’angle d’inclinacié al Disquisitiones

Recordarem la caracteritzacié que déna Gauss en el Disquisitiones de les
geodesiques, estudiant 'angle que aquestes corbes formen amb les linies co-
ordenades (en direm angle d’inclinacid). Aixo el porta a una equacié de
primer ordre per a les geodesiques, i no de segon ordre com és 'equacié que
es déna habitualment. Gauss diu que el seu punt de vista és millor.!?°

Foérmula de ’angle d’inclinacié. Seccié 18 del Disquisi-
tiones

A la seccié 18 del Disquisitiones Gauss troba la féormula!?!

F 1dE dF 1dG

que nosaltres escrivim

do F OF 10F du OF du 10G dv
BG = FE =38 05 "200 ds 0w ds  20u ds

on s és el parametre arc de la geodesica i 0 és I'angle entre la geodesica i
les corbes v = constant. Direm que aquesta féormula és la formula de [’angle
d’inclinacio.

120/..] és també possible eliminar l’angle 0, i derivar-ne una equacid diferencial de segon
ordre entre p i q, la qual, no obstant, seria més complicada i menys util per a les aplicacions
que la formula precedent.

121F]] utilitza p, g en lloc de u,v.

311
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Coordenades ortogonals. Seccié 19 del Disquisitiones

A la secci6 19 del Disquisitiones estudia el cas particular en que tenim un
sistema de coordenades ortogonals, és a dir F' = 0. Llavors la férmula de
I’angle d’inclinacié es redueix a

10F 1

‘ds 20v ds 20u ds
Gauss aplica la seva férmula al cas particular de coordenades polars ge-
odesiques. Denotem-les!?? (r,a). Les corbes a = constant sén geodesiques,
que suposarem parametritzades per 'arc, de manera que F = 1. Aixi la
formula de I’angle d’inclinaci6 és
de 10G dv
VG- =22 — uU=ruv=a«a
ds 20u ds ( ’ )
I la férmula de la curvatura que Gauss havia trobat a la seccié 11, que és la
nostra equacié (10.4), pagina 241, queda

4GP K = G? — 2GG,.

Gauss introdueix llavors la notacié m = v/G i escriu les dues equacions
anteriors com!?3

2
g—_L9m 40 OImda (12.2)
m Or? ds or ds

La primera és una igualtat entre funcions de les dues variables (r, a) i la
segona és una igualtat entre funcions del parametre arc s. Si la geodesica
té equaci6 (r(s),a(s)), la derivada parcial de m = m(r, ) respecte r esta
valorada en aquest punt.

Gauss acaba aquesta seccié demostrant que m(0,«) = 0 i %_T\(o a) = 1.
L’argument de Gauss per veure aquesta igualtat és que I'element de lbngitud
ds?* = dr? + Gda? restringit a les corbes r = constant és ds = mda, perd
aquesta corba ha de ser molt proxima, per a r petit, a un cercle de radi r,
que té element de longitud rda de manera que r = m i per tant, a l’origen,

m =01 %—Tlrzo = 1. Hem explicitat aquests calculs a la secci6 11.7.

122F]] les denota r, .
123Hem deduit la primera d’aquestes férmules a (10.6) i deduirem la segona a (12.3).
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12.2 Angle d’inclinacié a partir de la férmula
de Liouville

En el Disquisitiones Gauss dedueix la férmula de ’angle d’inclinacié a partir
de les formules de Lagrange del calcul de variacions.

Pero aquesta férmula, en el cas particular de coordenades ortogonals, és
essencialment un cas particular de la férmula de Liouville, pagina 293.

En efecte, si apliquem la féormula de Liouville a una geodeésica, que té
doncs k, = 0, tenim

0= k’91C089+kQQSiDQ+?.
S

Tenint en compte els valors de les curvatures geodesiques de les linies coor-
denades en una parametritzacié ortogonal, Proposicié 11.1.4, pagina 252, i
el valor de sinf i cos 6, equacié (11.11), pagina 258, tenim

W B pdu i edo
ds 2FVG  ds  2GVE  ds
1 du 1 dv

By ——Gy—
2WEG ds 2VEG ds

que podem escriure com
VEGY = %u’ - %Ul

i que és exactament la férmula de 'angle d’inclinacié de Gauss.

Observem que si a més de tenir F' = 0 tenim també E = 1 aquesta
féormula es redueix a

r_ Gu 1)/ _ Ul
0 = W (VG0 (12.3)

A Texercici 12.5.1 deduim la férmula (12.1) de 'angle d’inclinacié per a
coordenades no ortogonals.



314 Agusti Reventds

12.3 Angle d’inclinacié a partir de I’equacio
de les geodesiques

L’equacié de les geodesiques és (pagina 262)

d2,yk: d’}/i d’yj
rr—— =0, k=12
ds? Yds ds ’ ’

Tenint en compte els valors del simbols de Christoffel donats a la pagina 238,
per al cas de coordenades ortogonals (F = 0), aquestes dues equacions es
transformen en

E, E, G,
W+ ﬁua + fulvl N ﬁvlz =0,
o E, 2 + % W+ Gy 2 _ .

¢t e TGt

cos
Derivant la igualtat ©/ = —= que hem obtingut a la pagina 292 tenim

VE

"

v = —sinff — — ;COSQ@
vVE 2BEVE ds

Com que sinf = v'vVG i dE/ds = E,u’ + E,v', tenim

12 !,/
s NG U u'v
u' = —v —

Igualant amb el valor de u” donat per I’equacié de la geodesica tenim

E
VEGY = %u’ — %v'

que torna a ser la formula de Gauss.

12.4 Teorema del Defecte. Seccio 20 del Dis-
quisitiones

Ara integrem la curvatura K sobre un triangle geodesic 7" amb un dels vertex
A en lorigen de les coordenades polars geodesiques. Recordeu la definicié
d’integral d’una funcié sobre una superficie, equacié (5.1), pagina 122.
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El costat AB és la geodesica a = 0, el costat AC' és la geodesica o = A
(denotem A, B,C' els vertexs i els angles del triangle). El costat BC' té
equacié r = r(«).

r(4)

'(‘ts

ocs)

B

La metrica en coordenades polars geodesiques (7, ) és

1:((1) g)

Posant m = \/5 I'element d’area s’escriu com
dS = mdr da,

i per tant la integral que volem calcular és

/de // K( dr d // dd—/A(l—a—m)d
’I"Oém'f’ o = — @TQTOé—O 87“

ja que |T= 1 (férmula (11.19), pagina 275). Hem utilitzat I’expressié de

K donada a (10.6) pagina 241.
Ara bé, la igualtat (12.2),

g Omda

ds  Ords’
on 0 = 6(s) és l'angle que forma la geodesica BC, d’equacié (r(s), a(s)),
respecte el parametre arc s, amb les corbes a = constant, posant s = s(«),
és a dir, reparametritzant la geodesica per ’angle, permet escriure

db B df ds om

da  dsdoa Or’
de manera que tenim

/ KdS = A+/ %da — A4+0(A)=6(0) = A+C—(n—B) = A+B+C—.
T 0
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9(0)

Utilitzant que la curvatura de Gauss és el jacobia de I'aplicacié de Gauss,
pagina 140, resulta que la integral de K sobre el triangle T' és 'area, amb
signe, de la porcié d’esfera obtinguda per la imatge de T' per I'aplicacié de
Gauss (vegeu comentari i férmula (6.9), pagina 142).

Gauss diu:

Aquest teorema, que si no ens equivoquem, s’hauria de contar
entre els més elegants de la teoria de superficies corbes, es pot
enunciar també com segueix: L’excés sobre 180° de la suma dels
angles d’un triangle format per linies més curtesGeodesiques sobre
una superficie concavo-concava, o el deficit sobre 180° de la suma
dels angles d’un triangle format per linies més curtes sobre una
superficie concavo-convexa, esta mesurat per ’area de la part de
I’esfera que correspon, a través de les direccions de les normals,
a aquest triangle, si la superficie total de l’esfera és igual a 720
graus.

Si tenim una superficie compacta triangulada per C' triangles geodesics,
podem aplicar I'anterior formula a cadascun d’ells i sumar. Obtenim

/KdSIQﬂ'V—CT(
s

on V és el nombre de vertexs de la triangulacio.
Com que en aquesta triangulacio es compleix 3T = 2A, on A és el nombre
d’arestes, la caracteristica d’Euler val

1
X=CH+V—A=V-2C
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Per tant
/KdS =27y,
s

resultat que es coneix com teorema de Gauss-Bonnet.

12.5 Exercicis

Exercici 12.5.1 Demostreu que si 0(s) és l'angle amb que la geodésica y(s)
talla les corbes coordenades v = constant, llavors

VEG —FF -0 = F 8E+1

1
- .= _EU/_FUI__U/-
°FE 9s 2V W= 5 G

Solucio. Utilitzarem les expressions

E,
ET}, +FT}, = 5
1 2 G“
BTy, +FI3, = —2'+F,
1 2 Ev

que hem trobat a la pagina 237.
Com que I'angle 0(s) és I’angle entre els vectors 7/(s), amb v(s) = ¢(u(s), v(s)),

1 ¢, tenim
E F 1
/ !/
(e e))
= cos
VE
és a dir
VE cos = Eu' + Fv, (12.5)

igualtat de funcions de s. Per tant,
VEsing = +v'vVEG — F?, (12.6)

com es veu facilment utilitzant que Eu'? + 2Fu/v' + Gv'? = 1 (s parametre
arc).
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Derivant (12.5) i utilitzant (12.6) tenim

El
2VE
Substituint «” i v” pel seu valor que es dedueix de les equacions de les
geodesiques tenim

(B + B + Bu” + (Fuu' + Foo')v' + Fu" = cosf — 'V Esin 0

(B 4+ B — E(T1u? + 2T 0/ + Tapv')
+ (P + Fu'w — F(3 0 4 202,00 + Ta,0™?)

!/

2VE

Les féormules (12.4) permeten escriure aquesta igualtat com

cosf — @'V Esin0

(B + B + (Fuu' + Foo')'
Eu u
— 7u/2 —Evu'v'—i— (% - FU)UIQ

E/
= cos@ — @'V Esinf
2VFE

Substituint sin 6 i cos# pels seu valors

(B + B + (Fau' + B

E, Gy
_ 71/2 — Ealv + (7 o FU)U/Q
E/
- ﬁ(Eu’ + Fv') = 0'v'VEG — F?
1 E'Fv
= §(Euu’ + B0 + 2EU — 0"W'VEG — F?

(prenem el signe + en el valor del sinus perque considerem 6 € [0, 7). Divi-
dint per ¢’, i simplificant, obtenim

F 1 1
0/\/ EG — 2 = EE/ + §EUU/ - Fuu' - éGuvl

com voliem demostrar.



Capitol 13

Camps vectorials

13.1 Camps vectorials a R"

Sigui'?* U un obert de R”. Un camp vectorial X sobre U consisteix en
assignar a cada punt z € U un vector X, de R".

Es pot pensar, doncs, com una aplicacio
X:UCR"— R",

que associa a cada = € U un vector X,, de R". Es a dir, X (z) = X,.

Com que tot vector de R™ és combinacié lineal de la base canonica
ey,...,e, de R" per a cada xr € R” tindrem

X(z) = ZXi(x)ei, (13.1)

on els coeficients X*(z) sén nimeros reals que depenen de .

A T’hora de representar un camp graficament suposarem que el vector X,
té el seu origen en el punt z € R”. Per exemple, el camp de R? donat per
X(x,y) = (x,y) el representem com

124GQegueixo uns apunts manuscrits de Joan Girbau.

319
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N

.
—

Els camps els podem sumar entre si i multiplicar per escalars de manera
evident i també els podem multiplicar per funcions. Concretament si f : U C
R"™ — R és una funcié i X és un camp vectorial sobre U, llavors fX és el
camp vectorial sobre U donat per

fX: UCcR" — R”
P = f(P)Xp

Si denotem per E; : R — R™ el camp constant E;(z) = e;, Vo € R",
i=1,...,n,'equaci6 (13.1) es pot escriure com

X(z) =) X'(x)Ey(x),
i=1
que, ometent el punt x, dona lloc a 'expressié
X=> X'E, (13.2)
i=1

on les X* sén funcions X? : R* — R, anomenades components del camp, ja
que associen a cada x € U la component i-essima del vector X,.
Per simplificar la notacié, en lloc de (13.2) escriurem

X=(X'...,X"
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que permet pensar els camps com ‘vectors de funcions’. Es a dir,

(XL XY U — R"
r = (XY2),...,X"(x))

Es diu que X és un camp vectorial diferenciable si les seves components X,
1 =1,...,n, sén funcions diferenciables.

Finalment observem que el producte escalar ordinari de vectors déna lloc
al producte de camps. Concretament, si X,Y sén camps vectorials sobre U,
definim el seu producte escalar (X,Y’) com la funcié

(X,Y): UCR" — R
P — <XP,YP>

13.2 Corbes integrals

Utilitzarem sovint que si X és un camp diferenciable sobre un obert U i
P € U, llavors existeix una petita corba y(t) continguda a U tal que v(0) = P
iv/(t) = X, (petita vol dir que y(t) només esta definida quan el parametre
t varia en un interval obert del 0). Aixo és conseqiiencia del teorema d’e-
xistencia i unicitat de solucions de les equacions diferencials, i de la de-
pendencia diferenciable d’aquestes respecte de les condicions inicials.

De fet tenim

Proposicio 13.2.1 Sigui X un camp vectorial sobre un obert U de R™ i
sigut xg € U. Fuxisteixen un entorn obert V de xy, € > 0 7 una aplicacio
diferenciable

Y (—e,e)xV —U
tal que ¥(0,z) = x, Vo € V, i tal que

dy(t, )
Tar e
Demostracid. Siguin X*(xy,...,x,), i = 1,...,n, les components del camp

X en la base canonica de R". Considerem el sistema d’equacions diferencials
ordinaries .
dy’
dt

=X'(Y'(t),...,0"(); i=1,...,n.
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Es a dir, ens preguntem si existeixen funcions v*(¢) que compleixin les ante-
riors n igualtats.

Pel teorema d’existencia i unicitat de solucions i dependencia diferenci-
able de les condicions inicials, fixat zy € U, existeixen €¢,§ > 0, tals que
Vo = (21,...,%,) que compleixi |z; — xp;| < 0, existeix una tnica solucié
Pt x), ..., " (t,x) del sistema, diferenciable en ¢ i z, definida per a |t| < €
i tal que ¥(0,x,...,1,) = z;. Agafant V = {z;|z; — x¢;] < §} hem acabat.
O

Nota 13.2.2 Si fixem z, la corba ¢ (z) = ¢ (t,z) és la corba integral del
camp ja que passa per x quan t = 0 i el seu vector tangent en qualsevol dels
seus punts coincideix amb el valor del camp en aquest punt, és a dir,

dwt (.1')
dt

— th(x).
* % *
Exemple 13.2.3 Trobem la corba integral del camp X (z,y) = (z+vy,y) que

passa pel punt (0,1).
Plantegem el sistema

dip! 1 2
— = Yt ¢
= 9+ )
dy? )
— ¢
= g
que, per simplificar la notacié escriurem simplement com
dx
— = t t
o z(t) +y(t)
dy
A t
7 y()

De la segona deduim y(t) = ce’, que en imposar y(0) = 1 ens déna y(t) = €'
De la primera deduim z(t) = (¢t + a)e’, que en imposar z(0) = 0 ens déna
z(t) = te'. La corba buscada és doncs (tel, e').

Observem que amb la notacié de la Proposicié 13.2.1 aquesta solucié es
denota ¥(t,0,1). Si volem coneixer v (t, z,y) per a tot (z,y) hem de trobar
solucions del mateix sistema pero amb les condicions inicials x(0) = = i
y(0) = y, o equivalentment ¥(0,z,y) = (z,y). Obtenim z(t) = (yt + x)e i
y(t) = ye', és a dir,

U(t,z,y) = ((yt + x)e’, ye').
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Grup uniparametric

Si fixem t € (—¢,¢€), 'aplicaci6 ¢, : V. — R™ donada per

i) = (1, 2)

és un difeomorfisme. Només cal observar que la seva inversa és v_;. També
es compleix que si t,s,t+ s € (—€,€) i x, 1, (x) € V, llavors

Virs(T) = Yie(s()).

Per aix0 es diu que el conjunt d’aplicacions {1} forma un grup uniparamétric
local de transformacions. No entrem de moment en més detalls que podeu
trobar a [?].

Integral primera

Veiem l'existencia local d’integrals primeres al pla.

Proposicié 13.2.4 Sigui X un camp vectorial sobre un obert U de R?. Sigui
P e U. Ezxisteix un entorn obert V de P, V C U, © una funcic F':' V — R
tal que dFy # 0, per tot Q € W, i tal que F' és constant sobre les corbes
integrals de X.

Es div que F és una integral primera de X.

Demostracié. Suposem, sense perdre generalitat, que P = (0,0) i que Xp =
A(1,0), A € R. Sigui ¢4(x,y) el grup uniparametric associat a X. Sigui
h(t,y) = ¥((0,y)), definida per aquells valors de ¢t i y on el segon terme
tingui sentit.
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Calculem la diferencial de h a l’origen.

0
dhp(&) - Xp
0 0
th(a—y) = W

Com Xpi a% son linealment independents, dhp és un isomorfisme i per tant,

existeix W entorn obert del punt (0,0) del pla (¢,y) tal que h : W — h(W)
és un difeomorfisme local.

Definim F' = mo h™!, on 7 és la projeccié sobre la segona component.
Llavors dFg # 0 en un entorn obert V de P, V C h(W), i

F(¢,(0,y)) = m(h™'¢(0,y)) = 7((0,y)) = y.
Es a dir, F és constant sobre la corba integral U (0,y). O

A Tlexercici 13.5.1 apliquem l'anterior resultat a provar l'existencia de
coordenades principals.

13.3 Els camps com derivacions

Sigui f una funcié diferenciable sobre U, obert de R", 1 X =Y " | X'E; un
camp vectorial diferenciable sobre U. Si P € U, denotem Xp(f) el nimero

5 =3 x ) (5E) (133)
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que no és més que la derivada direccional de f en la direccié del vector Xp.
Com que el gradient de f és el camp vectorial sobre U que en cada punt

P val
or . 9f
drypOx1p

grad f(P) = (
I’anterior igualtat s’escriu com

Xp(f) = (X, grad f)(P).

Aquesta expressié suggereix que donat el camp X i la funcié f podem definir
una nova funcié X (f) : R — R per

(X[)(P) = Xpf.

)

Equivalentment,
X(f) = (X, grad f)

Mirant l'expressié explicita de Xp(f) donada a (13.3), veiem que si X i
f s6n diferenciables, la funcié X (f) és diferenciable!?.

Es diu que els camps actuen sobre les funcions assignant a cada funcid
diferenciable f una nova funcié X(f) que en cada punt P val la derivada
direccional de f en la direcci6 Xp. Podem pensar doncs els camps X com
aplicacions

X:C®U) — C=(U)
on C*(U) és el conjunt de funcions diferenciables sobre U.
Es comprova que X (f+g) = X (f)+X(g) i que val la férmula del producte

X(fg) =X(f)g+ fX(g).
La pregunta és: qualsevol aplicacio
D:C*(U) — C=(U)

prové d’un camp? La resposta és que si, si ens limitem a aplicacions D com
I’anterior que siguin lineals i compleixin la férmula del producte

D(fg) = (Df)g+ f(Dg).

Aquestes D’s es diuen derivacions. Que valgui la féormula del producte im-
plica que la derivada de les constants és zero, ja que D(1-1) = 2D(1)
i per tant D(1) = 0. Llavors, per linealitat, si ¢ és qualsevol constant
D(c)=D(c-1)=¢D(1) =0.

125Gi f fos C* llavors X (f) seria CF~1.
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Teorema 13.3.1 Tota derivacié prové d’un unic camp.

Demostracio. Donada D : C*°(U) — C>°(U) considerem el camp
X =) (Dx,)E;
i=1

on les x; son les funcions coordenades habituals de R™ (projeccié sobre la i-
essima component). Volem veure que per a cada funcié diferenciable f sobre
U es compleix

Xf=Df.

Per comprovar aquesta igualtat de funcions mirarem que coincideixen sobre
un punt x( arbitrari. Per a cada x considerem el segment que uneix x i xg i
tenim

fla) = o)+ [ G+t —an))at

amb

En particular

2L (10) = gl
Llavors
(X f)(wo) = (Xup, grad f) = Z(D%)(Io)axi (o).
I

n n

(Df)(xo) = D(f(xo) + > _(wi — w0i)gi(x))(xo) = > D(x)(0)gi(o),

=1 i=1

i per tant, com x( és arbitrari, X f = Df com voliem.
La unicitat és clara ja que camps que coincideixen, com derivacions, sobre
les funcions, coincideixen sobre les funcions coordenades, i per tant sén iguals.

O



Geometria Diferencial Classica 327

Notacié. Observem que

0
Bf = B gad ) = 5L

per aixo és costum denotar

i escriure els camps de R™ com
X = X'—.
2%

13.4 Camps vectorials sobre superficies

Un camp vectorial amb suport a S, o més simplement un camp sobre 5, és
una aplicacié
X: VcS — R3
P — Xp
on V és un obert de S, que associa a cada punt'?® P € V un vector Xp de
R3.
L’exemple paradigmatic és 'aplicacié de Gauss.
Observem que aquest tipus de camps es poden sumar i multiplicar per
escalars i també es poden multiplicar per funcions definides sobre V. Con-
cretament si f : S — R, el camp fX estd definit per'?”

(fX)(P) = f(P)Xp.
Aix0 permet escriure el camp X com

3

.0
X:ZX(,)—%

=1

126Gi e] domini de definicié de X fos només un obert W de S, només hem de considerar
X : W — R3, ja que W és també una superficie. Per exemple, si (7, a) sén coordenades
polars de R?, el camp 9/9r no és un camp de R? pero si de R? \ {(0,0)}.

127Gi haguéssim canviat S per un obert de S a la definicié de X, perqué X no estigués
definit sobre tot S, i f també estigués definida només sobre un obert de S, hauriem de
tenir en compte que fX esta definit només a la interseccié dels dominis de definicié de f
iX.
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o o0 0 )
a_;[‘l7 8_1'27 a—x?) es la
base canonica de camps de R? restringida a S (6% associa a cada punt de S
el vector e; de la base canonica de R").

Direm que X és diferenciable quan les funcions X*: S — R, i = 1,2, 3,

son diferenciables.

on les X* sén funcions sobre 'obert V' de la superficie i

Definicié 13.4.1 Sigui X un camp sobre la superficie S (potser definit només
en un obert de S). Si per a cada P € S es compleiz que

XpeTpS

es diu que X és un camp tangent a S.

El primer exemple de camps tangents ve donat per les derivades parcials
d’una parametritzacié. Concretament, si suposem que (U, ) és una carta
local de S, sabem, per la seccié 4.5, que els vectors

Op 0Oy

du’ v
sén tangents a la superficie en el punt ¢(u,v).
Tot i que ¢ és una funcié sobre U, podem pensar les seves derivades com
camps sobre S, en lloc de sobre U, sense més que posar

9. sy cs — R
ou

(u,v) 9¢

()0 ) au

9¢  p(U)cS — R3
v

(u,v) 9¢

()0 Y av

Com que els vectors tangents

dp Op
ou’ Ov

sén linealment independents en cada punt, per a tot altre camp X : p(U) C
S — R3, tangent a S, tenim
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g I
X =a1— +ar—
"ou v
on ay, as sén funcions diferenciables sobre p(U) C S.
Es facil veure que X és diferenciable (les seves tres components X, Xo, X3
respecte de la base canonica E;, Fs, F5 de R? sén funcions diferenciables sobre
S) si i només si aq,ay sén diferenciables.

13.5 Exercicis

Exercici 13.5.1 (Existéncia de coordenades principals) Donat un punt
P € S no umbilical, existeix una carta local (V1) amb P € (V') tal que les
corbes u = cte 1 v = cte son linies de curvatura.

Solucid. Donada una superficie S volem construir una carta local (V) tal
que Y, 1, siguin, en cada punt, direccions principals.

Com suposem que P no és umbilical, sabem que hi ha un entorn obert de
P sense punt umbilicals i per tant en cada punt d’aquest entorn tenim ben
definits els dos vectors propis de valors propis diferents de I’endomorfisme de
Weingarten ey, es, que sén ortogonals.

Aixo ens permetra definir, mitjancant una carta local, camps sobre un
obert de R? als que podrem aplicar la Proposicié 13.2.4.

En efecte, considerem una carta local (U, ) amb P € ¢(U), i definim
camps Ey, Fy sobre U per la condicié de que en cada punt z € U sigui

dp.(Ei(2)) = ei(p(x)), 1=1,2

on e;(¢(x)) som els vectors propis de I'endomorfisme de Weingarten en el
punt ¢(z). Recordem que dy, és isomorfisme entre R? i T, ,)S.

A la Proposici6 13.2.4 hem vist que existeixen localment integrals prime-
res, és a dir, existeix un entorn obert W de x en U i funcions F; amb dF; # 0,
tals que F; és constant sobre les corbes integrals de E;, i = 1, 2.

Les noves coordenades sén justament els valors d’aquestes constants: si
parlem del punt de coordenades (x,y) ens referim al punt intersecci6 de les
linies de curvatura

Fy(u,v) =z, Fi(u,v)=uy.
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Aix0 es pot formalitzar considerant 'aplicacié G (u, v) = (Fa(u,v), Fi(u,v))
que es pot escriure com

i que és un difeomorfisme local, ja que per tot P € U

AG(EA(P)) = (+,0) =1
AGHE(P)) = (0.9)= s

per a certes funcions A, u, diferents de zero per ser dF; # 0, per tant té
inversa diferenciable i la diferencial de la inversa compleix que

0 -
dGG%P)<a_x) = A 1E1(P)

1,0 -
1Gainz,) = 0 EalP)

Definim llavors

1 tenim
0 1 0 1
de(P)(a_y) = dQOP(dGG(p)<a_y>> = A"ei(p(P))
0 0 1

e (5-) = dpp(dGln () =i 'ea(w(P))

Aquestes igualtats demostren a la vegada que 1 és carta local i que les
noves coordenades (x,y) sén principals.

S’ha d’observar que, en general, no podrem aconseguir A = ¢ = 1 en un
obert, ja que llavors la primera forma fonamental seria la identitat, i estariem
en un pla.

Exercici 13.5.2 Sigui X un camp tangent a S 1« P € S. Llavors la corba
integral de X que passa per P esta totalment continguda a S.
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Solucio. Sobre una carta local que contingui P posem

Op Op
X: 177 277
“ 8u+a ov

on aq, ay sén funcions diferenciables sobre p(U) C S.

L’existencia de corbes integrals locals I’hem vista per a camps definits
sobre oberts de R™ i no la podem aplicar, per tant, directament a X. Pero
si que la podem aplicar al camp de R? (definit sobre U)

0 0

Y = (a0 90)% + (az o 90)%-

Ara bé, es pot veure facilment que la imatge per ¢ de les corbes integrals de
Y sén corbes integrals de X, que estan doncs a S.

En efecte, per definicié de la diferencial d’una aplicacié en un punt es veu
directament que

ngme = X¢(m), VeelU (13.4)
ja que la diferencial de ¢ en un punt x € U és 'aplicacio lineal
do, : R — R?

donada per la matriu, respecte de les bases canoniques,

o 0
ou  Ov
M| 9 92
ou  Ov
o9 0y
ou O0v / |z
Per tant,
- ax(e(z)) _ 8_90 8_90 —
dp,Y, = M ( a(o(z) ) = al(w(w‘))au ’ + az(p(x)) Do Xo(a)-

La relacié (13.4) ja diu directament que les corbes integrals de X son
transformades per ¢ en les corbes integrals de Y ja que per calcular dy,Y,
s’agafa una corba integral de Y, es transforma per ¢ i es deriva.
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Capitol 14

Formes

Comencem amb un breu repas de qiiestions d’algebra lineal sobre espais
vectorials.

14.1 Aplicacions multilineals
Sigui'?® E un R-espai vectorial de dimensié finita. Una aplicacié multilineal
w:Ex. P xFE—R
es diu alternada si per a tota permutacié o € S es compleix que
W(Ug(1), - - > Uo(k)) = €(0)w(ur, ..., ug).
El conjunt de les aplicacions k-multilineals alternades de E es denota
AE*.

Amb la suma i producte per escalars natural és un espai vectorial. Observem
que A'E* = E*. Per conveni, A’E* = R.
Observem també que si d’entre els k vectors uq, . .., u; n’hi ha dos d’iguals
llavors
w(tg, ... ug) =0,

En efecte, si u; = u;, com la transposicié 7 = (i, j) té signe —1, tenim

WUy ey Uiy ooy Uy ey Ug) = — (UL, o Uy e Wiy ey ) = 0.

128 Apunts Gil Solanes.

333
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De fet, es pot veure que aquestes condicions son equivalents, vegeu exercici

14.5.1.

Definicié 14.1.1 Siguin w € A¥E* i 0 € AE*. El producte exterior de w i

0 es defineix per

1

(W/\0>(U17 N ,uk+q) = k"_q' Z E(U)W(Ua(l), e ,ua(k))e(ua(kﬂ)? e

" 0€Sktq
Per exemple, si w,d € A'E* llavors
w A O(uy, uz) = wlug)f(uz) — 0(uy)w(us)
igualtat que posa de manifest que
WAl =—-0ANw.

Siw,e A'E*if € A2E* llavors

W A O, tp, 5) = %w(ul)e(uz,ug) - %wml)e(ug, )
— eo(u2)Bur, ) + 0 (ua)us, )
4 %w(u;;)@(ul,uQ) - %w(u3)9(u2, )
pero com 0(u,v) = —0(v, u)
wA O(uy,ug,uz) = wl(uy)d(ug,us)

w(ug)l(uy, us)
+  w(ug)f(uy,us)

igualtat que posa de manifest que

WAl =0ANw.

P ua(k+q) )

Veurem en general que, a menys que les dues formes que multipliquem
exteriorment tinguin les dues grau imparell, el producte exterior és commuta-
tiu. En canvi, sempre és associatiu. Pero abans hem de veure que el producte
exterior d’aplicacions multilineals alternades és una aplicacié multilineal al-

ternada.



Geometria Diferencial Classica 335

Proposicié 14.1.2 Siguin w € A*E*, § € AIE* in € A"E*. Llavors,

1) wAfe AIE"

2) (WA Anp=wA (0 An)

3) wAl= (=19 Aw.

Demostracio. 1) Hem de veure que

WA O(Ur1ys - Ur(hrq)) = €(T) WA O(ur, . .., Upyq)-
Pero
1
WA O(Urry, - o Ur(lrg) = Tl Z €(0)w(Uo(r(1)), > Uo(r(k))) *
q 063k+q
O(Uo(r(kt1)), > Yor(ktq))

Dient p = o o 7, i tenint en compte que quan o pren tots els valors de Si,
(7 fixada), p també pren tots els valors de Si, tenim

1
w A 6(“7(1)7 - ,uT(k_,_q)) — e(p)e(T)w(up(l), ce ,up(k)) .
k'q!
PESk1q
'e(up(k—i-l)a T up(k—i—q))

ja que (o) = €(p)e(T). El terme de la dreta és justament
e(T)w A O(uy, ... ug),

com voliem.
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2) Donats vq, ..., Ugtqir

(w A ()0> A 77(7}17 s 7Uk+q+7")
1

= (/{: + q)!r! Z 5(0) (w A 90) (Ud(l)v < 7UU(k+Q)>n(UJ(k+q+l)a - 7va(k+q+r))

1
- (k + q)lqulrl Z Z €<O’)€(7’)W(UTU(1), s 7UTU(k))'

€Skt q+r TESk+q

0ESktq+r

: SO(UTU(kJrI)a B UTU(k+q)) ' n(va(k+q+1)7 B 7U0(k+q+7‘))
1
~ (k+ q)lklgr! Do D Mty Vo)

G€8k+q+T TESk+q

: @(Ura(k—l—l)y cee UTU(k+q)) : n(UTU(k+q+1)7 v 7UTU(k+q—|—7‘))
1
= g > e(mMw(vay, - ey
T mESkygtr
' (p(vﬂ(k-‘rl)J s UTr(k—l—q)) ’ n(vﬂ(k—i—q-i-l)a s 7v7r(k:+q+7"))

on hem pensat 7 € Si4, com un element de Sy 44, que és la identitat sobre
ok+q+1),...,0(k+q+r).

La udltima igualtat és deguda a que cada ™ € Siiq4r €S pot escriure de
(k+q)! maneres diferents com a composicié 7 = gor de 0 € Sgigir 1 T € Skiyg
(una per cada 7 possible). A més, és clar que e(m) = e(0)e(T).

Si ara apliquem el mateix raonament a wA (pAn), ja es veu que arribarem
al mateix resultat.

Té sentit, doncs, escriure w!A- - -Aw” sense necessitat de posar-hi parentesis.
3) Sigui

o 1 . q q+1 ... k+gq
S\ k+1 ... k4+q¢ 1 ... kK
Observem que podem reordenar la segona fila fins obtenir 1,2,... k+ ¢, o

bé passant g + k al final de tot, darrera la k (k salts), a continuacié ¢+ k — 1
també darrera la k (k salts més) etc. Si k és parell, amb un nimero parell de
salts (transposicions) haurem reordenat. Si k és imparell, cada vegada que
fem els anteriors salts canviara el signe, per tant si ¢ és parell no canviara el
signe i si és imparell si. Es a dir, el signe sera 1 si k 0 ¢ son parellsi —1 en
cas contrari. Aix0 es pot resumir posat

() = (-1)"".
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Llavors
A 9(u1, c. ,uk+q) =
1
— k|_q| Z E(U)W(ua(l)j-.n 7u0'(k‘)>8(u0'(]€+1)7"' 7u0'(k‘+q))
UESk+q
1
= k"_q' Z E(U)0<ua(k+l)a T 7ua(k+q))w(uo—(1), s 7uo'(k))
0'68k+q
1
- kl_ql Z €(0)0(Uo(r(1))s s Uo(r(@))) W (Ua(r(g+1))s " Uo(r(kta)))
o UES}C+q
1
I D )0y, U)W (Wpgr1) s ()
.q. Ue$k+q
1
= Ll Z €(a)0(up(rys -+ s Up(g) )W (Up(qt1)s ***  Up(hita))
' 'P€3k+q
1
= WE(T) > e(p)0(tp) ()W (Uit Up(rtg))
Iq! e

= (=DMONw(ug, ... Ut

amb p = o o7. Observem que és el mateix sumar per a totes les ¢ que per a
totes les 0 o 7 1 que €(p) = €(0) - €(7).

Proposicié 14.1.3 Siguin w',...,w* € E*. Llavors
wl(uy) w! (ug)
WA AW, ) =
wk(uy) Wk (uy)

Demostracio. Procedim per induccié. El cas k = 1 és obvi. La idea ara és
classificar les permutacions de S en k£ subconjunts: les que porten 1 a 1, les
que porten 1 al 2, etc. Cadascun d’aquests subconjunts té (k — 1)! elements.
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Aixi doncs

wlA--nAwk(ul’_,,7Uk):wl/\(w2/\"'/\wk) <u177uk)

k
1
- (k—1)! Z Z E(U)Wl(ui>w2/\---/\wk(ug(Q),...,ug(k))
" i=1 g€Sy,0(1)=i
k ~
= Z<_1)i+lwl(ui)w2 A AwP(ug, b ug) (14.1)

=1

ja que per cada o € Sg, amb o(1) = ¢, (n’hi ha (k — 1)! d’aquestes) es
compleix que

() A+ AW (Uo(a)y -y Uor) = (1) w2 A AwF(ug, .7 ) (14.2)

En efecte, la permutacié 7 que porta (1,.7.,k) a (0(2),...,0(k)) compleix
que €(o) = (—1)"e(7) ja que podem expressar o com la composicié

(1,2,..., k) = (i,1,.1 k) = (i,0(2),...,0(k)),

i la primera té signe (—1)"*! i la segona té el signe de 7. Per tant, el segon
terme de (14.2) és igual a
(=D e(T)w? A A wk(ug(g), o Ug(k)))

i aixo prova (14.2), i per tant (14.1).
Desenvolupant el determinant de ’enunciat per la primera fila i aplicant
la hipotesi d’induccié a (14.1), hem acabat. [

Un cas particular interessant d’aquesta situacio és quan £ = R" i pre-
nem la base canonica (ej, ..., e,) i la seva base dual (e},...,e"). Llavors la
proposicio anterior diu directament que

esN-ANer(ug, ... uy,) =det(uy, ... up)

entenent per determinant de n vectors el determinant de la matriu formada
per les components d’aquests vectors respecte de la base canonica.

Exemple 14.1.4 Donats u,v € R? definim dos 1-formes «, 3 per contraccio
amb la métrica. Es a dir, VX € R? definim

a(X) = dwg(X) = (u,X)
B(X) = ivg(X):<U,X>.
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Llavors, utilitzant la identitat de Lagrange,

aNBXY) = a(X)B(Y) - a(Y)B(X)
= (u, X)(v,Y) — (u,Y)(v, X)
= (X AY,uAv)
= det(unv,X,Y)

Es a dir,

iug Niyg = det(u Awv, -, )
Proposicié 14.1.5 Sigui (eq,...,e,) una base de l’espai vectorial E i sigui
(ef,...,€e%) la seva base dual.

1. Siguin w € A*E*, iuy,...,u, € E. Llavors

w(ul,...,uk) = Z Ajlmjkw(ejl,... 7€jk)7

J1<<Jk
amb
€}, (uq) e (ug) a{l af
Ajl e Jk = : s
G u) G| | a el

amb u; =37, aj e;.

2. Tot w € N*E* s’escriu com

p— . . * DI *
w= E w(ejy, - e e N Aej .

1< <jk
3. Les aplicacions mutilineals

e;l/\”'/\e;ka 1§]1<<]k§n7
formen una base de A*E*, que té doncs dimensid (Z)

Demostracio. 1. Abans de fer el cas general mirem els casos k =11 k = 2.
Si k=1, wés una l-forma i

w(u) = wlaey) = aw(er) = ej(w)w(ey).
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Si k=mn=2,wés una 2-forma i

w(uy, ug)

w(aey + bes, cey + deg) = Z 2 w(eq, ea)

ei(ur) ej(ug)
) exlu) |10

Si k=2 n=3, wésuna 2-forma i

w(uy,uz)

i+ + |

+ o+

+ o+

_|_

2 3 1 2 3
aje; + ajes + ajes, aze; + ases + ases)
2 2 3
ayer,aje; + axey + azes)

1 2 3
ajes, ase; + azes + azes)

2 3
ajer,ases + ases)

(ay
(a1
(af
(ates, aye; + aseq + ases)
(a1
(aleq, ase, + djes)

( 3

€ &€ &€ & € & €

1 2

ajes, ase; + azes)

12 1.3

arasw(er, ez) + ajasw(es, ez)
2 3

+ asazw(es, e3)

+ alasw(es, es)

aj ay
s 5 |w(er,ez)
ay as
aj a
3 3 w(el,eg)
ay Qo
ai aj
3 .3 W(€2763)
ay Qo

Apareixen doncs els tres menors de la matriu que té per columnes les com-
ponents de uq, us respecte la base inicial.

Nota. Es més facil escriure

w(uy, ug) = w(aiei,agej)

i pensar quin és el coeficient de w(ey, e2), w(ey, e3) 1 w(es,e3).
Aquesta mateixa idea serveix per resoldre el cas general, que no obstant

explicitem.
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Demostracid de 1 en el cas general. Posem u; = ). aje;. Llavors tenim

w(uy,...,ux) = w(z allej,,. .., Zai’“ejk)

J1 Jk
_ J1 Jk ) )
= E a' - afw(e), ..., e5)
J1seendk

( ) o(i oli
s Z Z al(h) . "ak(jk)w(eo(j1)7---,€o(jk))

J1<-<ji cESk

2 ( > elo)ai - azw)w(eﬁ, )

J1<<jJr “oESk

La igualtat (1) prové simplement d’observar que tots els sumands que
apareixen a l'esquerra de la igualtat es poden reagrupar com aquells que
contenen una determinada col-leccié de k nombres (d’entre els n possibles),
concretament agrupem junts els que contenen ji,..., .. Per exemple, tots
els sumands que contenen el ey, e3, e5, etc. Observem que a l'esquerra de (2)
hi ha V¥ sumands ja que elegim k elements entre n ordenats o no, i a la dreta
(Z) - k!' = V¥ Convé pensar Sj, com el grup de pemutacions dels k& nimeros
Jis- s Jke

Observem que el sumatori entre parentesis és el menor format per les files

J1, .-+, Jr de la matriu n x k formada per les components dels vectors u;,
1 1
aj ... a
2 2
ai ... aj
n n
ay Qg

J _ % " :
amb aj = €}(u;). Es a dir,

al' ... oal) ef(uy) ... el (ug)

Per tant,
w(ula cee auk’) = Z Aj1-~-jkw(ej17 ce 76jk)7

J1<<Jk
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com voliem.
2. Conseqiiencia immediata de ’apartat anterior i la Proposicié 14.1.3.

3. L’apartat anterior ens diu que aquestes (Z) formes generen l’espai
vectorial de k-formes A¥E*. Veiem que sén linealment independents. Si

* * _
E )‘jl,--wjkejl ARERRA € = 0,
1<j1<-<jp <n,

apliquem els dos termes d’aquesta igualtat a (ej,,...,e; ) 1 com que

e, N Nej (€, 65,) = 1
e N Nej ey ose) = 0, si{dn, ikt # i dk)
(a la matriu corresponent hi hauria una columna de zeros) obtenim
A.]‘17"".]'](3 = O' D

Observem que l'apartat 1), en el cas k = n, s’escriu com

w(tuy, ..., u,) = det(e; (uj))w(e, ..., en).

Determinant

Observem que dim A"(R")* = 1. Com e} A -+ A e’ és una n forma no nul-la
de R", és automaticament una base de A"(R™)* 362 Com que

N Nep(vr,...,v,) = det(el (u;))
denotarem
det =ej A---ANej

Ea dir, la n-forma det associa a cada n vectors el determinant de la matriu que
té per columnes les components d’aquesta vectors respecte la base canonica
(o respecte una base ortonormal positiva qualsevol, exercici 14.5.3).

Exemple 14.1.6 Donats u, v, w € R? definim tres 1-formes o, 3,7 per con-
traccié amb la métrica. Es a dir, VX € R? definim

a(X) = iwg(X) = (u,X)
BX) = iyg(X) = (v, X)
n(X) = i9(X)=(w,X)



Geometria Diferencial Classica 343

Llavors,
aABAn=Adet
ja que dim A*(R3)* =1 i det és una base d’aquest espai.
Per coneixer A\ apliquem o A S A n justament als mateixos vectors u, v, w.

(uyu) (u,v) (u,w)

aANBAn(uv,w) = | (v,u) (v,v) (v,w)
(w,uy (w,v) (w,w)

b (u,v,w))

= det((u,v,w)" -
= det(u,v,w)?
on (u,v,w) denota la matriu 3 x 3 que té per columnes les components de

u, v, w respecte la base canonica.
Per tant, A\ = det(u, v, w), i

g Niyg N iywg = det(u, v, w) det

Determinants 1 volum

Geometricament el determinant de n vectors és el volum del paral-lelepiped
que formen.

Proposicié 14.1.7 Siguin vy, ...,v, € R". El volum del paral-lelepipede P
de costats vy, ...,v, esta donat per

vol(P) = | det(vy, ..., v,)

Demostracio. Per induccié. Per n = 1 és clar. Fem-ho com exercici per a
n=2.

En aquest cas sabem que 'area del paral-lelogram format pels vectors
u, v, que formen entre ells un angle «, és igual a la longitud de la base per
I’altura.

Aixi doncs

2
Area = |v|-h = |v|ju|sina = [v|]ul 1_<u U>

|v||ul
= \/‘UP‘UP —(u-v)? = \/(Ulvz — ugy )?
_ uy vy
= | = det(u, o)l
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Una altra manera és mirar el dibuix i adonar-se que la figura ratllada
esta formada per dos triangles de la mateixa base QH i altures respectives ¢
i a — ¢, de manera que l'area del paral-lelogram de costas OP, OQ) és igual a

Area = 2%@[7[.(0—1— a—c)=(d— b—c) ca=ad—bc= det((ﬁ,@).
a

Q= (Cv d)

0

Passem al cas general. El volum dun paral-lelepipede n-dimensional es
pot definir per recurrencia com

Vol(vy,...,v,) =Vol(vy,...,u5_1) - h

on h és laltura del paral-lelepipede sobre I'hiperpla E = (vy,...,v, 1), és a
dir, v, =u+hN onu € E i N és ortogonal a E' (amb el producte habitual
de R™) i unitari.

Es pot veure que aquesta definicié no depen de quin dels vectors v; fa el
paper de v,.

Per induccié, identificant £ amb R"~!,

Vol(vy,...,v,) = |det(vy,...,v,—1)| - h

on det(vy,...,v,_1) vol dir el determinant de la matriu (n — 1) x (n — 1)
formada per les components de vy, ..., v,_1 respecte de una base ortonormal
(no importa quina) de E.

Ara tenim

det(vy,...,v,) = det(vy,...,vp_1,u+ hN) = det(vy,...,hAN)
= hdet(vy,...,v,_1,N) = hdet(vy,...,v,_1).

Per tant,
Vol(vy,...,v,) = |det(vy,...,v,)]. O
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14.2 Formes diferencials a R"

Definicié 14.2.1 Una k-forma diferencial definida en un obert U de R™ és
una aplicacio diferenciable

w: U — AF(R™)".

Com l’espai vectorial de la dreta s’identifica amb R() té sentit dir que w és
diferenciable.

Denotant (e}, ..., e}) la base dual de la base canonica (eq, ..., e,) de R”
sabem que Vx € U,

w(x) = Z ail...’ik (x)erl VANEIRIVAN e:k.

i1 < <ip,

Dir que w és diferenciable vol dir, per definicid, que cada component, respecte
d’una base de I'espai vectorial de la dreta ho és. Es a dir, w és diferenciable
si 1 només si les (Z) funcions a;, 4, sén diferenciables.

El conjunt de k-formes diferenciables sobre U es denota QF(U).

Les operacions sobre els elements de A*(R")* es passen a k-formes. Per
exemple, si w € Q"(U) in € Q*(U), llavors w A n és la (r + s)-forma sobre U
donada per

(wAn)(z) =w(@) An(z).

En particular, podem multiplicar una funcié f sobre U per una k-forma

w sobre U, i tindrem

(fw)(@) = f(2) Nw(z) = f(z)w(z),

ja que f(z) és un nimero real, o equivalentment, quan I'apliquem a k vectors
Uy, ..., u, €R"

(fw)(@)(ugy. .., ug) = (f(a:)w(x))(ul,...,uk) = f(x) (w(m)(ul,...,uk)>.

Podem escriure doncs f Aw = fw.

Nota 14.2.2 Enlloc d’escriure w(zx)(uy, . .., ux) €s habitual escriure w(x; uy, . . .

de manera que

(fw)(z;ur, ..., ug) = f(x)w(x;ug, ... ug).

auk)
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Observem que les k-formes sobre un obert U de R™ es poden pensar com
aplicacions multilineals alternades w : X(U) x -+ - x X(U) — F(U) on X (U)
denota el conjunt de camps diferenciables sobre U 1 F(U) el conjunt de les
funcions diferenciables sobre U, definides per

CLJ(Xl,,Xk)(P) :(J.}(P>(X1P,,ka) (143)

D’aquesta manera les 1-formes es poden considerar com duals dels camps.

Diferencial d’una funcié com 1-forma

Si f:U CR" — R és diferenciable la seva diferencial en cada punt x € U
és 'aplicacio lineal que té per matriu respecte de les bases canoniques

of of
ox1 Y Oz

(totes aquestes derivades en el punt x). En particular, df, € (R™)* i podem
pensar doncs
df : U— (R")*
x> df,

com una 1-forma sobre U.
Per tant podem escriure

Pero
0
AN
al@) =df(e) = (3£ . )| 1] =@
0
1 per tant
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Cas particular fonamental és quan f és la funcié coordenada x;, és a
dir, la funcié que assigna a cada punt P € R" la seva coordenada i-essima
respecte de la base canonica. Llavors la formula anterior queda

(dz;), = €}

: Oxqy __
ja que gt = 0ij.

Per tant,

que ens déna la igualtat de 1-formes

df =) P, dz;.
=1

Observem que si n = 1 aquesta expesié és la que escrivim quan fem un
canvi de variables ¢ = t(s) per al calcul de primitives: canviem t per s i dt
per dt = t'(s)ds.

Com que en cada punt z, (dz1)s, ..., (dz,), son una base de (R™)*, per
la Proposicié 14.1.5, tenim que tota k-forma w sobre U es pot escriure com

W = Z ailmikdxil A A dl’z‘k,

i< <ip

amb a;, ;, funcions sobre U. Es en aquest sentit que es diu que dz;; A--- A
dz;,, amb i; < --- < ig, és una base de Q*(U) (sén una base en cada punt).

Ezxemples a R3.

a) 0-formes. Les O-formes s6n simplement les funcions diferenciables sobre

U.

b) 1-formes. dx,dy,dz sén una base de les 1-formes. Tota 1-forma w es
pot escriure com w = Adx+ Bdy+Cdz amb A, B, C' funcions de z, v, z.
Per exemple, w = xdy — ydx

c) 2-formes. dx A\ dy,dz N\ dz,dy A dz sén una base de les 2-formes. Tota
2-forma w es pot escriure com w = Adx A dy + Bdx A dy + Cdy N dz
amb A, B, C funcions de z,y, z. Per exemple,w = xydx Ady —dx Ndz.
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d) 3-formes. dx A dy A dz és una base de les 3-formes. Tota 3-forma w es
pot escriure com w = Adx Ady A dz amb A = A(z,y, z). Per exemple,
w=22ydr Ndy A dz.

Proposicié 14.2.3 Donats un camp X 1 una funcio f sobre un obert U de
R™ es compleir que

df(X) = X f.

Demostracio. Per a cada punt P € U tenim

df (X)(P) = dfp(Xp) = Z Xp) = (grad f, X)(P) = Xpf.
8:10,

Per tant,

af(X)=Xf O
En particular, si prenem f = z; i considerem el camp X = > " | X;E;
tenim

dr;(X) = X(z;) = X;

ja que
Ei(x;) = d;.
En particular,
0
dl‘a(axz) = 0ij,
i per aixo diem que les 1-formes dx, . . . , dx, sén duals dels camps 6%1, . %.

Nota 14.2.4 (Formes a valors vectorials) Donada F : R* — R™ dife-
renciable podem pensar que F' = (Fy,...,Fy) i cada F;, les components de
F, és una aplicacio F; : R" — R.

Per tant cada dF; és una 1-forma

dF; : R" — AY(R™" R) = L(R",R) = R*
1 atxo permet pensar dF com una 1-forma a valors vectorials

dF : R" — AYR",R™) = L(R",R™),

OF;
F(P) = (axj>P B dF:
mP

(Cada dF;p representa la fila de la matriu jacobiana)

donada per

dfp
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Pull-back

Definicié 14.2.5 Donada F : U C R* — V C R™ diferenciable entre
oberts de R™ ¢+ R™ definim el pull-back de F' com l’aplicacio

F* QRFV) — QFU)
donada per
(F*w)(z)(vy, ..., v5) = w(F(x))(dFv, . .., dFoy),
Vo e Uyv; € R*w e QF(V).

Si k=0, Q%V) és el conjunt de les funcions diferenciables f : V — R,
i definim F*(f) = f o F. Observem que fo F € Q°(U).

Proposicié 14.2.6 Sigut F' : U C R* — V C R™ diferenciable entre
oberts de R™ i R™, i siguin o, f € Q"(V) in € Q(V). Llavors

1. F*(a+ B) = F*a+ F*j.
2. F*(aAn) = Fra A F'n.
3. 51 f:V — R és una funcio diferenciable,

F*(df) = d(f o F).

4. S51G:V CR™ — W CRP és diferenciable, llavors
(GoF)"=F*oG".

Demostracio. Els apartats 11 2 son conseqiiencia directa de les definicions.
Per provar 3 apliquem aquestes 1-formes a un punt i a un vector. Per la regla
de la cadena,

d(f o F)a(v) = (dfp(a) 0 dFy)(v) = (F*(df))2(v). O
Observem que, en particular, F*(fa) = (f o F)F*a i que

OF;

v 7 aiL'j

dxj

ja que les components F; de F' son, per definicio, F; = x; 0 F.
L’apartat 4 el deixem com exercici. [J
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Element de volum

La n-forma
n=dxy \---Ndzx,

de R™ rep el nom de “element de volum” ja que en cada punt x € R" tenim
Ne = (dx1)s A~ AN (dxyp), =€ N+ Ne, = det
i ja sabem que el determinant és el volum.

Proposicié 14.2.7 Sigui F' : U — V diferenciable entre oberts de R™ i
sigui w una n-forma de R™. Llavors

) OF  OF

Demostracio. Com F*w és una n-forma és clar que
Frw=2MAn

per a una certa funcié A\, amb n =dx; A - - A dx,.
Com en cada z € R™ tenim n(x)(eq,...,e,) =1, 0on (e1,...,e,) ésla base
canonica, tenim que (recordem (14.3))

AMz) = (Frw)(z)(er,...,en) = w(F(x))(dFzeq,...,dFe,)

= WF@) G @), ()
= (woF)(g—i,...,g—i)(x). O

Corol-lari 14.2.8 Sigui F': U — V diferenciable entre oberts de R™ 1 sigui
n=dxy A---Ndzx, l'element de volum de R™. Llavors

F*n = JF77
on Jr és el jacobia de F.

Demostracio. Pel teorema anterior

) oOF  OF
Frn = (nofw(égzw-.,égz)ﬁ
oF oF

oxy’ " Oxy,

= det( . O
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Diferencial exterior

Definicié 14.2.9 La diferencial exterior és una aplicacio
d: QMU) — QFYU)
que associa a cada k-forma

W = Z Qi ..., ikdxh /\/\dl’“c € Qk<U)

dw = Z dail ..... i A\ dl‘il A A dxzk c Qk+1(U)

i1 <<y

Proposicio 14.2.10 La diferencial exterior compleix les propietats sequents:

1. dla+ 8) =da+dpS.

2. dlanB)=danB+(=Drkands, oecQFU),BeQU).

3. d* = 0.

4. Si F:U —V és un difeomorfisme, i w € Q¥(V), llavors

F*(dw) = d(F*w).

Demostracio. 1) Evident.

2) Comencem amb el cas particular en que « i § sén O-formes, és a dir,

funcions sobre U. Diguem-ne f i g.
Llavors

d(fg) = Z%j;j)d%

= df Ng+ f Ndg.
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Per linealitat només cal provar 2) per al cas particular
a = fdx, N---Ndz;,,
g = gdrj N---Ndxj,.
Llavors
dlanp) = d(fgdxy N--- Ndxy, Ndxj, A--- Ndzxj,)
= d(fg) Ndxy, A--- Ndxy, Nz, N Ndag,
(df)g Ndxiy N -+ Ndxg, ANdxj, A--- N day,
f(dg) Ndzi, N -+ Ndxy, ANdxj, A - Ndx,
(df) N dxiy N -+ Nda, A gday, A--- N dag,
(=D fdziy A Adzy, Adg ANdzg, A Adag,
da A B+ (=) fands. O
3) Per linealitat només cal provar-ho per al cas particular

_|_

+

Pero llavors

do = Z o) —Ldxj Adxi, A A dr,.

n n

d(do) = > ) ajax dz, Adz; Adxg, A--- A da;,
r=1 j5=1 J r
°f 0 f
— Z (a%a% dz, N\dz; + 8x]8xrd$] A dxr) dxi, A+ Ndx,
1<r<j<n
= 0.

4) Com que sabem, per la Proposicié 14.2.6, que aquesta igualtat és certa
per a k = 0 procedim per induccié. Per linealitat podem suposar w = dx; An,
amb n € Q*1(U)

Llavors, utilitzant que d(F*(dz;)) = d*F*z; = 0, tenim

F*(dw) = F*(d(dz; An))=—F*(dz; Adn)
—F*(dxz;) N F*(dn)
= —F*(dx;) Nd(F™n)
= d(F"(dz;) N Fn)
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Exemple 14.2.11 Siguin (x1,23) i (y1,y2) dos sistemes de coordenades de
R2. Per exemple polars i cartesianes. Suposem que

W = CleII + CLQdIQ = bld’yl —+ bgdyg. (144)
Demostreu que la definicio de diferencial “no depén de les coordenades” , és
@ dir 0 0 ob ob
Q2 ay 2 1
— — —)dxy ANdxy = (=— — —)dy; A dys.
(81;1 8.1'2) o 2 (83/1 ayg) 4 Y2

Solucio. Hem de veure que

aCLQ 8a1 o 862 abl
<8_901 - 8_:(:2) = <3_y1 8_y2>det(J)’

on J és el jacobia del canvi

9y Oy
8:1:1 8:{;2
Oy: Oy
(9.1'1 (91’2
Com 5 5
Yi Yi
dy; = d dxs,
Y 8561 e * 81’2 2
substituint a (14.4) tenim
oy 0ya
= b2 + b=
“ 18I1 + 261‘1
oy Y2
= b gt p, 22
@ 1(9.252 + 2(9372

Derivant la primera respecte xs, la segona respecte z; i restant obtenim el
resultat.

Exemple 14.2.12 Calculem la diferencial de les formes de R3, o = xdy +
dz, 8= x*dy Ndz, v = xdx N dy N\ dz.
Solucio.

da = dx Ndy,
dp 2edx N dy N dz,
dy = 0.
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Exemple 14.2.13 ?Sigui F': R?> — R3 donada per
F(u,v) = (u*,v%, 2uw).
Sigui w = xdy N dz. Calculem F*w.

Solucio. Utilitzant les dues propietats vistes a la proposicié anterior tenim

Frvw = F*(xdyANdz) = F*(x) F*(dy) N F*(dz)
= (zoF)d(yo F)Nd(z0F)
= (u®)d(v*) A d(2uv)
= u*(2vdv) A (2udv + 2vdu)
= —4u*v*du A dv

Observeu doncs que a la practica per calcular el pull-back de wnomés hem
de substituir « per u?, y per v? i z per 2uv a I'expressié de w.

14.3 Formes diferencials sobre superficies

Quan treballem amb superficies sovint tenim subconjunts de R3 que no sén
oberts, i als que no podem per tant aplicar de manera automatica els resultats
sobre formes obtinguts a la seccié anterior per a formes sobre oberts. Una
de les maneres d’arreglar aixo és definir formes sobre superficies.

Només en donarem unes pinzellades ja que no és l'objectiu d’aquestes
notes.

Definicié 14.3.1 Una k-forma diferencial (k = 0,1,2) definida en un obert
W d’una superficie S de R® és una aplicacid

w: W — U A¥(T,S)*

zeS

tal que
w(z) € A(T,9)".

Practicament és la mateixa definicié de formes sobre oberts de R™ pero
ara tenim en cada punt aplicacions multilineals alternades no de tot R" sin6
del subespai vectorial T,.S, que va canviant doncs, amb cada punt.

129 Apunts Gil Solanes.
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A partir d’aqui es pot veure que, excepte la diferencial exterior, les demés
operacions introduides per a formes de R™ a la seccié 14.2, pull-back, producte
exterior, etc., funcionen exactament igual per a formes sobre superficies, ja
que consisteixen en copiar en cada punt fets d’algebra lineal.

La diferenciabilitat de w és una mica més delicada de definir que en el
cas de formes sobre R” ja que a la dreta no tenim un espai vectorial.

Abans de concretar aquest punt donem l’exemple paradigmatic.

La diferencial d’una funcié com 1-forma

Si f és una funcié diferenciable definida en un entorn obert W de S, es
defineix!?® la diferencial de f en un punt x € W com l'element de (7,5)*

donat per
d

= — t
dt\t:o(f o(1))

on (t) és una corba sobre S tal que v(0) =z 1+/(0) = v.
Podem pensar doncs

dfz(v)

df - w — | J(T.9)"

zeSs

de manera que la diferencial d’una funcié sobre S és una 1-forma sobre S.

Diferenciabilitat

Sigui (U, ) una carta local de S. Direm que una 1-forma sobre S és diferen-
ciable si les aplicacions de U a R donades per

@), oo wlp@) (@)

v wlp(a))( =

u
son diferenciables.

Direm que una 2-forma és diferencaible si 'aplicacié de U a R donada
per

v o @) (2), 22 (a)

és diferenciable.

130Valen els mateixos comentaris que hem fet per definir diferencial d’una aplicacié entre
superficies, Definicié 4.6.3, pagina 102.
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14.4 Element d’area

Definicié 14.4.1 L’element d’area d’una superficie és la 2-forma definida
sobre aquesta superficie per al condicio de que valgui 1 sobre una base orto-
normal.

Sigui S una superficie orientada per la seva aplicacié de Gauss N : S —
R3. Llavors I'element d’area sobre S és la 2-forma'3!

dS: 8 — | J AX(T,S)"
€S

donada per
dS(z)(X,Y) = (N(x), X NY) =det(N(2),X,Y), X,Y eT,S.
En efecte, si (e1,e3) és una base ortonormal positiva de 7,5 llavors
dS(x)(e1,e2) = det(N(x),e1,e2) = 1.

Reciprocament, si una certa 2-forma w sobre S compleix que en cada
punt x € S i per cada base ortonormal positiva (e, ey) de T,S compleix
w(z)(e1, ea) = 1 llavors

wE)(X,Y) =det(X,Y) = det(N(z), X,Y) =dS(z)(X,Y), X,Y eT,5S.

(“determinant” sempre vol dir el determinant de les components d’aquests
vectors respecte d’una base ortonormal).

Proposicié 14.4.2 Sigui (U, ) una carta local de S i sigui dS [’element
d’area de S. Llavors

©*(dS) =V EG — F2du A dv
Demostracio. El pull-back de dS s’escriu com
©*(dS) = Adu A dv

per a una certa funcié A = A(u,v), ja que aquest pull-back és una 2-forma
sobre U. La funcié A la podem determinar aixi:

o 0 dp Oy dp Oy
A=¢"(dS)(=—,=—) = ) =det(v, —, ) =
P (dS) (50 5) = dS(5 - 5) = det(v, 5=, =) = |

131,53 notacié dS no indica la diferencial d’alguna cosa.

dp Oy
%/\%H-
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Per tant,

)
o*(dS) = ”_<,0 A aﬁ”du ANdv=VEG — F2duAdv. O

L’element d’area el podem considerar, almenys localment, com la restric-
cié a la superficie d'una 2-forma definida sobre un obert de R3. En efecte,
suposem per simplificar que S és la grafica de z = z(z, y).

Llavors estenem la definicié del normal a la superficie A a un obert de S
aix{

N(z,y,2) = N(z,y,2(z,y))
Llavors definim
w=1x1
on 1 = dx Ady A dz és 'element de volum de R3.
La notacié iy 7, anomenada contraccié de n amb N, es defineix aixi:

D’aquesta manera, si prenem una base ortonormal positiva eq, e de Tp(.S)
tenim

w(er,es) =N, e, e0) =1

ja que (N, e, es) és una base ortonormal positiva de R3.

Es a dir, w restringida a la superficie és el seu element d’area.

També podem estendre N a un entorn tubular (definicié 6.7.1, pagina
153) NS de S definint

N(F(t,x)) = N(x)

on

F(x,t) =z + tN(x)

parametritza ’entorn tubular.

14.5 Exercicis

Exercici 14.5.1 Demostreu que una aplicacio k- multilineal w és alternada
st 1 només siw(vy, ..., v;) = 0 quan almenys dos d’aquests vectors son iguals.
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Demostracio. Suposem que w és zero quan dos dels &k vectors als quals s’aplica
son iguals. Prenem vy,..., v, arbitraris i per a cada parella 1 < 4,5 < k
posem la suma v; + v; als llocs 7 i j. Tenim

W(v1, ..,V + U5, 0+ U, U,) =0
i per tant
W1y ey Vg oo Ve Up) = =W (U1, 0o Uy e Uy, Uy)

Com tota permutacié és producte de transposicions i el signe és —1 elevat
al nimero de transposicions, hem acabat.

Exercici 14.5.2 Demostreu que per a tota w € A*(R3)* existeiz a € R? tal
que
w(u,v) = (a,u A v) = det(a,u,v).

Observeu que, si a és unitari, |w(u,v)| és larea del paral-lelogram generat

per u, v projectat sobre a™.

Solucio. Sabem que
w = Adx Ndy + Bdx Ndz+ Cdy N dz
Per tant, si posem u = (uy, ug, ug) i v = (v, vg,v3) tenim
w(u,v) = A(u1ve — ugvr) + B(ugvs — usvy) + Cugvs — ugvy) = det(a, u, v)

ona= (C,—B,A).

Prenem ara una base ortonormal (e, e5) a a’ de manera que (eq, es, m)
és una base ortonormal de R3.

Llavors, si posem u = (u}, ub, uy) i v = (v}, v),v4) les coordenades de u,v
en aquesta base, tenim

0 u) v o
det(a,u,v) =| 0 wy vy |=|al| | ] ‘
lall ;) "

i aquest determinant 2 x 2 és l'area del paral-lelogram determinat per les
projeccions de u i v sobre a™.
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Exercici 14.5.3 Demostreu que si (eq,...,e,) i (ug,...

ortonormals positives de R™ llavors

Solucio. Sabem que
efN---ANer = i A Auy

1 per tant

359

,Up) SO dues bases

A=el N Nep(uy, ... u,) = det(ef(ug))

pero la matriu (e}(u;)) és la matriu del canvi de base entre bases ortonormals
i per tant és una matriu ortogonal. El seu determinant és doncs 41. Si les

dues bases sén positives aquest determinant és 1.
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Capitol 15

Subvarietats

15.1 Swubvarietats de dimensidé k£ de R”

En aquestes notes no sortim mai de R? perd ara necessitem generalitzar la
definicié de superficie, que és un objecte de ‘dimensié’ 2, a dimensi6 1 i 3.
Per tal de fer un tnic tractament per a dimensions 1,2 i 3 donem la definicié
general de k-subvarietat, que val en particular per a aquestes tres situacions
a la vegada.

s

Definicié 15.1.1 Una k-subvarietat o subvarietat de dimensio k de R™, és
un subconjunt M C R™ tal que per a tot P € M existeix un entorn obert W
de P a R™ i una aplicacié ¢ : U C R¥ — R™ diferenciable, on U és un obert
de R*, amb o(U) = W N M, tal que

1. ¢ : U — WNM és homeomorfisme (quan dotem WM de la topologia
induida),

2. Per a tot x € U, Uaplicacié diferencial dp, : RF — R™ és de rang k
(és a dir, injectiva).

Es diu que la parella (U, ), que apareix a la definicié anterior, és una
carta local de M.

Definicié 15.1.2 (Atles) Un atles d’una k-subvarietat M és una familia
de cartes locals (Uy,vs) que recobreizen M, és a dir, M =, ¥a(Us,).

Sin=2o0on=23,1ik =1 les 1-subvarietats sén essencialment les traces
de corbes parametritzades injectives definides sobre oberts.

361
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La condicié d’injectivitat és per evitar situacions com la de la figura.

En canvi, el cercle S* de R? és una l-subvarietat de R? ja que es pot
recobrir, per exemple, per les cartes

1(t) = (cost,sint), te (0,27)
v2(t) = (cost,sint), t € (m, 3m)

en canvi no es pot parametritzar per una sola carta injectiva.

Per exemple, la unié de dos cercles disjunts és una 1l-subvarietat (no
connexa). Perd no és una corba parametritzada. En canvi, la figura de la
pagina 82 és una corba parametritzada que no és 1-subvarietat.

Sin =31k =2 les 2-subvarietats son les superficies.

Sin =21k =2 les 2-subvarietats sén els oberts de R2.

Sin =31k =3 les 3-subvarietats sén els oberts de R3.

Els resultats del capitol 4 sobre superficies s’adapten sense massa dificul-
tat a k-subvarietats. Pero una diferencia important que apareix és que no
tenim codimensi6 1, siné n — k.

Per exemple,

Proposicié 15.1.3 Sigui F' : R¥ — R"™ una aplicacié diferenciable. El
grafic de F,
M = {(z, F(x));z € R},

és una k-subvarietat de RF+m,

Demostracio. Es pot adaptar la mateixa demostracido que feiem per a su-
perficies, Proposici6 4.2.1, vegeu 'exercici 15.2.1.01

Proposicié 15.1.4 Sigui F : U C R* — R¥, amb U obert, una aplicacié
diferenciable. Si la diferencial en cada punt de la fibra F~Y(a), per a un cert
a € R, és exhaustiva (rang k), llavors F~1(a) és una (n — k)-subvarietat.
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Demostracio. Conseqiiencia del teorema d’estructura de les submersions lo-
cals, vegeu l'exercici 15.2.2. [

Proposicié 15.1.5 Un subconjunt M de R™ és una k-subvarietat si i només
si per cada punt P € M existeix un entorn obert W de P a R™, un altre
conjunt V' obert de R™ i un difeomorfisme h: W — V tal que

h(W N M) =Vn(RFx{0}).

Demostracio. Conseqiiencia del teorema d’estructura de les submersions lo-
cals, vegeu l'exercici 15.2.3. UJ
Els canvis de coordenades sén difeomorfismes, etc.

Espai tangent

El concepte d’espai tangent en un punt d’una superficie es generalitza sense
problemes a k-subvarietats. Copiem la definici6 4.5.1:

Definicié 15.1.6 Sigui P un punt d’una k-subvarietat M. L’espai tangent
a Men P, TpM, és el subconjunt de R™ format pel vectors tangents en P de
totes les corbes sobre M que passen per P.

Es un espai vectorial de dimensié k (adaptacié arguments Proposicié
4.5.2, vegeu l'exercici 15.2.4).

Orientacio

Orientar M és orientar els seus plans tangents, de manera diferenciable. En
el cas de superficies aixo és equivalent a l’existencia de 'aplicacié de Gauss,
ja que podem dir llavors que una base (e, e3) € TpS és positiva si i només
si (e1, ez, N) és positiva, perd ara les coses es compliquen perqué no tenim
codimensié 1. Més concretament,

Definicié 15.1.7 Direm que una k-subvarietat M és orientable si hem pogut
elegir una orientacid sobre cada TpM (és a dir, fizar una base'?) de manera

132De fet una orientacié en un espai vectorial és una classe d’equivalencia en el conjunt de
totes les bases respecte de la relacié d’equivaléencia que diu que dues bases sén equivalents
si només si el determinant de la matriu del canvi de base és positiu. Clarament només hi
ha dues classes. Orientar I’espai vectorial vol dir elegir-ne una d’elles.
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que per cada punt P € M ezisteir una carta local (U, p) tal que tots els
isomorfismes do, : RF — ToyM, Vx € U, conserven la orientacio.

Suposem sempre R* amb la orientacié canonica, és a dir, la que fa que la
base canonica sigui positiva.
: . . : 0 0
Que dy, conservi la orientacié vol dir que la base (8_90’ cee a—w) de
T T

T M sigui positiva (el determinant de la matriu del canvi de base entre
aquesta base i la base prefixada sigui positiu).

Aquestes cartes que conserven la orientacié es diuen compatibles amb la
orientacio.

Proposicié 15.1.8 Una k-subvarietat M és orientable si i només si es pot
recobrir per un atles (Uy, 1) tal que en qualsevol punt P de la interseccid de
dues d’aquestes cartes, P € 1o (Uy) N13(Up), es compleizi

det Ay > 0,

on (a;;) és la matriu del canvi de base, és a dir,

0 _ T O

or; 4~ " 0x;

Demostracio. Siés orientable, prenem un atles format per cartes compatibles,

que existeix per definicio, i és clar que aquest atles compleix la condicid.
Reciprocament si existeix un atles amb canvis de coordenades positius,

orientem cada espai tangent amb la base de parcials corresponent a qualsevol

carta i hem acabat. [

15.2 Exercicis

Exercici 15.2.1 Sigui F' : R¥ — R" una aplicacié diferenciable. El grafic
de F,

M = {(z,F(z));z € R},
és una k-subvarietat de R¥t.

Solucio. Adaptem la demostracié de la Proposici6 4.2.1.
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Exercici 15.2.2 Sigui F : U C R® — R¥, amb U obert i n > k, una
aplicacié diferenciable tal que la diferencial en cada punt de la fibra F~1(a),
per a un cert a € R¥, és exhaustiva (rang k). Demostreu que F~'(a) és una
(n — k)-subvarietat.

Solucio. Pel teorema d’estructura de les submersions locals sabem que per
a cada punt P = (p1,...,p,) € F~!(a) de la fibra existeix un difeomorfisme
local h: V. — h(V), amb P € h(V), tal que

F(h(zy,...,2,)) = (21,...,2k).
Com P € h(V), tenim P = h(Q) amb @ € V, i per la igualtat anterior i

ser F(P) = a,
Q = (a7q1€+17 v >Qn) S R™.

Prenem com carta local (W, ¢) amb

U={(xks1,->2n); (a,Thy1,...,2n) EV}

O(Thaty -y Tn) = h(a, Tra1, .., Tn).
Observem que (qgt1, - --,q,) € U de manera que U és un obert no buit, i
que
F(o(xgsr, ... xn)) = Fh(a, Tpg1, ..., 2n) = a.
és a dir, (W) C F~1(a).
Ara és facil veure que ¢ és un homeomorfisme amb diferencial injectiva.

Exercici 15.2.3 (Definicié equivalent de k-subvarietat) Proveu que un
subconjunt M de R™ és una k-subvarietat si per cada punt P € M existeix un
entorn obert W de P a R™, un altre conjunt V' obert de R™ i un difeomorfisme
h: W —V tal que

RWAM)=VNR x{0})={z € V;z44, ==, =0}

Solucio. Que tota k-subvarietat es pot posar localment “plana” és con-
seqiiencia del teorema d’estructura de les immersions locals, Teorema 2.1.1.
Reciprocament, si per cada punt P € M existeix un entorn obert W de P a
R™ un altre conjunt V' obert de R™ i un difeomorfisme h : W — V tal que

(W N M) =Vn R x{0}),



366 Agusti Reventds

llavors M és una k-subvarietat ja que podem agafar cartes locals (U, ¢) amb

U = FHVnN(R"x{0}))
p = h'oFy

on F: RF — R esta fonada per F(z1,...,2%) = (z1,...,21,0,...,0). Es
immediat comprovar que ¢ és homeomorfisme amb diferencial injectiva.

Exercici 15.2.4 Sigui P un punt d’una k-subvarietat M de R™. Demostreu
que TpM és un espai vectorial de dimensio k.

Solucido. Aquest resultat, per al cas de superficies, és la Proposicié 99, pagina
99. Els mateixos arguments valen aqui. Sigui (U, ) una carta local amb
P € p(U). Les corbes sobre M que passen per P es poden escriure com
v(t) = p(a(t)), on at) = (ui(t), ..., uxr(t)) és una corba de U. Aixo és con-
seqiiencia del Corol-lari 4.4.3, que tot i que esta enunciat per a superficies val
exactament igual, amb la mateixa demostracié, per a k-subvarietats, ja que
el resultat és conseqiiencia directa del teorema d’estructura de les immersions
locals.

Prenem una d’aquestes corbes i suposem que P = ¢(p) amb p = (p1, ..., k),
ia(ty)) = (p1,-..,pr) de manera que y(ty) = p(a(ty)) = P.

Per calcular el vector tangent en el punt P només hem de derivar,

dp(a(t)) d¢\ du
dt  |t=to - Z (0_%-)1) E\t:to (15.1)

)

dp\ [ 0p' "
auz p_ aul778uz ,

és el vector tangent a la corba ¢(p1,...,p; +t,...,px) ent =0.

Aixi dongcs, la igualtat (15.1) diu que tot vector tangent a M en P és
combinacié lineal dels k vectors de R™ (linealment independents per definicié
de k-subvarietat) tangents a la superficie en P

99 9
8%1 p’.”’ 8uk »

Reciprocament, qualsevol combinacio lineal d’aquests vectors

(%
(),

Ara bé,
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és vector tangent en P a una corba sobre M, concretament a la corba ¢(p; +
Mty .o pe+ At), en t = 0.
Aixi, doncs, hem vist que

- (22) o (22) )

per a qualsevol carta local que contingui P.
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Capitol 16

Subvarietats amb vora

16.1 EIl semiespai Rﬁ

Denotem
R]j_ = {(.I'l, . ,$k) € Rk;mk > O}

Dotem aquest semiespai de la topologia induida per R¥: els oberts U de Rﬁ
son de la forma U = Rﬁ NV, essent V obert de R”.

N w
N

I per poder parlar de diferenciabilitat sobre aquest espai topologic donem
la definicié segiient.

Definicié 16.1.1 Una aplicacio f : U — R™ definida sobre un obert U de
R’i es diu diferenciable en un punt P € U si existeiz un entorn obert V' de
P a R* i una aplicacié diferenciable F : V — R" tal que Flyny = flunv-

369
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En aquest cas es defineix la diferencial de f com la diferencial de I'extensio
F, és a dir, per a tor punt P € U, U obert de R’i,

No depen de 'extensié. En efecte, suposem F' i GG funcions diferenciables
definides en un entorn obert V13 de P a R¥ i tals que Flyry = Glvau.
Llavors, com P € V NU, que és un obert de ]R’fH per a valors petits de t

positius encara tindrem P +te; € VNU, on ey, eo, ..., e, és la base canonica
de R*. Per tant,

OF| _ . F(P+te)=F(P) . G(P+te)=G(P) 3G

Ox; 1P t—0+ t t—0+ t Ox; 1P

Diem que f és diferenciable a U quan és diferenciable en tots els punts
de U. Aix0 no implica, en principi, que f sigui la restriccié a U d’una sola
extensio.

Resumint, els oberts de R’i son la restriccio a R’i dels oberts de RF i
les aplicacions diferenciables de R'j son, localment, la restriccio a R’f@ de les
aplicacions diferenciables de R*. La diferencial d’aquestes aplicacions és la
diferencial de les seves extensions.

16.2 Subvarietats amb vora

Les subvarietats amb vora que ara estudiarem son, essencialment, subcon-
junts de R™ que locament séon com R’j.

Definici6é 16.2.1 (Subvarietat amb vora) Una k-subvarietat amb vora és
un subconjunt M C R™ tal que per a tot P € M existeix un entorn W de P
en R™, i una aplicacid p : U C RE — R™ diferenciable, on U és un obert

de RY, amb p(U) =W N M, tal que

1. ¢ : U — WNM és homeomorfisme (quan dotem WNM de la topologia
induida),

2. Per a tot x € U, aplicacio diferencial dp, : R¥ — R"™ és de rang k
(és a dir, injectiva).

1331/ &5 la interseccié dels oberts on estan definides F' i G.
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Es a dir, exactament la mateixa definicié 15.1.1 de subvarietat, canviant
R¥ per Ri.

Cada parell (U, p) amb les anteriors propietats es diu carta local o para-
metritzacio local.

Definicié 16.2.2 (Vora) Direm que un punt P de M és interior si existeix
una carta local (U, ) de M tal que P € (U \ O(RY)). El conjunt de punts
no interiors s’anomena vora de M 1 es denota OM .

Aixi P € OM si P = o(p1,-..,pk—1,0).

Teorema 16.2.3 La definicio de punt interior no depén de la carta local.

Demostracié. Exercici 16.4.8.13% [

El que vol dir aquest teorema és que si tenim dues cartes (U, ¢), (V, ) que
contenen P i P € (U \ 9(RY)) llavors P € ¢ (V \ (R%)). Equivalentment,
si P és interior respecte ¢ llavors també és interior respecte 1.

Resumint, podem dir que P és interior si la seva ultima coordenada és
estrictament positiva, i de la vora si la seva tltima coordenada és 0 (respecte
qualsevol carta).

Veurem a la Proposicié 16.2.9 que el conjunt de punts interiors d’una
k-subvarietat amb vora és una k-subvarietat sense vora, i el conjunt de punts
de la vora és una (k — 1)-subvarietat sense vora.

Atenci6 perque no s’ha de confondre la vora amb la frontera topologica.
Per exemple, l'interval M = (0,1] és una l-subvarietat de R amb vora, la
seva vora és OM = {1}, i la seva frontera topologica és el conjunt de dos
elements Fr(M) = {0,1}. Amb la nostra definicié sempre es compleix que
O(M) C M, mentre que en general Fr(M) ¢ M.

Ezxemples.
a) RE és una k-subvarietat amb vora de R*.

b) [0,1] = {(x,0) € R%0 < x < 1} és una l-subvarietat amb vora de R?
(exercici 16.4.1).

c¢) La bola tancada de R" (exercici 16.4.4).

134Vegeu també 1’observacié 16.2.8.
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d) L’hemisferi tancat S* NR? (exercici 16.4.5).
e¢) Un cilindre tancat (exercici 16.4.6).

Per qiiestions tecniques va bé tenir present el resultat segiient.

Teorema 16.2.4 Els canvis de coordenades entre cartes d’una k-subvarietat
amb vora son diferenciables.

Demostracio. Exercici 16.4.12. [

Espai tangent
Observem primerament que si (U, ¢) és una carta local de M, malgrat que

tots els punts de U compleixen x, > 0, el vector . esta ben definit com
Ty
Op 0
— = (d —) = (dy),(0,...,0,1).
S = (o)) = (o) )
Recordeu que hem demostrat que la diferencial de ¢ esta ben definida en
el sentit de que no depéen de 'extensio.
Per tant, té sentit la definicié segiient.

Definicié 16.2.5 Sigui M una k-subvarietat amb vora 1 sigui P € M. Sigut
(U, ) una carta local amb P = ¢(p) € p(U). Llavors

99 9
8x1p""’8xkp ’

Tp(M) = (

En particular TpM un espai vectorial de dimensié k. Aquesta definicié
té sentit tant si P és interior com de la vora. Si el punt és interior podem
caracteritzar aquest espai aixi:

Proposicié 16.2.6 Sigui P un punt interior d'una k-subvarietat amb vora
M. L’espai tangent a M en P, TpM, és el subespai vectorial de R™ format
pels vectors tangents en P de totes les corbes sobre M que passen per P.

Demostracio. Com a 4.5.2. [

Ara bé, per als punts de la vora a vegades convé parlar dels vectors
tangents “interiors”.



Geometria Diferencial Classica 373

Es defineix el conjunt de vectors interiors ThM de TpM, amb P € OM,
per

k

. Op
TiM = {veToM:v =S a2  a, >0},
P {v pM;v ;aﬁxip ap > 0}
on (U, ) és una carta local que conté P amb P = ¢(p).
Equivalentment

TpM = d@p(Rl—i)'

Aquests vectors es poden caracteritzar pel resultat segiient que demostra
de passada que la definicié de ToM que hem donat no depén de la carta.

Proposicié 16.2.7 Sigui M una k-subvarietat amb vora i P € OM. FEs
compleix que

ToM = {a/(0); 0 : [0,6) — M diferenciable amb a(0) = P}.  (16.1)

Demostracié. Exercici 16.4.13. O
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Recordem que dir que « : [0,0) — M és diferenciable en 0 vol dir'®,
per la definici6 16.1.1, que existeix 3 : (—¢,€) — R™ diferenciable tal que

B(t) = a(t), t>0.

La notacié «/(0) vol dir 5'(0), o, com hem comentat en el peu de pagina, la
derivada de a en el 0 per la dreta.

Observaci6 16.2.8 Els arguments de la prova d’aquest resultat, donats a
I'exercici 16.4.13, mostren que un punt P no pot ser interior respecte una
carta i de la vora respecte un altre. En efecte, si P és interior respecte una
carta (V, @), P = ¢(p), el conjunt de vectors o/(0), amb a(t) corba sobre M
amb «(0) = P, és tot el subespai dip,(R").

Com un subespai no pot ser igual a un semiespai, P no pot ser de la vora
respecte d'una carta i interior respecte d’una altra. Vegeu una altra prova
d’aquest fet a l'exercici 16.4.8.

Els vectors de TpM \ THM es diuen exteriors. Es a dir, v € TpM és
exterior si respecte una certa parametritzacié (U, ) (i per tant, pel que
acabem de dir a I'observacid, respecte tota parametritzacid) s’escriu com

k
v:Zaia—@ , ap < 0.
i1 al'ip

La vora és una subvarietat sense vora

Ara que ja sabem que el concepte de punt interior i per tant de punt de la
vora esta ben definit ja podem demostrar el resultat segiient.

Proposicié 16.2.9 El conjunt de punts interiors d’una k-subvarietat amb
vora €s una k-subvarietat sense vora, i el conjunt de punts de la vora és una
(k — 1)-subvarietat sense vora.

Demostracio. Primera part: punts interiors. Sigui N el conjunt de punts
interiors d’una k-subvarietat amb vora M, i sigui P € N. Aixo vol dir que
existeix una carta (U, ¢) de M amb

P:90<p1a"'7pk)’ (plv"'apk)€U7 pk>0

135Fs pot definir dient que existeixin derivades de tots els ordres per la dreta i es pot
veure que aquesta definicié i la que donem nosaltres sén equivalents, perd és un teorema
complicat ja que s’ha de construir explicitament una extensid.
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Per tant, denotant

)

{($17' o ,l'k) € Uaxk > O}a
#ls-

ASY!
|

tenim que (U, ¢) és una carta local al voltant de P que compleix les condicions
de la definicié 15.1.1 de k-subvarietat (sense vora).

Segona part: punts de la vora. Sigui P un punt de la vora. Aixo vol dir
que existeix una carta (U, ) de M amb

P:SO(pla"wpk)’ (pla"'7pk)€U7 pk:O

Denotem per i la injeccié canonica i : R¥~! — R* donada per i(xy,..., x5 1) =
(1’1, ey L1, O),
i definim
U = i Y(U)
¢ = @oiy
Derivant @(z1,...,25-1) = (21, ..., 2,_1,0) tenim
¢

dp . . .
(y):af(z(y)), i=1,... k-1, yeU

8@-

i per tant les k£ — 1 primeres columnes de la matriu de dp, sén linealment
independents i per tant té rang k — 1.

Com @ és clarament homeomorfisme, (U, 3) és una carta local al voltant
de P que compleix les condicions de la definicié 15.1.1 de (k — 1)-subvarietat
(sense vora). [

Observem que hem demostrat de passada que si (U, ¢) és una carta local
d’una varietat amb vora M, llavors

8_90( O
c%l B 8xk_1

és una base de T,(;)(OM).
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16.3 Orientacio de subvarietats amb vora

Com en cada punt d'una k-subvarietat amb vora hi tenim definit 1’espai
tangent TpM, la definici6 de subvarietat orientable sembla adaptar-se au-
tomaticament a subvarietats amb vora: orientar una subvarietat amb vora
vol dir elegir, de manera diferenciable, una orientacié sobre cada espai tan-
gent.

Pero, amb aquesta definicié, una subvarietat amb vora tan facil com 'in-
terval [0, 1], no seria orientable ja que no es pot tapar, com subvarietat amb
vora, amb dues cartes d’orientacions compatibles. Vegeu el problema 16.4.1.

Per aixo es déna la definicio segiient.

Definicié 16.3.1 Una k-subvarietat amb vora es diu orientable quan la k-
subvarietat sense vora formada pels seus punts interiors és orientable.

Orientacio de la vora

Donada una orientacié en una k-subvarietat amb vora M, és a dir, un atles

orientable de la k-varietat dels punts interiors M, hi ha una manera canonica
d’orientar OM que és la segiient.

Definicié 16.3.2 Direm que una carta (U,v) de M és compatible amb la

orientacié de M si per cada punt interior y € P(U), la base (2% v

dz17 """ Da
de T, M és positiva respecte de la orientacio donada a M. En cas contrari,
direm que (U, ) és negativa.
Per continuitat, i ser U connex, aquesta definicié no depen del punt interior.
Excepte en el cas kK = 1, que es comporta diferent, si M és orientable,
sempre podrem trobar al voltant de cada punt P € 0M una carta compatible

(o]
amb la orientacié de M.

Proposicié 16.3.3 Si M és una k-varietat amb vora, k # 1, orientable,
existeir un atles compatible amb la orientacio.

Demostracio. Prenem un punt P € M i una carta (U,%) que el contin-
gui. Podem suposar, fent un a translacio, que (0, ps, ..., px) = P. Definim
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llavors 1;(;51, ooy Tg) = (=21, T9, ..., x). Aix0 implica que haurem de res-
tringir'3® U a aquells punts de U tals que al canviar de signe la primera
component encara estiguin a U (com U és obert de R’j aquesta restriccio es
pot fer, excepte si k = 1 ja que no podem canviar el signe de x; que ha de
ser sempre positiva).
Com R }

oY oY oy oY

— =, = , 1 =2,...,1
(9&:1 0;1:1 81’1 8:61

una de les dues bases

AL AL L
oxy 7 Ox”’ Oxy 7 Oxy

és positiva. Per tant, (U, ) o (U, QE) és compatible amb la orientacié. [

Corol-lari 16.3.4 St M és una k-varietat amb vora, k # 1, orientable,
llavors OM és orientable.

Demostracio. Sigui (U, ¢, ) un atles de M compatible amb la orientacié, que
existeix per la proposicié anterior. Si P és un punt de la vora i P € ¢, (U,)
orientem Tp(0M) dient que la base

0pq 0P,
Oxy 7 Oxp_g

€ Tp(OM),

és positiva.

Si també P € ¢p(Us), a la interseccié U, N Uz d’aquestes dues cartes,
137
m

CO
P : 8905 .
- by 8 b =0, j=1,... k-1
ai[)j ; J 833'1 k3 J
k

0P s
9, Zazk Bz, agr >0

=1

la matriu del canvi de base és de la forma

136Considerem U N s(U) on s(z1,22,...,21) = (=21, T2, ..., Tp)-
137Utilitzem ara que la vora va a la vora.
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a1k
bij a2k

Ak—1.k

0 ... 0 ALk
la qual té en els punts interiors determinant positiu, per ser I’atles compatible,
i per tant, per continuitat també té determinant positiu en els punts de la
vora. Aixi el determinat del canvi de base

det bij = det((ﬁa o (ﬁgl)/ >0
amb @o (1, ..., k1) = YalT1,...,2k_1,0), sera positiu en P. [

Per motius que es veuran més endavant, quan estudiem el teorema de
Stokes, orientarem la vora tal com acabem de fer en aquest corol-lari només
quan k és parell; quan k és senar agafarem 1'orientacié oposada.'3®

Definicié 16.3.5 Sigui M és una k-varietat amb vora, k # 1, orientable, 1
sigui (U, p) és una carta de M, compatible amb l'orientacid. Sigui P € OM.
Llavors la base

Oy Iy
ey e Tp(OM
0$1 8$k_1 P( )
€s positiva si 1 només si la base
Oy O k09
— e, — (1) =— € Tp(M
0951 8{L‘k @l’k P< )

€s positiva.

Quan orientem dM d’aquesta manera direm que té la orientacio induida
per la orientacié de M.
Tenim el resultat segiient.

Proposicié 16.3.6 Sigut M és una k-varietat amb vora, k # 1, orientable,
i sigui (U, ) és una carta de M, compatible amb [’orientacio. Sigui P € OM
i sigui v € TpM un vector exterior'?.

138Fstem distingint entre orientable i orientada.

1390bservem que un vector v és exterior si —v és interior, és a dir, si hi ha una corba
diferenciable 7 : [0,€) — M tal que 7/(0) = —v. He denotat v a aquest vector exterior
perque aquest paper el pot jugar el vector normal exterior. Pero per a la definicié la
perpendicularitat no cal.
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Llavors la base
Dip Dy
8331 T (9.1']9,1

€ Tp(OM)

€s positiva st © només si la base

Oy dyp

s — e, ——) ETp(M
(v - axk_l) p(M)
€s positiva.
Demostracio. La base
dp dp
s — e, ——) ETp(M
(v - axk_l) p(M)

és positiva si i només si la base

(a_‘P O¢
E)xl?”"f)xk_l’

—1)*1) € Tp(M)

és positiva, 1 per tant si i només si

dp Op

ka@
o duy (1) 5—) € Tp(M)

( al'k

, .. . ) .
€s positiva, ja que v 1 67% tenen sentits oposats.[]

Observem que podem dir que una base (e, ..., ex_1) € Tp(OM) és positi-
va siinoméssi (v,eq,...,ex_1) € Tp(M) és positiva. En efecte, per definicid,
(é1,...,ex_1) és positiva si

= Zawa—% amb det(a;;) > 0.

Per tant el determinant de la matriu del canvi de base entre (v, eq, ..., e5_1)
i(v, g—;, . 82:’11) coincideix amb det(a;;) 1 és per tant positiu.

Mirem uns casos concrets.

Orientacio de la vora de 1-varietats. En aquest cas la vora esta formada
per dos punts, si la 1-varietat donada és connexa amb vora no buida, i diem
que la orientacié d'un d’aquests punts z, és e(x) = —1 si la carta local
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v :[0,a) — C amb v(0) = z és tal que v/(s), s > 0, és positiu respecte de
la orientacié dels punts interiors. I e(x) =1 en cas contrari.

Tot i que estrictament parlant la definicié 16.1.1 no té sentit per a k = 1,
si I'apliquem a aquest cas diriem que la orientacié és positiva si el vectors
exterior v és positiu respecte la orientacié interior i negatiu en cas contrari.
Per aixo la orientacio és negativa a l’esquerra i positiva a la dreta.

Aix{, la subvarietat amb vora [a, b], parametritzada per a <t < b, que és
orientable perque (a,b) és orientable (esta tapada per una sola carta p(t) =

t), té una vora formada disconnexa formada pels dos punts {a, b} amb €(b) =
1ie(a) = —1.

v 7/(0) 1%
- > > »— ———
a b
e(a) = — e(b) =+

Observem que no hi ha cap carta de la subvarietat amb vora [a, b] que
contingui b compatible amb la orientacié natural de (a,b). No tenim un atles
compatible amb la orientacio.

Orientacié de OR3 induida per la orientacié de R2,. Prenem la base
canonica (e, e3) de R? com orientacié positiva de R? ;. En particular e; és
2
tangent a ORZ.

Prenem com vector exterior —ey. Llavors la base (—eq,e1) és positiva
respecte de la base canonica (el determinant del canvi de base és positiu) i

per tant la orientaci6 positiva de 9R% ve donada per e; = %. Vegeu I'exercici
16.4.2.
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2
R?
€2

2 . p ., -
OR%. €1 orientacio positiva

e

—ey exterior

Y

Per aixo es diu que la orientacié positiva de la vora és la que obtenim
quan la recorrem de manera que deixem el recinte a ’esquerra.

Orientacié de ORY induida per la orientacid de R3. Prenem la base
canodnica (e, ez, e3) de R® com orientacié positiva de R?,. En particular
(e1,e2) és una base IR?. Prenem com vector exterior —es. Llavors la base
(—es, €1, e5) és negativa respecte de la base canonica (el determinant del canvi
de base és negatiu), i per tant la orientacié negativa de dR? ve donada per la
base (e; = %, €y = a%)' Equivalentment, (eq, 1) és positiva amb la orientacid
induida a la vora. Vegeu l'exercici 16.4.3.

es R%—

€2

positiu

-—e3 exterior

\

Per aixo es diu que la orientacio positiva de la vora és la que obtenim quan
girem de manera que, en aplicar la llei de la ma dreta o llei del llevataps,
anem en la direccié exterior al recinte.
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Orientacié de OR* . Els dos calculs anteriors fan veure que (52, . . ., 5-2—)
+ Oz’ ’ Oxp_1

és positiva si i només si k és parell.

Orientacio en un anell pla. A la figura es mostra el vector e; que déna
orientacié positiva de la vora d'un anell per ser la base (v, e5) positiva essent
v el normal exterior.

Es per aixo que es recorda facilment el criteri d’orientacié dient que la
orientacio positiva correspon a caminar sobre la vora deixant el recinte a
l’esquerra.

16.4 Exercicis

Exercici 16.4.1 Demostreu que
[0,1] = {(=,0) eR%0 <z < 1}
és una 1-subvarietat amb vora de R?.
Solucid. Prenem les cartes locals (Ui, ¢1), (Us, p2) donades per
¥1 - [07 1) — R?
t —  (t,0)
Y2 : [0, 1) — R2
t — (1-1¢,0)
Es immediat que es compleixen les condicions de subvarietat amb vora.

Observeu que és orientable.
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Exercici 16.4.2 Demostreu que
M ={(z,y) e R%0 <y <1}

és una 2-subvarietat amb vora, orientable, de R%. FEstudieu la orientacio
induida a la vora.

Solucio. Left to the reader.

Exercici 16.4.3 Demostreu que
M ={(z,y,2) € R*}0< 2 < 1}

és una 3-subvarietat amb vora, orientable, de R%. Estudieu la orientacio
induida a la vora.

Solucio. Left to the reader.

Exercici 16.4.4 Demostreu que la bola tancada de radi v, {x € R?; ||z| <
r}, és una 2-subvarietat amb vora de R

Solucio. En coordenades polars podem trobar cartes del tipus
o(z,y) = ((r—y)cosz, (r—y)sinz), =€ (0,2m),0<y<r.

Amb una carta no n’hi ha prou. Podem tapar tots els punts interiors
amb la carta identitat ¢ (z,y) = (x,y) i encara faltara tapar el punt (1,0)
que podem tapar amb ‘girant’ .

Exercici 16.4.5 Demostreu que Uhemisferi tancat H = S* N R3, és una

2-subvarietat amb vora.

Solucid. Es clar que I’hemisferi obert (és a dir, el subconjunt de H format
pels punts amb tercera coordenada z > 0) és una superficie, i per tant tenim
cartes locals per a tots els seus punts. Només hem d’estudiar els punts
P = (2,9,0) € H. Com 2?4+ y* =1, posem P = (cosf,sinf,0) i definim

U={(u,v) eRL0 -6 <u<0+04,0<v<n/2}

©(u,v) = (cosucos v, sinu cos v, sinv).

Es facil veure que (U, ¢) és la carta local buscada.
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Exercici 16.4.6 Fxpliciteu cartes locals que provin que el cilindre tancat
C={(z,y,2) eER}2* +y* =1,a < 2 < b}
és una 2-subvarietat amb vora.

Solucio. Prenem les cartes

o(u,v) = (cosu,sinu,b—v), 0<v<b—a,0<u<?2r
(u,v) = (cosu,sinu,v+a), 0<v<b—a,0<u<?2m.

Ara prenem dues cartes més, girades d’aquestes, per cobrir els punts amb
u = 0, 1 hem acabat.

Exercici 16.4.7 (Aplicacions obertes) Sigui'®® U C R™ oberti f : U —»
R™ una funcio diferenciable tal que Vx € U, df, és isomorfisme. Proveu que
f és oberta, és a dir, que per a cada obert A C U, f(A) és obert.

Solucié. Per provar que f(A) és obert prenem f(a) € f(A) amb a € A.
Volem veure que hi ha un entorn obert de f(a) totalment contingut a f(A).
Con df, és isomorfisme, sabem, pel teorema de la funcié inversa, que existeix
un entorn obert W de a tal que f(WW) és obert i f: W — f(W) és dife-
omorfisme. Per ser difeomorfisme podem assegurar que f(W N A) és obert.
Hem trobat doncs un obert tal que f(a) € f(WNA) C f(A), iper tant f(A)
és obert.

Exercici 16.4.8 Demostreu que si un punt P d’una k-subvarietat amb vora
és interior respecte d’una carta local, també és interior respecte de qualsevol
altre carta local que el contingus.

Solucid. Aquest'*! resultat és conseqiiencia de que la imatge d'un obert

de R* per una aplicacié diferenciable, amb diferencial no singular, porta,
oberts a oberts (vegeu l'exercici 16.4.7)112. L’aplicarem a laplicacié “canvi
de coordenades”.

140Problema 2.36 de [?].

141Una solucié diferent a quest exercici és la donada a la Proposicié 16.1, pagina 373.

142No calen tantes hipotesis. El Teorema de la invariancia del domini, diu: Si U és un
obert de R™ i f : U — R™ és una aplicacid continua i injectiva, llavors V = f(U) és
obert i f és un homeomorfisme entre U i V. No obstant, com aquest teorema és de dificil
demostracié, amb eines de topologia algebraica, i nosaltres no treballem amb funcions
nomeés continues, siné diferenciables i no singulars, en donem una demostracié directa per
aquest cas a l’exercici 16.4.7.




Geometria Diferencial Classica 385

Siguin doncs (U, ¢), (V, 1) dues cartes d'una k-subvarietat amb vora M,
que contenen P, amb P = ¢(x) = ¢(y). Demostrarem que si x € U \ 9(R%)
llavors y € V'\ O(R%).

En efecte, sabem que el canvi de coordenades ¢! o ¢ és diferenciable,
exercici 16.4.12, i per tant només hem de veure que la diferencial és injectiva.
Pero

A" 0 )e = d(g 0 9)s = dgy(w) © dipy
on g és I'aplicacié diferenciable de R™ a R¥ que estén 1. Aix{ d(¢¥ ! o ¢),
és la composicio de dos isomorfismes

do, @ RF — T, )M
dg%,(x) : Tw(x)M—>Rk,

i és, per tant, un isomorfisme. Per veure dg,) és isomorfisme suposem
dgy(z)(v) = 0 amb v € T, 0, 1 apliquem di), als dos membres de la igualtat.
Obtenim

0 = iy (g, (0)) = (3 © g)pia) (0) = d(id) ) = v.

Aixi, doncs, 7! o ¢ restringida a Uobert W = U \ 9(RE), esta en les
hipotesis de I'exercici 16.4.7 i podem assegurar que ¥~ o (W) és un obert
de R*. Ara bé, per la construccié de 1, aquest obert esta contingut a Ri,

per tant ha d’estar contingut al semiespai x; > 0, i en particular P, =
Yt op(P) € V\I(RE), com voliem veure.

Aix0 demostra que punts interiors van a punts interiors, i per tant punts
de la vora han d’anar a punts de la vora, ja que si un punt de la vora anés a
parar a un punt interior, aplicant el resultat anterior a l'invers del canvi de
coordenades tindriem una contradiccié.

Exercici 16.4.9 (Definicié equivalent de k-subvarietat am vora) Pro-
veu que un subconjunt M de R™ és una k-subvarietat amb vora si per cada
punt P € M existeix un entorn obert U de P a R™, un altre conjunt V' obert
de R™ i un difeomorfisme h : U — V' tal que

AUNM)=VNRx{0})={zeV;zpy = =2, =0},

o bé, existeix un entorn obert U de P a R™, un altre conjunt V obert de R™
i un difeomorfisme h : U — V tal que

WU AM) =V O (RE x {0}) = { € Viay > 0,204 =+~ = 2, = O},
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Solucio.

Exercici 16.4.10 3 Sigui ¢ : U C R’i — M wuna carta local d’una k-
subvarietat amb vora M C R™. Demostreu que per cada punt x € U, existeix
un entorn obert V de p(x) a R", un entorn obert U de x a R*, i una
aplicacio diferenciable g : V. — U’ tal que g(V') és obert de U’ i tal que,
sobre VNo(UNU'), g=p L.

Solucio. Six és interior estem en les hipotesis del Corol-lari 2.1.2 amb U = U’
i hem acabat.

Suposem doncs que x és de la vora. Per definicié de diferenciabilitat sobre
tancats existeix ¢ : U’ € R¥ — R diferenciable sobre un entorn obert U’
de z a R* que coincideix amb ¢ a U’ F‘lR’i. A més, quan diem a la definicié de
k-subvarietat amb vora que dy, és injectiva, volem dir que dg, és injectiva,
és a dir és una immersié local.

Pel Corol-lari 2.1.2 aplicat a ¢ sabem que existeix un obert V' de ¢(z) a
R™, i una aplicaci6 diferenciable g : V- — U’ tal que g(V') és obert de U’ i
tal que sobre V N @(U'), g = ¢~ L.

Sobre VNop(UNU') =V Na(UNU') tenim g = ¢~ ja que si y = p(2)
amb ze UNU,yeV,

p(9(y) = p(@)(p(2)) = w(¢7)(¢(2)) =y. O

Exercici 16.4.11 ' Sigui (U, ¢) una parametritzacio local d'una k-subvarietat
amb vora M C R™. Suposem que ¥ : A — o(U) C R™ és una aplicacio dife-
renciable definida en un obert A C RY., per alguna s € N. Demostreu que la
composicié ol o1 : A — U és diferenciable.

143 Generalitzacié a varietats amb vora de la Proposicié 4.4.2.
144Generalitzacié a varietats amb vora del Corol-lari 4.4.3.
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Demostracio. Sigui y € A isigui € U tal que p(z) = ¢ (y). Sabem, per lla
Proposicié 16.4.10, que existeix un entorn obert V' de ¢(x) a R", un entorn
obert U’ de x a R¥ i una aplicacié diferenciable g : V. — U’ tal que g(V)
és un entorn obert de x a U’, i tal que sobre VNo(UNU'), g = ¢ .

Per tant, sobre 1 (V N (U NU’)) tenim

¢ oy =goy.

Com la composicié de diferenciables (sobre oberts de R* o RY) és dife-
renciable'®®, hem acabat. O

Exercici 16.4.12 (Canvi de coordenades) Els canvis de coordenades en-
tre cartes d’'una k-subvarietat amb vora sén diferenciables.t*

Demostracio. Aixo vol dir que si (U, ¢) 1 (V1) sén cartes d'una k-subvarietat
amb vora M, aplicacié ¢~ o9 definida a ¢~ (¢)(V)N(U)) és diferenciable.
Pero aixo és conseqiiencia directa de 1'exercici anterior 16.4.11, amb s = k.

g

Exercici 16.4.13 Sigui M una k-subvarietat amb vora i P € OM. Es com-
pleix que

THEM = {a/(0);a: [0,0) — M diferenciable amb o (0) = P}.

Solucié. Observem que si (U, 1)) és una carta local de M amb P = 1(p), el
que hem de provar equival a provar que

di,(RE) = {a/(0); o : [0,6) — M diferenciable amb «/(0) = P}.
pUSy

Sigui v = &/(0) amb « : [0,6) — M diferenciable amb P = «(0).
Per I'exercici 16.4.11, amb s = 1, existeix 7 : (—¢, €) — R* diferenciable,
amb (t) C U per t > 0, tal que

Y(y(t) = alt), t=>0.

1; és una extensié diferenciable de i, g o zﬁ és una extensié diferenciable de g o 1.

146 Generalitzaci6 a varietats amb vora de la Proposicié 4.4.4. Observem que no podem
dir, en principi, que sén la restriccié al seu domini de definicié d’un difeomorfisme de
RF definit en oberts més grans. Aixo és degut a que la definicié de diferenciabilitat a
R’j involucra extensions de les aplicacions donades i aquestes extensions, fora de 'obert
inicial, no les controlem, no sabem que siguin homeos per exemple.

145 Si
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A més,

on 1 és una extensié diferenciable de .
Com ~(0) = ¥ (a(0)) = p € O(RY), si posem (t) = (ui(t),. .., ug
ha de ser ux(0) = 0. T com u(t) > 0, ja que per a t > 0 és v(t) = v 'a(t),
ha de ser uj,(0) > 0 1 per tant 7/(0) € R:.
Es a dir,
v € dip,(RY).

La inclusié contraria és clara. En efecte, sigui w = dip,(v) amb v € RE.
Denotant ¢ una extensié diferenciable de ) tenim

d

w=dbyv) = di(v) = 3 (o + )

Només hem d’agafar

alt) = d(p+tv), te(=6,0)

)) C M ja que quan t > 0 «o(t) = ¢¥(p + tv) (aqui usem que

i tenim ([0, €
(0) = Pid(0) =w. Per tant w € Th(M) com voliem.

veRY) a



Capitol 17

Integracio

17.1 Integracié de k-formes a Rl—i

Comencem integrant k-formes sobre oberts de R’i. Les formes sobre oberts
de Rf‘; es defineixen practicament igual que sobre oberts de R¥, definici6
14.2.1.147

Definicié 17.1.1 Una k-forma diferencial definida en un obert U de R: és
una aplicacio diferenciable

w:U CRE — AF(RM)*,

I com sempre, diferenciable vol dir que tot punt x € U té un entorn obert
de R* on w és restriccié d'una forma diferenciable de R*.
El suport de w és

suppw = {x € U;w(z) # 0}

tenint en compte que w(x) € AF(RF)* és a dir, el 0 que apareix a I'anterior
formula és I'aplicacié multilineal alternada zero. Ara bé, com per tot z € U
tenim

w(z) = f(x)dzy A -+ Adxy,

podem escriure
w= fdxy N--- Ndzy

H17No ens preocupem de les r-formes a Ri amb r # k.

389
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on f és una funcié diferenciable (per ser w diferenciable). Llavors és clar que

supp w = supp f.

Com Rﬁ és un tancat de R* és el mateix considerar adheréncies'*® a Rﬁ
que a R¥. Perd observem que no podem assegurar que suppw C U siné tan
sols que suppw C U.

Definicié 17.1.2 Sigui w(x) = f(x)dxzy A -+ A dxy, una k-forma definida
sobre un obert U de ]R’i (x1,...,x% son les coordenades cartesianes habituals
de R*). Suposem que suppw és un compacte de R]_‘; contingut a U.

Llavors la integral de w sobre U es defineix per

L= [ 1wyon...a

La integral de la dreta és la integral multiple habitual d’una funcié a R*
i esta ben definida ja que podem pensar que estem integrant no sobre U sind
sobre un rectangle' tancat que contingui U, i la funcié que integrem és la
funcié que val f(x) sobre U i zero fora del compacte suppw. Com aquesta
funcié és clarament continua i tota funcié continua sobre un rectangle tancat
de R* és integrable, la integral de la dreta esta ben definida.

supp

148Gj el nostre espai topologic inicial fos un obert U de R¥, no és el mateix ’adherencia a
U d’un subconjunt de U que I'adheréncia d’aquest mateix subconjunt a R*. Per exemple,
si U = (0,1), llavors Padheréncia de U a U, és U, en canvi 'adheréncia de U a R és [0, 1].
Encara que treballem amb formes definides sobre oberts considerarem els suports a R¥.

149Guposem coneguda la teoria d’integracié de funcions. Remetem sempre a [?], on la
integracié es defineix primer per a funcions definides sobre rectangles i que si hem d’integrar
sobre quelcom que no és un rectangle multipliquem per la funcié caracteristica.
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La hipotesis de suport compacte sempre es pot aconseguir multiplicant
la forma a integrar per funcions tipus ‘particions de la unitat’'®®, que tenen
suport compacte, integrar aquest producte i passar al limit.

Veiem un exemple.

Exemple 17.1.3 Siguiw = ydxAdy i denotem U = B(0; 1)NR2. Calculem

e

Solucio. En principi no estem en les hipotesis de la definicié anterior, ja que
el suport de w no esta contingut a U. A la practica no ens preocuparem
d’aquest fet i procedirem com si estiguéssim en les hipotesis de la definicio

17.1.2. Fem
1 s 2
/w:/ydxdy:/ / r?sinadrdo = =.
U U o Jo 3

Per justificar aquests calculs considerem f, : R? — R una funcié C* que
val 1 en el compacte

Use = B(0;1 —26) N {(z,y) € R*y > 2}
i 0 fora de I'obert
U.=B(0;1 —e)N{(z,y) € R*y > ¢},
que sabem que existeix per la Proposicié A.1.2.
Ara té sentit integrar f.w sobre U perque estem en les hipotesis de la

definicié anterior ja que el suport de f.w esta contingut a U i és compacte,
per ser un subconjunt tancat del compacte U,. Tenim doncs

150Sempre utilitzarem el mateix fet: donat un compacte de R™ i un obert que el conté
existeix una funcié diferenciable C*° que val 1 en el compacte i 0 fora de ’obert, Proposicié
A.l1.2.
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/w = lim/fﬁw:hm/ few
U e—0 U e—0 U.

= lim few + lim few
e—0 Use e—0 UG\UQE
= lim w
e—0 Use
T 1—2¢
= lim {/ r? sinadr} do
<=0 Jo 2¢/ tan o
g 1—2¢)3 1, 2
= lim [ sina ( 2 —=( ‘ 3| da
=0 J, 3 3 tan«
1—26)32 2
~ =2 2
e—0 3 3

17.2 Integracié de k-formes sobre k-subvarie-
tats

Ara que ja sabem integrar formes a ]Ri mirem com s’integren sobre varietats
amb vora.

Cas en que el suport esta contingut en una carta local

Definicié 17.2.1 Sigui w una k-forma definida sobre un obert V de R™.
Sigui M una k-subvarietat amb vora i orientada tal que M C V. Suposem
suppw N M és compacte i que esta contingut en una carta local*> (U, ¢) de
M compatible amb la orientacio, és a dir

suppw N M C p(U), U obert de R

Llavors definim la integral de w sobre M per

/Mw:/ng*w. (17.1)

151 Aquesta hipotesis del suport contingut en una carta local la fem per simplificar les
demostracions. No obstant, emprant particions de la unitat, es pot donar la definicié gene-
ral d’integral d’una k-forma sobre una k-varietat sense aquesta hipotesis. Vegeu I'apéndix
A.2.
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A la Proposicié 14.2.7 hem vist que!®?
Yw = (wogp)(g—z,...,g—fk)dxl/\--ﬁ\dxk.
Aixi, per la Definicié 17.1.2
/ W= / woy &El gZ)dxl . day. (17.2)

Observem també que perque la definicié anterior tingui sentit necessitem
que supp ¢*w sigui un compacte de R’i contingut a U. Pero aixo és clar ja

que el suport del pull-back esta contingut en [’antitmatge del suport. Es a
dir,153

supp(p*w) C ¢ H(K), K =suppwn M. (17.3)

En efecte, com

{z € Usw(p(z)) # 0}

{z € Usp(z) € suppw}

supp(p'w) =
pH(K) =

prenent adherencies a 'inclusié clara

{z € Usw(p(z)) # 0} C {z € U; p(z) € suppw}
i tenint en compte que ¢ 'K és compacte (igual a la seva adheréncia) per
ser ¢! continua,'® tenim

supp(p*w) C ¢~ (K).

Com tot subconjunt tancat d’un compacte és un compacte, la inclusié
17.3 demostra directament que supp(p*w) és un compacte contingut a U, i
té sentit doncs escriure el segon terme de 17.1.

152Fstem pensant (w o ey 99y com una funcié sobre U , concretament la funcié
SO Bxl axl
que a cada z € U li assigna
d¢ ¢
e @)(GE @), 52 (@)

153FEn general no es pot afirmar que el suport del pull-back sigui igual a 'antiimatge del
suport, vegeu ’exercici 17.6.2. Ni tan sols que estigui contingut, vegeu ’exercici 17.6.3.
154Tot compacte de U amb la topologia relativa ho és de R¥.
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Una altra observacié important és que encara que w esta definida sobre un
obert de R™, per definir la seva integral només necessitem coneixer el valor de
w sobre els punts de la subvarietat. Per aixo si dues k-formes definides sobre
un obert de R™ coincideizen sobre els punts de M (com aplicacions d’aquest
obert a A*(R*)*) llavors tenen la mateiza integral.

També és cert que en la definicié d’integral només apareix el valor de
w sobre punts de la k-subvarietat M, i aplicada llavors aquesta aplicacio
multilineal a camps tangents a M. Aixo implica que formes diferents pero
que sobre els punts de M coincideixin quan s’apliquen a camps tangents a la
subvarietat tenen també la mateixa integral.

Aquest és també el motiu pel qual podem integrar formes definides només
sobre subvarietats, tot i que com ja hem comentat, en aquestes notes no
desenvolupem aquest punt de vista.

Proposicié 17.2.2 La definicio d’integral d’una k-forma que acabem de do-
nar no depén de la carta. Es a dir, si (V) i (W,4)) sén cartes locals d’una
k-subvarietat amb vora orientada M, compatibles amb la orientacio, amb
suppw N M C (V) Ny(W), llavors

e

Demostracid. Sigui h = 1)~! o ¢ Paplicacié ‘canvi de coordenades’, i posem
h(z) = (h*(z),..., k5 (x), x=(21,...,2p).

Aquesta aplicacié h és un homeomorfisme entre un obert Vi de V i un
obert Wy de W i és diferenciable a Vj (restriccié d’'una aplicacié diferen-
ciable definida sobre un obert de R¥), vegeu 'exercici 16.4.12. Concretament
Vi=¢ He(V)N(W)) 1 Wy =4 (e(V) N ().

La condici6 sobre el suport de w ens diu que és el mateix integrar ¢*(w)
sobre V' que sobre V] i que és el mateix integrar 1*(w) sobre W que sobre
Wi = h(V}). Concretament, per (17.3), tenim

supp ¢*w C ¢~ (suppw N M) C V;

. N *
i analogament per a v w.



Geometria Diferencial Classica 395

La regla de la cadena!®, aplicada a la composicié de funcions ¢ = v o h,
dona

k

dp o Oh

j=i

on tant les z; com les y; representen les coordenades canoniques de R*, que

denotem diferent per conveniencia. Equival a pensar ¢ = @(xy,...,x) i
’QD = ¢(y1a s 7yk)
Aixi,

I
€

w h(V1)
oY oY

LAy
/h(vl)(wo )<8y1 (9yk) h Yk

—~
—
~

—
N
~

0 0
= /Vl(WOQO)(a_ZOha---’@—ZOh)'Jhdxl...dxk
(3) dyp D
= /Vl(wogp)(—axl,...,—axk)dxl...d:Bk

/ Pp'w

\%1

= /go*w.
v

on la igualtat (1) és per la Proposicié 14.2.7, la igualtat (2) és el teorema
del canvi de variable!®®, més el fet de que J, > 0 per haver agafat cartes
compatibles amb la orientaci6 i la igualtat (3) és conseqiiencia de la igualtat
(17.4) i de la Proposici6 14.1.5, pagina 339 (apartat 1 amb k =n). O

1553 regla de la cadena la podem aplicar a la composicié de dues funcions diferenciables
entre oberts de R™ i R™ i h només és diferenciable a R%. Per provar la igualtat (17.4)
I'apliquem a un punt arbitrari P € Vi, i apliquem la regla de la cadena a la funcié ¢ o h
on h és una aplicacié diferenciable que estén h en un entorn P. La igualtat matricial
do, = dipp ) -dhy = dp(z) - dhy déna, igualant columnes, la igualtat (17.4).

156Per aplicar el teorema 2.0.8 del canvi de variable necessitem que les funcions estiguin
definides sobre oberts de R*. En el nostre cas W, és un obert de Ri, pero el podem
aproximar per W, = W3 N R on R¥ = {(z1,...,23);2x > €}. I utilitzar a continuacié

que si f és integrable a W1, lim o [y, f = le f.
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Exercici 17.2.3 Integrem w = zdx A dy sobre el tor T' donat per
o(u,v) = ((24 cosv) cosu, (2+ cosv) sinu,sinv), 0<u<27r,0<v <2,

Solucio. A la practica integrarem no sobre tot el tor sind sobre la carta local
(U,p) amb U = (0,27) x (0,27) i la ¢ donada més amunt. Els punts no
considerats tenen mesura zero i no modifiquen el resultat. Procedirem “com
si” el suport de w estigués contingut a p(U). Aixi, com

0 0
d(xoyp) = %dtﬁL%dv
= —(2+4 cosv)sinudu — cosusinv dv
Oy o d(y o
dlyop) = %du—i——(y&}gp) dv

= (2+cosv)cosudu — sinusinv dv
tenim
" (w) = ¢*(zdx Ady) = (2 0 @)d(x 0 p) Ad(y o p) = sin® v(2 + cos v)du dv,

i per tant

27 27
/ w= / P (w) = / / sin® v(2 + cos v)du dv = 472
T U o Jo

Justificacio d’aquest darrer calcul. Com que la diferencia entre els con-
junts T i o(U) té mesura zero

/Tw - /AO(U) o7 /USO*(W)'

Ara bé, per ser rigorosos hem de fer el mateix argument que a l’exercici
17.1.3, ja que formalment no podem integrar w sobre ¢(U) ja que no és cert
que suppw NT C p(U).

Prenem C. = (€,21m — €) X (€,2m — €) i Coye = [2€,2m — 2¢] X [2€, 27 — 2¢]
i considerem una funcié f. que valgui 1 sobre el compacte p(Cy) i 0 fora
de l'obert ¢(C;). Insistim que 'existencia d’aquestes funcions esta garantida
per la Proposicié A.1.2, pagina 456.
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Llavors

/w = lim [ fw =Ilim few
T 0

€E—> T e—0 (P(CE)

= lim few + lim few
=0 Jp(Cae) €20 (O \p(Cae)

= lim w
e—0 ©(Cae)

= lim orw
e—0 Cae

2m—e 2m—€
= lim / sin? v(2 + cosv) du dv = 47°.

e—0 ¢

Les mateixes consideracions, que ja no repetim, s’apliquen a l’exercici
segiient.

Exercici 17.2.4 Sigui M = S* N R3 on S? és lesfera 2-dimensional de
centre l'origen de R? i radi 1. Sigui w = zdx A dy. Calculem

[ @

Solucio. Com M és compacta, suppw N M també. Considerem la carta local
(U. ) amb™™"

U={(u,v) eR%L0<u<2m0<v<1}

o(u,v) = ((1 —v)cosu, (1 —v)sinu, vV2v — v?).

Aixi,
[ o= [ o= [Gopmonrdyep
M U U
Pero
d(xogp) = —cosudv— (1 —wv)sinudu
dlyop) = —sinudv+ (1 —wv)cosudu
per tant

2 1 )
/ w:/ /(1—v)\/20—v2dudv:—7T.
M o_Jo 3

157Vegeu l'exercici 16.4.4.
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17.3 Teorema del canvi de variables

Observem primerament que el teorema classic del canvi de variables per
integrals definides a R™, teorema 2.0.8, que diu

/g(A)f = /A(fog)ldetg’l,

/ fdyl...dyn:/(fog)|detg'|dx1...dxn (17.5)
9(A) A

o equivalentment

on A és un subconjunt de R", g un difeomorfisme i f : g(A) — R una funcié
diferenciable.

En llenguatge de formes i pel cas en que g conserva orientacions, la igual-
tat (17.5) es pot escriure aixi:

/g(A)a = /Ag*(a) (17.6)

ona= fdy, \---ANdy,, ja que
g (@)= (fog)g*(dyy N+~ Ndy,) = (fog)det g'dey A+ -+ A dx,.

I ara apliquen la definicié 17.1.2.
La igualtat (17.6) és certa en general sobre varietats. Concretament tenim
el resultat segiient.

Proposicié 17.3.1 (Teorema del canvi de variables) Sigui M una k-
subvarietat orientada amb vora 1 sigui F' @ R" — R™ un difeomorfisme.
Sigui (U, ) una carta local de M i sigui w una k-forma de R™ amb K =
suppw N F(M) compacte contingut'™® a F(p(U)). Llavors

/ w:/ F*w,
F(M) M

quan orientem F (M) de manera que dFp porti bases positives de TpM a
bases positives de TppyF (M), per a tot P € M.

158 A questa hipotesis del suport contingut en una carta local la fem per simplificar les
demostracions. Aquest teorema és cert sense aquesta hipotesis com es veu a ’apendix,
Proposicié A.2.4, pagina 459.
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Demostracid.'® Observem que tant w com F*(w) tenen el suport (compacte)
contingut en una unica carta local, ja que (U, F' o ¢) és una carta de F'(M),
i de la inclussié K C F(¢(U)) deduim supp(F*w) C ¢(U).

Ara tenim
— (l) * _ * Tk
/ w—/ w-/(Fogp)(w)—/ch(w)
F(p(U)) U U

@ /F*

(U
Les igualtats (1) i ( ) per la igualtat (17.1), definicié 17.2.1. O

Nota 17.3.2 Es suficient que F' sigui una aplicacié bijectiva diferenciable
amb inversa diferenciable definida a M, F': M — F(M) C R". No cal que
sigui un difeomorfisme de tot R” com es veu revisant la demostracié anterior.

Integracié sobre una 1-varietat amb vora

Tal com hem comentat a la pagina 380 per a £k = 1 no podem suposar que
existeix un atles compatible amb la orientacié. Per tant la demostracié del
teorema anterior no funciona. No obstant el resultat continua essent correcte
si prenem la definici6 segiient d’integracié sobre 1-varietats.

Definicié 17.3.3 Sigui C = ~(I), amb v : I C R — R" diferenciable, i
una 1-forma w de R3. Llavors

fo=foe
on I =(a,b),I="(ab],]=[ab)ol=]ab].

Ja hem comentat a l'exercici 17.6.1 que no hi ha diferencia entre integrar
sobre I = (a,b),I = (a,b],I =[a,b) o [ = [a,b].

Pel teorema del canvi de variable aquesta integral no depen de la para-
metritzacié de C' sempre que la nova parametritzacié conservi orientacions.
Si les canvia, canvia de signe.

1590bservem que si a la férmula que volem demostrar canviem F per ¢ i M per U tenim
la definicié 17.2.1 d’integral. Pero ¢ no és un difeomorfisme de R™ ni w té el suport en
una carta local.
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Exemple 17.3.4 Sigui C = ~v(I) amb I = (0,27 i v: [ — R? donada per
y(t) = (cost,sint). Sigui w = x3dy. Calculem

/w.
c
* 3 4 3
w= [Yw= [(xoy)dlyoy)= [ cos*tdt = —.
c I I I 4

Si canviem la orientacié considerant la corba ¥(t) = (cost, —sint). tenim

/w:/’y*w:/(xo’y)gd(yo’y):—/cos‘ltdt:—?)—ﬁ. O
c I I I 4

Per comparar la definicié anterior 17.3.3 amb la definicié A.2.2 donem el
segiient resultat per al cas I = [a,b] (els altres casos sén iguals).

Solucid.

Proposicié 17.3.5 Sigui C = ~(I), amb v : I C R — R" diferenciable, 1
una 1-forma w de R3. Sigui (U,v1), (U,v2) amb

U= [07b—a>7 71(t) :7(t+a)v 72(t) :7(_t+b)v

un atles de C. Sigui (f1, f2) una particié de la unitat relativa al compacte C
1 subordinada a aquest recobriment. Llavors

/C w= / V(fiw) / 7 (fa)

Demostracio. Recordem primerament que U té aquesta forma perque ha
de ser un obert de RY. Recordem també que per ser la particié de la unitat
subordinada al recobriment tenim supp f; N C' C v;(U), i = 1, 2.

Observem que v; és compatible amb la orientaci6é natural de (a,b), i o
no. Posem vy =vyoT amb T'(t) =t+ai~vy =v0S amb S(t) = —t +b.

/ w —
C

I =
=10
— =
2 =
:;': &

£

—
w
=

/U Ty (i) + [ S (faw)
9 [t - [ ()

—
W~
N
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La igualtat (1) és per la definicié de particié de la unitat. La igualtat (2)
és per la definicio 17.3.3 a cada sumand tenint en compte que ens podem
restringir a les corbes 7;(U). La igualtat (3) és per la definicié de ;. La
igualtat (4) és certa perque S canvia orientacions i la definicié d’integral
utilitza cartes compatibles amb la orientacié.

17.4 Teorema de Stokes

Teorema 17.4.1 (Teorema de Stokes sobre k-subvarietats) Sigui M una
k-subvarietat de R™ orientada amb vora. Sigui w una (k—1)-forma diferenci-
al definida sobre un obert de R™ que conté M. Suposem que K = suppwNM
és compacte i estd contingut en una carta local (U,¢). Es a dir K C o(U).

Aleshores,
/ dw = / w
M oM

on OM té la orientacio induida per la orientacio de M.

Demostracio. Calculem el primer terme.

)

/dw(—i)/ dw(i)/gp*dw(—
M o(U) U

p=pw.

||
S~
Q.
>
=
%\
+
.
S

Hem posat

Les igualtats (1) i (4) per qiiestions de suport. La igualtat (2) per la definici6
17.2.1. La igualtat (3) perque la diferencial commuta amb el pull-back.

A partir d’aqui i per simplificar els calculs'®® suposarem k = 2 de manera
que
p = aydx; + asdxs,
1 per tant
day  Oaq
dp = (=— — —)dz1 Ndx
P (8I1 (‘9952 ) ! 2

160 A I’apendix hi ha la demostracié totalment general d’aquest teorema.
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Pel teorema de Fubini, que permet canviar I'ordre d’integracio,

To=00 r1=00 I1=00 T2=00
/ dp = / (/ %dxl) dzs —/ (/ %d@) dzq
R2 z2=0 T1=—00 axl r1=—00 29=0 8x2

+
= / ay(z1,0)dzy

[e.e]

ja que la primera integral és zero per tenir les funcions a; suport compacte.

Estudiem ara
/ w
oM

La carta (U, ¢) indueix la carta (V1) donada per

Vo= i (V)
Y = ypoi

on i: R — R% és laplicaci6 i(z;) = (z1,0).
Llavors tenim

/ w(zl)/w*(w)z/i*@*wz/i*p@/i*p,
oM 14 |4 \%4 R

Les igualtats (1) i (3) per qiiestié de suports.
Ara bé, com x5 07 = 0, tenim

i*p = ay(z1,0)dxy,

/ w:/ ay(x1,0)dry,
oM —o0
d

1 aix0 acaba la demostracié.

1 per tant

La condici6 de que el suport de la forma estigui contingut en una carta
local la fem per comoditat perd asumirem a partir d’ara que el teorema de
Stokes és cert sense aquesta condicid, tal com es prova a 'apendix, pagina
460.

En particular tenim



Geometria Diferencial Classica 403

Corol-lari 17.4.2 Sigui M una k-subvarietat sense vora. Llavors per a tota

k-forma w de R,
/ dw = 0.
M

Demostracio. Conseqiiencia de Stokes. [
Observem que el teorema de Stokes quan M = [a,b] i w = f és una funcié
(0-forma) no és més que el teorema fonamental del calcul,

/ab f(t)dt = /[a’b] df = /(9([%[)})]‘ = f(b) — f(a).

/ w
SR

onw = xdy Ndz + ydz Ndx + zdx N dy 1 Sg és l'esfera de radi R i centre
lorigen de R3.

Solucio. Primer metode. Observem que dw = 3n on n = dx A dy A dz és
I'element de volum de R3. Aixi, denotant By la bola de radi R i centre

Iorigen,
4
/ w—/ w—/ dw = 3(=7R?),
Sgr dBg Br 3

Segon metode. També podriem haver raonat aixi: Sigui n la normal a Sg
estesa a R3, és a dir,

_ (z,y,2)
92 = G g2l

Llavors
1o = Adx N dy + Bdy AN dz + Cdy N dz

i podem trobar A, B, C facilment. Per exemple,

o 9.

A=nn,—,—)=n
n( 78x7 ay)
on n® és la tercera component de n, i per tant, n® = Tz Analogament
calculariem B i C'i obtenim
1
inn = ———(zdx AN dy — ydx A dz + zdx A dy)

(2, y, 2)|
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Sobre Sk tenim doncs

Ri,n=w

i per tant

/ w :/ Ri,n = RATR?,
Sr Sk

ja que 1,m restringit a l’esfera és el seu element d’area.

Tercer metode. Utilitzant el teorema de la divergencia, vegeu exercici
20.4.5, pagina 442.

17.5 Formula de Green

Teorema 17.5.1 Sigui D C R? un domini reqular (2-subvarietat amb vora,).
SiguinP(x,y), Q(z,y) dues funcions diferenciables definides en un obert que
contingui D. Llavors

oQ 0P /
— — —)dxdy = Pdx + Qd
/D(@x ay) V= Qdy

Demostracio. Apliquem Stokes a la 1-forma w = Pdzx 4+ Qdy. I

La orientaci6 de la vora, tal com I'’hem definit a la pagina 376, es pot
recordar facilment dient que la vora s’ha de recérrer de tal manera que el
recinte d’integraciéo D quedi a l’esquerra.
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> A3
exterior
exterior
exterior
&~ positiva

Suposem v : I — R? donada per v(t) = (x(t),y(t)), és una parame-
tritzacié de 0D, que és una l-varietat. Llavors la féormula de Green s’escriu

com 90 op
— — —dady = *w= [ (P2 + Qy)dt
[ GE-3) o= [ )
on P = P(z(1),y(t)), @ = Q(z(1),y(t)).
Observem que podem calcular 'area de D prenent Q(x,y) = x, P(x,y) =
0, llavors

area(D) = / xdy
oD
o bé prenent P = —y, () = z, llavors

1

area(D) = 5/ —ydx + zdy
oD

Piecewise boundary

Suposem que D és un domini tal que 0D és una corba diferenciable a trogos.
Aixo vol dir que es pot parametritzar per una aplicacié v : I — R? di-
ferenciable excepte en un nimero finit de punts. Equivalentment, podem
suposar que llevat d’aquest nimero finit de punts, 9D és la uni6 de r corbes
vy o I, — R2,
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Llavors la férmula de Green s’escriu com
oQ oOP
— — —)dzdy = *w.
(G- G ey Z/jr%w

Per justificar aquesta igualtat hem d’aproximar el nostre recinte per re-
cintes diferenciables als quals podem aplicar el teorema 17.5.1 i passar al
limit.

Per exemple, podem definir D, com el recinte que obtenim a partir de D
unint per una corba diferenciable punts situats a distancia € de cada vertex.

Per poder veure que no hi ha problemes de convergencia és fonamental
que w, o equivalentment les funcions P, (), siguin continues i estiguin definides
en un entorn de D. Els detalls tecnics séon complicats i no els farem aqui.

4 )

N _/

Els mateixos comentaris valen per a la formula de Stokes sobre varietats
amb arestes. Per exemple, sobre un cub de R?, un cilindre amb les seves
tapes, etc, la férmula de Stokes és certa. Pero una demostracié rigorosa
implicaria donar bones definicions de varietats amb arestes, etc.

Exemple 17.5.2 Comproveu la formula de Green sobre el quadrat D =
[0,1] x [0,1] i la 1-forma w = x dy.

Solucié. Com dw = dx A dy, que és I'element d’area de R2,

/dw:l.
D



Geometria Diferencial Classica 407

Ara recorrem la vora deixant el recinte D a la nostra esquerra i la para-
metritzem amb les quatre corbes

Vl(t) = (t,O), 0 t<17
w(t) = (L), 0<t<1,
v(t) = (0,1 —1¢), 0<t<1
Aixi
Yiw = Y(rdy) = (xoy)dyom) =0,
Yow = Ya(wdy) = (x0v)d(yoy)=dt,
Yw = v3(rvdy) = (vovy3)d(yoys) =0,
Yiw = vi(wvdy) = (v ovs)d(yoy)=0.
Per tant

Z/fy:w:/ dt = 1.
— JI, [0,1]

Exemple 17.5.3 (Diferenciabilitzant el quadrat) Donat € > 0 trobeu
una funcio diferenciable de classe C* tal que

o(t) = 1 0<t<1
Tl 2-t 14e<t<2

Observeu que fent un procés similar amb la segona component tenim una
corba diferenciable que aproxima el cami vy sequit de 3 del problema anterior.

Solucio. Considerem el parell de funcions palangana segiients:

(t) = 1 —oo<t<1
PY=9 0 l+e<t< oo

(1) = 0 —oco<t<1
TN~V 1 14e<t<oo

Definim
f(t) =p(t) + (2 —1)q(t)

i hem acabat.
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Exemple 17.5.4 Comproveu la formula de Stokes sobre el cilindre C =
{(x,y,2) e R% 2?2 +9y? < 1,0 < 2 < 1}, i la 2-forma w = xy dy Adz + y*dx A
dz + zdz N\ dy.

Solucio. Calculem dw.
dw = (1 —y)dx N dy N dz.
Aixd

/dw:/dx/\dy/\dz—/ydx/\dy/\dz:ﬂ,
c c c

ja que la primera integral és el volum del cilindre i la segona és zero per
simetria.

Integral sobre la tapa inferior. Aqui z = 0, i per tant w = 0 i la integral és
zero. En realitat estem utilitzant el mateix argument que a l'exercici 17.2.3.
Considerem una parametritzacié de la tapa T, ¢(z,y) = (x,y,0), i

/w—/gp*w—/gp*(xydy/\dz—l—dea:/\dz—i-zdx/\dy)—O,
T D D

ja que zo @ = 0. (D és el disc unitat del pla x,y centrat a 'origen).
Integral sobre la tapa superior. Aqui z = 1, i per tant w = dx A dy, que

és 'element d’area i per tant la integral de w a la tapa superior val .
Integral sobre la superficie lateral. Passant a polars tenim

/ (cos? OsinOdO A dz — sin® 0df A dz)
C

ja que dor = —sin6df i dy = cos 0df sobre la superficie lateral.

Aixi,

2T 1
/ w= / / (cos? @sin Odf dz — sin® 0df dz) = 0.
c o Jo

17.6 Exercicis

Exercici 17.6.1 Sigui f : [a,b] — R continua. Proveu que

/ = 7
(a,b) [a,b]
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Solucid. Seguint [?] definim la integral de funcions sobre rectangles, en aquest
cas sobre [a,b], i definim integral sobre oberts com la integral sobre un rec-
tangle més gran de la funcié que volem integrar multiplicada per la funcié
caracteristica d’aquest obert.

En el nostre cas, doncs,

| o=
(a,b) [a,b]
on x(z) =1siz € (a,b),ix(a) = x(b) = 0.

Es facil veure, per la definicié d’integral de Riemann, que funcions que
coincideixen excepte en un conjunt finit de punts, tenen la mateixa integral
(problema 3.2 de [?]).

Per tant,

/ = =1 r
(a,b) [a,b] [a,b]

El teorema fonamental del calcul ens diu essencialment que si f : [a, b] —
R és continua existeix F': [a,b] — R derivable en tots els punts (a a per la
dreta i a b per 'esquerra) tal que F' = f. 1 que

/ f = F(b) - Fla).
(a,b) [a,b]

Exercici 17.6.2 Donada la 1-forma de R3, w = dz, i la carta local de la
2-subvarietat M = {z = 0} donada per p(z,y) = (x,y,0) estudieu el suport
del pull-back p*w i lantiimatge del suport de w, o~ (suppw).

Solucio. La 1-forma w no s’anul-la mai, per tant
suppw = R?
i aixi
v~ ! (suppw) = R,
Per altra banda, ¢*(w) = d(z o ¢) = 0 i per tant
supp ¢ (w) = 0,
és a dir, tenim un exemple on la inclusié 17.3
supp ¢*(w) C ¢~ (suppw)

és estricte.
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Exercici 17.6.3 Donada la 1-forma de R?, w = dx, i la carta local de la
1-subvarietat M = {(x,0) € R0 < z < 1}, ¢ : (0,1) — R? donada per
o(x) = (2,0) estudieu el suport del pull-back ¢*w i U'antiimatge del suport de
w, ¢~ (suppw).

Solucio. La 1-forma w no s’anul-la mai, per tant
suppw = R?

i aixi
¢ H(suppw) = (0,1).
Per altra banda, ¢*(w) = d(x o ¢) = dx que no s’anul-la mai, i per tant

supp ¢"(w) = (0,1) = [0, 1].
Aixi doncs en aquest cas la inclusié
supp ¢*(w) C ¢~ (suppw)

és falsa.



Capitol 18

Teorema de Gauss-Bonnet

En aquest capitol generalitzarem el teorema del defecte a triangles no ge-
odesics. Concretament, la millora que Bonnet fa del teorema del defecte és
la segiient.

18.1 Generalitzacio del teorema del defecte

Teorema 18.1.1 Sigui T' = AABC un triangle sobre una superficie. Lla-
vors

/ICdS:A+B+C—7r—/ kg ds,
T oT

on dS és l’element d’area de la superficie i ds [’element de longitud de la
vora.

Demostracio. Abans de comengar la demostracié precisem ’enunciat. Com
la curvatura de Gauss K és una funcié sobre la superficie S, KdS és una
2-forma sobre S'i la podem integrar sobre una regié de S.

Les lletres A, B, C de la dreta de la igualtat representen la mesura dels
angles del triangle.

La vora del triangle T esta formada pels seus tres costats que es poden
considerar 1-varietats amb vora. Els denotem 07;.

Com £, és una funcié sobre la 1-varietat 9T = U;07T; la seva integral esta

definida per
3
ky,ds = / kydo;
/8T ! ; oT; !

411
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on do; és la 'element de longitud (1-forma que val 1 sobre un vector tangent
unitari) de 0T;.
En particular, si v; : [; — 9T} és una parametritzacio per 'arc de 9T;

3 3 3
k,ds = /kdai: /ﬁkdaiz /k:isds

ja que v/ (do;) = ds (denotem per comoditat tots els parametres arc per
s, encara que corresponen a tres corbes diferents) i hem denotat k,(s) =
kq(7i(s)). Considerarem aquestes corbes 7; orientades de manera que la vora
quedi orientada d’acord amb el teorema de Stokes.

Fetes aquestes consideracions iniciem la demostracio del teorema.

Suposarem que el triangle esta situat en una carta local (U, ¢) ortogonal,
és a dir, F = 0.

L’expressié de la curvatura geodesica d’una corba parametritzada per
larc y(s) = ¢(a(s)), amb a(s) = (u(s),v(s)) corba sobre U, esta donada per
(Corol-lari 11.2.3, pagina 257),

1 dv du df

on 6 és I'angle positiu entre g—i i79/(s), i totes les funcions de la dreta sén
funcions de s: E = E(u(s),v(s)), etc.

Aquesta expressié suggereix definir la 1-forma sobre U,

w = Adu + Bdv

amb
B, G,

N B = N
2VEG 2VEG

de manera que, restringint aquestes funcions a la corba «(s), amb ~(s) =
o(a(s)), tindrem

kg(s) = Ala(s))u'(s) + Bla(s))v'(s) +0'(s),
0, equivalenmet
a*(w) = (kg(s) — 0'(s)) ds. (18.2)

que no és més que (18.1) “multiplicada” per ds.
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Si calculem ara la diferencial de w i recordem l'expressio de la curvatura
IC en el punt p(u,v) (férmula (10.5), pagina 241, Lo p = K)

1 E, Gy
K=- +
wio (7). (7))
on totes les funcions de la dreta sén funcions de (u,v): E = E(u,v), etc.
tenim

0A 0B
dw = —(%—%)du/\dv

- ((720).* (57a) ) nee
= —KVEGdu A dv

Per tant, per definicié d’integral de formes, I’expressié 14.4.2 per a ¢*(dS)
i el teorema de Stokes tenim

/TICdS = //go*(lCdS)

= KVEGdu A dv

T/

= —/ldw——/ale (18.3)

on 1" és el “triangle” a U tal que o(T") =T.

Siguin «;(s) parametritzacions per arc!! dels costats de T". Les corbes
7i(8) = p(a;(s)) som parametritzacions dels costats de 7.

Tenint en compte (18.2) sobre cada costat del triangle tenim

e - if;/hoz:w)
- Z | h(5) = iy

3
= k,ds — /d&i.
/aT ! 221 I

161Com abans denotem per comoditat tots els parametres arc per s, encara que corres-
ponen a tres corbes diferents.
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on hem posat kg per referir-nos a la curvatura geodesica del costat i i df; =
0!(s)ds. Substituint aquest valor a (18.3) tenim

KdS = /dGi—/ kqds 18.4
/1‘—' g I; oT I ( )

Ara bé,

/ do, = 0,(B) - 0,(A)
/ do; = 0,(C) — 0a(B)

Sumant

/aT df = (05(A) — 01(A)) + (61(B) — 02(B)) + (62(C) — 65(C))
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I mirant la figura
| d0=((r- )+ (~(r-B)+(CHm=A+B+Cx
or
I per tant, substituint aquest valor a (18.4), tenim

/lCdS—A—I—B—i—C—w—/ ky(s)ds O
T

oT

18.2 (Gauss-Bonnet per a regions amb vora

Teorema 18.2.1 Sigui R una regio de l’espai amb vora diferenciable a trocos.
Llavors

k
K+/k5—|— a; = 21x(R),
RS NEDS ()

=1

on «; son els angles externs (orientats) en els vértexs de la vora i x(R) és la
caracteristica d’Euler de R.

Demostracié. Dividim la regié en triangles interiors geodesics'®? i altres
triangles amb dos costats geodesics i un formant part de la frontera. Aplicant
el teorema del defecte a cada triangle i sumant tenim

/K+/ kg =2rVi+ 7V} —Cr+ ) 6 (18.5)
R OR f

on V; és el nombre de vertexs interiors, V! és el nombre de vertexs a la
frontera que no sén vertexs de la vora, C' és el nombre de triangles i la suma
esta estesa als vertexs de la vora. Cada 6; és la suma dels angles dels triangles
de la triangularitzacio que coincideixen en el i-essim vertex de la vora.

Tal com es veu a la figura els 6; coincideixen amb suplementaris dels

162Per a la demostracié no cal que siguin geodesics, ho faig per simplificar.
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angles exteriors orientats, 6; = ™ — «;, ja que, per exemple, en el punt A,
ay =m—A=m—04,1ienel punt B, degut a que la orientacié és la oposada,
ap=—(r—B)=B—-rnmilg=2r—B=n—(B—m)=7—ag.

Per tant, denotant V2 el nombre de vertexs de la vora, tenim

Per tant, (18.5) queda

‘/;2
/K+/ ky = 27rVi—i—7rV61—C'7r+7rVez—Zai
R OR P
1%
= Vit aV.—Crn—> o (18.6)
i=1

La integral de la curvatura geodesica sobre la vora dR vol dir la suma
de les integrals de k,(s) sobre cadascuna de les corbes diferenciables en que
descompon OR.

Si pensem que cada aresta ho és de dues cares, excepte les de la frontera,
tenim
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3C=2A-A.=2A-V,

on A és el nombre d’arestes, A, és el nombre d’arestes sobre la frontera, i V,
és el nombre de vertexs sobre la frontera. Com

C+V—-A=x(R)

Per tant
3C+V, -

CHV-
" 2

X(R),

és a dir
2V —C -V, =2x(R),

2V, + V. — C =2x(R).
Substituint a (18.5), tenim el resultat. [

Observem que si R és una regié amb vora diferenciable, llavors

/K+/ ky = 2m,
R OR

Exercici 18.2.2 Comprovem Gauss-Bonnet en un casquet esféric.

L’area d’el casquet esferic delimitat pel paral-lel de radi r a l’esfera de radi
R és .
A=2rR*(1 —cosp), on sinp= i

Per tant, com K = 1/R?,

/K:/KdS:%r(l—cosgo).
R R

Per altra banda la curvatura geodesica del paral-lel es pot calcular o bé
analiticament o bé amb el segiient argument: La curvatura geodesica del
paral-lel en un punt P és igual a la curvatura en P de la corba plana que
s’obté en projectar el paral-lel sobre el pla tangent a 'esfera en P. Vegeu
seccio 11.1.1.

Aquesta projeccié és una el-lipse de semieixos a = rcos, b = r, com es
veu directament a la figura.
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Pero tothom sap que la curvatura de I’el-lilpse de semieixos a, b en el vertex

corresponent al punt P és k = =k Per tant

cos
kg = mat
I
cos
/ kg = 2mr - g0:27Tcos<p
OR r

Es a dir
/K:27T—/ kg,
R AR

com voliem veure.



Capitol 19

Repere mobil

19.1 Refereéncies ortonormals a R?

Seguirem O’Neill [?]. Un punt de vista similar el podeu trobar,entre d’altres,
al llibre de H. Cartan [?].

Siguin E,, E», B tres camps de R? tals que per a cada punt p € R3,
(E1(p), E2(p), E5(p)) és una base ortonormal.

Com cada Ej; és una aplicacié F; : R3 — R3, la seva diferencial és, en
cada punt p € R3, I'aplicacié lineal

dE;(p) : R* — R?

donada per la matriu jacobiana.
Per tant, per a cada v € R3, dE;(p)(v), que escriurem dE;(p;v), és un
vector de R3 i es pot escriure doncs com

dE;i(p;v) = Z w! (p; v) E;(p).

Per simplificar la notaciéi degut a que és clar que els camps s’apliquen a un
punt i les formes a un punt i un vector, I’anterior calcul s’escriu simplement
com

IR
db; = w; B
amb el conveni de sumacié d’Einstein.

419
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Aquest és el punt central del metode de la referencia mobil: escriure les
derivades dels vectors de la base en termes de la propia base.

Observem que les w! sén 1-formes ordinaries, en el sentit de que sén a
valors reals. Es diuen formes de connexio.

Com (E4, Ey, E3) és una base ortonormal tenim que

w! (p;v) = (dEi(p; v), E;(p))
que pels motius ja exposats escrivim com
wf = <dEz, Ej>

~ Denotarem per (01,05,03) la base dual de la base de camps (E1, Fa, E3).
Es a dir, son les 1-formes definides per la condici

0:(p; E5(p)) = di5, pE€ R?,
que escriurem només com
0i(E;) = 0ij-
Teorema 19.1.1 Les formes de connexio son antisimeétriques, és a dir
w; = —w:.

Demostracio. Com

<Ez'7 Ej> - 0
I’exercici 19.5.1 ens diu que
(0,0,0) = Ef - dE; + E - dE,.
que, en aplicar-ho a un punt p € R3 i a un vector £ € R? ens déna

0 = E(p)-dE;(p;€) + Ei(p) - dE;(p; €)
= (Ei(p),dE;(p; ) + (E;(p), dE;(p; €)) = wi(p; &) + w! (p; ),

com voliem. OJ
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Teorema 19.1.2 (Calcul de les formes de connexid) Sigui A la matriu
del canvi de base entre la base (Ey, Eo, E3) i la base canonica (eq,es,e3), €s

a dir,
1,1 1

CL% (I% Clg 3 '
— _ E J
3 .3 3 —

Observacio. Matricialment el teorema diu que

w=dA- A,
en el ben entes que
1,2 3
NI
w=| wy w; wy

1,2 3
Wy Wz Ws

.. 3 .
Demostracid.Com E; =, _, a¥e;, tenim que'®?

w

dEi(p;€) = ) daf(p;&)ey.

k=1
Per tant
. 3 3
wl(pi&) = (dEp: &), E;(p)) = O _ daf(p;ex, > a}(p)ey)
k=1 r=1
3
= > daf(p; )} (p)dks

com voliem. O

Observem com a la practica, en el moment que coneixem la base de camps,
i per tant A, obtenim les formes de connexié amb un simple producte de
matrius.

1631,a base canonica és constant, e;(p) = e;, i té doncs derivada zero.
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Nota 19.1.3 Amb el conveni de notacio que ja hem comentat, de no escriure
ni punts ni vectors, l’anterior calcul s’escriu stmplement com

=

3 3
w] = (dE;, E;) = (Z dafek,2a§6r>
k=1 r=1
3 3 A
= Z daf a; by, = Zdaf[at]fc.
k,r=1 k=1

Teorema 19.1.4 (Equacions d’estructura) Sigui (Ey, Ey, E3) una referéncia
ortonormal de camps amb base dual (6, 0,,05) i formes de connexid w).
Llavors

1) [Primeres equacions d’estructura/

3
do; = Wi ANb, i=1,2,3.

k=1

2) [Segones equacions d’estructura/
dol = winwl, i,j=12.3
k=1

Observacio. Observem, abans de comencar la demostracid, que les dues
equacions d’estructura, en notacié matricial, s’escriuen simplement com

dd = wA¥b
dv = wAw
on
wi W owl 6,
w=| w w? W =1 6
BB B A W

i el producte ‘wedge’ A és el producte ordinari de matrius, pero com les
entrades de les matrius que estem multiplicant son 1-formes, les multipliquem
amb el producte exterior.



Geometria Diferencial Classica 423

., . . . 3
Demostracio de la primera equacid d’estructura. Laigualtat £, =), _, afey

implica
3
0; = Z afdwk
k=1

propietat estandard de les bases duals.
Per tant,

3
do; = daf A day

k=1

La igualtat matricial w = dA - AY, junt amb el fet de que A'- A = Id ens
dona
dA=w- A,

o0, equivalentment
3
J _ k _j
da; = E w; ay,.
k=1

Substituint,

3 3 3 3
do; = Z(wa ai)/\dxj:Zwa/\aidxj

j=1 k=1 k=1 j=1

3 3 3
— k J _ k
= g wl-/\g ap dr; = E w; A dby.
k=1 j=1 k=1
Demostracio de la segona equacio d’estructura. Com

3
w) =) _dajla"}]
r=1
id? =0, tenim
3
dw! = — Z da}[da']?.
r=1
Per altra banda observem que la igualtat

dA- A"+ A-dA" =0
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ens diu que el terme (k, j) de dA- A* és igual a menys el terme (k, j) de A-dA,
és a dir,

Aixi,

wa/\wi = Z

3
k=1 k=1

: j 3 : ,
i per tant dw] =7, w¥ Awj, com volfem. [J

19.2 Referencies mobils adaptades a superficies

Donada una superficie orientable S direm que una referéncia mobil (FE1, Fy, E3)
definida en un obert de R? que contingui S és adaptada a la superficie si

Es(p) =v(p), peS

on v és el camp unitari normal a S que la orienta.

Recordem que només considero el cas de referencies ortonormals de ma-
nera que F;(p), F>(p) és una base ortonormal (positiva ja que el seu producte
exterior és E5(p)) de l'espai tangent T,(S)a la superficie en p.

Donada S orientada per v podem prendre una base ortonormal local de
camps FEp, E> definida a S i estendre-la a un petit obert que contingui S
definint

Ei(q) = Ei(p), i=1,2,3
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per a tot ¢ de la normal a S per p, molt proxim a p. No detallem aquesta
construccié.

Les formes de connexid i la base dual d’una referencia adaptada (Ey, Es, F3)
es consideren sempre restringides a la superficie, és a dir actuen unicament
sobre punts de la superficie i sobre vectors tangents a la superficie en aquest

punt. '
Aquestes restriccions les denotem igualment 0; i w;.

Teorema 19.2.1 Sigui (Ey, Es, E3) una referéncia adaptada a S. La seva
base dual (01,04,03) i les formes de connexid w; compleixen les equacions
d’estructura sequents:

d(gl = wf/\Gg
dQQ = w%/\é’l
0 = wyAb+w;Aby

2 _ 3,2
dw; = wi Aw;
3 _ 2,3
dwi = wi Aws
3 _ 1.3
dwy = wy Awy

Demostracio. Conseqiiencia directa de les equacions d’estructura 19.1.4 i del
fet de que 03 = 0 ja que (la restriccié) només actua sobre vectors tangents a
S. En efecte, com w! =0, i = 1,2, 3 tenim

doy = wiAO+ W A0y 4w A b3 =wiAbs.
dfy = wy Ay +wi Ay +ws Abs =wy Aby.

2 1 2 2 2 3 2 3 2
dw? = wiAwd+wiAwd+wdAwd=wlAu
3 1 3 2 3 3 3 1 3

Finalment observem que pel fet de ser #3 = 0 sobre la superficie també
tenim df; = 0 sobre la superficie. En efecte, si (U, ) és una carta local, és
clar que ¢*03 = 0 i com la diferencial commuta amb el pull-back, tenim que

0= d(p*93 = Qp*dgg

i per tant, df; restringida a la superficie és zero. Vegeu també 'exercici
19.5.2.
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Per tant
0:d93:w§/\91+w§/\92. O

Teorema 19.2.2 (Endomorfisme de Weingarten) Les formes duals i les
formes de connexio d’una referencia adaptada a una superficie compleixen
que

1) dw% = —K€1 A 02
2) wi’/\02+01/\w§’ = 2H01/\02
on K és la curvatura de Gauss © H la curvatura mitjana.

Demostracid. La observacié fonamental és que encara que N no estigui
definida en un obert de R? es compleix que

AN (p;€) = dE3(p.€), p € S, € € Tp(s)
ja que aquuest valor és, en ambdds casos,

d
dti=o

N((®))

on (t) és una corba sobre S amb v(0) = p i +/(0) = ¢&.
Recordem que 'endomorfisme de Weingarten W, = —dN, és un endo-
morfisme de 7,S i per tant podem escriure,

W,(Ei(p)) = aj Ex(p) + a; Ex(p), i=1,2
i podem calcular a{ posant

al = (Wy(Ei(p)), E;(p)) = —(dN (p; Ei(p)), Ej(p))
= —(dEs(p; Ei(p)), E;(p)) = —w3(p; Ei(p)
Si pensem que p varia el que hem vist és la igualtat funcional
CLZ‘ = —W3(Ei).

Per tant, la matriu de 'endomorfisme de Weingarten en la base (Ey, Es),
en cada punt p que ometo per simplificar notacid és

wo= ()
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Per tant

K = detW = w;3(E))w3(Ey) — w3 (Ey)w3(E)) = (wi Awl)(Ey, Ey)
= —(w} Aw3)(E1, E»)
= —dW%(El, Eg),

que prova la primera igualtat del teorema.
Analogament,

2H = —w%(El) — w%(Eg) = (wf A\ 02 + 91 /\wg)(El,Eg)

que prova la segona igualtat del teorema. [

19.3 Referencies mobils adaptades a corbes
sobre superficies

Repetim 'exercici 11.10.7, pagina 289, en llenguatge de formes.

Suposem donada una corba 7(s) parametritzada per 'arc sobre una su-
perficie S. A cada punt de la corba considerem la referencia afi ortonormal
{7(s); €1, €2, €3} donada per

e1(y(s)) = T(s) =7'(s)

e2(v(s)) = es(v(s)) Aex(y(s))

es(v(s)) = vl(s)
on v(s) és el vector unitari normal a la superficie, que l'orienta. Es a dir,
v(s) = N(2(s)).

Observem que la base (eq, ea, e3) és positiva ja que e; A ey = e3.

Ara no és possible pensar que aquesta referencia és la restriccié a la corba
d’una referéncia definida sobre un obert de R3. No tenim informacié sobre
els punts de la superficie que no estan a la corba.

El que farem sera agafar una referencia mobil sobre S i relacionar, sobre
els punts de (s), les dues referencies (e1, ez, e3) i (E1, Ea, I3).

Les formes de connexié w; i les formes duals 6; fan referéncia doncs a
(Ela E27 E?)) .

Com e3 = Ej, tenim que sobre els punts de v(s)

eg = (cosp)Ey + (sinp)E,
ea = —(sing)E) + (cosp)FE,
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Explicitem la dependencia de s de la primera equacié,
T(s) = (cose(s))Er(y(s)) + (sing(s))Ea(v(s))
i derivem (ometem la dependencia de s)

kN = (—¢'sing)Ey + (¢ cosp) By
+  cosplwi(T)Ey + wi(T)Es) + sin @lw,y (T)Ey + wi(T) Es)

Per definicié de curvatura geodesica tenim
by = (kN &) = ¢ +wW3(T).

Aquesta igualtat es pot escriure com una igualtat de 1-formes a 'interval
I C R de definicié de la corba 7(s). Concretament,

Yw? = (k, — ¢)ds. (19.1)

19.4 Gauss-Bonnet

Ens limitem al cas de domini amb vora diferenciable ja que 'estudi del cas
diferenciable a trocos seria repetir els arguments de la pagina 415.

Teorema 19.4.1 Sigui R una regio de [’espai simplement connexa amb vora

diferenciable. Llavors
/Kd5+/ kyds = 2.
R OR

Demostracio. Pel teorema de Stokes i la primera equacié d’estructura tenim

R R R OR

Aplicant ara la definicié d’integral i la relacié (19.1) tenim

_/8wa:_/Ify*wf:—/I(k:g—gol)dsz—/é)ngdS‘i—SO(L)_SO(O)'

Com podem pensar que la corba és la imatge per una carta local d’una
corba tancada i simple, p(L) — ¢(0) = 27, i tenim el resultat. [
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19.5 Exercicis

Exercici 19.5.1 Siguin X,Y : R3 — R? dos camps de R3 i considerem la
funcié h : R® — R donada per

h=(X,Y).

Per cada p € R? pensarem X (p) i Y (p) com vectors columna (matrius de
tres files i una columna).
Demostreu la igualtat matricial

dh=X"-dY +Y"' dX.

Solucié. Com

tenim ,
Oh 0X; 0Y; 0X oY
— = —Y,+X;— | =(—.Y X, —).
Ox ;(833 * 8:5) <8:r; )+ 8x>
i analogament per a g—;‘ 1 %.

Per tant és clar que

(he by he) = (X0 X% Xp)| 52 G0 &2

Xy 0 0X.
+ (Y1 Y2 Y| 52 5F HF
9r oy 0z
Exercici 19.5.2 Considerem la superficie S donada per f(x,y,z) = 0. Cal-

culeu la 1-forma 05 corresponent a una referéncia adaptada (Ey, Es, E3) i la
seva diferencial.

Solucio. Sabem que

1 (fas fy, [2)
Fo= — df=vlz2
»= Tarad 7] Y = Ygrad f]
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Considerem

1
03 = ——(fzdx + f,dy + f.dz).
Llavors
o 1 2 2 2\
63(E3) - ||gradf\|2(fx +fy +fz> =1

A més, T,(5) esta generat per u = (f,, —f2,0),v = (f.,0,—f;) 1

03(u>:f$fy_fyfif:07 03(”):fzfz_fzf:v:0

Per tant, 63 aixi definit és la tercera component de la base dual de (Ey, Es, E3).
Es facil veure, per Schwarz, que

d(fa:dx + fydy + fde) =0

de manera que

1
I grad f||°

Per tant, com 03 = 0 sobre S, df; = 0 sobre S (en canvi 63 no és tancada
com forma de R?).

1
dfs = da A (frdx + fydy + f.dz) = da N\ =63, a
a



Capitol 20

Calcul vectorial classic

20.1 Formes associades a un camp

Definicié 20.1.1 Sigui X : U C R* — R3 un camp vectorial diferenciable
definit sobre un obert U de R3.

a) La 1-forma diferencial associada a X és la 1-forma
ay U — A(R?)*

donada per
ax(P)(v) = (Xp,v), PeUveR’

b) La 2-forma diferencial associada a X és la 2-forma
Wy U— Az(Rd)*
donada per

wx (P)(v,w) = (Xp,v Aw) = det(Xp,v,w), P €Uv,wéeR

Observem que si pensem les 1-formes actuant sobre camps,

aX(Y) = <X> Y>

amb X,Y € X(U).

431
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Si pensem les 2-formes actuant sobre parelles de camps

wx (Y, Z) = det(X,Y, Z)

amb X,Y,Z € X(U).
FExpressio en coordenades. Escrivim

0 0 0
X=X—+Xo—+ X3—.
181’1 + 28132 + 38%3

Com ax és una 1-forma sabem que
ax = aldxl + CLQdQ?Q + (Z3d$3

amb a; funcions sobre U, i aixi

0 0
—x, 2y = x,
8:62-) < ’(935) ‘

)

a; = ax(
Resumint

axy = X1d$1 + XQdIQ + ngl’g.

Podem dir, doncs, amb certa imprecisié, que la 1-forma associada a un
camp ¢és la 1-forma que té les mateizes components que el camp.

Com wy és una 2-forma tenim que
ax = bld(EQ A d.’ﬂd + bzdl’d A dl‘l + bgd.ﬁlﬁl VAN dl’g.

i aixi, utilitzant permutacions cicliques a Z/(3),

0 0 0 0 0
B <X7 a-’Jﬁi+1 " 6$i+2> B 78_371‘

b; = Wx\=—, ———
' (&Eiﬂ’ OTito

Resumint

wx = del‘g VAN dlEg + XQdZL'g VAN d.Tl + ngl‘l VAN dl’g.

Podem dir, doncs, amb certa imprecisié, que la 2-forma associada a un
camp €s la 2-forma que té les mateizes components que el camp.
Observeu l'ordre en la base de 2-formes: dxy A dxs, dxs A dxy, dxy A dxs.
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20.2 Integrals de linia

Definicié 20.2.1 Sigui C una 1-subvarietat orientada, compacta, amb vora
de R? i X un camp de R? definit en un entorn obert de C. La integral

C

es diu integral de linia o circulacié del camp X sobre C.

Per que aquesta integral tingui sentit hem de suposar suppax N C és
compacte.

Proposicio 20.2.2 Sigui C' una 1-subvarietat orientada, compacta, amb vo-
ra de R® i X un camp de R?® definit en un entorn obert de C. Sigui 7y :
[a,b] — R3 una parametritzacié de C' que conserva orientacions. Llavors

Lox=] X))l

Demostracio. Tenim
[ox® [ ven- [ axt) @i =[xt o o

La igualtat (1) és la Definicié 17.3.3, i el fet de que 7 conserva orientacions.

Observem, doncs, que la integral

JRCCIOREO

no depen de la parametritzacié positiva de (), ja que és igual a la integral
de acx sobre C. No obstant, si canviem la orientaci6 de v(t) aquesta integral
canvia el signe.

Escriurem, per simplificar i recordar facilment el resultat de la Proposicié
anterior, 164

164podem generalitzar la definicié 14.3.1 de formes sobre superficies a formes sobre corbes.
Llavors (X, T') dt és una 1-forma sobre C, (X,T') és una funcié sobre C' essent T el vector
tangent unitari, i ds és 1’element de longitud (equivalent de 1’element d’area), és a dir una
1-forma que val 1 sobre T.
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fC ax = fC’<X7 T> dt

Exemple 20.2.3 Donat el camp X = (—y,0, z) de R? calculeu la circulacid
al llarg de la circumferencia C' de radi 1 i centre l'origen del pla z = 0.

Solucio. L’enunciat no ens especifica la orientacié de C. Només observem
que segons com la parametritzem ens canvia el signe del resultat.
Si parametritzem C' per

v(t) = (cost,sint,0)

tenim

/CaX - /OW<X(7(t)),7/(t)>dt:/0W((—sint,O,O),(—sint,cost,O))dt

2T
= / sintdt = 7.
0

Si fem un canvi de variable ¢ = #(s), amb t(s;) = 01 t(s2) = 27, tenim
Jox = /[ XOUN). 7 HN ()] s
= /[ ]<(— sint(s),0,0), (—sint(s),cost(s),0)) |t'(s)| ds

= / sin?t(s) |t'(s)| ds = £.
[s1,52]

Observem que el signe de t'(s) no varia, ja que per ser difeomorfisme

#(s) # 0.

Proposicié 20.2.4 Un camp X definit en un obert connex U de R? té la
propietat de que la seva integral de linia només depen dels punts inicial 1
final de la corba si 1 només si aquest camp deriva d’un potencial.

Demostracio. Suposem primerament que X deriva d’un potencial, és a dir,
existeix una funcié diferenciable definida a U tal que X = Vf. Sigui v :
[a,b] — R? una corba diferenciable. Llavors

l e / (DO (Bt = /

b

EH0)dt = F20) ~ F3(a))
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resultat que depen, doncs, només de y(a) i v(b).

Suposem ara que la integral de linia de X al llarg de qualsevol corba
depén només dels punts inicial i final d’aquesta corba. Sigui O € U. Per
cada z € U definim

m@:Lmjm

on C' és qualsevol corba continguda a U que uneix O amb z, és a dir, existeix
v : [a,b] — U tal que C és la traca de v, amb y(a) = O i v(b) = x. Llavors
T =0d'(t).
I esta ben definida ja que el valor d’aquesta integral no depen de la corba
elegida, que vagi de O a x.
Estudiem les derivades parcials de F'.
8—F(a:,y, 2) = lim Fx+h,y,2) — F(z,y, 2)

ox h—0 h

Prenem com corba de O a (z + h,y,z) la corba que haguem agafat
previament de O a (z,vy, z) seguida de

o(t) = (x + ht,y,z), tel0,1].

Llavors la diferencia d’integrals que apareix en estudiar el numerador
anterior es redueix a

/ww@mmmmﬁ:/x@@mﬁ

i per tant

8—F(:v,y, ) = lim [, Xi(o(t))hdt

ox h—0 h

Analogament es demostra que

= Xi(z,y, 2)

oF oF
— = — = X;.
ay 2 az 3
Es a dir,
X=VF. 1

Observem que aquesta demostracié déna el metode per construir el po-
tencial del qual deriva el camp (sempre que aquest camp tingui la propietat
de que les seves integrals de linia només depenguin dels punts inicial i final).
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Observem també que X deriva d’un potencial si i només si ax €s exacta,
ja que

X:Vfﬁa)(:df

20.3 Integrals de superficie

Definicié 20.3.1 Sigut M una 2-subvarietat orientada, compacta, amb vora
de R® i X un camp de R? definit en un entorn obert de M. La integral

M

es diu integral de superficie o flux del camp X sobre M.

Per que aquesta integral tingui sentit hem de suposar suppwx N M és
compacte.

Proposicié 20.3.2 Sigut X un camp diferenciable sobre una superficie S.

Llavors
/WX:/<X,N>CZS,
s s

on N és el camp normal a S.

Demostracio. Suposarem, per simplificar, que suppwx NS C ¢(U) on (U, ¢)
és una carta local.

Llavors
for = [ mem oo
S »(U) U

B dp Oyp

- /U<Xog0, au/\ 8U>dudv

_ dp Oy

= /U<XOSD,V>||%/\%||dUdU

_ /S (X, N)dS. O
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Observem que tant dS com (X, N) dS sén 2-formes definides sobre S, en
principi no sobre un obert de R3. Ja hem comentat que les podem considerar
aixi ampliant N via entorns tubulars.

Proposicio 20.3.3 Sigui X un camp diferenciable sobre una superficie S i
denotem per ¢ el seu grup uniparametric. Llavors

/wX _4 vol(Ay),
S d

tt=0

on

Ay ={¢s(z);7 € 5,0 < s <t}

Demostracio. Suposarem S donada per una sola carta local (U, ¢). Sigui
F:0,t) xU —R?
la carta local de A; donada per
F(s,u,v) = ¢s(p(u, ).

El volum de Ay, vol(A;), es pot calcular aixi:

vol(A;) = /dx/\dy/\dz:/ dx Ndy A dz
Ay F((0,8)xU)
t

= / F*(d:v/\dy/\dz):/ /JFdsdudv

(0,6)xU 0o JU
on Jp és el jacobia de F, és a dir Jp = det(2E, 9€ 9F),
Llavors
d
—| wol(4;) = — / / Jr ds dudv
t=0 dt{,_g

= /( /des)dudv
=0J0
= /JF|t:0 du dv.
U

Recordem
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Aixd
oF oF oF
Trnmo = Aot G B o’ B )
_ det( a¢t(gp(uv U)) a¢t(gp(ua U)) a¢t(¢(u> U)) )
ot |t=0’ ou |t=0 ov |t=0
dp Op
= det(ch(u,v)a %7 %)
Resumint

d dp dp /
— I(A) = | det(Xowe), —, =) dudv = O
dtt:ovo( ) /U et Xoun) ou 81)) wav wa

Exemple 20.3.4 Calculeu el flux del camp X = (x,0,0) a través de l’esfera
S de centre el punt (1,1,1) i radi 1. Calculeu el volum de ’esfera deformada
pel camp, tot comprovant en aquest cas particular la Proposicio 20.3.35.

Solucié. Només hem de calcular
/wX = /((m,0,0), (x—1ly—1,2—1))dS = /m(m —1)ds.
S S S

Observem que el camp (z—1,y—1,z—1) és un camp de R? que restringit
a S és el camp unitari normal exterior a .S.
Si parametritzem S per

r = 1+singpcost

1+ sinpsin 6
z = l4cosyp

2w ™ 4
/a:(x —1)dS = / / (1 4 sin ¢ cos 0)(sin ¢ cos ) sin p dp df = 37
S o Jo

Aquesta integral és trivial perque

2 s 4 2
/ cosf =0, / sin® pdp = —, / cos’ ) = .
0 0 3 0

Repetiu aquest problema quan hagim vist el teorema de la divergencia.
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Calculem ara el grup uniparametric associat al camp. Posem ¢;(z) =
o(t,x) = (fi(t, ), fo(t, x), f3(t,x)). Hem de resoldre el sistema d’equacions
diferencials (fixada x)

L~ X(Fus for o).

dt
En el nostre cas,
f{ = flv
fy =0,
fy =0,

amb la condicié inicial f1(0,z) = x1, f2(0,2) = za, , f3(0,2) = z3. Per tant,
o¢(x) = (216", 19, 73)
L’esfera deformada pel flux d’quest camp es pot parametritzar per
F(s,p0,0) = ¢(V(p,0)) = ((1+sinpcosh)e®, 1+ sinpsin b, cos p).

El Jacobia val

oF OF OF

b5 05 %) = ¢*(1 + sin ¢ cos 0) sin p cos 6.

JF = det(
Aixi,

47

t T 2
vol(A;) = / / Jpdsdpdf = (¢! — 1)
o Jo Jo 3
I clarament g 4
T
— 1A, = — = )
dt |t=0 VoL 3 /SwX

20.4 Divergencia

Definicié 20.4.1 Donat un camp de R®, X = (X1, Xy, X3), es defineiz la
divergencia de X com la funcio

00X,  0Xe 0X
L, 9R2  O4s

div X =
v 8x1 81‘2 61’3 ’

on T1, T, 350N les coordenades cartesianes de R3.
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Observem que si wy és la 2-forma associada al camp X,
wx = X1dxg A drs + Xodxs A dxy + Xadry A dzs.
llavors
dwy = div X dz; A dxy A dzs. (20.1)
Els camps amb divergencia zero es diuen solenoidals.

Proposicié 20.4.2 La divergencia d’un camp mesura la velocitat de variacio
relativa del volum del fluid al voltant d’un punt. Concretament,

lim i vol(¢:C.)

=divX
e~0dt|,_, vol(Ce) v X(0),

on C. = (—¢,€)® és un petit cub centrat a lorigen de R3, i ¢y és el grup
uniparametric associat al camp X.

Demostracio. El cub C,, en el transcurs del temps ¢, s’ha transformat en una
figura ¢;(C;) el volum de la qual val (pel teorema del canvi de variable)

UOl(¢tOe) = / J¢t77a

€

on n = dx; A dxy A dxs és Uelement de volum de R3. Pel teorema del valor
mitja, existeix un punt & € C. tal que

vol($:C.) = Ty (€) - vol(C)

Per tant,

. d vol(p:Ce) d
lim —| —t—¢ _ .
el—>0 dt|,_, vol (C,) dt t:ojd)t(O)

Pero aquesta derivada és justament la divergencia del camp a l'origen.
En efecte utilitzant que

0y (x)
dt |t:0

- Xac7 ¢0($) =T

tenim
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d _d O6i(z) Ogy(x) Oy(x)
t=0 N dt tzodet( 8:1:1 ’ 8.272 ’ agj3 )’:c:O
Poy(x) Opy(x) Opy(x)

Otdr, = Ory = Ory ' |e=0i=0
Opi(x) 0?¢y(x) 8¢t(x))

Oz, ' Otdxy = Oz ' |e=014=0
Opi(x) Opy(x) O¢y(x)

= det(

+  det(

det
- det dry = Oxg ~ Otdrs )‘r=0,t:0
= det(5— det(e;, — det el
e (8x1 ‘xo,ez,es) + det(ey, aI2’$0’€3) + det(eq, e, 8x3|$:0

= div(X)(0). O

Teorema 20.4.3 (Teorema de la divergencia) Sigui M una 3-subvarietat
compacta orientada amb vora de R®. Sigui n = dxy A dxy A dxs Uelement de
volum de R? i N el camp normal exterior.

Per tot camp vectorial definit en un obert que conté M es compleix que
el flux a través de la vora €és la integral de la divergencia en el domini:

/Mdiv(X)n:/awaz/aM(X,/\/'>dS.

Demostracio. Conseqliencia de Stokes i la igualtat 20.1. La darrera igualtat
és la Proposicié 20.3.2. [

Exemple 20.4.4 Calculeu el volum d’una esfera de radi r, B,.

Solucio.  Apliquem el teorema de la divergencia la camp identitat X =
(x,y,z). Com divX = 3,

/ 3n = 3vol(B,) = / (X,N)dS = / rdsS,
r B(Br) B(BT)

ja que, sobre J(B,), X = rN on N és el normal exterior de I'esfera. Per
tant,

vol(By) = gérea((‘?(Br)).
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/w
SR

onw = xdy Ndz + ydz N\ dx + zdx N dy i Sg és l'esfera de radi R i centre
lorigen de R® (exemple 17.4.3).

Exemple 20.4.5 Calculem

Solucio. Com w =wx amb X = (z,v, 2)

4
/ w:/ w:/ de:/ div Xn = 3(=7R?).
Sr o(Br) Br Br 3

Exemple 20.4.6 (Principi d’Arquimedes) La for¢a que empeny cap amunt
un cos submergit en un fluid €s igual al pes del volum desallotjat.

Sigui F(z,y,z) = (0,0,pz) i M C {z < 0} una subvarietat tridimensional
compacta amb vora. El camp F' es pot interpretar com la pressié cap al fons
d’un fluid de densitat constant p a {z < 0}. Donat que el fluid exerceix
pressio en totes direccions, es defineix 'empenyiment a M exercit pel fluid
com [, oy F - N dS. Observem que I - N és la component normal del camp
F.

Pel teorema de la divergencia ’empenyiment és

/(9M<F’N> S = /MdiV(F)TI = pvol(M).

Pensem M com un subconjunt ideal ocupat pel fluid, és a dir, un subcon-
junt de {z < 0}. Podem pensar que el fluid és en equilibri, de manera que
el pes del volum que ocupa aquesta regi6 és pvol(M) és compensat per una
forca igual i de sentit contrari.

Si ara canviem aquest volum de fluid per un cos amb el mateix volum pero
de pes diferent aquest cos surara o no en funcié de si el seu pes compensa o
no el pes del volum desallotjat.

20.5 Rotacional

Podeu trobar aquest tema molt ben desenvolupat a [?] o a [?].

Definicié 20.5.1 Donat un camp de R3, X = (X1, Xy, X3), es defineix el
rotacional de X com el camp

0Xs 0Xy 0X1 0X3 0Xy, 0X;

8x2 B 81‘37 8x3 89@1’ 83:1 8952 ’

rot X = (
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on 1, T, 350N les coordenades cartesianes de R3.

Hi ha qui escriu
rot X =V x X

ja que utilitzen la norma mnemotecnica

ik
o) a el
rot X = 8_:(:1 8_x2 8_955
X1 Xo X3

Observem que si ay és la 1-forma associada al camp X,

ax = deiCl + ngl’g + ngl’g,

llavors
Xy 90X,
dCl/X = (6.1132 83:3 )dl‘g N d!L’g
00X, 0X;
oL TS drs A d
+ <8ZE3 81’1) 1’3/\ T1
00Xy, 0X;
(8_{131 - a—xQ)lefl A dl’z
1 per tant,

daX = Wrot X

Es a dir, la diferencial de la 1-forma associada a un camp és la 2-forma
associada al rotacional d’aquest camp.

Com que tota 1-forma 3 es pot escriure com
B=ay
per a un cert camp Y (el que té les mateixes components que ) tenim que
df = day = Wity -

Proposicié 20.5.2 Sigui X un camp de R3.
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1. div(rot X') = 0.

2. rot(Vf) = 0, per a tota funcid diferenciable f : R3> — R. Recordem

queelgmdientdefégvf:(g_i’g_ai7§_£)

Demostracio. 1) Com dax = wyet x, tenim
0 = d*(ax) = d(we x) = div(rot X)n,

on 7 és l'element de volum. Per tant, div(rot X') = 0.
2) Només hem d’observar que

ayyf = df

per tant
0=d*f =d(avs) = Woyvy)-
Per tant, rot(Vf) = 0. O

Exemple 20.5.3 Estudieu el moment angular d’un petit cub C = (—¢,€)3
respecte d’un camp de velocitats Y, que suposarem lineal.

Solucio. El moment angular d’una particula és el producte vectorial del
vector posicié de la particula amb el seu vector velocitat. Si pensem el cub
com la unié dels seus punts el moment angular sera

M = /(Il,x2,$3) X Y(Il,IQ,JJg) d&?l d$2 d$3.
C

Si posem Y = (Y7, Y5, Y3) amb

Yo=Y aya;

M = /(Z(%asg‘%‘ — wyaz;x;), Y (wsarjw; — T1ag;m;),
C

J J
Z($1a2j$j — To01j25)) dy dug das.

J
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Tenint en compte que les integrals dels productes z;x;, amb 7 # j, sén zero,
tenim

2 2 2 2 2 2
M = / (x2a32 — T3Q23,T3013 — L1431, T1A21 — IQ(llg) dl’l dLIZ'Q dl‘g.
C
2 )(20)(26)
= 3 a3z — 23, A13 — A31, G421 — A12)(4€)( L€
8ed
= —rotY
3

Aixo vol dir, que quan € és petit, aproximant cada camp per Taylor, el
rotacional ens déna el moment angular per unitat de volum.

Teorema 20.5.4 (Teorema del rotacional) Sigui M una superficie de R,
compacta orientada i amb vora. Per tot camp vectorial definit en un obert

que conté M es compleix
/ Wrot X = / ax.
M oM

Equivalentment,

Ju(rot X, NS = [, (X, T)ds,

on T és el vector tangent a la vora 1 N el normal a la superficie.

Demostracio. Primer comentem que la integral de ’esquerra depen de la
orientacié N fixada a M, i la de la dreta té la orientacié induida a la vora.
Recordem que aquesta es pot caracteritzar dient que v € Tp(0M) és positiu
si v AN és exterior.1®

Fets aquests comentaris el teorema és conseqiiencia directa del teorema
de Stokes i de que wyo; x = dary.

La manera classica d’escriure el teorema del rotacional és

/ (rot X, AVdS = [ (X,T)ds,
M

oM

165 Aixd equival a dir que la base (e,v) amb e exterior, és positiva, és a dir, e Av = N.
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on ara el ds de la dreta és I'element de linia de la vora: la 1-forma que val
1 sobre una base ortonormal, que en aquest cas és redueix a un sol vector,
com es despren directament de les Proposicions 20.2.2 i 20.3.2. [J

Igual que passa amb el teorema de Green aquest teorema és cert quan la
vora de M és diferenciable a trogos. Es a dir, si llevat d’aquest ntimero finit
de punts, OM és la unié de r corbes 7, : I, — R3,

= [ orx 875 = 37 [ (500000 3500

Podem donar ara una segona demostracié del Teorema de Green, Teorema
17.5.1, pagina 404.

Corol-lari 20.5.5 (Teorema de Green) Sigui D una 2-subvarietat de R?,
compacta i amb vora. SiguiX = (P(z,y),Q(x,y)) un camp diferenciable
definit en un obert que contingui D. Llavors

8Q 9P

T Ydaed :/ Pdx + Qd
D(ax 8y) V= Qdy

Demostracié. Pensem R? com R? x {0} C R3. I pensem X = (P,Q,0).
Llavors

80 OP
OZX—PdZE—f—Qdy, rOtX—(0,0,a—x—a—y)
1
. 0Q 0P
Wrot X = <_c9x - —ay )dx A dy

Com ax = Pdx + Qdy,

/(@—@)dxdy:/wmtx:/ aX:/ Pdx + Qdy. O
p O dy D oD oD

Exemple 20.5.6 Comproveu el teorema del rotacional per a un camp lineal
X =(ax+by+cz,dr+ey+ fz,0) i M = D, el disc tancat del pla x,y, de
centre ['origen 1 radi r.
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Solucid. La vora es parametritza per v(t) = (rcost,rsint,0) de manera que

/ (X, T)ds =

oD

= /(X,(—rsint,rcost,()))dt
oD

2m
= / —rsint(arcost + brsint) + rcost(drcost + ersint)dt
0

= mr(d —b).

/ (rot X, N')dS =
D

= /(rotX,63>dxdy
D
00Xy, 0Xy

Com tot camp es pot aproximar per un lineal considerant els seus primers
termes de Taylor, sir és petit, el calcul de la primera integral en la que apareix
ja lexpressié d — b, que ara sera la diferencia de derivades parcials, ja motiva
la definicié de rotacionals, vegeu [?], pagina 131.

20.6 Lema de Poincaré

Proposicié 20.6.1 (Lema de Poincaré) Sigui U un obert estrellat respec-
te l'origen de R™. Tota forma tancada sobre U és exacta.

Demostracio. Definim 'operador
I:0MU) — Q1)
que associa a la k-forma

W = Z ail,...ikd'rh VANEIRIVAN dxlk

i< <ip
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la (k — 1)-forma

Tw= > </01t’“—1ai1,,_,~k(t:c)dt> '

1 <---<ip, J

(=1 g, day A Ay, A - Ny, dt

k
=1

Es comprova que

w=dlw+ Idw.

D’aqui es dedueix que si w és tancada, llavors és exacta. [

Exercici 20.6.2 Completeu els detalls de la demostracio del Lema de Poin-
caré per a k=1 1n = 2.

Solucio. En aquest cas
w = a1dxr] + asdxs

amb a; = a;(x1, T2).
Ara bé, per linealitat és suficient comprovar la férmula w = dlw + Idw
per a
w = aidxy,

ja que el mateix calcul demostraria que és certa per a asdrs, i sumariem.
Suposem doncs w = ajdx,. La diferencial de w és

dw = —%dasl A dza.
61'2

L’operador [ aplicat a w és la funcié

1
Tw = (/ al(txl,txg)dt> x.
0

La diferencial d’aquesta funcio és

1 1
dlw = (/ al(tx1,t$2)dt) dry + xd (/ al(mlat@)dt)
0 0

Pero

! ! 8&1 ! aal
d al(txl,txg)dt = ( —(thl,tl‘Q)tdt)dfﬁl + ( —(tlEl,tl'Q)tdt)de‘g
0 0 Oz o Oxg
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Per tant

1 1
dlw = (/ ai(txy, tey)dt) —1—331/ %(ta:l,th)tdt) dxy
0 0 8:1:1

18 )
+ |z try,txs)tdt | do
(o0 [ Gotteanstraper) da

Per altra banda

ldw = /t(—% (txy, txs))dt(x1dry — TodTe)
0

1 (I
= (xg i 8x2 txl,txg))tdt) dz,
1
(Z’l/ aal tl’l,txg))tdt) dl’g
o 01y
Aixi
Tdw + dlw =
1 1 1
= </ al(txl,txg)dt)—l—xl/ ?(tl’l,tl’g)tdt‘f‘l’g/ %(tl’l,tl’g»tdt) dlL’l
0 0 T 0 aZL‘Q

_ < /0 1 %(al(txl,txg)t)dt) day

= a1 (Il, l’g)dIl

= w. O

Camps conservatius

Definicié 20.6.3 Direm que un camp X de R3 és conservatiu si rot X = 0.
I direm que deriva d'un potencial si existeix una funcio diferenciable f -
R? — R tal que X = V.

Com wyot x = dax, un camp €s conservatiu si i només si la 1-forma ax
associada al camp és tancada. Recordem que un camp deriva d’un potencial
st 1 només si la 1-forma ax associada al camp és exacta.

Hem vist, a la Proposicié 20.5.2 que rot Vf = 0, és a dir, tot camp que
derivi d’un potencial és conservatiu.
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El reciproc no és cert en general, és a dir, hi ha camps conservatius (ax
és tancada) que no deriven d'un potencial (ax no exacta), vegeu exercici
20.7.1). No obstant si que és cert aquest reciproc quan el camp X esta
definit sobre un tipus particular d’obert.

Proposicié 20.6.4 Tot camp conservatiu, definit sobre un obert simplement
connex, deriva d’un potencial.

Demostracio. Com w,o x = day, si X és conservatiu day = 0, és a dir, ax
és tancada. Si estem en un obert simplement connex, tota 1-forma tancada
és exacta,'%% i per tant existeix una funcié diferenciable f : R — R tal que
ax = df. Pero aixo vol dir, per la definicié de ax, que X =V f. [J

Seguint [?] veiem la relacié entre camps solenoidals i camps que deriven

d’un potencial vectorial, és dir, camps que sén rotacionals d’un altre camp.

Proposicié 20.6.5 Sigui U un obert estrellat i« X un camp sobre U. Son
equivalents:

(1) X és el rotacional d’un camp, X =rotY.

(2) El flur de X a través de qualsevol superficie sense vora tancada S de U
és nul.

(8) Donada una corba tancada C a U, el flur de X a través de qualsevol
superficie S C U amb vora C' és independent de la superficie.

(4) X és solenoidal, div X = 0.

Demostracio. (1) = (2). Conseqiiencia del teorema de la divergencia, ja que

/(X,z/)dS:/diVXn:/divrotYn:O,
S 1% %

on V és la regié tancada per S, v la normal a S i n I'element de volum de
R3.
(2) < (3). Si Sy 1S3 s6n dues superficies amb 9(S1) = 9(S2) = C, llavors

el flux a través de S; U S, és

/51<X, v1)dS; +/ (X, 12)dSs

So

166Fs ben sabut que si U és simplement connex, el primer grup de cohomologia
HY(U,R) = 0. En donem una demostracié directa a I’exercici 20.7.5.
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on v,V son els normals exteriors, de manera que aquest flux és zero si i
només si

/51<X’ 11)dS; = _/52<X7 vo)dSy = / (X, —15)dSs,

Sa

i, com els vectors v i —1, indueixen la mateixa orientacié en C', hem acabat.
(3) = (4). Com (2) i (3) sén equivalents veiem que (2) = (4). El teorema
de la divergencia, juntament amb la condici6 (2), ens diu que

/ divXn=20
M

sobre qualsevol subvarietat M compacta amb vora de R3. Si div X # 0 en un
punt, és diferent de zero (per exemple, positiu) en un entorn d’aquest punt.
Prenent com M una bola de centre el punt i radi prou petit com perque
estigui continguda en aquest obert on la divergencia és positiva arribem a
contradiccio.

(4) = (1). Donat un tal camp X sabem que

dwy = div X7

on 7 és '’element de volum. Per tant, div X = 0 implica que wx és tancada,
i pel Lema de Poincaré, exacta. Es a dir, existeix una 1-forma [ tal que

wx = df.
Pero com 8 = ay per a un cert camp Y,
wx = day = Wroty,
ipertant X =rotY. J

La condicié d’obert estrellat no es pot canviar, en general, per la d’obert
simplement connex, com es veu a l’exercici 20.7.4. Es a dir, wy pot ser
tancada (div X = 0) perd no exacta (X no és rotacional).'®”

Resum

167En llenguatge de cohomologia aixd vol dir que, a menys que U sigui estrellat, no
podem assegurar que H?(U,R) = 0.
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divrot X = 0
rot grad f = 0
div X = 0= X=rotY, sobreoberts estrellats

rot X = 0= X =V/f, sobre oberts simplement connexos

20.7 Exercicis

Exercici 20.7.1 Comproveu que la 1-forma

1
=5 " (—ydz + zdy)

definida a l'obert U = R? \ {0} és tancada pero no és eracta.

Solucié. Es facil veure que es tancada. Suposem que fos exacta. Hi hauria
una funcio f definida a U tal que w = df. Integrant w sobre el cercle unitat

tindriem
/ w = / df = f=0
s1 51 951

ja que S* no té vora. Ara bé, si calculem directament

/S = /0 " sin(t)d(cos(t)) + cos(t)d(sint)) = /0 gt = o

Observem que aquest exercici diu que el camp

a2 42 Y or Ay

tal que ax = «v és conservatiu (ay tancada) i en canvi no deriva d'un poten-
cial (ax no és exacta).

Exercici 20.7.2 Calculeu el flur d’aigua que passa per una membrana no
plana que tapa una tuberia d’aigua.

Solucio. Sigui M una superficie amb vora tal que M esta continguda al
cilindre 22 + y?> = 1, amb un punt i només un sobre cada generatriu del
cilindre. Suposem que el camp que descriu el moviment de 'aigua és X =
(0,0,1).
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Observem que si V = (—y, z,0), llavors
rot V=X

Per tant, si N és el camp normal a M,

/wrotV:/ <X,N>dSI/ Qay
M M oM

Ara, per les hipotesis restrictives que hem posat sobre la vora, aquesta es
pot parametritzar per
v(t) = (cost,sint, z(t))
per a una certa funci6 z(t).
Per tant

/aM W= /02W<V<V(t)), ¥ (t))dt

1 2T
= 5/ ((—sint, cost,0), (—sint,cost, 2'(t)))dt = .
0

Exercici 20.7.3 [?] Trobeu el potencial del camp
X(z,y,2) = (2%, 292, %)
Solucio. Observem primerament que
rot X (z,y,2) = (0,0,0),

i per tant, deriva d’un potencial (aquest camp esta definit a tot R? que és un
obert simplement connexa de R?).

Per trobar un potencial només hem de fixar un punt, per exemple O =
(0,0,0) i definir F'(z,y, z) com la integral de X al llarg d'una corba (qualsevol,
i per tant n’agafarem una facil) que uneixi O amb (z,y, ).

Per exemple,

F(z,y.2) = /j(X(t,O,O),(1,0,0)>dt+/0y(X(a:,t,O),(0,1,O)>dt

+ /Z<X(x7yat)7(070=1>>dt

= /th1€+/ yidt
0 0

.1'3

_ 2
= 3+yz.
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Exercici 20.7.4 Demostreu que el camp

1
(22 + y? + 22)3/2

X<17,y;z) = (x,y,z)

és un camp solenoidal de R\ {0}. Demostreu que no és el rotacional de cap
camp.

Solucid. Es deixa al lector. Vegeu [?], p.191.

Exercici 20.7.5 Sigui o una 1-forma tancada definida sobre un obert U
simplement connex de R3. Proveu que existeiz una funcié f definida sobre
U tal que a = df .

Demostracio. Sigui C' una corba tancada de U. Per definicié de simplement
connez existeix una superficie S C U tal que C' = 95. Sigui X el camp sobre

U tal que a = ax.
/OJX:/dOéX:O.
c s

Pel teorema de Stokes

El fet de que la integral al llarg de qualsevol corba tancada sigui zero
equival a dir que la integral de linia no depen del cami. Per tant, per la
Proposicié 20.2.4, X deriva d’un potencial, que equival, com hem vist a la
pagina 454, a que ax sigui exacta. [J.



Apendix A

Integracio de formes quan el
suport no esta contingut en una

carta local

A.1 Particions de la unitat

Lema A.1.1 Donades dues boles tancades concentriques By C By existeix
una funcio f € C*(R™) amb valors a [0,1] que val 1 a By i 0 fora de Bs.

Demostracio. Podem!®® suposar, sense perdre generalitat que

B, = {oeR%|z] < Va},
By = {veR%|az| < Vb,

Considerem g : R — R donada per

1 1
exp( - )
g(x){ r—b x—a
0

Es pot veure que g € C*(R).
Ara definim

168Segueixo[?].

455

a<xz<b

x ¢ (a,b)
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També es compleix que & € C*(R). Aquesta funcié val 1 a (—oo,al, és
decreixent entre a i b, i val 0 a [b, 00).
Ara definim

U(zy,...,2,) = <I>(($1)2 + o+ (In)2)

i tenim que ¥ € C*(R"), té valors a [0,1], val 1 a By i 0 fora de By, com
voliem. [J

Proposicié A.1.2 (Particions de la unitat) Sigui K un compacte de R®
i {V.} un recobriment de K per oberts. Llavors existeizen funcions fi,..., fm €
C*(R™), a walors [0,1], tals que

1. Z;Zl fZ(ZL') = 17\V/ZL‘ S K,
2. Cada f; té el suport'® contingut en algun V.

Demostracio. Per cada z € K prenem dues boles obertes centrades a x, B(x)
i D(z), amb B(z) C D(z), contingudes en algun V,. Com z pertany a algun
Vo 1 els V,, son oberts, no hi ha problema per construir B(x) i D(z). Les

agafem més petites si cal per poder assegurar també que D(z) C V.
Per ser K compacte existeix un nombre finit de punts x4, ..., z,, tals que

K C B(xy)U---UB(z,).

Pel lema anterior existeixen funcions gi, ..., gm, amb valors a [0, 1], tals que
valen 1 a B(x;) i 0 fora de D(z;).
Definim noves funcions fi, ..., f,, per
i =0
for= (1-91)g
s = 1=g)(1—g2)9s

fi = I=g1)...(1—gi-1)g

169E] suport d’una funci6 és I'adheréncia del conjunt de punts x on f(x) # 0. Escriurem

supp f = {x; f(x) # 0}.

L’adherencia és respecte de la topologia de R™, és a dir, el suport d’una funcié f definida
a R™ és el subconjunt tancat més petit de R™ que conté {z; f(z) # 0}. Se sobreentén que
x varia en el domini de definicié de f.
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Es clar que totes elles sén funcions a valors a [0, 1]. A més, a 'igual que les
gi, les f; valen 0 fora de D(x;). Aixi supp f; C D(z;) C V,. Aixd demostra
el punt 2) de la proposicié.

Per veure el punt 1) demostrarem per induccié que

i+ 4 fm=1-10=-aq)...(1 —gn) (A.1)

En efecte, si m = 1, tenim f; = 1 — (1 — ¢g;) = g i la igualtat és certa.
Suposem certa fins ¢ — 1.

fit o+ fii=1-1-g1)...(1—-gi1)

Llavors

fit o+ fiatfi = 1-0—-g)...(1—gi1) + fi
= 1-1-¢)...1=-g1)+A—=9g1).-.. (L —gi-1)gi
= 1-1-¢1)... (1 —gi).

Ara és clar, aplicant (A.1), que

m

> i) =1Yz € K,

i=1

ja que donat z € K, existeix j, 1 < j < m, tal que z € B(x;) i per tant
gj(x) =1, 1 el terme de la dreta de (A.1) es redueix a 1. O

En aquesta situaci6 es diu que el conjunt de funcions {f;} formen una
particio de la unitat relativa al compacte K i subordinada al recobriment

{Va}.

Observem que la proposicié anterior demostra que donat un compacte de
R™ i un obert que el conté, existeiz una funcio diferenciable que val 1 en el
compacte i 0 fora de l’obert. Només hem d’agafar g(z) = ). fi(z).

A.2 Integral de formes amb suport no con-
tingut en una Unica carta local

Definim particié de la unitat subordinada a un atles.
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Definicié A.2.1 Sigui (U,,v,) un atles de M. Per definicio de carta local,
existeizen oberts W, de R? tals que 1o (Uy) = Wo N M. Una particié de la
unitat {f;} relativa a un cert compacte K C M, i subordinada a la familia

{W,}, és diu subordinada a I'atles {(U,, ¥4.)}.

Com que per a cada 7 existeix «a; tal que
supp f; C Wa,
tenim que
supp i "M C W,, N M = 1, (Uy,) (A.2)

Definicié A.2.2 Siguiw una k-forma definida sobre un obert U de R™. Sigut
M una k-subvarietat orientada amb vora tal que M C U. Suposem K =
suppw N M és compacte. La integral de w sobre M es defineix per

szg;éfiw

on{fi,..., fm} és una particié de la unitat relativa al compacte suppw N M,
subordinada a un atles orientable (Uy,s) de M.

Observem que les integrals de la dreta tenen sentit perque supp(fiw) esta
contingut a 1, (U,) per a alguna «, i supp(fiw) N M és compacte per ser un
subconjunt tancat del compacte K. Podem aplicar, doncs, la definicié 17.2.1.
Pero necessitem que 'atles sigui orientable. Sabem, per la proposicié 16.3.3
que un tal atles sempre existeix ai k = 1. El cas k = 1 el tractarem a part.

Proposicié A.2.3 La definicid anterior no depén de l’atles orientable {(Uy, ¥q) },
ni de la particié de la unitat {f;} subordinada a K = suppwNM que elegim.

Demostracio. Sigui {g;} una segona particié de la unitat, aquesta subordi-
nada a un atles {(V3, p5)}. Per a cada i tenim

fiw = Zgjfiw sobre M
J

ja que en els punts del compacte K = suppw N M es compleix que » | ;95 =1
ien els punts de M \ K els dos termes de la igualtat s’anul-len.
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Llavors, tenint en compte que formes que coincideixen sobre M tenen la
mateixa integral, com hem comentat a la pagina 394, tenim

;Aﬂwzgé%ﬁwzgﬁ%w. O

Proposicié A.2.4 (Teorema del canvi de variables) Sigui M una k-sub-
varietat orientada amb vora i sigui F' : R™ — R™ un difeomorfisme. Sigui
w una k-forma de R™ amb K = suppw N F (M) compacte. Llavors

/ w:/ F*w,
F(M) M

quan orientem F(M) de manera que dFp porti bases positives de TpM a
bases positives de TrpyF (M), per a tot P € M.

Demostracié.'™ Sigui (U,, 1) un atles de M, compatible amb la orientacio,
i sigui { f;} una particié de la unitat relativa al compacte K i subordinada a
latles (Uy, F 0 1,) de F(M). Observem que {f; o F'} és una partici6 de la
unitat relativa al compacte F~'(K), i subordinada a 'atles (Uy, ¥s)-

En particular, per a cada ¢ existeix «; tal que

supp fi N F(M) C F,,(Uy,). (A.3)

Ara bé, amb un raonament semblant al fet per provar (17.3), perd que
ara permet demostrar la igualtat perque F' és difeomorfisme, es veu que

F~!(supp f;) = supp(f; o F),
i per (A.3)
supp(fio F)NM = F~Y(supp f; N F(M)) C ¥, (Uy,). (A.4)

Com supp(fiw) N F(M) és un subconjunt tancat del compacte K, és
compacte i com es compleix (A.3) estem en les hipotesis de la definicié 17.2.1
d’integral de formes amb suport contingut en una carta local, i podem aplicar
per tant el teorema del canvi de variables 17.3.1, pagina 398, demostrat en
aquesta situacio.

Tindrem doncs,

/F(M)w:;/F(M)fiw:;/ﬂ/l(fioF)'F*w:/]\4F*a). 0

1700bservem que si a la férmula que volem demostrar canviem F per ¢ i M per U tenim
la definicié 17.2.1 d’integral. Pero ¢ no és un difeomorfisme de R™ ni w té el suport en
una carta local.
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A.3 Teorema de Stokes

Teorema A.3.1 (Teorema de Stokes sobre k-subvarietats) Sigui M una

k-subvarietat de R™ orientada amb vora. Sigui w una (k — 1)-forma diferen-
cial definida sobre un obert U de R™ que conté M. Suposem suppw N M és

compacte. Aleshores,
/ dw = / w
M oM

on OM té la orientacio induida per la orientacio de M.

Demostracio.  Sigui (U,,1,) un atles de M compatible amb la orienta-
ci6. Sigui fi,..., fm una particié de la unitat relativa al compacte!™ K =
suppw N M i subordinada a l'atles (U,, 1, ). Tenim

w = Z fiw, sobre M
i=1

ja que sobre K la suma de les f; és 11 fora de K els dos termes s’anul-len.
Per ser aquesta particié de la unitat {f;} subordinada a Iatles (Us,,1s)
sabem, relacié (A.2), que per cada i existeix «; tal que

supp fi N M C tha, (Uy,).

En particular,

sSupp d(fzw) nMcC wai<Uai)' (AS)
Denotem p; = 1}, (fiw). Observem que, per (17.3),
supp p; = supp ¥, (fiw) C ! (supp fiw) C Uy,

A continuacio veurem que el teorema de Stokes és cert per a la forma f;w,
és a dir,'™

/M d(fiw) = fiw. (A.6)

oM

1" Observem que la hipotesi suppw N M compacte, implica les dues hipotesis que neces-
sitem perque les dues integrals tinguin sentit: supp dw N M i suppw N I(M) compactes.

172 Aix0 ja ho hem vist a la seccié 17.4, ja que aquestes formes tenen 1 suport contin-
gut en una carta local, pero repetim els arguments per tal de que aquest apendix sigui
autocontingut.
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Observem que aquestes integrals tenen sentit ja que els conjunts supp d( fiw)N
M i supp fiwNIM sén compactes per ser subconjunts tancats del compacte
K = suppw N M.

Calculem el primer terme.

@ (2) * (3) )
/ d(fiw) = / (fz ) = ¢aid(fiw) = / dp; = / dp;.
M a; (Ua;) Ua; o RY

La igualtat (1) per (A.5). La igualtat (2) per la definicié 17.2.1. La
igualtat (3) perque la diferencial commuta amb el pull-back. La igualtat (4)
perque supp dp; C supp p; C U,,.

Per calcular la integral de dp; sobre R” calculem primer dp;. Com que'™

k
p,-:Zaj(az)da:l/\---/\dxj/\--~/\dxk,

j=1
la diferencial de p; és
i da;
dp; = Y (=1 Ldaxy A~ Aday.
pi=) (1) 9z, T

Jj=1

Pel teorema de Fubini, que permet canviar 'ordre d’integracié,'™

k- _
;=00 . da -
_ +1945
/M dp; = E: /Rk 1 </xj_oo(—1)3 o da:J)da:l dxj. .. dxy,

TE=00 9
+ (—1)k+1/ (/ a—akdﬂik) dl‘l .. .dxk,1
Rk71 J?k:() xk

= (—1)k/k ag(z1, ..., x5-1,0)dxy ... drg
REk—1

ja que les integrals del primer sumand sén totes zero per tenir les funcions
a; suport compacte.

1 Recordem que dz; vol dir que el terme dx; no hi és.

174
T =00 Tp—-1=—00 o0
/Ri /a:k_() /xk 1=—00 /:;1—00
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Resumint

/M d(fiw) = (=1)* /Rk—l ag(1, ..., 25—1,0)dxy ... XK1 (A.7)

Estudiem ara
fiw.
oM
Per poder integrar sobre la vora necessitem primer tenir un atles de la vora
compatible amb la orientaci6. Considerem l’atles que s’obté per restriccid,
que sabem que és compatible si i només si k és parell.
Concretament aquest atles esta donat per

U, {(z1,...,25-1) € R¥ L (2q,...,23.1,0) € Uy} = F7IU,
@Ea = ?/)aOF
on F:U, CRF-! — R” és l'aplicacié F(x1,...,25-1) = (z1,...,25-1,0).

Llavors tenim

fo @ [0 @0 [ P et [P

oM U, T

La igualtat (1) és deguda a que
supp 7, (fiw) = supp F*p; C F ' (supp p;) C U,

i el signe (—1)* és per assegurar-nos que treballem amb un atles compatible
amb la orientacié. La igualtat (2) és perque ¢, = 1, o F. La igualtat (3) és

novament perque supp F*p; C U,,
Ara bé, com x;, o F' = 0, tenim

(—1)k/ Frp; = (—1)k (ar o F)dxzy A -+ Ndxg_y
RE-1

ag(z1, ..., x5_1,0)dxy ... drg_q

Resumint

/ fiw = (—1)"“/ ag(1, ..., xp—1,0)dxy .. TR (A.8)
M Rk—1
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Comparant (A.7) i (A.8) veiem que la igualtat (A.6) és certa. I d’aquesta
igualtat se’n deriva el teorema en el cas general. En efecte,

/de = Z:/Md(fiw):zi:/aMfiw:/aMw. O



