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1 Introduccié

Natura, tu ets la meva deessa, i a la
teva llei cenyeizo els meus serveis.
(W. Shakespeare, El Rei Lear, ac-

te I, escena II).

Per qué determinades formes geométriques aparei-
xen reiteradament al mén natural? En virtut de
quins principis la Natura tria certes configuraci-
ons i no altres també possibles? Aquesta mena de
preguntes van impulsar el naixement de les Ma-
tematiques fa milers d’anys. Una de les funcions
basiques del coneixement matematic al llarg de la
historia ha estat la interpretacié i comprensié del
moén natural. La conviccidé que la Natura es regeix
per una mena de principi d’economia ha estat una
peca clau en aquest procés, no només des d’'un punt
de vista estétic siné també perqué es tracta d’una
idea que combina l’eficiéncia i la senzillesa.

Un segment rectilini és el trajecte més curt en-



tre dos punts del pla. Un arc de cercle maxim és
el trajecte més curt entre dos punts de la superfi-
cie d’una esfera. De totes les corbes tancades de
perimetre fix, la que envolta més area és la circum-
feréncia. Questions d’aquest estil —els anomenats
Problemes de Maxims i Minims— ja van interessar
els matematics grecs i des d’aleshores no només han
contribuit de manera decisiva al desenvolupament
de les matematiques sind també de la fisica, les ci-
éncies de la vida, ’economia i 'art. La nostra vida
diaria planteja constantment problemes que reque-
reixen maximitzar o minimitzar alguna quantitat,
en el sentit de treure el maxim profit d’una deter-
minada situaci6 a partir d’'uns mitjans donats. Per
qué la Natura s’hauria de comportar de manera
diferent? A partir del segle XVII i parallelament
al desenvolupament del Calcul Diferencial, els pro-
blemes de maxims i minims han proporcionat eines

fonamentals per donar sentit al principi d’economia



de mitjans de qué parlavem abans i aprofundir en
la comprensio del mon fisic.

En aquesta nota farem un breu recorregut, ne-
cessariament parcial i incomplet, per alguns dels
problemes de maxims i minims més rellevants de
la historia i les seves implicacions en qiiestions del

mon natural.

2 El problema d’Her6 d’Alexandria, la

reflexié de la llum i el billar.

Un dels problemes de minims més antics esta rela-
cionat amb la geometria de la reflexi6é de la llum i
s’atribueix al matematic, enginyer i inventor Hero
d’Alexandria. No se sap gaire de la vida d’Hero;
s’especula que va viure durant el primer segle d.C.
i va escriure diversos tractats optics, geométrics i
mecanics ([9]). En un d’ells, Catoptrica, va estudi-

ar les propietats de reflexié de la llum i I’4s practic



de miralls. La llei fonamental de la reflexi6 de la
llum diu que quan un raig de llum és reflectit per
una superficie plana, ’angle d’incidéncia 1 de refle-
210 son tguals 1 probablement ja era coneguda per
Euclides quatre-cents anys abans. L’observaci6 fo-
namental d’Her6 és que la llei de reflexié es podia
deduir d’un principi més general: la llum viatja de

tal manera que el temps del recorregut és minim.

Figura 1

A continuaci6é deduirem la llei de reflexi6 a par-



tir del Principi de temps minim seguint ’argument
d’Her6. Suposem (fig. 1) que un raig de llum que
surt del punt P es reflecteix en una linia L i torna
a . On ha d’estar situat el punt de contacte R
per tal que el cami PRQ) sigui optim d’acord amb
el principi de temps minim? Com que la velocitat
de la llum no canvia amb la reflexio, temps minim
equival a distancia minima. Per tant R ha de ser
tal que la suma de les distancies PR + RQ sigui
minima. Podem plantejar el mateix problema ma-
tematic adaptat a diferents situacions de la “vida
real”. Per exemple, suposem que som al punt P,
casa nostra és el punt () i la recta L representa un
riu. En aquest context, la pregunta és: quin és el
cami optim de tornada a casa si volem fer abans
una parada al riu? Una altra interpretacié, més
ladica, té a veure amb trajectories en billars. Una
bola surt de P, xoca en la recta L (una de les pa-

rets de la taula de billar) en un punt R i torna a



Q. Com que la bola seguira el cami més curt, el
problema és idéntic al del raig de llum i per tant
la llei basica del billar és també la igualtat entre
els angles d’incidéncia i de reflexié. Tornarem als
billars a la seccid 9.

La solucié del problema d’Her6 es basa en un
argument de simetria tan simple com elegant. Sigui
Q* el punt simétric de @ respecte de la recta L
(fig. 2). Com que RQ = RQ*, el problema es
pot replantejar aixi: quin és el punt R sobre la
recta L de manera que la suma de les distancies
PR+ RQ* sigui minima? Ara és geométricament
obvi que aquesta suma és minima quan R és el punt
d’intersecci6 del segment PQ* amb la recta L (fig.

Tornant a la pregunta original, el raonament
d’Her6 implica no només que els angles d’incidén-
cia i de reflexié del cami optim son iguals (fig. 4)

siné que també proporciona un meétode construc-



Q*

Figura 2

tiu. Aquest argument probablement ja era cone-
gut per Arquimedes. Trobarem més aplicacions del

problema d’Her6 en les seccions segiients.

3 La llegenda de la princesa Dido.

Res millor que acudir a L’Eneida de Virgili per

explicar la llegenda de la princesa Dido. La versio



Q*

.

Figura 3

de Virgili diu que Dido, princesa fenicia de la ciu-
tat de Tir, es va veure obligada a fugir-ne quan el
seu germa Pigmali6 va assassinar el marit de Dido.
Aleshores va emprendre una travessia pel Mediter-
rani que la va portar fins a la ciutat de Cartago,
a la costa nord de I'actual Tunisia, on s’hi va vo-

ler establir amb la seva gent. Va negociar amb el
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Figura 4

cap local, Jarbas, qui li va proposar el tracte se-
glient: tot el terreny que pogués tancar amb una
pell de brau seria seu. Potser Jarbas no comptava
amb l'asticia de Dido, qui va fer tallar la pell en
tires molt primes, per després unir-les i formar una
corda tancada que envoltava una figura amb ’area
maxima possible.

El problema matematic al qual es va enfrontar



Dido (Problema isoperimeétric) és el segiient:
entre totes les corbes tancades de longitud fiza, qui-
na envolta una darea mazima? Es legitim pensar
que Dido va trobar la soluci6 correcta: la circum-

feréncia.

Teorema Isoperimétric. De
totes les corbes tancades de lon-

gitud fiza, la circumferéncia és
1

la que envolta més area.

De fet, Dido podria haver tret encara més par-
tit de la situacié aprofitant la linia de costa, que se
suposa recta (fig. 5): amb la corda sense tancar,
es forma un arc semicircular els extrems del qual
son dos punts de la costa. En aquest cas, el pro-
blema matematic corresponent —de fet equivalent
a 'anterior— és: de totes les corbes de longitud fi-
xa que tenen els extrems sobre una recta donada,

quina és la que envolta més area? La resposta és



un arc semicircular.

y Y

Figura 5

Parallelament, L’Eneida relata la historia d’E-
neas de Troia. Eneas, juntament amb un grup de
supervivents de la batalla contra els grecs, es dirigia
cap a Italia per fundar una nova ciutat. Una tem-
pesta va desviar el vaixell cap a Cartago on Dido
els va acollir i, per obra de Venus, es va enamo-
rar d’Eneas. Hermes, enviat per Zeus, va ordenar
Eneas que abandonés Dido qui, desesperada, es va
suicidar. Dante va condemnar Dido als inferns i,
en clau musical, Purcell va recuperar la historia
en l'opera Dido ¢ Eneas. La historia de Dido va
acabar tragicament i Cartago va desaparéixer fa

molt, pero el problema de Dido ha esdevingut un



dels classics de les Matematiques i durant segles
ha continuat sent una font d’inspiracié tant dintre

com fora de les Matematiques pures.?

4 Breu historia del problema isoperimé-

tric.

La confusi6 entre area i perimetre estava molt es-
tesa a antiguitat. Al llibre 4 de les Histories, 1’-
historiador grec Polibius (ca. 200-118 a.C.) en un
fragment amb titol Calcul de la mida de les ciutats
diu:

Molta gent jutja la mida de les ciutats
simplement pel seu perimetre. Quan
hom diu que Megalopolis fa cinquanta
estadis de perimetre i Esparta només
quaranta vuit, pero que Esparta és du-
es vegades més grossa que Megalopolis,

lafirmacid els sembla increible... He



arribat a fer aquestes observacions per-
qué no només els homes ordinaris sino
també aquells qui aspiren al poder poli-
tic © al comandament dels exercits son

ignorants d’aquestes coses.

Dos segles més tard el filosof Proclus (al primer
llibre dels Elements d’Euclides) també feia reflexi-
ons semblants. Per exemple, la figura 6 mostra dos
triangles A i B de la mateixa area (tenen la matei-
xa base i la mateixa algada) pero el perimetre de

B és clarament més gran.

Figura 6



Una observaci6 prévia és que, un cop assumida
I’existéncia d’una corba tancada que és solucid del
problema isoperimétric, I'aproximacié de la corba
per poligonals mostra que podem reduir-nos al cas

de poligons (fig. 7).

Figura 7

Aquest métode va ser emprat pels grecs, que
ja coneixien la solucié del problema isoperimétric,
malgrat la confusié entre area i perimetre esmenta-
da abans. Possiblement el primer atac seriés al pro-
blema isoperimétric va aparéixer al tractat De les
figures isométriques del matematic grec Zenodoro.

Sabem poca cosa de la vida de Zenodoro pero es



creu que va viure al segle II a.C., poc temps després
d’Arquimedes. Les referéncies als seus treballs ens
han arribat pels comentaris de Theon d’Alexan-
dria® i de Pappus d’Alexandria. Entre els resultats

demostrats per Zenodoro hi ha els segiients:

1. L’area d’un poligon regular de n costats és
més gran que ’area de qualsevol altre poligon

de n costats amb el mateix perimetre.

2. Donats dos poligons regulars del mateix peri-
metre i costats m < n, I’area del poligon de
n costats és més gran que la del poligon de

m costats.

3. Un cercle té més area que qualsevol poligon

regular amb el mateix perimetre.

Dels quals es pot deduir, per arguments d’aproxi-
macid, que la solucié del problema isoperimétric és

la circumferéncia (que es pot considerar un poli-



gon regular d’infinits costats). Les demostracions
de Zenodoro eren incompletes: en el primer resul-
tat assumia que el poligon optim existeix, afirmacié
que requereix una justificacié. De fet, la qliestio de
I’existéncia de soluci6é al problema isoperimétric no
va ser objecte d’atenci6 seriosa fins a ben entrat el
segle XIX. El matematic suis Jakob Steiner (1796-
1863) va donar cinc “demostracions” del Teorema
Isoperimetric (|2]) pero tot i que els arguments de
Steiner son veritables joies per la seva elegancia i
simplicitat, un punt restava sense aclarir: en totes
les demostracions donava per fet que existia solu-
ci6 (basicament, la seva estratégia sempre és partir
d’una figura que no és un cercle i millorar la se-
va area). El matematic alemany Peter Dirichlet,
contemporani de Steiner, li va fer notar que les de-
mostracions estaven incompletes perqué pressupo-
saven l’existéncia de soluci6. Gracies als esforgos

de Dirichlet, Weierstrass i Hilbert entre d’altres,



les qiiestions d’existéncia es van anar incorporant
com una part necessiria de les resolucions mate-

matiques als problemes de maxims i minims.

5 El problema isoperimétric per trian-

gles.

Com s’ha comentat a la secci6 anterior, és sufici-
ent resoldre el problema isoperimétric per poligons.
En aquesta secci6é analitzarem el primer teorema de
Zenodoro per triangles, cas que ja és prou interes-
sant i conté els principals elements del cas general.
Els arguments que s’exposaran a continuacié estan
basats en la soluci6 del problema d’Her6 i en consi-
deracions geomeétriques elementals. Vegeu [2, 3, 14]
pel cas general i en particular [9] per l'argument
original de Zenodoro.

Es tracta de demostrar que, d’entre tots els tri-

angles de perimetre donat, el triangle equilater és



el d’area maxima. Prescindirem de la justificacié
d’existéncia i, donant per fet que hi ha un triangle
optim, demostrarem que és l'equilater. Suposem
que el triangle PR(Q té dos costats diferents, per
exemple PR # RQ) (fig. 8). L’estratégia consisteix
en provar que existeix un altre triangle del mateix
perimetre que té més area.

R

Figura 8

Sigui L la recta parallela a P@Q) que passa per
R. Triem un punt S sobre L de manera que el
triangle PSQ sigui isosceles (fig. 9).

Pel teorema d’Her6 discutit a la segona sec-

cio, tenim PR + RQ > PS + S@Q. D’altra ban-



Figura 9

da, les arees de PRQ) i de PS(Q so6n iguals perqué
son triangles de la mateixa base i la mateixa al-
cada. Ara (Fig. 10) apugem el punt S i constru-
im un altre triangle isosceles PT'Q de forma que
PT +TQ = PR+ RQ. Com que hem augmentat
I’algada, I’area de PT'Q) és més gran que la de PRQ)
pero el perimetre és el mateix.

Per tant (fig. 11) la suposici6 que PRQ té dos
costats diferents implica que hi ha un altre triangle
(PTQ) que té el mateix perimetre perd més area.

La conclusié és que el triangle de més area d’entre



Figura 10

tots els que tenen el mateix perimetre ha de ser

equilater.

6 La sagacitat de les abelles (I).

Construeizo casa meva segons les
lleis d’una arquitectura severa; i el
mateiz Fuclides s’instruiria admi-
rant la geometria dels meus alvéols.
(Les Mil i una Nits. Cant de l’a-
bella. Nit 934.)

Les abelles i les seves construccions han atret 1’a-



Figura 11

tencio de cientifics, literats i artistes al llarg de la
historia. Virgili en parla al llibre IV de les Ge-
orgiques i des de Kepler fins a Darwin molts han
elogiat les seves habilitats geométriques. Al vol-
tant de 'any 36 a.C., Marcus Terentius Varro, en
el seu llibre d’agricultura ([18]) va escriure sobre
la forma hexagonal de les celles de les abelles. Els
matematics de 1’época recolzaven la teoria que la
forma hexagonal s’explicava a partir de principis
d’optimitzaci6. L’origen de la qliestié és incert

perd Varro s’hi va referir molt abans que Pappus



d’Alexandria, un dels grans gedometres de ’antigui-
tat, inclogués el problema en la seva gran obra, la
Colleccio. Pappus, qui va viure a finals del segle
IIT d.C., va escriure un prefaci al llibre V de la
Colleccio amb titol De la sagacitat de les abelles.
Al capitol dedicat a Pappus del llibre A history of
greek mathematics ([9]) Heath escriu a proposit de

I’estil i el tema del prefaci:

Es caracteristic dels grans matematics
grecs que, quan estaven lliures de les
restriccions del llenguatge técnic mate-
matic, com per exemple quan tenien l’o-
casio d’escriure un prefaci, eren capa-
cos d’escriure en un llenguatge de la
més alta qualitat literaria, comparable
amb el dels filosofs, historiadors i poe-
tes... El tema és tal que qualsevol es-

criptor amb gust © imaginacio el tro-



baria atractiu: la intelligéncia practica
que mostren les abelles en triar la for-
ma hexagonal per les celles de les bres-
ques. Pappus no ens decep; el fragment

és tan atractiu com el tema. . .

A continuacié alguns fragments del text origi-
nal de Pappus que corroboren les paraules de He-

ath:

... primer recollecten el sucre de les flors
més belles que creixen sobre la terra 1
construeixen, per a l’emmagatzematge
de la mel, celles iguals, contigiies en-
tre si, de forma hexagonal. Per for-
ca deuen haver pensat que les figures
han de ser contigiies entre si, és a dir,
han de tenir costats comuns de manera
que cap materia estranya pugui entrar

pels intersticis © corrompre aixi la pure-



sa del seu producte. Només tres figures
rectilinies complirien la condicio, vull
dir figures requlars equilateres i equian-
gulars (triangles equilaters, quadrats i
hexagons regulars). D’aquestes tres fi-
gures les abelles trien, d’acord amb la
seva saviesa instintiva, la figura amb
més angles perqué imaginen que con-
té més mel que qualsevol de les altres
dues. Les abelles, per tant, coneixen
aquest fet que els és til, que ’hexagon
és més gran que el triangle equilater 4
el quadrat i contindra més mel amb la
mateixa despesa de material utilitzada

en la construccid.

Pappus descriu admirablement per qué les abe-
lles trien la configuracié hexagonal. Un tessellat és

una partici6 del pla en poligons disjunts(a excepcio



dels costats). El tessellat es diu regular si esta fet
amb poligons congruents i regulars.
L’explicacié de la forma hexagonal depén dels

dos fets segiients:

1. Només hi ha tres poligons regulars que tessel-
len el pla: triangles equilaters, quadrats i he-

xagons regulars (fig. 12)

2. Donats un triangle equildter, un quadrat i
un hexagon regular del mateix perimetre, 1’-

hexagon és el que té més area.

La segona afirmaci6 es dedueix del segon teo-
rema, de Zenodoro i confirma que l’estructura he-
xagonal respon a un principi isoperimétric de mi-
nims. Pel que fa a la primera, probablement ja era
coneguda pels pitagorics. Per exemple, la figura 13
mostra graficament la impossibilitat de tessellar el

pla amb pentagons, heptagons i octagons regulars.



Figura 12

La demostracio general és de fet elemental. Su-
posem que el tessellat és per n-poligons regulars i
triem un punt que sigui un vértex comi d’exacta-
ment m poligons dels que formen el tessellat. Un
calcul senzill mostra que cada angle intern d’un n-
poligon regular és igual a @ Per tant s’ha de
w(n—2)
== =

complir m 27 o, equivalentment

(m—2)(n—2) =4 (1)



Figura 13

L’equacié (1) només admet les solucions enteres
(n,m) = (3,6), (4,4) i (6,3) que corresponen als
casos dels triangles equilaters, quadrats i hexagons
regulars. L’analisi anterior també permet conside-
rar la situacié on hi ha vértexs d’un poligon sobre
el costat d’un poligon contigu. En aquest cas, si

un punt del costat d’un poligon és a més un vértex

w(n—2)

comu d’altres m poligons tenim: w+m =27

o equivalentment:
(m—1)(n—2)=2

que té les solucions enteres (n,m) = (3,3) i (4,2).



Aquest cas només origina triangles equilaters i qua-
drats. Sigui com sigui no apareixen nous valors de

n.

El fet que el tesselletat per hexagons regulars
és optim —des del punt de vista isoperimétric— fins i
tot quan es permeten tessellats molt generals, for-
mats per regions no necessariament poligonals (ni
tan sols convexes) és part de la Honeycomb conjec-
ture o Conjectura de les celles d’abella. 1’origen,
com es pot suposar, és molt antic pero la demos-
tracio, de T. Hales, és forga recent (|8]) la qual co-
sa ens confirma que els nostres avantpassats sovint

s’'interessaven per problemes gens trivials!

Tornarem als aspectes matematics de les celles
de les abelles des d’un punt de vista tridimensional

a la seccio 8.



7 Laterceralabor d’Hércules, el vol d’o-

cells i altres qiiestions practiques.

Hércules, el més famos dels

herois grecs, era fill de Zeus i

d’Alcmena. En un atac de bo-
geria induit per la deessa He- Neues Museum.
ra, Hércules va assassinar els Berlin.
seus fills i, com a peniténcia,
es va posar a les ordres d’Eristeus, rei de Mice-
nes, qui li va ordenar realitzar dotze treballs que
requerien una forca sobrehumana. En un original
intent d’acostar Matematiques i Mitologia, ’autor
del llibre Mythemathics([11]) explica les 12 labors

d’Heércules amb 'ajut d’eines matematiques.

La tercera labor d’Hércules consistia en atrapar
la cérvola sagrada de Cirenea® que segons la llegen-
da tenia banyes d’or i peiilles de bronze. Hércules

havia estat perseguint-la durant un any sencer i la



seva Unica opci6 era atrapar-la quan hagués de cre-
uar el riu Ladon, venint del mont Artemisius (punt
A alafigura 14) en direcci6 al bosc d’Arcadia (punt
B ala figura 14).

Figura 14

Heércules hauria d’esbrinar a quin punt de la ri-
ba superior arribaria la cérvola per poder-la atra-
par tot sortint del riu, abans que tingués temps
d’emprendre la resta del recorregut corrent en ter-
ra, on seria molt més dificil d’atrapar. Evident-
ment hi han moltes trajectories per arribar des de

A fins a B creuant el riu. Per exemple la trajecto-



ria directa AB és certament la més curta pero té
I'inconvenient que tot el trajecte s’ha de fer a I’ai-
gua, on la velocitat és més petita que sobre terra.
D’altre banda si es tria la trajectoria ACB, el tra-
jecte sobre aigua AC' és el més curt possible perd
després C'B s’ha de fer sobre terra i la distancia
total recorreguda AC + C'B és més gran que amb

qualsevol altra trajectoria arbitraria APB.

I aqui és on entra el problema matematic: si es
coneixen les velocitats de la cérvola nedant sobre
el riu i corrent sobre terra, 'amplada del riu (dis-
tancia AC) i també la distancia C'B, quin sera el
recorregut optim APB? Més concretament: quin
sera el punt P triat per la cérvola assumint que el
temps total del recorregut ha de ser minim? Su-
posem, per exemple que la velocitat a ’aigua és de
5 Km/h, sobre terra és de 8 Km/h, 'amplada del
riu és de 100 m. i la distancia C'B és de 1000 m.

Si introduim com a variable 'angle o que formen



els segments AP 1 AC (fig. 15), el temps total del
recorregut APB (en funci6 d’'«) és

100 1000 — 100 tan o
T p—
(o) 5cos a 8

1000

8 Km/h

100 5 Km/h

Figura 15

Determinar el punt P optim és equivalent a de-
terminar I’angle o optim. Es un exercici elemental
en Calcul Diferencial comprovar que la funci6é T,
definida a 'interval [0, arctan(10)], assoleix el seu
minim global quan o = arcsin(3) (fig. 16). Un

calcul senzill mostra que en aquest cas la distancia



CP és de \1/% m. Per tant Hércules hauria d’espe-
4 100 )

rar la cérvola a 39 - del punt C' de l’altre costat

de la riba enfront del mont Artemisius. S’observa-

ra que l'angle optim només depén de la rad entre

les velocitats en 'aigua i en terra i no pas de les

distancies AC o CB.

7

Oarcsin(5/8) arctan(10) = @

Figura 16

Aquest tipus de problema es presenta sempre

que ens proposem determinar el temps minim d’un



recorregut en un context on hi ha diferents mit-
jans. Els exemples segiients sén variacions del ma-

teix problema:

e Refracci6 de la llum. La llei de Snell sobre
la refraccié de la llum també es pot deduir a
partir d’un principi de minims. Un raig de
llum passa d’un mitja on la velocitat és v; a
un altre on la velocitat és vo. La trajectoria
del raig és una poligonal formada per dos li-
nies rectes, una en cada mitja. Si els angles
dels rajos amb la normal al punt de canvi sén

01160y (fig. 17) la llei de Snell diu que

sin 01 U1

sinfy vy

Es pot deduir la llei de Snell a partir del Prin-
cipi de temps minim de Fermat. Si un raig de
llum surt d’un punt A del primer mitja, arri-

ba en linia recta fins al punt P on es refracta



i després continua en linia recta fins arribar
a B, dintre del segon aleshores el temps total
del recorregut APB ha de ser minim. Quan
s’interpreta el problema en termes de la fun-
ci6 de temps i s’'imposa la condicié de minim,
s’obté la llei de Snell (vegeu [12] per la reso-

luci6 i comentaris historics del problema).

Vol d’ocells. Esta comprovat experimental-
ment que els ocells volen més lent sobre aigua
que sobre terra, per tant la determinacié de
la trajectoria optima d’un ocell que ha de vo-
lar sobre una gran extensié d’aigua origina el
mateix tipus de problema que ’exemple d’-

Hércules.

Conduccions sota ’aigua. Una versi6 prac-
tica del mateix problema es presenta quan
s’ha de portar una conducci6 eléctrica d’un

punt A un altre punt B a l'altre riba d’un



Figura 17

riu. El preu per metre de la conduccié sota
I’aigua és logicament més car que sobre terra
per tant es tracta del mateix tipus de pro-
blema, on les velocitats son substituides pels

preus.



e Ramificaci6 vascular. La resisténcia de la
sang quan viatja per un vas sanguini depén
de la secci6 del vas. Si un vas sanguini prin-
cipal es ramifica per crear un vas secundari,
les seccions varien i per tant les resisténcies
també. Un model simplificat del problema
consisteix en determinar ’angle de ramifica-
ci6 que minimitza la resisténcia total al llarg

del recorregut. (vegeu [1], secci6 9.7).

8 La sagacitat de les abelles (II).

Abandonant aquella terra vam arri-
bar de seguida a una altra on les
abelles i els ocells son matematics
de tant geni i erudicid que donen
llicons cientifiques de geometria als
savis de ’imperi.

(E. A. Poe, El conte mil i dos de

Scherezade.)

A la secci6 6 analitzavem l’estructura hexago-



nal de les celles de les abelles en clau bidimensio-
nal. Pero des d’un punt de vista tridimensional, els
hexagons so6n només les entrades de les cel'les, men-
tre que l'estudi del fons de les celles és posterior,
més complex, més interessant i menys conegut. En
un principi, es podria pensar que les celles s6n sim-
plement prismes rectes hexagonals amb base oberta

i tapa tancada (fig. 18)

Figura 18

pero de fet s’observa que la terminacié no és plana
sind que és una mena de pirdmide amb tres rombes

en forma de diedre (fig. 19).
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Figura 19

A meés, les celles encaixen perfectament en un sis-
tema de dues capes: quan tres celles es colloquen
juntes en la mateixa orientacié deixen un forat on
una quarta cella collocada en l'orientacié contra-
ria encaixa perfectament (fig. 20). Per tant les
celles , seguint aquest sistema de doble capa, om-
plen perfectament 1’espai entre dos plans parallels

sense deixar forats.

Al llibre On growth and form ([17]), Thompson
ofereix una descripcié exhaustiva sobre ’evolucid

historica de l’estudi del fons de les celles. Apa-



Figura 20

rentment, l'estructura geométrica dels rombes que
formen la tapa de les celles ja va ser reconeguda per
Kepler, pero el seu descobriment va passar desaper-
cebut fins que I'astronom Maraldi®, cap al 1712, va
mesurar els angles del romb: 109°28'6 i 70°32' i la

inclinaci6 de les tapes romboidals: 35°16'.

La idea que els principis de maxim i minim ex-
plicarien certs dissenys de la Natura ja circulava
entre els ambients cientifics de I’época. El fisic Ré-
aumur va ser possiblement dels primers en afirmar
que un principi de minims podria ser la clau de la

qiiestio i que, de la mateixa manera que passa amb



el tessellat hexagonal al pla, els angles observats
per Maraldi farien que la cella necessités el minim
de superficie per un volum donat. En paraules de

Réaumur:

Convengut de que les abelles preferei-
xzen el fons piramidal, he sospitat que la
rad, o una de les raons, que les havia
motiat era l’estalvi de cera; que entre
les celles de la mateiza capacitat i de
fons piramidal, la que podia estar cons-
truida amb menys cera era aquella tal
que els rombes tenien dos angles d’apro-
zimadament 110° i dos d’aproximada-

ment 70°.

Anys més tard, Réaumur li va enviar el proble-
ma al jove matematic suis S. Koenig’ qui el va re-
soldre, tot i que per un error numéric va obtenir el

valor 109°26’. El métode de la prova de Koenig es



desconeix perd probablement va utilitzar técniques
de Calcul Infinitesimal. Koenig afirmava que les
abelles havien resolt un problema fora de ’ambit
de la geometria classica, que requeria els métodes
de Newton i Leibniz. Tanmateix, cap al 1743, el
matematic escocés Colin McLaurin es va proposar
resoldre el problema fent servir cap geometria més
avancada que la que coneizien els antics 1 ho va
aconseguir. L’argument de MacLaurin (vegeu [17],
p. 533) és una mica més llarg pero efectivament
arriba al resultat de Maraldi utilitzant només geo-

metria elemental.

A continuacié veurem una versié 2-dimensional
més senzilla del problema que conté els principals
ingredients. Per enunciar-la, tornarem a la formu-
laci6é del problema isoperimétric que consisteix en
fixar el perimetre i maximitzar ’area. Suposem
que volem fer obres en una habitacié rectangular

oberta per un canto (fig. 21).



Figura 21

La modificaci6 consistira en substituir el costat
del fons per dos segments simétrics en forma de
punxa (fig. 22) amb la condicié6 que mantinguem

el perimetre total de I'habitacio.

Si introduim com a variable a ’angle d’inclina-
ci6 dels dos nous segments respecte de I'horitzon-
tal, ens podem plantejar les preguntes segilients: és
possible triar angles a de manera que ’area de I'-
habitacié nova sigui més gran que I’area de ’habi-

tacio vella? I si fos aixi, quin és 'angle optim? Un



el

Figura 22

calcul elemental mostra que el guany d’area acon-

seguit amb una modificacié d’angle « és :

2
G(a)—a<1+1tana— ! >

2 2 COS &

on a és 'amplada de I’habitaci6. Un calcul ele-
mental amb la derivada de G mostra no només que
el maxim de G és positiu sind que s’assoleix quan
a = ¢ (la grafica de G es veu a la fig. 23).

Per tant si, mantenint el perimetre, volem mo-



/6 N«

Figura 23

dificar I’habitaci6 per aconseguir area maxima, hau-
rifem de triar un angle d’inclinaci6é de 30°. El pro-
blema de les celles d’abella no és més que una
versio tridimensional, técnicament més complica-
da, d’aquest problema on ’angle d’inclinaci6é optim
resulta ser de 35°16" (vegeu [1], [17]). No cal dir
que, tot ila dificultat practica de mesurar els angles
involucrats en les celles reals, els valors observats

s’acosten forga als valors teorics. En paraules de



Fontanelle, secretari de la Académie Francaise du-
rant la primera meitat del segle XVIII, les abelles
estaven utilitzant cegament les més elevades mate-
matiques per ordre i guia divina. D’Arcy Thomp-
son pensava que tenia més sentit suposar que la
reqularitat de les obres arquitectoniques de [’abelles
obeeix a alguna interaccio automatica de les for-
ces fisiques que no pas admetre que l’abella busca
intencionadament un metode d’economitzar cera.
Sigui com sigui, aquesta manifestacié d’un princi-
pi de minims a la Natura continua provocant-nos

fascinacio.

Sembla que estem admetent que les abelles han
construit les bresques perfectes, perd aixod és real-
ment aixi? Dit d’una altra manera, es pot utilitzar
un altre disseny poliédric per al fons de manera que
les celles omplin I'espai sense deixar forats i que la
proporci6 entre la quantitat de cera de la superficie

i la capacitat de la cella sigui més avantatjosa? La



resposta és que si. Al 1964, en un article amb el
suggestiu titol What the bees know and what they
do not know (|6]), el matematic hongarés Fejes
Toth va trobar un disseny millor, amb un fons for-
mat per dos hexagons i dos rombes en comptes de

tres rombes (fig. 24)

Figura 24

Encara es desconeix si la configuracié de Fejes

To6th és la millor possible.



9 El problema de Fagnano i els billars.

A la segona secci6 introduiem la llei fonamental
que regeix la geometria del billar com una aplica-
ci6 del problema d’Her6: els angles que formen les
trajectories d’entrada i de sortida amb la normal a
la paret sén iguals. Limitarem aqui la discussi6 al

cas de billars amb forma de poligons convexos.

Hi ha nombroses preguntes interessants sobre
billars, algunes de les quals s6n molt facils de for-
mular perd molt dificils de resoldre. Una d’elles
és 'existéncia de trajectories periodiques. Donat
n € N, n > 2, direm que una trajectoria és n-
periodica si surt d'un punt en algun dels costats i
torna al punt de sortida després de n xocs. Una
trajectoria és periodica si és n-periodica per algun
n > 2. Per exemple, qualsevol segment perpendi-
cular simultaniament a dos costats és una trajecto-

ria 2-periodica. En el cas d’un rectangle és trivial



obtenir trajectories 2-periodiques i 4-peridodiques:
qualsevol trajectoria que connecti perpendicular-
ment dos costats parallels és 2-periodica i la tra-
jectoria que connecta els punts mitjans dels costats
és 4-periodica.

El cas dels triangles ja és prou interessant. Quan
el triangle és acutangle, I'existéncia de trajectories
periodiques esta estretament relacionada amb un
dels problemes més fascinants de minimitzacio ge-
omeétrica: el problema de Fagnano, que deu el nom
al matematics italians Giulio Carlo Toschi de Fag-
nano (1682-1766) i el seu fill, Giovanni Francesco
Fagnano (1715-97). Donat un triangle acutangle,
el problema consisteix en determinar un triangle
inscrit de perimetre minim amb un vértex en cada
costat del triangle donat. Comentem, primer de
tot, la connexid entre el problema de Fagnano i els
billars. Suposem que DEF és el triangle de peri-

metre minim inscrit al triangle acutangle ABC, on



D e BC,EFE e ACi F € AB. Fixats Ei F, la
trajectoria EDF és una solucié del problema d’-
Her6 amb dades els punts E, F' i la recta BC. Per
tant els angles d’incidéncia i de reflexié en D sén
iguals i EDF compleix el requisit d’una trajectoria
de billar. Evidentment el mateix argument aplicat
als altres vértexs diu que el triangle inscrit DEF
és una trajectoria 3-periodica al billar ABC.
Queda com exercici pel lector comprovar que en
el cas de triangles rectangles i obtusangles el mi-
nim dels perimetres dels triangles inscrits és dues
vegades I'altura més petita, perd no hi ha triangle
optim (degenera en l'altura comptada dues vega-
des). Pel que fa a les trajectories periodiques, la
situacio és molt més complicada i interessant. Dis-
cutirem sobre aquest problema al final de la seccid.
La soluci6 del problema de Fagnano és ’anome-
nat triangle ortic: el triangle que té com a vértexs

els peus de les tres altures (fig. 25).



Figura 25

Desde la prova original de J. F. Fagnano ([5]),
que utilitzava técniques de Calcul Diferencial, s’-
han trobat diverses demostracions del teorema de
Fagnano amb sabor més geométric, entre elles les
més famoses son les de Féjer i Schwarz ( [3, 10, 12,
15]). La prova que veurem a continuaci6 és la de
Féjer i esta basada en el problema d’Her6 discutit
a la segona secci6. Suposem que ABC és un tri-
angle acutangle arbitrari. Arribarem a la conclusié

que el triangle ortic és la solucié del problema de



Fagnano en dues etapes. Primer, fixem un punt D
al costat BC' i, de tots els triangles inscrits DEF
amb F € AC i F € AB volem determinar el de

perimetre minim. La figura segilient suggereix la
8

solucio

Figura 26

Siguin D', D" els punts reflectits de D respecte
dels costats AB, AC respectivament. Aleshores

el perimetre del triangle EDF' coincideix amb la



longitud de la poligonal D’FED"” que és minima
quan F = E', F = F’, els punts d’intersecci6 de
la recta D’D” amb els costats AB, AC. Per tant,
fixat D, el triangle DE'F’ és la solucié d’aquesta
primera etapa del problema de Fagnano.

La segona etapa consisteix en triar el punt D de
manera que el perfmetre de DE'F’ (o equivalent-
ment la longitud |D'D"|) , sigui minim. Inspecci-
onant la figura 26 s’observa: i) |[AD'| = |AD"| =
|AD| i per tant els triangles D’AD" sén isosceles
ii) que l'angle al vértex A és independent de ’elec-
ci6 del punt D i coincideix amb 2« on « és 'angle
del triangle original ABC' al vértex A. Com que
|D'D"| = 2|AD’|sina = 2|AD|sina, el millor D
és el que minimitza |AD|: el peu de l'altura des del
punt A (fig 27).

Com que l'elecci6 del costat BC' ha estat arbi-
traria, el mateix argument donaria que el triangle

ortic és la soluci6 al problema de Fagnano i pro-



Figura 27

porciona una trajectoria 3-peridodica en un billar
triangular acutangle.

Per triangles rectangles i obtusangles la qiiestio
de l'existéncia de trajectories periodiques és molt
més complicada. Com s’ha comentat abans, la so-
lucié del problema de Fagnano és degenerada en
aquest cas, d’on es desprén que no hi ha trajectori-

es 3-periodiques. Tanmateix, podem plantejar-nos



si existeixen altres trajectories periodiques. Per
triangles rectangles la resposta és positiva (la fi-
gura 28 mostra una trajectoria 6-periodica) pero,
per sorprenent que sembli, en el cas obtusangle el
problema encara esta obert: només es coneix l’exis-
téncia de trajectories periddiques per certes classes
de triangles obtusangles. Vegeu [16] per informaci6
general sobre la geometria dels billars i, per exem-
ple [7, 9, 4], [13, pag. 440| pel problema de les
trajectories periodiques i altres qliestions geome-

triques interessants relacionades amb billars.

Figura 28

Amb la discussié del problema de Fagnano, on



conflueixen els principis de minimitzacid, la geo-
metria elemental i els billars, acabem aquest breu
recorregut pels Problemes de Maxims i Minims, tot
senyalant una vegada més la capacitat inesgotable
de les Matematiques per connectar territoris apa-
rentment independents i posar-hi sentit i perspec-

tiva.
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Notes

IEl Problema Isoperimétric dual pregunta per
la corba tancada de perimetre minim entre les que
tenen area donada. Els dos problemes sén equiva-
lents. Considerarem la formulacié dual a la seccid

8.



2Alllibre A mathematician’s apology, G. H. Hardy
fa una deliciosa reivindicacié del caracter estétic
de les Matematiques i, entre d’altres observacions
sucoses, deixa anar 'afirmacié segiient, que certa-
ment no contribueix a enfortir els ponts entre Ma-
tematiques i Literatura: “Arquimedes sera recordat
quan Esquilo sigui oblidat, perqué les llengiies mo-
ren i les idees matematiques no”.

3Theon era el pare de la filosofa i matematica
Hypatia

4Una muntanya de la peninsula del Peloponés

®Nebot del famos astronom Cassini

6Angle distingit, ara anomenat angle de Ma-
raldi. Apareix al dodecaedre romboidal i també
és I'angle que formen els segments que uneixen el
centre d’un tetraedre regular amb dos dels vértexs.

"Deixeble de Johann Bernouilli

8Les figures 26 i 27 s’han reproduit per cortesia,
del professor Paris Pamfilos (Universitat de Creta),
de la seva web personal



http://www.math.uoc.gr/ pamfilos/eGallery/Gallery.html,
que conté informacié sobre molts problemes geométrics intere-

sants, incloent-hi el problema de Fagnano.
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