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El proposit d’aquestes no-
tes és el de deduir un model
per al comportament dels ob-

jectes ellastics a partir dels

principis que estableix la te-
oria atomica de Dalton. L’el-
lasticitat és, possiblement, la propietat més impor-
tant pel que fa a la forma externa dels objectes
materials, és dir ’embolcall extern d’un sistema de

particules.

Donat l'espai de qué disposem i el proposit ge-
neral d’aquesta publicacidé no tractarem tots els as-
pectes d’aquest tema, reduint-nos a una situacid
especial que anomenarem el model cristalli, sufi-
cient per a una primera aproximacié quantitativa
a l'estudi de cordes i membranes. Aixo ens estal-

viara el tractament a fons dels conceptes standard



que hom formula en termes de tensors, com ara els
tensors dels estiraments (strain, en anglés) i de les
tensions internes (stress, en anglés). El lector pot
consultar-ho en una versi6 més general d’aquestes
notes, que estd en procés de finalitzacié i és una

extensié d’aquest treball.!

1 Estructura de la matéria

“If, in some cataclysm, all of scientific knowledge
were to be destroyed, and only one sentence
passed on the next generation of creatures, what
statement would contain the most information
in fewest words? I belive it is the atomic hy-
pothesys (or the atomic fact, or whatever you
whish to call it) that all things are made of
atoms —little particles that move around in per-
petual motion, attracting each other when they
are a little distance appart, but repelling upon
being squeezed into one another.”?

Richard Feynman.?



La hipotesi atomica de Dal-
ton representa un resum de les
propietats microscopiques de
la mateéria que sén rellevants
pel que fa al comportament de

la mateixa al nivell macrosco-

pic.

En dir macroscopic, volem
dir a nivell molecular o més J. Dalton
gran, en queé les accions i can- (1766-1844)
vis que la matéria experimen-

ta no n’alteren la constitucidé ni 'estructura.

Essencialment parlem de propietats mecani-
ques. Aixi doncs, I'electromagnetisme en queda ex-
clos (i també la part més essencial de la quimica?),
encara que les forces que actuen sén de caracter

electromagneétic o fins i tot nuclear. De fet, es-



tem interessats en els efectes a nivell macroscopic
d’aquestes forces. Un nombre gran de particules
doéna lloc a cancellacions en els detalls del compor-
tament individual. Els efectes macroscopics son els
que sobreviuen a aquestes cancellacions, i sén ob-
servables mitjangant mesuraments globals del siste-
ma (que no tenen en compte propietats individuals
de particules concretes, i sén d’un caire més aviat

estadistic).

El marc de referéncia és el de la Fisica newto-
niana, amb la gravetat com a tnic camp que actua
(a distancia) sobre la matéria. Cal remarcar, pero,
que en la discussié que durem a terme aquest no-
més juga un paper conceptual (en la definicio de

massa).

Prenem doncs el model atomic com a punt de
partida, tot pensant que no hi ha canvis en la na-

turalesa de la matéria que considerarem.



1.1 Solids elastics

Comengarem considerant un cos material com un
sistema de N particules (generalment N gran), que

anomenarem

Pi,..., Py

amb un conjunt de niimeros reals i positius associ-

ats

mi,...,MN

que son les respectives masses, juntament amb uns
lligams entre les mateixes. Aquests lligams deter-
minen l'evoluci6 de les distancies mutues i de les
velocitats relatives entre cada dues particules, per
a unes condicions inicials donades, i aixi{ determi-

nen tant el contorn com l’estat del cos material.

Triem un sistema de referéncia espai-temporal

fix, i denotem la posici6é de la particula P; a l'ins-



tant ¢ per®
x(P;,t).
En realitat, el parametre important pel que fa

a un sistema és el conjunt de distancies relatives,
dij(t) = [lx(Ps, t) — z(Pj, £,

per acadai,j =1,...,N. Llavors un sélid rigid

es un sistema de particules tal que per a tot i, j,
dij(t) = l|lx(P;, t) — x(Pj, 1)

és independent de t. Denotarem aquestes distanci-
es per d; ;.

L’evolucié de cada particula del sistema es pot
descriure mitjancant les lleis de Newton.

Aquesta és una situaci6 ideal extrema, i, segons
la teoria atomica, si hi ha una aportaci6é externa
d’energia al sistema, aquesta reverteix en una va-
riaci6 (augment) dels parametres (freqiiéncia, am-

plitud) del moviment oscillatori de les particules al



voltant d’una posicié d’equilibri. Aquesta variacié
té com a conseqiiéncia una oscillacié aleatoria de
les distancies mitues, que té com a mitjana la dis-
tancia d; j, que és una funci6é d’aquesta energia, i

que anomenem calor (escalfament del sistema).

L’amplitud de les oscillacions mitjanes, i. e. la
variacié mitjana de d;; correspon doncs a l'estat
d’energia interna del sistema i repercuteix a nivell
macroscopic en canvis d’estat (solid, liquid, gas),

ruptures, deformacions, etc.

Ens situem al cas del solid rigid ideal descrit a
dalt®, en un estat d’energia donat, i, inicialment,

en abséncia de qualsevol pertorbacié externa.

Seguint la teoria atomica, qualsevol desplaga-
ment (provocat per forces externes) que alteri les
posicions relatives de les particules, fa aparéixer
automaticament forces atractives o repulsives, se-

gons que aquest desplacament augmenti o dismi-



nueixi la distancia mutua, respecte de la distancia
d’equilibri.

Sigui ®; ; la forga total que experimenta la par-
ticula P; com a conseqiiéncia dels desplagament
d; j relatiu respecte de la particula P;, inicialment
a distancia mutua d; ;. Llavors ®;; depen de

def
dij—dij = €ij.
Estem suposant també que la forca es deu ex-

clusivament a la deformacio, es dir que
D j = Pijleig)

i que

P; ;(0) = 0.

Suposarem cert un principi de superposi-

ci6’, és a dir que si ®; és la forca total experimen-

tada per la particula P; com a conseqiiéncia de les



deformacions de les distancies d’equilibri, llavors
N
®; = 23:1 i
i=1,...,N

Aquestes forces son la causa del comportament
macroscopic que anomenem elasticitat.

Un so6lid elastic és un sistema de particules
que es comporta com un solid rigid en abséncia de
forces exteriors, amb les particules situades a dis-
tancies relatives fixes, que en direm d’equilibri, i tal
que, en preséncia de forces exteriors presenta una
deformacio, és a dir una variaci6 de les distanci-
es relatives entre les particules, que denotarem per
d; ; + €; j per a la particula F;, tal que la forga to-
tal associada a aquestes distancies, ®;, contraresta
les forces exteriors F; que actuen sobre la particu-
la P;, de manera que en cessar les forces exteriors,

les forces internes restitueixen les particules a les



distancies d’equilibri.

Aixi doncs,

N
Fi+q)i:Fi+Zq)i,j:Ov

j=1
per a tot <.
Py Ps Py P
Py
p(Pr) r “) P,
z0(P2) z(Ps)

Figura 1: Cas discret

1.1.1 La llei de Hooke

La teoria de Dalton fa natural la idea que les for-

ces internes entre cada dues particules, ®; ;, siguin



degudes a oscilladors harmonics entre les mateixes
i aixi obeeixen una “llei de Hooke” general, que po-
dem formular dient que la interacci6 entre les par-
ticules, ®; ;, només actua en la direccié que uneix
cada dues d’elles i oposant-se al desplacament. Su-
posarem també que no hi ha pérdues internes, és
dir, que aquestes son les tniques forces que inter-
venen en el procés de recuperacié® que segueix a

una deformaci6 (aparici6 de forces Fj).

Per tal de simplificar la notacié, habitualment
denotarem la direccié6 donada per dues particules,
P; i P; per

y (B —a(P)
Y (@) — 2@

Aixi, la for¢a que experimenta (stress) ’oscil-



lador entre dues particules P; i P; és

= (Fi + Fj,mi5) mij-

Aquest fet reflecteix una altra caracteristica de

les forces ®; ;, ’antisimetria:
2V
@/[/7] — @j7i.

A més,
D; 5 = i (€)M

on ;;j = ¢j; son funcions regulars, cadascuna en

un cert interval [; ; C R i tals que [[¢; ]|z, )

decreix rapidament tal com d; ; creix.’



1.2 Estatica i dinamica

El tractament dels canvis en la forma del cos ma-
terial es fa habitualment considerant els desplaga-
ments relatius de les particules. Aquests desplaga-
ments es poden organitzar com una aplicaci6 line-
al, és dir un tensor, que hom considera simétric,
anomenat tensor de deformacié (“strain” en an-
gles). De les forces que aquests canvis fan aparéi-
xer en una direccié determinada, hom en considera
la part lineal (perqué és la que conté la informacio
dels termes quadratics), que també s’organitza com
un tensor simétric: el tensor de tensidé interna o
dels esforgos (“stress” en anglés).

La relacié entre ambdoés és també un tensor si-
métric que s’anomena tensor d’elasticitat.!”

Des del punt de vista dinamic, hom pretén des-
criure 'evolucié de la posicié i la velocitat de ca-

da particula quan les forces que actuen sobre el



sistema o la corresponent configuraci6 del mateix

canvien en el transcurs del temps.

Cada particula té lligams amb totes les altres (de diferents

magnituds segons la distancia).

Ara, la posicié d’una particula P; varia amb el
temps, i la denotarem per x(F;, t).

En abséncia de forces exteriors (aquestes hi son
simplement per a produir un desplagament inicial
des de la posici6é d’equilibri), o bé donat un des-

placament inicial de les particules respecte d’una



posici6 donada (d’equilibri) tindrem, amb la terce-

ra llei de Newton, el sistema d’equacions

N
2" (Piyt) = — 0 3050 i€ (), i (1)
i=1,...,N,

on

€ij(t) = lz(Fi,t) — z(Pj, t)]| — dij

_ a(Pyt) —a(Put)
[2(Py.) (P )]

Mij (t)

Alternativament, en termes d’una magnitud in-

dependent de 'eleccié d’un origen de coordenades,

)\ivj = x(Pjvt) - x(Pivt)a



i llavors tenim, per a cada i, j fixats,

=—— Z{% 1(e5.0(8), )z (t) — iu(en(t), )mia(t)}

‘PJZH)‘ le)
Z{ Hm)n Agi(B)=

i (N DI = digy t) |
el Hiali)}

i aixi tenim un sistema d’equacions en les mag-

nituds A, 4(¢) (les distancies mutues), que, de

N24N(N-1)
2

fet és un sistema de lordre!! de X

N24+N(N-1)
—

1.2.1 El cas lineal

El model més basic d’una forca que s’oposa als
desplagaments respecte d’una posicié d’equilibri el
constitueix una forca que actua proporcionalment
als desplagaments (cas lineal) i que fisicament cor-
respon a un oscillador harmonic. Aixi estem su-

posant que P; es desplaga respecte de P; degut a



un oscillador harmonic ideal (sense fregaments)
que les uneix, i amb constant k; ; > 0. Es tracta
simplemet d’una linealitzacié de cada oscillador,
consistent en considerar que els termes no lineals

del desenvolupament de Taylor de ¢; ; son irrele-

vants.
Llavors
z(P;) — ()
b, = —k Ad . —d. J
(2¥) 17.7{ 1,7 Lj}Hx(Pz) —.%'(P])H
= —kij€ijnij-

Sota aquestes hipotesis, tenim

N
©i =) kijei i (1)

j=1

En un nombre important de cassos podem fer
unes simplificacions forga raonables, si adoptem un
punt de vista macroscopic. En primer lloc podem
suposar que el solid (sistema) es isotropic, i aixo

es tradueix en que per a tot i, k; j = k; .



També podem suposar que el material és ho-
mogeni, i llavors els niimeros m; sén idéntics per
a tot 4, i també que els coeficients k; ; només de-
penen de la distancia inicial entre les particules P;
i P;, i no de les posicion, velocitats o de la natura

de les mateixes'?. Aixi posarem m; = m i
ij = k(dij)ei i

En tal cas

N
E k RICRURE

Jj=1

Llavors les equacions que governen la dinamica
del sistema esdevenen

(P, t) 7**2162]517] )i (t)

Z'fw( D )

{z(Pi, 1) —x(Pj, 1)}




perai=1,...,N, obé

1 di
0= =5 20 [k (1 mm»w@ﬁﬂ

=1
{z(P,t) —(Pj, 1)}

di
ki1~ (B 1) — 2(Bo, D) |)
{w(Pt) — a(P, 1)}]

= {1 e

=1
(1= i A0

2 Els exemples classics

Estudiarem I’evoluci6 lliure d’un cos ellastic a par-
tir d’'una deformaci6 inicial de 'estat d’equillibri
deguda a forces externes que només actuen en un
interval molt curt de temps. Tal i com hem vist, és

clar que 'obstacle principal a I'hora de bastir un



model per a aquesta evolucio6 és la complexitat de-
guda al nombre de particules presents en qualsevol

situacio realista.

La dimensié del sistema, és dir el nombre de
graus de llibertat que tenim a ’hora de donar la
posicié d’una particula d’aquest, juga un paper ba-
sic!® en aquesta complexitat. Aixi doncs, comen-
carem pel cas de dimensidé 1, en qué tenim N
particules a ]R?’, que en repods estan uniformement
distribuides al llarg del segment [0, L], en la di-
recci6 e;. En tal cas les posicions en repds séon
z(P) = (i%,0),i=0,...,N.

Ara suposem que, inicialment, sobre cada par-
ticula hi actua una forca en una direccié constant,
posem ey. Aixd provoca un desplacament!'* de to-
tes les particules respecte de la posicié d’equillibri

en el pla < e1, ey >.

Les equacions (1) demostren que la evolucio



1 1 1 1
P() Pi_1 Pi Pi+1

Posicié d’equilibri

Posici6 inicial

posterior del sistema té lloc completament al pla

< ep, €2 >.

Una suposicié addicional, consisteix en qué el
desplagament de les particules es realitza al llarg
de linies rectes perpendiculars a e;. Es raonable
pensar que els desplagaments laterals (“shears” en
anglés, i que tenen poc a veure amb el fenomen

de lellasticitat) son quantitativament irrellevants.



Aixi, tenim, per a tot ¢ i tot instant t,

2(P,t) = (i]l\;,xg(Pi,t)> - (ifv,ui(t))

Aquest sistema s’anomena corda vibrant.

2.1 Equacions per a la corda vibrant en el

cas discret

Encara un altra hipotesi addicional: La forca total
sobre cada particula P; només depén de les dues
particules més properes, és a dir que ®;; = 0 si
j # j—1,j+1. Es raonable pensar que la influéncia
sobre una particula donada de les particules prou

allunyades és irrellevant.

Llavors

D; = Giiv1 + bii1

= Qi i1 (€ ir1)Nii41 — Pi1,i(€i—1)Mi—1,i



on

€1 = |[(xjr1, ujr1) — (x5, u;) ||

2
= \/ (@11 = 25)% + (ujp1 —uy)

2
u
j+1 — Uy
= |zj41 — 74 >
$y+1 T

és la distancia de P; a Pj4q,

(Tj11,uj41) — (25, u5)
€5,5+1
(11 — @, ujy1 — uy)

2
_ Uj+1—Uj
‘373+1 x]|\/1+ z3+1_$3)
Uj41—
(1’ :EJ —x; )
j+17 45
1+ Uj+1—Uj 2
Tj41-;

si xj < xj41, 1 posem Dj ;1 a larrel que hi apa-

Nj,5+1 =

reix.
La component vertical de la forca es

Piit1 (€it1) Uir1 — Ui Pi-1i(€i-14) Ui — Ui
Diiv1 g1 — Di1; x—xi




I aixi, finalment, per a cada particula P; tenim

I’equacid

= i{@i,i+1(€i,i+1) Uit1 — Uj
m; Diit1 w1 —

. <Pz‘—1,i(€z‘—1,z‘) U; — Uj—1 }

Di—1;  wmi—wxi )

Obsevacio. De fet ;11 depén de €;;11(t), la vari-
aci6 en les distancies relatives entre les particules,
i també de les distancies relatives en repos d; 41,

en aquest cas de les particules 4,4 + 1.
I 'equaci6é queda

v b wiir1(€iir1) uipr — ug

(A
m; Diiv1 i1 —
_ pi1,iEim1,) Wi — uin
D1 xi—wi

Obsevacio. Els oscilladors podrien estar compri-

mits, produint-se llavors una forga de recuperacio



repulsiva. Aquest és el cas d’'una molla comprimi-
da.

2.2 El model cristalli

Quan tractem sistemes en dimensié més gran po-
dem fer un altra hipotesi raonable. Donada la com-
plicaci6é associada al fet que totes o moltes par-
ticules del sistema estiguin lligades entre si (per
oscilladors), i en canvi nomeés la forga que fan els
més propers és quantitativament rellevant, ens po-
sarem al cas més senzill en qué les particules estan
inicialment situades ocupant els nusos d’una xarxa
ortonormal, en les direccions de ej,...,e,, 1 que
cada particula només esta lligada a les dues més
properes en cada direccid. Aixi podem considerar
la forca sobre cada particula com una superposicié
de cordes vibrants disposades ortonormalment.

Suposem un altre cop que el nombre de parti-



cules és N = K", i en el repos, la posicio de la

particula P; és

20(P) = 2 @1(0) - anli)

que ocupen el n-cub [0, L], on (q1(i),...,qn(7)) €
{0,...,K}"™CzZ"

La forca ®; que exerceix el sistema sobre una
particula P; depén només dels parells de particules

Pj., Pj que trobem en cada direccio es, aixi

n
= {®ij, + @iy}
s=1

i llavors tenim que, pel principi de superposicio,
I’acceleraci6 total sobre la particula P; és la suma
de les acceleracions parcials degudes a 1’acci6 de les
particules en cada direccié ortogonal estandard.
Llavors podem calcular aquesta acceleracié com
a suma de les acceleracions degudes a cordes vi-

brants en les direccions ortogonals estandard.



Aquesta hipotesi permet reduir la complexitat,
considerant els cassos en que n > 1 com a superpo-
sicié de cordes vibrants en les direccions ortonor-
mals, a través de cada particula. I llavors, I'efecte
total sobre una particula donada és la suma dels

efectes de cada corda sobre la mateixa.

2.2.1 Membranes a R? (El cas discret).

Es tracta d’'un cas similar al de la corda vibrant:
Un sistema de N particules, P, ..., Py, amb mas-
ses respectives mq,...,muy, que en situaci6é de re-
pos estan situades al pla generat per eq,es, és a
dir que (zo(F;),e3) = 0 per a tot i. Llavors també
(zo(Fi) — zo(P)), e3) = 0 pera tot i, j.

El moviment de cada particula P; es realitza al

llarg de la direcci6 es, i aixi posarem
x(PZv t) = ($1(i)7 xQ(i)v u(i7 t))
= (2(4), w(Z(i),1))



Lligam molt feble
no compta)

A cada punt se super-

posa lefecte de dues

cordes en direccié per-

pedicular

i com que

' (Pit) = = 01 s-pig(eig (£), E)mi (1)

i=1,...,N

dij = ||Z(5) — 2 ()]



oy (@) —2(), w(@(), ) — w(@(5),
) VIEG) = 2@ + u(@(), 1) — u
1

i (et
2(i) —2(j)  u(@@),t) —u(@(),1)
g (Ilfé(j) —z@I" 12G) - 2@ ) ’

eij(t) = VIE(G) = @I + [u(@(), t) — w(@@), 1) — di,
= [[2(5) — z()||

lw(@(5), t) — u(@(i), )] \°
<\/“( mair™) Y

Si posem llavors que

£(j),t) — u(z(e 2
D;i(t) = \/l—i- <|U($(‘j) t) ((‘ )775)’)




Al cas lineal, i si suposem homogeneitat en la

massa, tindrem que

2.3 Solids elastics (Cas discret).

En general, suposarem que en l'estat de repos, les
particules estan situades als nusos d’una xarxa or-
tonormal regular, i que sobre cada particula F;
només hi actuen forces que provenen de les par-
ticules immediatament anterior i posterior seguint
cada direcci6 ortogonal. Llavors, fent ts de nou

del principi de superposicié, la forca total i 'ac-



celeracié corresponent séon la suma de les forces i

acceleracions parcials en cada direccié ortogonal.

A cada punt se superposa l'efecte de tres cordes en direcci-

ons perpendiculars.

Amb la mateixa notacié que al cas de les mem-
branes pel que fa a la posicié6 d’una particula en
repOs, perd considerant ara una pertorbacié que
només actua en l’instant inicial i donada per una

forca sobre cada particula, de tipus molt general,



tenim que

P57 H‘TJ zi(t)|| — 1] i)
Pt) = Z{ s OEe
(zj,(t) — (1))
s (g () — (Bl — di g1, 1)
llzj, () — 2 (D)
(25, (t) — (1)) }
i=1,....N

i al cas lineal

"D, _ _i - — L
(P, t) = ™ ;{ (1 llj: (t) —:cz(t)|\>

i=1,...,N.

(Aqui hem simplificat la notacié x; = x(F;), se-
guint 'ordre de les posicions de les particules en

repos).



3 El cas continu.

Es tracta d’un canvi conceptual. Es el model limit
del model discret quan el nombre de particules, IV,
creix indefinidament i unes certes relacions entre el
parametres tendeixen a un valor limit.

El nostre plantejament difereix del de la meca-
nica de fluids (en que hom considera u(x,t) com la
velocitat de la particula que a l'instant ¢ és al punt
x). En el nostre cas, el que fem és un seguiment
de les particules en termes de I'evolucié temporal
de la posici6 (o de les distancies mutues) de cada

particula inicialment en repos, aixi posarem
u(w,t) = f(z(P,t), siz=z0(F;)
1=1,..., N,

on f és una funcio6 regular (habitualment una rela-

ci6 senzilla)'.



Es tracta de fet d’un limit de models que es
caracteritza pel pas de les propietats del cas discret
al cas que d;j+1 — 0. Aixo implica que N —
00, i també que la massa m; — 0. Aquest procés

produeix una indeterminacié del tipus
. my

lim T
di’]’—>0 dz,‘]

)

que resoldrem en cada cas basant-nos en propietats
fisiques rellevants del model o problema en qiiestio,
per fixar I'existéncia i les propietats d’aquest limit.

Aquestes idees es poden aplicar a la formulacio
dels tensors de desplagament], tensié interna i

ellasticitat.16

3.1 La corda vibrant

El cas d’una corda de secci6é o i densitat p cons-
tants, i de longitud L en repods, es pot modelitzar

per la situaci6 limit d’una familia de N particules



— A

A NN

Figura 2: Les F; son les forces externes. Les rotacions i

translacions sén irrellevants.

enllacades per oscilladors harmonics!'” i equidistri-
buides pel segment [0, L], tal i com ja hem vist,

aquest pas al limit pressuposa que

m; m;

, — po.
Ti— Ti—1 Ti+l — Tj
A T’equaci6 principal obtinguda al cas discret,

fem servir la notacid

Ay = P30 0gr1)
23 -
Djj+1

9



1 tenim

1 Uil — Ui Uy — Ui

" 141 7 i i—1

—Uu; = *{ Gl — Ai—l,ii .
m; LTi+1 — L4 T — Ti—1

Aixi,sixz; =z, xj01 =+ hizi_1 =x—k, llavors
wi(t) = u(x,t), uip1(t) = wlx + hyt), ui—1(t) =
w(r — k,t), Aiip1(t) = A(z + h,t) 1 Ai_q1,(t) =
Az — k,t).

Obsevacio. En fer aix0, hem suposat que el movi-
ment de les particules es realitza només en la di-

reccid vertical.

El terme entre claus es, doncs, (ometem ¢ per



tal d’estalviar notacio):

Az + 1) u(x + h})L — u(x) u(x — klz — u(x)

= A+ NI +8) — A~ B )
= {A@+n) - 4@} @+ o)

A 2wt o - L)

+{A@) - A - k)}%(m)
@B 2 - P —m))

__0A ou 0*u
- +A>ha—<m+s>+A< )o@ +€)e

0A
- 2wt ) (B ()

o“u

— Al = k) 55 (@) (@ —n) (=n).

— Az — k)

Per tant, passant al limit la igualtat del requa-
dre, tenim

*u 1 { 0A du u  OAdu 0%u }

T2~ pw)o(a) \ oz o F G T e s T AT
B 2 0A Ou 9?2 u}

" p(z)o(x) %%Jr 82 )"




2) La part corresponent a

©ji+1(055+1)

Ajjr = 5.5+1(95,5 _
Ujy1—Uj

Vi ()

El denominador es converteix, clarament, en

i (2 o)

El numerador és, suposant que partim d’una

posicié d’equilibri en que totes les particules
estan sobre l’eix de les X, i sotmeses a un
estirament inicial (o be a una tensi6 inicial)
de magnitud d(z):

— Qjt1, (\/(l‘jﬂ —25)? + (uj41 — u;)?
—(Tj+1 —x5) + d(I))

= —Qj+1, (($j+1 - Ij)(\/l + (gz)Z (z+¢) — 1) + d(x))
- —gp(x,h (\/1 + (?;)2 (z+&) — 1) +d(a:))




i si suposem que ¢, i per tant 7 esta associada al material i

no depén de ¢t

= —p(a,d(@)) = —7(2).
I llavors I'equacié queda

0%u i 0 7(z) ou

e @5 Jir (@) %

Consideracions estandard com ara que k, 7 sén
constants, per homogeneitat i isotropia i que els
desplacaments, i per tant g—g, son petits'®, obtenim

I’equacié d’una corda vibrant ideal

d%u K d%u

o2 T 92



3.2 Membranes a R3.

El model ideal d’una membrana a R3 el constitueix
una regi6 acotada Q C R?, (modela una lamina, és
a dir un objecte amb gruix constant i de la mida
del diametre d’una qualsevol de les particules que
el composen).

Com al cas d'una corda, suposarem que les
aproximacions per models discrets, cadascun cons-
tituit per un nombre finit N de particules té una
situaci6 limit caracteritzada pel fet que, per a cada

1, si

0 = min{|[z(F) — z(Fy)l; j # i},
llavors A}gnoo 0; =0, 1
—5 = p(Z0(F;)) K(Z0(F2)),

on p,  son funcions regulars de la posicié & € R2.



Tal i com hem observat abans en la seccié ho-
mologa a aquesta, el tractament general d’aquest
model demana eines avancades d’analisi vectorial
i integracié que excedeixen els proposits d’aquest
escrit.1?

Fent servir el model cristalli per a cada N fixat,
la situaci6 és la que ja hem descrit als apartats 2.2 i
2.2.1, que tal i com hem comentat abans passa a ser
en cada punt, la superposicié de 2 cordes vibrants
en les direccions eq, eo, i tenim, partint de les con-
sideracions exposades a 2.2.1 i de la deducci6 feta

a 3.1, que

2
@ _ k:(q:)z 0 7(x) ou



i com que
V14 [[Vul? _1-
2
1+ (27“)

£ (8)
\/1+ (g;;)Q (\/1+ (3;;)2 + 1+ [[Vul]> )
tenim que
0%u

EPPRRCN r(z)  Ou
o (x)zaars 1+||Vu||23335

Z Bs(u(x),z) ou
Oxs W 0w

que condueix a ’expressié habitual

9% B . T(z) "
o k(z) div (1 n HVUHQV )

L0 </’</‘(3J“)||VUH2 ||D2UH> ‘
14+ ||Vul?




Fent les mateixes consideracions restrictives so-
bre 7, ki Vu que al final de 'apartat anterior,

tenim [’equacid de les ones en dimensid 2

d%u

2 2

2 2
Oxy  Oxj

3.3 El cas general

Suposem que el solid ocupa la regio?® Q € R3 i que
la matéria esta uniformement distribuida (ocupa
tot el volum de forma continua), i és isotropica i
uniforme, encara que potser no la massa, donant
lloc a una funcié de densitat p(z), 1 Q = {p > 0}.

Per al cas continu, suposem que R? esta “qua-
driculat™! en cubs Q; d’aresta 6 > 0 i que hi ha
una Unica particula al centre x; de cada cub Q; que

interseca ).



En tal cas tenim d;; < 0, i p; = p(z;) =

L om C .
vioy = & Suposem que existeix una funcio6

po(z), regular a R3, tal que per a tot punt zg € R3,

m;

lim = xa(zo)po(zo) = p(z0),

v
per a QE‘S) cub de mida § i que conté x.

Estem suposant que hi ha, per a cada grau d’a-
proximacié §, una famfilia de particules amb un
oscillador harmonic entre cada dues.

Ens posem al cas lineal i en la situaci6 reduida,
és a dir que en repos les particules que actuen sobre
una de fixada sén les dues més properes en cada
direcci6é ortonormal donada per la base estandard
de R3.

Si, com abans, xo(P;) i x(FP;,t) son respecti-
vament les posicions d’una particula P; en repos
i de la mateixa particula a linstant ¢, i posem

x = zo(P;) 1 us(x,t) = (x(P;,t),es), i considerem



u(z,t) = (u1(x,t),...,usz(z,t)), tenim que les for-
ces que provoquen el desplagament en la direcci6 eg
son degudes a les particules en les direccions orto-
gonals a e perqué en aquesta direcci6é I'increment
de la distancia relativa entre P; i P;, es compensa
amb una forga deguda a I’escurgament relatiu de la
distancia amb la particula Pj;.

Llavors, procedint com abans, tenim

0%u T(z)
— =k di —V ey
o012 () (divy ( T+ Va2 1u1>

. ()
divs [ ———tV3u |)
<\/1+|v3u||2 )
k() |Vl ||D?uu>
0]
*( L vu )

on div;, V; indiquen que no hi ha derivacié respecte

de la variable x;.



4 Cloenda

Aquest treball va comencar fa molt de temps. Té el
seu origen en alguna de les vegades que he pogut
participar com a professor de problemes d’algun
curs?? de E. D. P.’s al Dept. de Mates. de la U. A.
B.; i fou motivat pel fet de no acabar d’entendre
(des d’el punt de vista fisic) la nocié de tensié usada
en la deduccié de I'equacié de la corda vibrant que
apareix a [9].

La idea dels oscilladors com a element basic
de D'ellasticitat prové de [STZB|. També hi ha un
suggeriment a [FLS1|, que no vaig descobrir fins
més tard, amb el treball acabat (des d’el punt de
vista conceptual).

Per a una aproximacioé més completa (sobre tot
des d’el punt de vista fisic) al tema de l'elasticitat,
podeu mirar [FLS2|, [FLS1] i [LLJ].

La frase d’en Feynman que encapcala aquest



escrit, esta treta de [FLS2] i ha estat usada altres
cops (després d’aquest escrit, i abans també, segu-
rament), de forma totalment independent amb el
mateix proposit, per exemple a [Fal.

En el relativament recent llibre [Fo| hi ha una
deducci6é de l'equacié de la corda vibrant que té
certes similituds amb la que presentem aqui. Pero
es limita a la deduccié de 'equaci6é de les ones en

dimensi6 1.
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Notes

I Apareixera com un annex a http://mat.uab.
cat/matmat/Vol2012.

2La descripcié que ve a continuacié és d’una
gran precisio i totes les paraules son importants.

3Fisic nord-america, premi Nobel de fisica ’any
1965, considerat com un dels més influents del segle
XX.

4 Aquestes propietats també expliquen fenomens
a nivells més profunds, alguns tipus de dissolucions
i dispersions, perd no completament.

®Si no volem considerar particules puntuals (i


http://mat.uab.cat/matmat/Vol2012
http://mat.uab.cat/matmat/Vol2012

per tant amb densitat infinita), pensarem que
aquesta magnitud es refereix a la posicio del centre
de masses i que les distancies rellevants, basica-
ment la distancia entre cada dues particules, son
significativament més grans que el radi d’una par-
ticula, de manera que aquest no té cap influéncia

en els processos que estem considerant.

6De fet, estem suposant que la oscillacié ale-
atoria al voltant de les posicions corresponents al
centre de masses és negligible. Es tracta d’un cas
limit del cas més realista en que les particules no

son puntuals.
7 Avalat pels experiments.

8Com ja hem observat abans, no hi ha conversié

en calor ni en electricitat.

9 Aixo propicia que només les particules relati-
vament poperes a una de donada influeixin sobre

els moviments d’aquesta. Recordem que ||| 101



denota el valor maxim del valor absolut de la funcio

© a l'interval I.

10 Podeu veure un tractament extensiu i rigoros
en aquesta mateixa linia a ’annex mencionat a la
introduccié.

W Aixo, per a N gran, palesa la conveniéncia de
passar al cas continu i la consideracié de variables

macroscopiques.

1

12Podem suposar per exemple que kij = cgs
]

on ¢, kK soén constants associades als materials

13De fet n’és 'exponent.

14Per exemple aplicant-la a una sola particula.
Els oscill adors fan que el desplacament es propagui
a totes les particules, i en aquesta direccio, tal i com
hom pot deduir de les equacions (1).

I5E] cas estatic és el cas en que la dependéncia
temporal és constant

16 A Pannex citat a la introduccié podeu consul-



tar un tractament més a fons del tema.

I7A] cas homogeni, pensem que els oscilladors
harmonics son identics, i. e. k; ; = k, per a tot 4, j.

185 el cas de la major part dels instruments
musicals de corda.

YPer a una aproximacié més rigorosa, mireu
I’annex citat a la introduccié.

20Relativament compacta.

2LCo ¢és, R? és reuni6 numerable de cubs 3-
dimensionals, de costats parallels als eixos de co-
ordenades i que només tenen fronteres en comi. El
punt 0 és sempre un vertex.

22F]s cursos entre 1986 i 1990.
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