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1 Introduccié

La comunitat cientifica
utilitza sempre ’abrevi-
aci6 CMB per designar
la radiacié cosmica de
Cos-

Microwave Back-

fons (en angles,
mic
ground). Darrerament

aquesta radiacié esta de

http://apod.nasa.gov/apod/ap140318.
html

moda, perqué el 17 de marg¢ de 2014 astronoms

d’algunes institucions americanes (California Insti-

tute of Technology, the Harvard Smithsonian Cen-

ter for Astrophysics, Stanford University i Minne-

sota University) van anunciar que, amb el telescopi

Bicep 2 situat a prop del Pol Sud, havien trobat

al CMB traces febles de llum polaritzada, atribu-

ibles a les ones gravitatories produides durant el

periode de la inflaci6.

Cal dir que la inflaci6 és


http://apod.nasa.gov/apod/ap140318.html
http://apod.nasa.gov/apod/ap140318.html

una teoria, fins ara no confirmada, que sosté que
poc després del Big Bang va haver-hi un curt peri-
ode de temps en qué l'acceleracié de la dilatacio
cosmica va ser positiva (en canvi, els models d’u-
nivers de Friedmann-Robertson-Walker amb cons-
tant cosmologica prediuen una acceleracié negativa
des del Big Bang fins a una época bastant recent).
La noticia, de ser certa, confirmaria aquesta teoria,
que fins ara era purament especulativa, i donaria
també una prova de l'existéncia d’ones gravitatori-

es.

Hem de dir, tanmateix, que aquesta noticia, re-
collida en la majoria de diaris, no ha estat encara
explicada en articles cientifics i que, per tant, s’ha
d’acollir amb totes les reserves pertinents. Pero, a
banda d’aquest anunci recent que la posa d’actu-
alitat, la radiacié cosmica de fons (CMB) juga un

paper importantissim en la nostra comprensié de



la formaci6é de 'univers, i val la pena conéixer-ne

els trets fonamentals.

El 20 de maig de 1964 els astronoms Arno
Penzias i Robert Woodrow Wilson, amb un radio-
telescopi situat a Holmeld Township, a l'estat de
New Jersey, van detectar un senyal de microones
que es comportava com una espécie de soroll de
fons i que es captava en totes direccions. Aquest
“soroll de fons” no era altra cosa que la célebre
radiacié cosmica de fons, predita tedricament per
Ralph Alpher i Robert Hermann el 1948.

Si es dibuixa la grafica de
la intensitat d’aquest senyal en

funcié de la freqiiéncia, s’ob-

té una grafica ben familiar i
http://wmap.gste.nasa.gov/  coneguda pels fisics: la de 'es-
media/121238/index.html

pectre de radiacié del cos ne-

gre. Mesuraments fets 'any 1989 pel satéllit CO-


http://wmap.gsfc.nasa.gov/media/121238/index.html
http://wmap.gsfc.nasa.gov/media/121238/index.html

BE (Cosmic Background Ezplorer), també conegut
com FExplorer 66, posen de manifest una coinci-
déncia espectacular entre la grafica de la intensitat
del senyal del CMB en funcié de la freqiiéncia i la
grafica teorica de 'espectre de radiacié del cos ne-
gre corresponent a una temperatura de 2,725 graus
Kelvin (o sigui, només 2,725 graus per sobre del ze-

ro absolut).

Aquest fet planteja les preguntes segiients: Com
s’explica que la radiacié cosmica de fons sigui la
d’un cos negre? Que potser I'univers és, actual-
ment, un cos negre? No ho sembla pas! D’altra
banda, el fet que la radiacié correspongui a la d’un
cos negre d’'una temperatura de 2,725 K, vol dir
que la temperatura mitjana de 'univers és actual-
ment de 2,725 K? Si fos aixi, aixo implicaria que
a 'univers fa un fred que pela! Nosaltres estariem

calents per ser a prop d’una estufa, pero si no, ens



moririem de fred. I si la temperatura de I'univers
fos realment aquesta, no deixaria de ser sorprenent
que la poguéssim conéixer amb tres xifres decimals
exactes, quan la majoria de parametres cosmolo-
gics només els coneixem amb un marge d’error des-

comunal.

D’altra banda, el CMB ens mostra ’espectacu-
lar grau d’homogeneitat de I'univers primitiu (pocs
anys després del Big Bang) i ’estudi de les seves pe-
tites irregularitats és una preciosa font d’informa-
ci6 de la infancia de I'univers. Pero no només aixo,
sind que el CMB ens proporciona dades sobre temes
que aparentment no hi tenen cap relacié. Per exem-
ple, ens permet tenir una prova que el sistema solar
es mou a una velocitat de 369 km/s cap a un punt
de coordenades galactiques (I,b) = (264°,48°).

L’objecte d’aquesta redaccié és explicar amb la

menor artilleria matematica possible els fets basics



sobre el CMB i respondre les preguntes anteriors.
Per aixo cal, primer, donar una série d’idees sobre
temes aparentment inconnexos com la radiaci6 del
cos negre, I'equacié d’ionitzacié de Saha i els mo-
dels cosmologics de Friedmann-Robertson-Walker.
El lector que vulgui ampliar coneixements pot con-
sultar [1] i [2] en relacié amb el tema de la radiacio
del cos negre, [4] i |5] pel que fa al tema de I'equacio
de Saha, i [3], [4], [5] 1 [6] pels models cosmologics
i el CMB.

2 Qué és un cos negre

Tots els cossos radien energia en forma de calor
(pel fet de tenir una temperatura per sobre del ze-
ro absolut), i aquesta radiacié pot contenir ones
de totes les freqiiéncies. Considerem un determi-
nat cos limitat per una superficie S. Obviament la

radiaci6 d’aquest cos té lloc a través de S. Sigui



R, dv V'energia calorifica per unitat de temps i uni-
tat d’area, radiada pel cos a través de S, entre les
freqiiéncies v i v+dv (la lletra R de R, és la inicial
de «radiada»). R, és una funcié sobre S. Evident-
ment, I’energia emitida pel cos, per unitat de temps
(poténcia), entre les freqiiéncies v i v + dv, vindra
donada per ([ R, dA)dv, on dA és I'element d’a-
rea de la supequicie S. I 'energia tg;cal emitida pel
cos, per unitat de temps, sera / (| RydA)dv.
No cal dir que R, depén de la te(r)npergtura T del

COS.

Pero tot cos, a part d’emetre energia calorifi-
ca, també en rep. Per a una certa temperatura 1T’
fixada, designarem per I, dv la densitat d’energia
calorifica que incideix sobre el cos per unitat de
temps (poténcia) i per unitat d’area, entre les fre-
quéncies v i v+dv, a través de S. De tota I’energia

incident, el cos només n’absorbeix una fraccio, i la



resta la reflecteix. Denominarem poder absorbent
del cos corresponent a la freqiiéncia v a la fracciod
de I, que el cos absorbeix. Aquest poder absor-
bent el designarem per a,. Per definicid, a, < 1.
L’energia absorbida per unitat de temps i unitat
d’area entre les freqiiéncies v i v + dv és, doncs,
ay I, dv. Si el cos esta en equilibri térmic, I’energia
emesa ha de ser igual a I’energia absorbida, perqué,
en cas contrari, el cos s’escalfaria o es refredaria.
Per tant, R, = a, I,. Suposem ara que tenim di-
versos cossos ficats dintre d’un forn. A la figura 1
es mostra un forn esféric amb tres cossos diferents
al seu interior. Les fletxes indiquen la radiacié ca-
lorifica del forn. Suposem que tot aquest sistema
esta en equilibri térmic a una certa temperatura 7.
L’energia I, que incideix sobre cada un d’aquests
cossos per unitat d’area és la mateixa. No depén

del cos perqué tots ells estan ficats dintre del ma-



teix forn a una temperatura estable. Per tant:

7 _ R, delcos1 R, delcos2

- — ... ete.
a, del cos 1 a, del cos 2 e

Figura 1

Dit en altres paraules, el quocient R,/a, no
depén de la naturalesa del cos (si que depén de la
temperatura T'). Aquest fet es coneix com a «llei
de Kirchoff».

Un cos ideal per al qual a, = 1 per a totes les

freqiiéncies v i totes les temperatures T’ s’anomena



cos negre. Com que a, s’ha definit com la fraccié
d’energia incident que el cos absorbeix, el fet que
a, = 1 vol dir que el cos absorbeix tota l’energia
incident. Aixi, doncs, un cos negre és aquell que
sempre absorbeix tota ’energia calorifica incident,

per a tota freqiiéncia i per a qualsevol temperatura.

Una cosa que s’aproxima bastant a un cos ne-
gre és un cos amb una superficie rugosa pintada
de negre. Si es vol un exemple de cos negre més
perfecte, hem de recorrer a una cavitat de parets
rugoses i negres amb un petit forat. El forat es
comporta com un cos negre molt perfecte perqué
la major part de rajos que entren pel forat a dintre
de la cavitat estan subjectes a miiltiples reflexions a
les parets, i com que aquestes s6n negres i rugoses,
a cada reflexié s’absorbeix gran part de I'energia.
De manera que la probabilitat que surti pel forat

energia de la que ha entrat és molt petita. Vegeu



la figura 2.

Figura 2

Un cos negre no només és el que absorbeix tota
I’energia calorifica que hi arriba, sindé que també
és el que radia més energia de tots els cossos, en
igualtat de condicions. Per veure-ho, tornem a I’-
experiment de la figura 1. Suposem dos cossos a
dintre d’un forn, un dels quals és un cos negre. La

llei de Kirchoff aplicada a aquests dos cossos dira:

R, (cos no negre) R, (cos negre)

a, (cos no negre) 1



O sigui:

R, (cos no negre)
= ay(cos no negre) R, (cos negre)

< Ry (cos negre) .

Aixo indica que 'energia radiada per qualsevol cos
(per unitat de temps i unitat d’area) és sempre
menor o igual que la corresponent al cos negre.
En resum, un cos negre és el que més calor ab-
sorbeix, perd també el que més calor irradia. Per
tant, el cos negre és el menys aillant del calor. Ai-
xi, doncs, un radiador de calefacci6 negre (per dins
i per fora) deixa passar més calor que un que no
ho sigui. Els vestits blancs deixen passar menys
calor d’un cant6 a l'altre que els negres (els blancs
son més aillants). Si a ’hivern portem vestits ne-
gres, el calor del nostre cos s’escapara cap a fora

molt més facilment que si portem vestits blancs.



Per qué, doncs, tothom creu el contrari? Si a l'es-
tiu portéssim vestits negres, el calor del nostre cos
s’escaparia millor cap a fora i estariem més fres-
cos, amb una Unica excepcié: que la temperatura
exterior sigui molt alta (per sobre dels 36,6 graus
del nostre cos). En aquestes circumstancies extre-
mes ens convé protegir-nos del calor exterior i no
deixar-lo entrar cap al nostre cos (vestit blanc, mi-

llor que negre).

3 Radiaci6 del cos negre

Considerem un forn amb un forat (figura 3), amb
les parets del forn negres i rugoses. Sigui R, dv
la densitat d’energia radiada pel forat, per unitat
de temps i unitat d’area, entre les freqiiéncies v i
v 4 dv, a la temperatura T' del forn. Sigui €, dv
la densitat d’energia per unitat de volum entre les

mateixes freqiiéncies, a l'interior del forn. Volem



veure que la relaci6 que hi ha entre ¢, i R, és la

segilient:

4R,
v = ) 1
=2 )

on c¢ és la velocitat de la llum.

Figura 3

Per veure aixo, comencem considerant una por-
ci6 molt petita D del forat. Sigui dA l'area de D.
Interessem-nos per 'energia (entre les freqiiéncies

v iv+dv) que travessa aquesta porcio6 D en un



temps molt petit A¢. Prenem coordenades esféri-
ques (1, ¢, 0) centrades en el centre de la regio D,
tal com indica la figura 4 r indica la distancia d’un
punt qualsevol de l'interior del forn al centre del
trosset de forat D que considerem, ¢ indica 'angle
(colatitud) entre el radi vector del punt considerat
i la perpendicular a D en el centre de D (que en
el dibuix és la linia vertical) i 6 indica la longitud

geografica d’aquestes coordenades.

Figura 4



Considerem una regié U molt petita interior al
forn, de volum dV. Recordem que en coordenades

esfériques 'element de volum dV s’escriu
dV =r?dr sinpdpdf .

L’energia continguda en aquesta petita regio,
entre les freqiiéncies considerades, és ¢, dvdV =
€, dvr? dr sin p dp df. Aquesta energia continguda
a la regi6 U (de volum dV') es propaga en totes
direccions a la velocitat de la llum. Perqué una
part d’ella surti per la regi6 superficial D d’area dA
durant l'interval de temps At s’haura de complir
r < cAt. Si aquesta condicié es compleix, la part
d’energia (de tota la que hi havia inicialment a la
regio U) que haura sortit per la regié D és
C(jls :TciA ' @)

En efecte, si no hi hagués cap paret que ho

€, dvdV

impedis, al cap d’'un temps At, I'energia entre les



freqiiéncies v i v + dv que inicialment estava con-
tinguda a la petita regi6 U de volum dV estaria
escampada uniformement sobre 'esfera de centre
el centre de U i de radi ¢At. La part d’aquesta
energia que haurd sortit, doncs, per la petita re-
gi6 d’area dA correspon a 'angle solid de centre
el centre de U i que abraga la regié D d’area dA.
Aquest angle solid (mesurat per la superficie cor-
responent de I'esfera unitat) és cos pdA/47r?, tal
com queda reflectit a (2). Si volem ara tota ’ener-
gia entre les freqiiéncies v i v + dv que haura sortit
per la petita regi6 D d’area dA durant el temps
At, haurem d’integrar (2) per a ¢ variant entre 0
i7/2, 0 entre 01 2w, i r entre 0 i ¢ At. Com que
ens interessa l’energia que surt per D per unitat de
temps, prendrem At = 1. Per tant, I’energia que

surt per la regié d’area dA per unitat de temps



entre les freqiiéncies v i v + dv és

¢ 2 2m /2
EVdVdA/ 2d7’/ d9/ sin ¢ cosdyp .
0 4r 0 0

3)

Ara bé,

/71'/2 ] J [sichp]W/Q 1
sin cospdp = ==.
0 2 |, 2

Per tant, l'expressio (3) ens diu que 'energia
que surt pel forat per unitat d’area i unitat de
temps entre les freqiiéncies v i v+dv val (¢/4) €, dv.
Com que aquesta energia és R, dv, igualant les du-
es expressions s’obté (1).

Aixi, doncs, si tenim un cos negre constituit
per un forat en una cavitat de parets negres, ab-
sorbents, conéixer la funcioé de radiacio R, (1) del
forat equival, en virtut de (1), a conéixer la fun-
ci6 de densitat d’energia €,(7") dintre de la cavitat.

L’any 1900 Max Planck va trobar I'expressio de la



funcio6 €,(T") en un article trascendental en la his-
toria de la ciéncia, perqué va suposar l'inici de la
fisica quantica. L’expressié que va trobar Planck
va ser la segiient:

_87rhu3 1 4
T B3 ehv/kT _ 1 (4)

e,(T)

on T és la temperatura en graus Kelvin, h és 'a-
nomenada constant de Planck, que val 6,62607 x
10734 joules x s, ¢ és la velocitat de la llum i k és
la constant de Boltzmann que val 1,3807 x 1023
joules/graus Kelvin. L’article de Max Planck va
ser trascendental perqué per deduir la férmula es
va veure obligat a suposar que ’energia no podia
prendre tots els valors (de manera continua), sin6
que per a cada freqiiéncia v havia de ser un multi-
ple enter de hv.

Hem de recordar aqui que el que representa 1'e-

nergia per unitat de volum entre les freqiiéncies v



i v+ dv no és pas €, sino €, dv. Aixo cal tenir-ho
molt present, perqué si volguéssim, per exemple,
expressar ’energia en funcié de la longitud d’ona
A1 no pas en funcié de la freqiiéncia v, hauriem de
fer el canvi v = ¢/ no pas a l'expressio (4) de ¢,
siné a €, duv.

Moltes vegades s’expressa (4) d’una altra ma-
nera, fent el canvi de variable x = hv/kT, que és
una variable abstracta, sense unitats. Llavors (4)

pren aquesta forma:

kATt 23
cShd er—1

dx ,

€z dr =

i la radiaci6 del forat, en virtut de (1), sera

9 ]64 T4 3
Ryde = 2" v
c2h3 er—1

dz .

Si designem per Cj la constant 87 k*/c®h3 que

apareix a la primera féormula i per Cs la constant



27 k*/c? h3 que apareix a la segona, aixo s’escriu

3 3

X . 4 T
ex_l,Rxdx—CQT em—l'

()

Els valors d’aquestes constants son els segiients:

€x dr = Cl T4

joul
Cy =1,1652 x 10716172
m?3 x graus K

tts
Ch=87331 x 1079 — o
m?2 x graus K

Totes aquestes formules fan referéncia a energia en-
tre les freqiiéncies v i v + dv, o fent el canvi de
variable, a energia entre x i x 4+ dx. Si es vol le-
nergia total (corresponent a totes les freqﬁéncies),
s’hauran d’integrar aquestes férmules per a v va-
riant entre 0 i oo, 0, el que és el mateix, per a
x variant entre 0 i co. Designem per € la densi-
tat d’energia per unitat de volum a l'interior de la
cavitat, i per R la densitat d’energia radiada per

unitat de temps i unitat d’area pel forat. Per ob-



tenir les expressions de € i de R s’ha d’integrar (5)

entre ( oé 00, perd per fer aixo cal conéixer la inte-

gral / 23 dz/(e” —1). A la secci6 8 veurem que
0

aquesta integral val 74/15. Tenint aixd present,

per integraci6 de (5) obtenim:

. 8Okt _, _ 270kt (6)
15¢3h3° 7 15¢2h3
La segona d’aquestes formules, que ens diu que la
densitat de poténcia per unitat d’area que radia un
cos negre és proporcional a la quarta poténcia de
la temperatura absoluta, es coneix amb el nom de
llei de Boltzmann.

Per formar-se una idea de com varien la densi-
tat d’energia €, i la densitat de poténcia radiada
R, en funci6 de la variable x (o, el que és el mateix,
en funcio de la freqiiéncia v), cal estudiar la funcio

f(z) = 23/(e® — 1). Aquesta funcié (figura 5) té



un maxim en el punt zp; = 2,8214 i el valor de la

funcié en aquest maxim és f(xpr) = 1,4214.

O 1 2 3 4 5 6 7 8% 9 10

Figura 5

Per a una T fixa, el canvi de variable que hem
fet, x = hv/kT, consisteix a multiplicar la fre-
qiiéncia v per una constant. Per tant, podem
pensar que la variable x no és altra cosa que la
freqliéncia amb unes altres unitats. Pero el can-
vi d’unitats depén de la temperatura. Aixi per
exemple, per a T = 2,725 graus Kelvin, el ma-

xim z; de la funcié correspon a una freqiiéncia



de 1,6020 x 10! Hz i el valor maxim de R, és
CoT? f(xpr) = 6,8446 x 1077 watts/m? (hem pres
com a exemple la temperatura T = 2,725 per-
qué, com hem dit a la introduccid, esta relacio-
nada amb la radiacié cosmica de fons). Fem ara
el mateix calcul per a una altra temperatura T
per veure com varien els valors obtinguts. Pre-
nem, per exemple, T' = 5000 graus Kelvin. Llavors
el maxim xp; de f(x) correspon a una freqiiéncia
de 3,5274 x 10™ Hz, i el valor maxim de R, és
CoT* f(xpr) = 1,6088 x 107watts/m?.

Per interpretar els resultats convé tenir present
els diferents tipus de radiacié segons la seva fre-

qiiéncia. Aquests tipus son:

1. Ones de radio, de freqliéncia menor que 3 x
10" Hz. D’aquestes, les que tenen freqiiéncia
entre 3 x 10% i 3 x 10" Hz s’acostumen a

denominar microones.



2. Infraroig, de freqiiéncia entre 3x 1011 1 3, 84 x
10" Hz.

3. Visible, entre 3,84 x 10'* 1 7,89 x 10'* Hz.
4. Ultraviolada, entre 7,89 x 1041 3 x 10'6.

5. De freqiiéncies superiors a 3 x 106 Hz (raigs

X, raigs 7).

Veiem, doncs, que la freqiiéncia de radiacid
d’energia maxima del cos negre de temperatura
T = 2,725 K (radiaci6 cosmica de fons) correspon a
microones, mentre que la de temperatura 7" = 5000
K correspon a radiaci6 infraroja (gairebé en el limit

amb la zona del visible).

4 Equaci6 d’ionitzacié de Saha

Un i6 no és altra cosa que un atom que no és eléc-

tricament neutre perqué ha guanyat o perdut elec-



trons respecte a un atom neutre de la mateixa na-
turalesa. Totes les substancies a altes temperatures
s’ionitzen, és a dir, part dels seus atoms passen a
ser ions. Es defineix la fraccié d’ionitzaci6 X com
el quocient entre la densitat del nombre de ions
(per unitat de volum) i la densitat del nombre to-
tal d’atoms, ionitzats o no (per unitat de volum).
A nosaltres ens interessa només el cas de I’hidro-
gen, particularment senzill. Un atom d’hidrogen
ionitzat, per pérdua de I'inic electré que té, és un
proto lliure, i la fraccié d’ionitzacié X serd quoci-
ent entre la densitat del nombre de protons lliures
(per unitat de volum) i el nombre total de protons,
siguin o no siguin lliures. X = 1 correspon al cas
d’ionitzaci6 completa (tots els protons que hi ha
son lliures), mentre que X = 0 correspon al cas

d’abséncia d’ionitzacio.

A la decada dels 1920, Meghnad Saha va es-



tablir una férmula que déna la fraccié d’ionitzacié
en funcié d’una série de dades, entre elles, la tem-
peratura. De tota aquesta teoria a nosaltres aqui
només ens interessa el fet que en condicions ide-
als, la formula de Saha que déna X en funcié6 de la
temperatura T' té una grafica com la de la figura 6.
A T’eix horitzontal hem representat les temperatu-
res i a l’eix vertical la fraccié d’ionitzacié. No hem
inclos els valors de les variables, perqué aquests de-
penen dels valors que es prenguin per als coeficients
de I'equacio i aquests depenen d’hipotesis particu-
lars. Pero, el que ens interessa remarcar és la forma
de la grafica, que mostra que per sota d’una deter-
minada temperatura la fraccié d’ionitzacié cau de

manera molt brusca.



Figura 6

5 Models cosmologics

La fisica de Newton descriu amb una precisié bas-
tant acceptable els sistemes fisics en qué intervenen
velocitats petites i forces petites, perod per descriure
situacions en qué apareixen grans velocitats (pro-
peres o iguals a la de la llum) i grans forces cal em-
prar la relativitat. Aixi, doncs, el marc idoni per
modelitzar el comportament de I'univers, amb ga-

laxies de masses extraordinariament grans interac-



cionant entre elles per gravetat, és la relativitat
general. L’any 1917 (un any després d’haver intro-
duit la relativitat general) Einstein va publicar un
article que obria la porta a la cosmologia moder-
na. Perd en aquella época encara no s’havia des-
cobert que 'univers s’expansionava i el model que
FEinstein va introduir el 1917 descrivia un univers
estatic, etern, que havia existit sempre i sempre

existiria.

Tanmateix, a la década dels anys 1920, les ob-
servacions astronomiques de Hubble van establir
sense cap mena de dubte que 'univers s’expansio-
nava i des d’aleshores el model d’Einstein de 1917
va deixar de tenir sentit. Aixii tot, les idees contin-
gudes en aquell article son les que, convenientment
modificades, estan a la base dels models cosmolo-
gics posteriors. Friedmann, Robertson i Walker, en

diferents articles de les décades de 1920 1 1930, van



proposar un model d’univers que és el més acceptat
en 'actualitat.

Malgrat que la redaccié del present article no
pressuposa per part del lector coneixements espe-
cifics de varietats de Riemann i varietats de Lo-
rentz, explicarem per als lectors que si que conei-
xen aquests temes, que 'univers de Friedmann, Ro-
bertson i Walker ve descrit per una varietat de Lo-
rentz (V,g), on V és un producte V.= M x I, en
qué I és un cert interval de R i M és una varietat
de Riemann de dimensié 3, amb una métrica g de
curvatura constant k = +1, 0, —1, i la métrica de

Lorentz g sobre V és de la forma
G =—c2dt* +a(t)’>7*(g) ,

on 7 és la projeccié canonica m : M x I — M, t
és la coordenada canonica de I C R, i a(t) és una
certa funcié positiva te t. En aquesta presentacio

es renuncia a explicar el que passa dintre de les di-



ferents galaxies 1 aquestes es pensen com si fossin
punts p € M. Cada corba (vertical) de V.= M x I
de la forma 7,(t) = (p, t) representa la vida (per als
diferents instants de temps) de la galaxia correspo-
nent al punt p € M. Es pot comprovar que 7,(t) és
geodésica i que §(dy,(t)/dt, dy,(t)/dt) = —c?, per
tant, t és el temps propi d’aquesta galaxia. Fixeu-
vos, doncs, que ¢ és un temps propi comu a totes les
galaxies (temps galactic). En cada instant d’aquest
temps, t = to, la subvarietat My, = M x {to} CV
representa ’espai (de tres dimensions) comi a totes

les galaxies en aquell instant.

Els lectors que no vulguin entrar en el llenguat-
ge de les varietats de Lorentz es poden quedar amb
la idea que els models de Friedmann-Robertson-
Walker parteixen de la base que hi ha un temps ¢
comi a totes les galaxies, i que hi ha una funcié po-

sitiva a(t), universal, que té la propietat segiient:



Si designem per t = ty l'instant de temps galac-
tic corresponent a ’actualitat, i si d és la distancia
actual entre dues galaxies qualssevol, la distancia

entre aquestes dues galaxies al llarg de la historia
a(t)

d.
a(to)

Naturalment, la funci6 a(t) queda determinada

ve donada en funcié del temps ¢ per

per la matéria i 'energia presents a 'univers a tra-
vés de 'equaci6 de gravitacié d’Einstein, la qual es
tradueix en aquest cas amb una equacio6 diferencial
ordinaria coneguda amb el nom d’equacié de Fri-
edmann, que permet determinar a(t) si es coneixen
uns certs parametres cosmologics que hi apareixen.
Pero, tot aixo, que esta explicat amb molt detall
a [3], no cal coneixer-ho per seguir el present arti-
cle. De la funci6 a(t) només cal saber, de moment,
que és una funcio6 creixent i que la densitat d’ener-
gia per unitat de volum, €,,4, de qualsevol radiacié

cosmica composta per fotons es comporta segons



la llei segiient:

ao

€rad = €rad,0 (;)4 ; (7)

on ag significa a(to) i €rqaq,0 vol dir el valor de €;aq
a linstant actual, ¢ = tg. Aix0, que és la férmu-
la (18) de [3], es pot justificar intuitivament amb
el seglient raonament: Imaginem que en un deter-
minat volum V a l'instant actual hi ha n fotons
de freqiiéncia v. Imaginem que passa el temps i les
longituds es dilaten amb un factor 2. Els volums es
dilataran amb un factor 8. Com que a cada fot6 se
li assigna una energia e = hv (on h és la constant
de Planck), la densitat d’energia (per unitat de vo-
lum) de fotons d’aquesta freqiiéncia sera nhv/V.
Com que la freqiiéncia v esta relacionada amb la
longitud d’ona A\ per v = ¢/, si les longituds han
augmentat amb un factor 2, les freqiiéncies hauran
quedat dividides per 2, i I’energia de cada fotd hau-

ra quedat dividida per 2. Per tant, € haurd quedat



dividit per 8 (perqué el volum figura en el deno-
minador) i per 2 (a causa de la variacié de v). O

sigui, per 16, tal com indica la férmula (7).

6 Origen i naturalesa del CMB

Tal com hem explicat a la introducci6, el CMB és
un senyal que capten els radio-telescopis en qualse-
vol direccid, la intensitat del qual esta relacionada
amb la freqiiéncia per una corba que és amb molta
exactitud la que correspon a la radiacié6 d’'un cos
negre de temperatura 2,725 K. D’on prové aquesta
radiacio?

Designem per €4 la densitat d’energia per uni-
tat de volum d’aquestes ones. Com que l'univers
s’expandeix el valor de €.,q va variant, de manera
que €r,q €és funcié del temps. Com que ara cons-
tatem que la representaci6 del seu valor en funcié

de la freqiiéncia correspon a la grafica de radiaci6



d’un cos negre, no és gaire agosarat suposar que
aixo sempre ha estat aix{ i, per tant, que €.,q com-
pleix la llei de Boltzmann (6), i, per tant, que és
proporcional a la quarta poténcia de la temperatu-

ra absoluta 7. Es a dir,
_ 4
€rad =0T, (8)

on o és una certa constant. Diguem aqui que, tot i
que els cossos negres la compleixen, aquesta llei és
molt més general. Qualsevol cos el poder absorbent
del qual no depengui de la freqiiéncia la compleix.
Aquests cossos s’anomenen cossos grisos. Doncs,
suposarem que €;,q compleix aquesta llei sempre
(per a qualsevol instant de temps galactic). Com-
binant ara (7) i (8) obtenim que la temperatura T

és proporcional al quocient ag/a. O sigui,
a
T=Ty—, (9)
a

on Ty és la temperatura actual.



Anem a explicar l'origen del CMB i per qué
actualment encara la grafica de la seva intensitat

respecte a la freqiiéncia és la d’'un cos negre.

Després del Big Bang les temperatures eren al-
tissimes. Tingueu present que el Big Bang es de-
fineix com l'instant (fora del model) en qué a(t)
s’anulla. Per tant (9) ens diu que la temperatura
tendeix a infinit quan ¢ s’acosta al Big Bang. A
unes temperatures tan altes no hi podia haver de
cap manera atoms neutres formats, perqué qualse-
vol electré que intentés aparellar-se amb un proté
per formar un atom neutre d’hidrogen era escopit
immediatament per la immensa energia d’aquella
temperatura. L’univers era, doncs, un mar de par-
ticules elementals lliures. En aquest mar de par-
ticules els fotons no podien circular perqué eren
de seguida absorbits pels electrons (la dispersi6 de

Thomson, Thomson scattering, consisteix en el xoc



d’un foté amb un electré en qué aquest dltim apro-
fita I'energia cedida pel foto per canviar de trajec-
toria). Tingueu en compte també que com que le-
nergia d'un fot6 és hv = he/A, on A és la longitud
d’ona, i com que les longituds es fan molt petites a
prop del Big Bang, els fotons tenen molta energia.
En resum, la trajectoria mitjana que seguien els fo-
tons sense xocar amb cap particula era molt petita
i aixo feia que I'univers fos completament opac (els

fotons no hi podien circular).

En anar-se expandint, 'univers es va anar re-
fredant d’acord amb (9). Pero, segons la formula
de Saha que hem explicat a la secci6 4, la grafica de
la fracci6 d’ionitzacié cau en picat a partir d’una
determinada temperatura. Per tant, a partir d’a-
quella temperatura els electrons lliures s’aparellen
amb els protons lliures per formar dtoms neutres

d’hidrogen i el mar de particules, cada una cam-



pant al seu aire, desapareix de cop i volta. En
molt poc temps, doncs, I'univers passa de ser opac
a ser transparent. Aquesta breu época es coneix
amb el nom d’época de la recombinaci6 (recombi-
nation epoch), encara que propiament s’hauria de
dir época de la combinacié perqué els electrons es
combinen amb els protons per formar atoms neu-
tres, i aix0 s’esdevé per primera vegada. Per tant,

aqui el prefix «re» no és gaire adient.

Abans de la recombinacié 'univers era opac
perqué els fotons no hi podien circular i actuava
com un perfecte cos negre, perqué era molt calent
i absorbia qualsevol fot6. De cop i volta aquest
univers es torna transparent i els fotons poden
circular-hi lliurement en totes direccions. Aixo0 es
pot comparar amb un forn tancat amb parets ab-
sorbents en el qual de cop i volta desapareixen les

parets (recordeu que el forat en un forn és l'exem-



ple més reeixit de cos negre). La radiaci6 cosmica
de fons que ara veiem es va originar llavors.

Quina era la temperatura de 'univers a ’época
de la recombinaci6? Tot i que es poden fer simula-
cions a partir de la féormula de Saha, aixd no és un
problema facil, perqué en aquella época hi deuria
haver heli, a més d’hidrogen, i molts altres con-
dicionants. Ara bé, hi ha bastant acord a situar
aquesta temperatura entre 4000 i 3000 K (més a
prop de 3000 que de 4000). Nosaltres, a mode d’e-
xemple per als calculs que segueixen, la situarem
en els 3500 K. Com a la secci6 3, designarem per
x = hv/kT. Amb aquesta notacid, la densitat
d’energia per unitat de volum entre x i * + dzx a
I’época de la recombinaci6 era

STkiTL. a3
(6$ d‘r)rec = 03 h3 e — 1] dx ’ (10)
on el subindex «rec» indica «a 1’época de la recombin:

Trec = 3500 K.




El temps passa, 'univers es va dilatant i la
temperatura va disminuint. De (9) es dedueix
que la relacié entre la temperatura 7' en un ins-
tant determinat en qué a(t) pren el valor a, i la
temperatura Tye. a ’época de la recombinacid és
T = (arec/a) Trec. D’altra banda, una longitud que
a I’época de la recombinacié mesurava Ayec, a I'ins-
tant ¢ en qué a(t) val @ mesurara A = (a/arec) Arec,
i com que les freqliéncies v estan relacionades amb
les longituds d’ona per v = ¢/\, queda clar que
la relacié entre la freqiiéncia vye. d’'un determinat
fot6 a I’época de la recombinacié i la freqiiéncia
del mateix fot6 a l'instant t en qué a(t) = a és

V= (arec/a)l/rec~

Si calculem, doncs, la = que correspon a un
determinat fot6 de freqiiéncia v a I’época de la re-
combinaci6 i la z que correspon al mateix fot6 a

I’época en qué a(t) val a, trobem el mateix valor,



perqué z és el quocient hv/k T, i en aquest quoci-
ent, tant v com T queden multiplicats pel mateix
factor. Aixi, doncs, quan passa el temps, del segon
membre de (10) només canvia Tyec que passa a ser
la temperatura de 'univers quan a(t) val a i que
és (arec/a)Trec- El segon membre de (10) queda,
doncs, multiplicat per (arec/a)?, tal com ha de ser
en virtut de la férmula (7). El que és important
de tot aquest raonament, és la constatacié que el
segon membre de (10) conserva sempre la forma
de la densitat d’energia d’un cos negre donada per
(5). Aixo explica que ara trobem que la grafica de
la intensitat de la radiaci6 cosmica de fons és la
d’un cos negre, i ens fa entendre que la tempera-
tura de 2,725 K que correspon a aquesta grafica és

la temperatura actual de I'univers.

Els resultats del COBE recullen una intensitat

de radiacié uniforme, practicament igual en totes



les direccions del cel, i sempre seguint la grafica de
radiacié del cos negre corresponent a una tempe-
ratura de 2,725 K, perd mostren també un lleuger
corriment del senyal cap a les freqiiéncies del ver-
mell en una meitat de 'hemisferi celeste i un lleuger
corriment cap a les freqiiéncies del blau en 'altre
hemisferi, que posen de manifest un efecte Doppler
corresponent a la velocitat del satéllit respecte a
la referéncia en qué el CMB és isotropic (la refe-
réncia galactica). Corregit aquest efecte respecte
a la velocitat del satellit entorn de la Terra (peti-
ta, només d’uns 8 km/s) i respecte a la velocitat
de la Terra entorn al Sol (també petita, d'uns 30
km/s), es troba finalment que el sistema solar es
mou a una velocitat de 369 km/s cap a un punt de
coordenades galactiques (I,b) = (264°,48°).

No deixa de ser curidés que després que la relati-

vitat posés en qliestio l'existéncia d’un espai abso-



lut i d’un temps absolut, les teories cosmologiques
basades precisament en la relativitat tornin a do-
nar sentit a aquests termes, afirmant ’existéncia
d’un temps comu a totes les galaxies (temps galac-
tic) 1 en cada instant d’aquest temps, l'existéncia
d’un espai comu amb unitats de mesura comunes,

respecte del qual el CMS és gairebé isotropic.

7 Fa gaire temps que va tenir lloc la re-

combinacid?

Si, per fixar les idees, admetem que la recombinaci6
va tenir lloc quan l'univers tenia una temperatura
Trec = 3500 K i ara I'univers té una temperatura
To = 2,725 K, l'equacio (9) ens diu que

ap  Trec 3500

= =27 12844 .
e Tp 2,725

O sigui, que la recombinaci6 va tenir lloc quan les

distancies a I'univers eren 12844 vegades més pe-



tites que ara. Pero, quant temps fa d’aixo? Per
respondre aquesta pregunta cal conéixer la funcié
u(t) = a(t)/ap. Tal com hem dit a la seccié 5,
aquesta funci6 ve donada per ’equaci6 de Fried-
mann, equaci6 (27) de [3]. Aquesta equacio depén
d’una série de parametres cosmologics que no es co-
neixen amb precisio. A [3] consideravem, en primer
lloc, el sistema de parametres segiient, obtingut de

les dades del projecte d’observacié de supernoves:

1. Univers de curvatura positiva, amb §2,, o =
07657 QA,O = 1727 Qrad,o = 874 X 10_5'

Déiem a [3] que, a banda del projecte d’obser-
vacio de supernoves, els astronoms han intentat de-
terminar el valor dels diferents parametres cosmo-
logics per meétodes molt variats i que el 2008 va
aparéixer un article que ha tingut molt resso, que
intentava conciliar totes les dades recents obtingu-

des pels diferents métodes i després d’una analisi



estadistica acurada proposava els segiients valors

dels parametres cosmologics:

2. Univers de curvatura gairebé nulla, amb
Qm,O = 0’2857 Q/\,0 = 0a7247 Qrad,O
8,4 x 107°.

No costa gaire de resoldre numeéricament 1’e-
quacié de Friedmann per aquests dos sistemes de
valors, i els resultats que s’obtenen sén els segiients:
L’edat actual de 'univers que correspon als valors
del model de curvatura positiva és de 12,9 x 10°
anys, i ’edat de 'univers a ’época de la recombi-
naci6é, en aquest model, era de 211000 anys. Per
al sistema de valors corresponent al model de cur-
vatura gairebé nulla, ’edat actual de 'univers és
de 13,5 x 10? anys i ’edat de I'univers a I’época de

la recombinaci6 era de 278 000 anys.



8 Apéndix: calcul de la integral

/ ¥ dx /(e — 1)
Jo

Oferim aqui la soluci6é que ens ha faciggat el profes-
sor Armengol Gasull de la integral / 3 dx/(e” —
0

1) que apareix a la seccio 3.
/°° z3 dw B /°° r3e " dr
0 et —1 - 0 1—e™

:/ z2e® (Z e_mz> dr .
0 m=0

Tenint en compte que es tracta d’una série de ter-

mes positius, tindrem:

oo .3 0 oo
/ ea; da:l _ Z/ e (mtDe 4o
0 - 0

m=0

Fem ara el canvi w = (m + 1)z a cada una de les

integrals de la suma. Tindrem

[e.9]

/°° 23 dx _Z/Oou3e“du
o et —1 o (m+1)*"

m=0




Ara bé,

o0

o0
/ we tdu=[-(64+6u+3u’+ut)e ] =6.
0

Per tant,
[2s
0 = (mr 1 590 =15
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