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1 Introduccid

L’or és un element metallic
de nombre atomic 79, pes
atomic 196.967 1 simbol Au.

Es tracta d’un metall escas

en l'escorca terrestre, que es
troba nadiu i molt dispers.
De color groc brillant i inalterable per gairebé
tots els reactius quimics, és el més ductil i mal-
leable dels metalls, molt bon conductor de la
calor i l'electricitat i un dels més pesants. S’u-
sa com metall precids en joieria, en la fabricacio

de monedes i en odontologia.

Les principals mines d’or es troben a Sud-
africa, Estats Units, Australia i Pera. El procés

habitual per extreure 'or de la mina s’anome-



na lixiviacié. Aquest procés es basa en el fet
que l'or nadiu és soluble en solucions de cia-
nur diluit en aigua. El material extret d’un
jaciment inicia el seu cami de preparacié amb
la seva fragmentacié per a obtenir dimensions
molt més petites del que abans eren grans tros-
sos de roques, amb l'objecte que el procés de
separaci6é del mineral valués sigui més eficient
i rapid. Es formen piles amb el material molt
que s’acumula sobre una membrana imperme-
able en piles d’algunes tones. Posteriorment es
regan aquestes piles amb una soluci6 de cianur
dissolt en aigua. La solucié liquida té la propi-
etat de dissoldre el mineral i d’aquesta manera
fluir amb el liquid cap al sistema de drenatge.
A aquesta solucio se li extreu 'oxigen dissolt,

mitjancant una columna de desoxigenaci6. La



soluci¢ filtrada i desoxigenada es posa en con-
tacte amb pols de zinc i, per un procés redox,
I’or es diposita sobre les particules de zinc. Mit-
jancant un filtratge es recuperen les particules
de zinc i, finalment, es fon el producte per ob-

tenint 'or.

En el context d’aquest article es presenta un
altre tipus de mina de d’or. En aquest cas el
paper de l'or el fara un grapat de conjunts del
pla, que aniran apareixent al llag d’aquest tre-
ball, com ara el conjunt de Cantor, el collaret
de Cantor, el conjunt de Cantor de cercles, el
triangle de Sierpinski i la catifa de Sierpinski.
De forma similar a ’or, aquests conjunts tenen
una serie de propietats que els fan atractius des
d’un punt de vista estétic i topologic ja que es

tracta de conjunts fractals i autosimilars. El



paper de la mina el fara un sistema dinamic
complex on hi trobarem l'or en forma d’exem-
ples de tots aquests conjunts en un dels seus
ambits naturals. De fet, per ser més precisos,
el que trobarem seran copies homeomorfes d’a-

quests objectes fractals.

W. Sierpinski (1882-1969) G. Cantor (1845-1918)

El sistema dinamic que fara el paper de mi-
na sera el sistema dinamic discret generat per

la iteraci6 a l'esfera de Riemann, C= CU{o0},



de la familia de funcions

A
f/\,n(z) =2" + —,

ZTL

on A és un parametre complex i n > 2. La di-
namica complexa és el nom que rep 'estudi de
la iteracié de funcions holomorfes d'una varia-
ble complexa i I’espai natural, o espai dinamic,
és Desfera de Riemann C = C U {co}. Per a
una introduccié sobre la iteracié de funcions
racionals podeu consultar les referéncies biblio-
grafiques segtients: |1, 2, 15, 19]. En dinamica
complexa, 'objecte més important a 1’espai di-
namic és el conjunt de Julia que és el conjunt de
punts amb un comportament dinamic caotic.
Aquesta mina d’or va ser descoberta 'any
1988 per C. McMullen (|14]), trobant el primer

exemple d’una funcié racional amb un conjunt



de Julia homeomorf a un conjunt de Cantor de
cercles, i va atreure rapidament 'atencié dels
cercadors d’or/especialistes en sistemes dina-
mics. Per una banda, aquesta familia de fun-
cions té un espai de parametres de dimensio
complexa igual a 1. Per altra banda, exhibeix
conjunts de Julia d'una gran riquesa topologi-
ca incloent entre d’altres conjunts de Cantor,
conjunts de Cantor de cercles o catifes de Si-
erpiiski. La familia de funcions f),, s’acostu-
ma a anomenar familia de McMullen i ha si-
gut objecte de recerca durant els darrers anys
([3, 5, 16, 17, 20]).

Tot i que entre els objectius d’aquest tre-
ball no es contempla una aproximacié exhaus-
tiva dels conjunts fractals cal fer esment que va
ser Benoit Mandelbrot, any 1975 ([12, 13]),



qui va introduir el mot “fractal” per qualificar
objectes amb estructures complicades tant a la
natura com a les matematiques. Alguns d’a-
quests exemples de geometria fractal a la na-
tura son: la linia de la costa, d’'una munta-
nya, d’un nuvol, una coliflor o un floc de neu.
Aquests objectes tenen una estructura que sem-
bla independent de l’escala d’observaci6. Ma-
tematicament un conjunt és fractal quan la se-
va dimensi6 de Hausdorff és estrictament més
gran que la seva dimensié topologica. Hi han
estudis per avaluar la longitud de la costa an-
glesa i estimar la seva dimensié de Hausdorff
provant aixi que la linia de la costa anglesa té

una estructura fractal.

L’organitzacié d’aquest treball és senzilla:

primer es presenta l'or i després la mina on



Detall de la costa de Noruega. La fractalitat no té

nacionalitat

trobar-lo. A la secci6 2 trobareu les definici-
ons i algunes propietats basiques dels conjunts
fractals que son els models topologics d’alguns
conjunts de Julia. Entre ells hi ha els conjunts
famosos que ja s’han esmentat abans. A la sec-
ci6 3 es veuen les definicions basiques del con-

junt de Julia i Fatou d’una funci6é racional i



alguns resultats sobre el conjunt de Julia d’al-

guns membres de la familia de McMullen.

2 L’or

En aquesta seccié apareixen els fractals clas-
sics del pla que ja s’han mencionat: el conjunt
de Cantor, el conjunt de Cantor de cercles, el
collaret de Cantor i el triangle i la catifa de Si-
erpinski. Com veurem en la secci6 segiient tots
aquests conjunts s’obtindran com a conjunts de
Julia d’una certa familia de funcions racionals.

El conjunt de Cantor més conegut és un
subconjunt de l'interval [0, 1] construit mitjan-
¢ant un procés recursiu d’eliminacié del terg
mitja que denotarem per C. Com a punt de

partida considerem l'interval tancat [0,1]. En



Figura 1: Primeres etapes de la construccié del conjunt
de Cantor C.

un primera iteraci6 dividim aquest interval en
tres parts iguals i treiem el ter¢ mitja. El resul-
tat ens dona el conjunt [0,1/3]U[2/3,1]. En la
segona iteraci6 tallem cada un d’aquests dos in-
tervals en tres parts iguals i eliminem l'interval
obert del mig, obtenint aixi [0, 1/9]U[2/9,1/3]U
[2/3,7/9]U[8/9,1]. En etapes succesives tallem

cada un dels intervals en tres parts iguals i sem-



pre treiem la part oberta del mig. El conjunt
de Cantor és el resultat de repetir aquest pro-
cés infinites vegades, és a dir, son els punts que
no hem eliminat. L’expressi6 explicita d’aquest

conjunt de Cantor en notacié de conjunts és

Ol\U ﬂ <3k3:1)3k3;2>'
m=1

En la figura 1 es mostren les primeres ite-

racions d’aquest procés recursiu per fabricar
aquest conjunt de Cantor. Una definici6 al-
ternativa d’aquest conjunt de Cantor és la que
dona C' com els punts de l'interval [0, 1] tals
que en la seva expressio en base 3 no apareix el
digit 1. El procés recursiu que hem vist abans
eliminava justament tots els nombres de I'in-
terval [0,1] amb un 1 en la seva expressio en

base 3 i deixa Gnicament els punts amb digits 0



i 2 en aquesta expressio. Tres de les propietats
basiques del conjunt C' sén: es tracta d’un con-
junt tancat, totalment disconnnex i perfecte.
Aquestes son les tres propietats que caracterit-

zen a tot conjunt de Cantor.

Direm que un subconjunt del pla és
un conjunt de Cantor si és un
conjunt tancat, totalment disconnex
(les components connexes del con-
junt son punts) i és perfecte (no té

punts aillats).

Un cop conegut el conjunt de Cantor més
famos, veiem tot seguit alguns exemples de con-

junts que no ho son:

e El conjunt dels nombres enters és un con-

junt tancat i totalment disconnex pero en



canvi no és perfecte perqué tots els seus

punts son aillats.

e El conjunt dels nombres racionals és to-
talment disconnex i és perfecte, perd en

canvi no és tancat.

e Finalment, el conjunt dels nombres reals
és tancat i perfecte, per6 en canvi no és

totalment disconnex.

Intuitivament, un conjunt de Cantor és un con-
junt tancat de punts on tots els seus elements
son punts d’acumulacié d’altres punts del ma-
teix conjunt.

Utilitzant el conjunt de Cantor C' podem
construir altres exemples de conjunts que, tot i
no ser conjunts de Cantor d’acord amb el criteri

anterior, hereten algunes de les propietats del



conjunt original.

Figura 2: Collaret de Cantor.

El primer d’aquests exemples és ’anomenat
collaret de Cantor. Aquest conjunt es cons-
trueix en un procés recursiu similar a ’anteri-
or. En la primera etapa, i després d’eliminar un
interval obert de mida 1/3 afegim un cercle de
diametre 1/3 centrat en el punt mig de l'inter-
val eliminat. D’aquesta manera aquest cercle
talla el conjunt de Cantor en els dos punts ex-
trems de l'interval eliminat. A continuacio, en

cada etapa del procés de construccié del con-



junt de Cantor, quan eliminem un interval de
mida 1/3", afegim un cercle de diametre 1/3"
centrat en el punt mig d’aquest interval. A la
figura 2 es veu el conjunt obtingut després de
les primeres iteracions d’aquest procés recursiu
per obtenir un collaret de Cantor. A diferéncia
del conjunt de Cantor, el collaret de Cantor és

un conjunt connex.

El segon conjunt derivat del conjunt de
Cantor és 'anomenat conjunt de Cantor de
cercles. Aquest conjunt consisteix a afegir un
cercle centrat en el punt 1/2 i que passi per ca-
da un dels punts del conjunt de Cantor. En la
figura 3 es mostra un esquema d’un conjunt de

Cantor de cercles.

Els dos conjunts que apareixen a continu-

aci6 també son fractals i autosimilars pero, a



Figura 3: Conjunt de Cantor de cercles.

diferencia del conjunt de Cantor C', sén con-
junts connexos. El primer és el triangle de
Sierpinski. En aquest cas iniciem el procés
iteratiu amb un triangle equilater i en el pri-
mer iterat traurem el triangle amb vértexs en
el punt mig de cada un dels tres costats del
triangle equilater inicial tal i com es pot veure
en la figura 4. El resultat d’aquesta primera

etapa son tres triangles equilaters (connectats



per un vértex). En la segona etapa fem el ma-
teix procés en cada un d’aquests tres triangles,
és a dir, traiem el triangle central obert amb
vertexs en el punt mig de cada costat. Es re-
peteix aquest procés infinitament!» i el trian-
gle de Sierpiniski és el conjunt de punts que no
s’han eliminat del triangle equilater inicial (la
figura 6 (a) representa un estadi més avancat

d’aquesta construccio).

AL
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Figura 4: Primeres etapes en la construccio6 del triangle

de Sierpiniski.

El darrer fractal que veurem sera la catifa


http://mat.uab.cat/matmat/Figs2015/Sierpinski.mov

de Sierpinski, que potser és el més interesant
de tots ells. En aquest cas, el procés s’inicia
amb un quadrat. Subdividim aquest quadrat
en 9 quadrats iguals semblants al primer i eli-
minem el quadrat central. El resultat en aques-
ta etapa son 8 quadrats de costat un terg de la
mida de 'inicial formant un anell. En la segona
etapa, repetim el mateix procés 8 vegades (sub-
divisi6 d'un quadrat en 9 quadrats semblants i
eliminaci6 del quadrat central) en cada un dels
8 quadrats. En la figura 5 es veuen aquestes

dues fases.

Com en les construccions anteriors, repetim
aquest procés infinitament i la catifa de Sier-
piniski és el conjunt que conté tots els punts
del quadrat inicial que no desapareixen en el

procés. En la figura 6 (b) es veuen el resultat



Figura 5: Fases inicials en la construcci6 de la catifa de

Sierpinski

després de les primeres etapes de la construccio
de la catifa de Sierpinski.

El resultat segiient, provat per W. Sier-
pinski ([18]), ens mostra la riquesa topologica

d’aquest conjunt.

La catifa de Sierpinski conté una co-
pia homeomorfa de qualsevol con-

junt compacte, connex i 1 dimensio-



(a) Triangle de Sier- (b) Catifa de Sier-
pinski piniski.

Figura 6: Alguns exemples de conjunts fractals al pla.

nal del pla. D’aquesta forma, qual-
sevol corba compacta del pla es pot
manipular (topologicament) i ficar-
la dins de la catifa. En altres pa-
raules, la catifa de Sierpinski és una
immensa biblioteca que conté una
copia de tots el conjunts compac-

tes, connexos i 1 dimensionals del



pla.

Per exemplificar aquest resultat farem ser-
vir un conjunt del pla A que és compacte, con-
nex i 1 dimensional, perd que no és localment

connex. Considerem

A= {(z,sin(1/x)), x € (0,0.2)},

és facil comprovar que A és un conjunt del pla
compacte, connex i 1 dimensional i podem veu-
re que no és localment connex. Per aixo, si-
gui p un punt qualsevol del segment vertical
{(0,y),—1 <y <1} iU un entorn obert prou
petit de p, llavors U N A no és connex. En la
figura 7 és mostra el conjunt A (figura 7 (a)),
una copia homeomorfa del conjunt A (figura 7
(b)) i finalment com podem “ficar” el conjunt
A dins de la catifa de Sierpinski (figura 7 (c)).



(a) A= (b) Copia homeo-

{(z,sin (1/z)),z € (0,0.2)} morfa del conjunt A.

(C) Conjunt A dins (d) Collaret de Can-
de la catifa de Sier- tor dins de la catifa

pinski. de Sierpinski.

Figura 7: Universalitat de la catifa de Sierpiriski.



Donat que el collaret de Cantor és també un
conjunt compacte, connex i 1 dimensional del
pla, llavors també hi ha una copia homeomorfa
del collaret de Cantor continguda dins de la
catifa de Sierpiniski. En aquest cas, simplement
hem de transformar els cercles en quadrats i
apareix una copia homeomorfa al collaret de
Cantor dins de la catifa de forma bastant obvia
(figura 7 (d)). De fet la interseccio de la catifa
de Sierpinski amb un segment que divideixi el
quadrat en dos rectangles iguals és el conjunt
de Cantor de la recta que consistia en treure el

terg central de tots els segments.



3 La mina

Els models matematics per descriure fenomens
fisics, quimics o economics porten normalment
a l'estudi de sistemes dinamics. El model més
senzill de sistema dinamic suposa que l'estat
actual del sistema esta determinat tnicament
pel coneixement de l'estat previ. Els siste-
mes dinamics complexos estudien el compor-
tament de la seqiiéncia de nombres complexos
20, 215 225+ Zpn, ... on el nombre complex z,
depén de I'anterior z,_; i aquesta dependéncia
ve donada per una funcié holomorfa (o mero-
morfa) f(z). D’aquesta forma, a partir del va-
lor inicial zj i el coneixement de la funci6 f(z),

podem anar generant la succesié d’iterats

z1 = f(z0)



F*(20)
£ (20)

22 = f(z1)
z3 = f(z2)

Zn = f(zn—l) = fn(z())

L’estudi d’aquests sistemes es va iniciar a prin-
cipis del segle XX amb els treballs pioners de
Pierre Fatou i de Gaston Julia (|9, 10, 11]).
Aquests dos matematics francesos van realit-
zar extensos treballs dedicats a la iteracié d’u-
na funci6 holomorfa a l'esfera de Riemann,
C=Cu {0}, o de forma equivalent, funci-
ons racionals f(z) = p(z)/q(z) on p i g son
polinomis. Ambdés van trobar que algunes or-
bites presenten un comportament estable, men-
tre que n’hi ha d’altres que tenen un compor-

tament caotic. En honor a la contribucié d’a-



quests dos matematics, el conjunt de punts amb
orbites de comportament estable es denomina
conjunt de Fatou (essencialment, les orbites de
punts propers d’aquest conjunt es mantenen
properes durant tot el seu recorregut), mentre
que el seu complementari s’anomena conjunt de
Julia i conté els punts amb orbites de compor-
tament caotic. Per a donar la definicié formal
d’aquests dos conjunts s’utilitza el concepte de
normalitat de la familia d’iterats d’una funcio6
holomorfa.

Definici6 3.1. Sigui f : C — C una funcio ho-
lormofa. La familia d’iterats {f™}n>o0 €s nor-
mal en un obert U C ((A:, st tota subsuccessio de

{f"} té una parcial uniformement convergent

en compactes (de U ).

Utilitzant el concepte de normalitat es pot



fer una partici6 de l'esfera de Riemann. El
conjunt de Fatou F(f) es defineix com el
conjunt de punts zy de I'esfera de Riemann tals,
que la familia d’iterats { ™ },>¢ és normal en al-
gun entorn de zo. El conjunt de Julia J(f)
és el complementari del conjunt de Fatou, és a
dir, el conjunt de Julia J(f) = C\ F(f) conté
tots els punts on la familia d’iterats de f no és
normal en qualsevol entorn del punt conside-

rat.

L’objectiu principal de la dinamica comple-
xa és l'estudi de les propietats dels conjunts de
Fatou i de Julia. Per a una introducci6é sobre
la iteracié de funcions racionals podeu consul-
tar les referéncies bibliografiques [1, 2, 15, 19].
Després dels treballs de Fatou i Julia, va ser

durant el quinquenni 1980-1985 que la dina-



mica complexa va tenir un ressorgiment degut
per una banda, per la resoluci6 d’una pregun-
ta oberta sobre la no existéncia de dominis de
Fatou errants per una funcié racional (|21]) i
per una altra per les imatges d’aquests conjunts
realitzades amb ’ajut dels ordinadors que fins
llavors no eren factibles. Aquest ressorgiment
va atreure l'interés de molts matematics de di-
ferents ambits de coneixement a part dels de
sistemes dinamics: 1’analisi complex, la geome-
tria diferencial, la geometria hiperbolica o la
topologia. . .

Algunes de les propietats que es poden de-
mostrar per als conjunts de Julia i Fatou que
son importants per a la seva comprensio son les

segilients:

(i) El conjunt de Fatou F'(f) d’una funcié



P. Fatou (1878-1929) G. Julia (1893-1978)

racional f és un conjunt obert de I'esfe-
ra de Riemann i el conjunt de Julia és
tancat. Tots dos conjunts séon totalment
invariants, és a dir, si un punt esta en el
conjunt de Fatou o Julia llavors totes les
seves imatges i preimatges estan en el ma-
teix conjunt, donant aixi una partici6é de
I’espai dinamic en dos conjunts totalment

invariants.

(ii) El conjunt de Julia és un conjunt au-



(iii)

tosimilar, on les preimatges d’un punt
del conjunt de Julia son denses en J(f).
També son denses en el conjunt de Julia
les orbites periodiques repulsores. La res-
triccié de f al conjunt de Julia és sensible
respecte condicions inicials, és a dir: or-
bites que comencen molt a prop, al cap
d’uns quants iterats, acaben per separar-
se. Respecte del conjunt de Julia també
tenim una dicotomia, o bé el conjunt de
Julia és tota 'esfera de Riemann, o bé és
disseminat (té interior buit). Per ultim, f
és transitiva en el conjunt de Julia, intui-
tivament aixo significa que f barreja totes

les orbites.

Tal com hem comentat, el conjunt de Fa-

tou és un conjunt obert i, en principi, pot



tenir varies components connexes. El teo-
rema de Sullivan sobre la no existéncia de
dominis errants per a funcions racionals
([21]) implica que aquestes components
han de ser periodiques o preperiodiques
(antiimatge de peridodiques). Les compo-
nents periodiques del conjunt de Fatou es-
tan classificades i existeix una cota superi-
or per a la quantitat de components peri-
odiques del conjunt de Fatou d’una funcio

donada.

Els punts critics d'una funcié rational f
es defineixen com aquells punts que anul-
len la derivada (les solucions de 'equa-
ci6 f'(z) = 0). Els punts critics ¢ son els
Unics punts on la funcié f no és localment

bijectiva. Llavors v = f(c) s’anomena un



valor critic i és una singularitat de f~!.
Donat que f és un quocient de polino-
mis, f té un nombre finit de punts critics;
per ser més precisos, si d és el grau ma-
xim entre el polinomi del numerador i del
denominador de f, llavors el nombre de
punts critics és igual a 2d — 2. Els punts
critics estan intimament relacionats amb
les components periodiques del conjunt de
Fatou. Basicament, cada cicle de compo-
nents periodiques de Fatou té almenys un
punt critic associat. Aquesta és una de les
propietats més important en la iteracio
d’una funcié racional, ja que controlant
els punts critics podem conéixer les com-

ponents periodiques del conjunt de Fatou.



3.1 Or! or!

L’any 1988 C. McMullen ([14]) va introduir la

familia de funcions
no A
f)\,n(Z) =z 4+ Z_n

on A és un parametre complex i n > 2, aques-
ta sera la mina on trobarem l’or. Veurem que
el conjunt de Julia J(f),) pot ser un conjunt
de Cantor, un conjunt de Cantor de cercles o
una catifa de Sierpinski per a certs valors dels
parametres A i n.

L’objectiu és entendre que succeeix quan
iterem fy,. Denotarem per f{ Diterat k-éssim
de fyn. L’ orbita de z € C és la seqiiéncia
{f¥,.(2)} on k=0,1,2,... i Pobjectiu és com-
prendre el comportament de totes les orbites de

fan- Hi ha dos tipus molt importants d’orbites



per a les funcions d’aquesta familia, les prime-
res son les orbites que escapen cap a infinit i
les segones son les orbites periodiques. D’una
banda, si el valor de |z| és prou gran, tenim que
|fan(2)] > |2| i d’aquesta manera ’orbita d’a-
quest punt tendeix cap a co. El conjunt de tots
els punts que escapen cap a infinit s’anomena
la conca d’atraccio d’infinit. Per altra banda
Porbita de z és periodica si ff\“n(z) = z per a
algun valor k£ > 0. Aquesta orbita periodica, o

cicle, es diu
e superatractora si (f},)(z) =0,
e atractora si |(f},) ()] <1,
e repulsora si [(f},)(2)] > 1,

e neutra si [(f},)(2)] = 1.



El nombre complex (f5,,)'(z) s’anomena el mul-
tiplicador de I'orbita. Si z pertany a una orbita
periodica atractora o superatractora, les orbites
dels punts propers a z tendiran a ’orbita de z.
De manera similar si z pertany a una orbita pe-
riodica repulsora, llavors les orbites dels punts
propers s’allunyaran d’aquesta orbita (almenys
inicialment). Quan el cicle és neutre el com-
portament de les orbites dels punts propers a
Porbita depen de Pargument de (fy,,)'(z). Tot
i que es coneix la dinamica local al voltant d’a-
questes Orbites, en alguns casos és encara un
problema obert de la dinamica complexa expli-
car el comportament de les orbites a prop d’un

cicle neutre.

Tal com hem comentat abans, els punts cri-

tics son fonamentals per entendre la dinami-



ca de la familia f),. En el cas d’aquesta fa-
milia tenim 27 punts critics, les solucions de
lequaci6 f},(z) = 0, que venen donats per
cx = A2 A banda d’aquests punts critics
tenim també oo i 0, perd aquests dos punts cri-
tics tenen la mateixa dinamica per a tots els ele-
ments de la familia, donat que el primer és fix
superatractor (fxn(00) = oo, f} ,(c0) = 0°» )i
el segon va a infinit en un iterat (fy,(0) = co).
Els punts critics c¢) s’anomenen lliures, donat
que no tenen una dinamica predeterminada si

no que depen de I'f) ,, corresponent.

Aquests punts critics ¢, estan situats de for-
ma simétrica al voltant de l'origen i la seva
imatge vy = fin(cy) és reducix a dos valors cri-
tics £2v/\, de forma que n dels punts critics
tenen per imatge +2v/\ 1 els altres n tenen per



imatge —2VA. A més, si n és un nombre senar,
aquests dos valors critics tenen un comporta-
ment simétric (f¥,(2vVA) = —fF (=2v/X)) i
d’aquesta forma les dues orbites critiques son
simétriques per z — —z. Si per contra n és
un nombre parell fy,(2vA) = fan(—2VA) i
tots els punts critics comparteixen la mateixa

orbita.

Com que, per a la familia f),, 'oo és sem-
pre un punt fix superatractor (multiplicador
igual a 0), aquest punt té una conca immedia-
ta d’atraccio que denotarem per B) i designa
la component connexa de la conca d’atraccio
que conté co. Donat que f),(0) = oo, hi ha
un entorn obert de 0 que s’envia per fy,, a B).
Aquest conjunt pot ser disjunt o no de B,. En

el cas que sigui disjunt, el denotarem per T).



Donat que I'inica preimatge finita de oo és el
0, si un punt z és atret per co perd no pertany
a la conca immediata d’atraccié B), algun dels
seus iterats estara a T\. En altres paraules, T)
és com una porta per entrar a B, quan s’ite-
ra per fy,. Per altra banda es pot comprovar
facilment que fy,(wz) = —frn(2) si w és una
arrel 2 n—eéssima de la unitat. Per aquest motiu
els punts critics lliures es comporten de forma
simétrica respecte z — w z.

El que ve a continuaci6 és un dels resultat
on es mostren els diferents tipus de conjunt de
Julia d’aquesta familia de funcions, quan les

orbites dels punts critics tendeixen cap a oo.

Teorema 3.2 (Tricotomia d’escapament, [5]).
Suposem que les orbites dels punts critics ten-

deixen a 00.



o Si vy pertany a By, llavors J(fr,) €s un

conjunt de Cantor.

o Sivy pertany a Ty, lavors J(fxn) €s ho-
meomorf a un conjunt de Cantor de cer-

cles.

o 5 ff\“n(m) pertany a Ty per a k > 1, lla-
vors J(fan) €s homeomorf a una catifa

de Sierpinski.

En la figura 8 veiem els tres tipus de con-
junts de Julia que podem trobar en la familia
fan quan l'orbita critica escapa cap a oco. Els
punts de color vermell representen els punts que
tendeixen cap a oo sota iteraci6. En tots tres
casos el conjunt de Fatou esta format per la
conca d’atraccié d’oco. En el primer cas, la con-

ca d’atraccid d’oo és redueix a una dnica com-



(a) Conjunt de Can- (b) Conjunt de
tor sin = 31 A = Cantor de cercles si

0.25. n=31A=0.001.

(C) Catifa de Sier-
pinskisin=2i\=

—0.0625.

Figura 8: Tres tipus diferents de conjunt de Julia dins
de la familia fy ,(2) = 2" + A/z™.



ponent connexa completament invariant; en el
segon cas, tenim dos components simplement
connexes, concretament By i T), i la resta de
components son anells (components doblement
connexes). Finalment, en el tercer cas, totes
les components connexes de la conca d’atrac-
ci6 d’oco son simplement connexes. Pel que fa
el conjunt de Julia també tenim diferents tipus
de components. En el primer cas, i per tractar-
se d'un conjunt de Cantor, les components s6n
punts. En el segon cas cada una de les com-
ponents del conjunt de Julia és un dels cercles
(corbes simples tancades) que envolten 'origen.
Finalment, en el cas de la catifa de Sierpinski, i
a diferencia dels dos casos anteriors, el conjunt

de Julia és un conjunt connex.

Tot i que la prova completa del teorema de



la tricotomia d’escapament es pot trobar al tre-
ball [5], veiem tot seguit un esbos de la prova
del tercer apartat que es basa en una caracterit-
zaci6 topologica de la catifa de Sierpiniski d'un
treball de G.T. Whyburn ([23] de 'any 1958),
on doéna quines propietats topologiques tenen
els conjunts que son homeomorfs a una catifa

de Sierpinski i que es pot enunciar com segueix:

Teorema 3.3. Qualsevol conjunt del pla que

tingui les cinc propietats topologiques segiients:
e compacte,
® conner,
e Jocalment connex,

e disseminat,



e si es consideren dos dominis diferents
del seu complementari, les fronteres d’a-
quests dominis son corbes simples tanca-

des sense intersecccio entre elles,
€s homeomorf a una catifa de Sierpinski.

Suposem doncs que l'orbita critica escapa
a 00 1 que els punts critics trigan almenys tres
iterats per arribar a la conca immediata d’oco.

Les quatre primeres propietats es compro-
ven fent servir técniques generals de dinamica
complexa. El conjunt de Julia sempre és un
conjunt tancat (i, per tant, compacte) de l'es-
fera de Riemann i, donat que 1’co és un punt del
conjunt de Fatou, podem concloure que el con-
junt de Julia és un conjunt compacte del pla.

Pel que fa la connectivitat, si 1'orbita critica



tendeix a oo pero els valors critics no perta-
nyen a la conca immediata d’atraccié de 1'oco,
tant B) com T) son discs oberts disjunts, fent
servir la formula de Riemann-Hurwitz (que po-
deu trobar, per exemple, a [1, 15]) és facil de-
duir que totes les preimatges de T també son
discs oberts. Degut al teorema de Sullivan, de
no existéncia de dominis errants, i donat que
tots els punts critics ¢, pertanyen a la conca
d’atraccié d’oco, el conjunt de Fatou és aques-
ta conca d’atracci6 i d’aquesta manera el con-
junt de Julia és un conjunt connex. Pel que
fa la connectivitat local, s’utilitza un resultat
general de dinamica complexa que diu que, si
el conjunt de Julia d’una aplicaci6 racional és
connex i l'aplicaci6 és hiperbolica, el conjunt

de Julia és localment connex (|15]). En el nos-



tre cas l'aplicaci6 és hiperbolica, doncs tots els
seus punts critics tendeixen per iteracié a oo,
que és un punt fix superatractor. Pel que fa la
cinquena propietat a comprovar, és crucial que
tots els punts critics pertanyen al conjunt de
Fatou. S’utilitza, basicament, el fet que, si les
fronteres de dos components diferents del con-
junt de Fatou tenen interseccié no buida, aixo
implicaria 'existéncia d’un punt critic al con-
junt de Julia. Els detalls complerts d’aquesta

prova es poden consultar a [5].

El resultat que acabem de veure sobre 'e-
xistencia de diferents tipus de conjunts de Julia
dins de la familia de McMullen és un exemple
de la riquesa topologica dels conjunts de Julia
que apareixen en aquesta familia de funcions

racionals. A continuacié podeu trobar un re-



pas breu d’altres resultats que s’han obtingut

de la familia de funcions fy .

Potser la primera propietat topologica a es-
tudiar en dinamica complexa és la connexitat
del conjunt de Julia. El teorema sobre la tri-
cotomia d’escapament ens informa parcialment
sobre la connectivitat del conjunt de Julia pero
només quan els punts critics escapen cap a oo.
El conjunt de Julia és disconnnex si és un con-
junt de Cantor o un conjunt de Cantor de cer-
cles, i en canvi és connex si és una catifa de
Sierpiniski. Qué succeeix en la resta de casos?
En Plarticle [8] es demostra que aquests son els
Unics casos on podem tenir un conjunt de Julia
disconnex (conjunt de Cantor i conjunt de Can-
tor de cercles) i en la resta de casos el conjunt

de Julia és connex independenment del com-



portament dels punts critics.

A partir del teorema de la tricotomia d’esca-
pament també podem preguntar-nos, donat un
conjunt de Julia d'un determinat tipus (Can-
tor, Cantor de cercles o catifa Sierpinski), com
és la dinamica en aquest conjunt. La dinamica
de I'aplicacio f), restringida al conjunt de Ju-
lia en el cas del conjunt de Cantor o el conjunt
de Cantor de cercles és coneguda ([5]), perd en
el cas de la catifa de Sierpinski hi ha resultats
parcials on es comprova com damunt un mateix
objecte topologic que és una catifa de Sierpiriski

hi ha diferents dinamiques no conjugades (|7]).

Un altre resultat, senzill d’enunciar i bas-
tant complicat i técnic de provar, és la descrip-
ci6 topologica de la frontera de la conca imme-

diata d’atracci6 d’oo (que denotarem per 0B,).



En el treball [17] es prova que, sin > 3, 0B, és
un corba simple tancada excepte que 0B, sigui
un conjunt de Cantor. En altres paraules, si
n > 31 els valors critics vy ¢ B,, llavors 0B,
és una corba de Jordan. En el cas n = 2, és
a dir per a la familia f) 2, no es coneix en tots
els casos com és aquesta frontera. També exis-
teixen estimacions de la dimensié de Hausdorff
de 0B, quan n > 3 ([22]).

Per 1ltim, també s’ha estudiat qué succeeix
amb el conjunt de Julia de f), quan A — 0. En
el cas limit, quan A = 0, obtenim la funci6 2".
Aquesta funcié té un comportament dinamic
molt senzill: Les orbites dels punts amb |z| > 1
tendeixen cap a oo, les orbites del punts z amb
|z| < 1 tendeixen cap a 0, i el cercle unitat,

que conté els punts amb modul igual a 1, és



(a) Pla dinamic de la (b) Pla dinamic de la
funcié 22 — 0.001/22. funci6 22 — 0.0001/22.

Figura 9: El conjunt de Julia de fy 2 tendeix al disc

unitat tancat en la distancia de Hausdorff quan A — 0.

totalment invariant. De fet, el conjunt de Fa-
tou té dos components totalment invariants, la
primera és el disc obert unitat, que és la conca
d’atraccié de l'origen, i la segona és la conca
d’oco, que és el complementari del disc unitat
tancat. La frontera comi d’aquestes dues con-

ques és el cercle unitat que és, per tant, el con-



junt de Julia de la funcié z". En larticle [4] es
demostra que, quan n = 2, J(f\2) tendeix al
disc unitat tancat en la distancia de Hausdorff
quan A — 0 (la distancia de Hausdorff és la
distancia natural entre conjunts compactes del
pla). Aquest resultat és sorprenent tenint en
compte que el conjunt de Julia és disseminat
(té interior buit). En el mateix treball també
es prova que aixo no succeeix en el cas n > 3.
En la figura 9 apareix el conjunt de Julia de la
funcio f 2 per a dos valors petits del parametre
A

Finalitzarem aquest treball veient un con-
junt de Julia homeomorf al triangle de Sier-
pinski. En aquest cas aixo succeeix per a alguns
parametres de la familia de funcions

A
— 2
a(z) =z —l—Z.



Aquesta familia de funcions és molt propera a
la familia de McMullen i manté algunes de les
propietats que hem repassat durant aquest tre-
ball. Els punts critics de g, sén les solucions
de l'equacioé ¢i(z) = 0, que venen donats per
(A/2)Y3. En aquest cas tenim 3 valors critics
3(\/2)?/3 a diferéncia de la familia de McMu-
llen on sempre tenim 2 valors critics. Tot i aixo,
el conjunt de Julia és simétric sota la rotacio
d’una arrel ciibica de la unitat. En el treball
[6] es donen condicions dinamiques per assegu-
rar que el conjunt de Julia d’aquesta familia de
funcions és homeomorf al triangle de Sierpiriski
(figura 10).



(a) Triangle de Sierpinski (b) Pla dinamic de la
funcié 22 — 0.5925/ 2.

Figura 10: Exemple d’un conjunt de Julia homoemorf

al triangle de Sierpinski.
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Notes



!Clicant sobre la figura 4 accedireu a una
. ., . : 7
animaci6 dels primers estadis d’aquesta cons-

truccio. <«



*Respecte la coordenada natural w = 1/z al
voltant de 1'oco. <«
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