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En aquest treball farem un

petit recorregut per les propie-

tats d’algunes séries relaciona-

des amb la série harmonica,

1+ } + 1 4 1 1 L. en la série harmonica

2 3 4 * 5) (veure §4.10).

Construccio basada

Comencarem veient diverses proves de la seva di-
vergéncia i continuarem exposant algunes aplicaci-
ons en situacions en les quals apareix. Entre d’al-
tres, considerarem el problema del colleccionista,
els dels récords en séries de dades, un problema de
control de qualitat, el passeig aleatori, un algoris-
me d’ordenacié de dades i un parell de qiiestions
ben famoses i divertides de matemaética recreativa.

Considerarem també les sumes de la serie har-
monica alternada i altres reordenacions d’aquesta,
reproduint els resultats classics de Ohm i Prings-
heim. Després prendrem de nou la série harmoni-

ca 1 estudiarem la seva convergéncia quan canvi-



em els signes d’alguns dels seus termes, perd sense
reordenar-los. A més; en certs casos que sén con-
vergents donarem la seva suma.

Finalment estudiarem la convergéncia de certes
séries harmoniques aleatories.

Aquest article és una extensio del treball [23],
del mateix autor, que esta dedicant exclusivament

a la série harmonica.

1 Introduccié i resultats principals

La série harmonica és I’exemple més antic i famos
de successié de ntimeros positius, cada cops més
petits i tendint a zero, perd amb suma infinita.
Aquest fet sembla que és conegut des del segle XIV.

Si ho escrivim d’una manera informal,
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i més rigorosament, introduint les sumes parcials,

h—1+1+1+1+1+1+ +1
" 2 3 4 5 6 n’

tenim que
n oo
. . 1 1
J e = fim ) =05
k=1 k=1

De vegades, en lloc de dir que la suma és in-
finita, també es diu que la série formada pels ter-
mes % és divergent. En general, donada qualse-
vol successio de nimeros reals {ay}r>1 es diu que
la série Zz‘;l an és convergent i té suma S € R,
si la successio de les seves sumes parcials S,
a1 +ag + --+ + a, té limit S. En cas contrari es
diu que és divergent. Per a aj > 0, per tot k més
gran que un cert kg € N, les séries divergents com-
pleixen que lim S, = +o0o. En general, hi ha tres
tipus de séries divergents: les que el limit anterior

val més infinit, les que val menys infinit i les que



no existeix. Per abus de llenguatge quan una série
divergeix cap a més (o menys) infinit, de vegades
es diu que convergeix cap a més (o menys) infinit.
Quan no hi hagi confusié nosaltres també farem
aquest abus.

Comengarem el treball amb una seccié dedica-
da a explicar per qué la série harmonica té aquest
nom. Hi ha moltissimes demostracions de la seva
divergéncia. Per exemple, a |37, 38] se’n recopilen
més de quaranta. A la seccié segiient recollim una
seleccié d’algunes de les més elementals.

Un resultat encara més interessant i delicat, que
ja va demostrar el matematic suis Leonhard P. Eu-

ler (1707-1783) el 1737, és que

> 1 1+1+1+1+1+1+1+1+
27357 13717 19

p primer

és divergent (vegeu, per exemple [51]). A la Secci6

3.2 en donarem una demostracié molt curta que



féu, el 1938, el prolific matematic hongarés Paul
Erdos (1913-1996), vegeu [4, 6, 18, 64]. Observeu
que aquest resultat mostra en particular I’abun-
dancia de nombres primers.

D’altra banda, per exemple, si només agafem
els termes de la forma 2%, k € N, la série obtinguda
esta formada pels termes d’una progressié geome-
trica i convergeix cap a 1. En aquest cas, aix0 és
deu al fet que hem agafat molt pocs termes dels

que formen tota la série harmonica completa.

I

Un resultat molt curiés en aquesta direccié va
ser provat el 1914 ([36]) pel matematic anglés/nord-
america Aubrey J. Kempner (1880-1973). Anome-



nem N el conjunt de tots els ntimeros naturals
que no tenen cap 9 en la seva expressi6 en ba-
se 10. Aleshores, la suma ), % és convergent.
Demostrarem aquest resultat, i més concretament
que S < 78, a la Seccié 3.1. De fet, se sap que
S =~ 22.92 ([32, 58]). Eliminant una altra xifra o
blocs més llargs de xifres, la convergéncia també es

manté ([58]).

Tot i que, en principi, el resultat de Kempner
pot sorprendre, després de reflexionar-hi una mica,
intuitivament és clar que la convergéncia de la série
és conseqiiéncia del fet que “la majoria” dels nom-

bres amb moltes xifres tenen algun 9 entre elles.

La quarta secci6 la dedicarem a estudiar diver-
sos problemes famosos en els quals la série harmo-
nica o les seves sumes parcials juguen un paper
fonamental. Aixi, entre d’altres, considerarem el

problema del colleccionista, el de la secretaria, el



dels récords en séries de dades, un problema de
control de qualitat, el passeig aleatori, un algoris-
me d’ordenacié de dades i un parell de qiiestions
ben famoses i divertides de matematica recreativa.

Un altre fet també ben conegut és que la série
harmonica alternada és convergent. El matematic
alemany Nikolaus Mercator (1620-1687) va demos-

trar que

-3 —gtg-gtr—g+ =M@ (1)
Aquest matematic no s’ha de confondre amb el fa-
mos matematic i cartograf flamenc Gerardus Mer-
cator (1512-1594). La série anterior és convergent,
perd quan prenem valors absoluts (és a dir recupe-
ren la série harmonica original) és divergent. Una
série amb aquestes caracteristiques s’anomena con-
dicionalment convergent. Hi ha un resultat classic
en aquest context, del matematic alemany Bern-

hard Riemann (1826-1866), provat el 1853 perd no



publicat fins després de la seva mort en un treball
dedicat a les séries trigonométriques ([22, 54|) que
avui en dia es coneix com Teorema de les reordena-
ctons de Riemann, que ens diu el segiient: Una se-
rie €s condicionalment convergent si i només si per
a tot numero real S (incloent més i menys infinit)
hi ha una reordenacid de la mateiza que convergeix
cap a S.

Aixi, si anomenem, b, = (—1)"*11 donat

S € RU {o0, -0}, existeix una reordenacié de

bl, bg, bg, cey bn, ceiyy diguem—li, ba(l), ba(g), ba(3)v e

on o : N — N, és una aplicacié bijectiva, tal que
S =by1) T bs2) T boz) +  +bgm) +

Aquestes reordenacions es construeixen com
descrivim a continuacié. S’agafen u; termes po-

1 1, de manera que la seva suma

sitius 1, %,...,m

sigui més gran que S. A continuacié s’agafen wvq

1

termes negatius f%, — -

1
T de manera que



la suma d’aquests niimeros més els anteriors sigui
menor que S i es continua aquest procés indefini-
dament, obtenint al final dues seqiiéncies {uy, }n>1
i {vp}n>1 de nimeros naturals. Aixo és possible ja
que es pot veure que tant la subsérie dels termes
positius, com la dels termes negatius divergeixen.
A [21] s’estudien els valors que poden prendre les
successions {up tp>1 1 {vp}tn>1.

El que ja no és tan senzill és, donada una re-
ordenacid, saber quant val la seva suma. Per algu-
nes reordenacions de la série harmonica alternada,
seguint [3, 12, 17, 31|, veurem una extensié pre-
ciosa de (1) provada el 1883 ([52]) pel matematic
alemany Alfred Pringsheim (1850-1941). Necessi-
tarem unes definicions prévies.

Es diu que una série

oo
dan=artaztagttant -

n=1



és una reordenacié simple de la série harmonica
alternada (1), si els termes a,, son una reordenacio
dels de la série harmonica pero tant la subseqiiéncia

dels termes positius com la dels termes negatius

)
n=1

estan en el seu ordre original. Si > >°; a, és una
reordenaci6 simple de la série harmonica alternada,
denotarem per p,, a la quantitat de termes positius
dins de {aj,as,...,a,}. De manera similar, ¢, =
n — p, és la quantitat de termes negatius en el

mateix conjunt. Si existeix el limit

lim 2% = o € [0, 1],

n—oo n

es diu que « és la densitat asimptotica dels termes
positius.

El teorema ens diu:

Teorema de Pringsheim Una reordenacid simple
de la série harmonica alternada convergeix (inclo-

ent els valors més i menys infinit) si i només si la



densitat asimptotica («) de termes positius de la

reordenacio existeix. La suma d’aquesta reordena-

cto val
Zan—ln ln< a ) si ae(0,1),
11—«
1 pels casos a = 0 i a = 1 el resultat també és

cert prenent limits a ’expressio de la dreta. Ai-
Ti, aquests casos cOTTesponen a SuMma menys i mes

nfinit, respectivament.

Per a demostrar-lo, a la cinquena secci6, intro-
duim la constant d’Euler v ~ 0.577218 i provem la
seva relaci6 amb h,. Les referéncies [29, 40| reco-
pilen moltes de les propietats de v i altres resultats
relacionats.

Observi’s que en el cas (1), podem aplicar el
teorema anterior, ja que l'identitat és clarament
una reordenaci6é simple. En aquest cas a = % ila

suma val In(2).



Un corollari forga interessant del teorema estén
un resultat classic del 1839 ([14, 49]) del matema-
tic alemany Martin Ohm (1792-1872), germa del
fisic Georg Simon Ohm, descobridor de la famosa
llei d’Ohm. Considerem la reordenacié simple de
la série harmonica alternada consistent en agafar

alternativament blocs amb r > 0 niimeros positius

i s > 0 nameros negatius. Aleshores a = H_s i, per
tant,
4r
Zan—* ()
Aixi, per exemple,
1 1 1,1 1 1 1 1,  _In@)
S R A R TR AL A
)
P S SN S S NS S NS DR 1)
2 3 5 10 12 2’
®3)
2

ja que en el primer cas (r,s,a) = (2,1,5) i en el

segon (r,s,a) = (1,2, 3).



El resultat (3) es pot obtenir de manera més
senzilla, un cop sabem que la suma d’aquesta re-
ordenaci6 és finita. La segiient deducci6 es atribu-
ida al matematic frances Pierre Alphonse Laurent
(1813-1854),

1 1 1 1 1 1 1
S=l-5-1%37 6 3% 5 10 12
SRR D S . R I
2 4 3 6 8 5 10 12
S YEU U O R O PO .
2 2 3 4 5 6 7 8 2’

on hem usat (1).

Un métode alternatiu per a deduir el resultat de
Ohm esta basat en els desenvolupaments en séries
de potencies de la funci6 In(1+x) i d’altres funcions
similars, veure [17]. Donarem alguns detalls més a
la Secci6 5.1.

En la Seccié 6 ens preocupem de una qiiestio
relacionada, pero diferent. Que passa si en lloc de
reordenar els termes de la série harmonica alter-

nada el que fem és agafar la série harmonica i li



canviem el signe a alguns dels seus termes, en fun-
ci6 de certes regles. Concretament, considerem la

série
€ €
€n 2 3 4
E _|_ + 4. 4
—n 3 4 ’ (4)

on g, € {—1,1}, i suposem que existeix m > 1 tal

que a tot k > 0,

(1) (517 €2y 75m) = (6km+17 Ekm+25 - - - agkm—i-m) 5

(ii) Entre els nombres €1,€2,...,6, hi har >0

valors +11 s =m — r valors —1.

En cas de que sigui convergent denotarem com
Ssign(el),sign(22)7...,sign(am) la seva suma. Ain, per
exemple S; _ =1In(2). Provem el segiient resultat:
Teorema A. Considerem una série (4) complint

les hipotesis (i) i (ii). Aleshores és convergent si i

només sir = s. A més, quan r = s, la corresponent



suma val

€; <1n 2m) gcot (%)
—2 Z cos (%%) In (sin (%))

0<n< 2

m—1

1
m <
Jj=1

Observi’s que tot i que la qliesti6 tractada re-
corda la resolta per Ohm, el resultat que obtenim
és totalment diferent. Els valors de les sumes quan
r = s son ben diferents dels obtinguts fins ara. Per

exemple,

11 1 1 1 1
Stq4——=14-—2—= 4=
+,+ + 3 4+5+6 7

IR S R
8 9 10
_m  In(2)
it
1 1 1 1 1 1
Stamt-- =l g —g+ - -tz
Ll
8 9 10
V3 In(3) In(2)




La prova de la segona part del teorema és més com-
plicada que altres qiiestions tractades fins ara i es
basa en propietats de la funcié digamma W, que
és la derivada logaritmica de la funci6 Gamma, I,
veure |1, 43, 57]. Un fet clau sera el resultat pro-
vat per Gauss el 1813 que ens doéna explicitament
el valor de ¥ en qualsevol valor racional positiu en
termes de funcions elementals i de la constant ~
d’Euler.

Per acabar, dediquem 1dltima seccié a provar
alguns resultats sobre certes séries harmoniques
aleatories. En primer lloc, interpretarem el Teo-
rema de Pringsheim en aquest context, veure el
Corollari C de la Secci6é 7.1. Finalment considera-

rem la versié aleatoria del Teorema A. Concreta-



ment, prendrem la série aleatoria

— Un
Z=> (5)
n
n=1
on {Up}, son variables aleatories independents i
equidistribuides, amb distribucié de tipus Bernou-
lli, amb P{U, = 1} = p, P{U, = -1} = 1—1p, i

provarem el segiient resultat.

Teorema B. Considerem la série harmonica alea-
toria

o0

Uy,

>

n=1
on {Up }n>1 son variables aleatories independents i
equidistribuides, amb distribucid de tipus Bernou-

i, tal que P{U, =1} = p,P{U, = -1} =1—p

Aleshores:

(i) Sip= %, la serie és convergent amb probabi-
litat 1.



(ii) Sip > %, la série divergeix cap a més infinit

amb probabilitat 1.

(iii) Sip < %, la seérie divergeix cap a menys infi-

nit amb probabilitat 1.

La prova del Teorema B usa resultats de la te-
oria de séries aleatories (|11]), desenvolupada, en-
tre d’altres, pel matematic rus Andrei Nikolaievitx
Kolmogorov (1903-1987). Aquest teorema sembla
ser conegut, tot i que no hem trobat el seu enunci-
at complet enlloc. En particular, (i) apareix sense
detallar a [46, 59] o com exemple a [11, Ex. 22.2].
Acabarem el treball provant diverses propietats de

la variable aleatoria Z quan p = %, seguint [59].

2 Per qué la série es diu harmonica?

Les tres successions més conegudes sén les anome-

nades aritmética, geométrica i harmonica. Aques-



tes son, respectivament,

{bk + chrzo,  {br*}iso, {Z}]ma (6)

on b, cir séon constants reals. El seus noms prove-
nen del fet segiient: donat dos nombres positius x i
1y, hi ha tres mitjanes ben conegudes que es poden

calcular amb ells:

T+
A(z,y) = 2y7 G(z,y) =Vzy,

1 1\ 1
2 T+
H(z,y) = Y —(f’f y) .

r4+y 2

S’anomenen mitjana aritmeética, geométrica i har-

monica, respectivament. Resulta que si denotem

com a x; el terme k-ésim de cascuna de les tres

successions, amb b i r positius, es compleix el se-

glient:

Th—1 + Th+1

2

_b(k—1)+b(k+1)+2c

2

Cas aritmeétic:  A(zk—1,Tk+1) =




= bk + ¢ = xk,

Cas geométric:  G(Tk—1,Tk+1) = \/Th—1Tk+1
= Vbrk=1brk+1 = br* = g,

) 2T)—1Tk41
Cas harmonic:  H(zg—1,Tkt1) = Bl Sl
Tr—1+ Tit1
28
G—DE+FD _ b
a5 TR
E—1 ' "+l

La mitjana aritmética no necessita presentacio,
pero les altres dues potser si. Aixi, per exemple, si
un capital C' ens produeix el primer any un rédit
anual d’'un x per 11 el segon any un rédit anual
d’un y per 1, quan han passat dos anys tenim com
a capital total (1 4 z)(1 + y)C. Aleshores el redit
mitja 7y complira (14 z)(1+y)C = (1+7y)?C i,
per tant, rpy = /(1 +2)(1+y) —1=G(14=z,1+
y)— L

De manera similar, si anem a un lloc que esta a

distancia d amb velocitat z 1 tornem amb velocitat



1, aleshores recorrem una distancia 2d en un temps
total % + g. Per tant, la velocitat mitjana a la qual
hem anat és d/m27-gd/y = 5”% = H(x,y).

En aquest punt, és natural preguntar-se per qué
la mitjana H(x,y) es diu harmonica. Sembla ser
que devem aquest nom als dos fets segiients estu-
diats per escola pitagorica (|29, Cap. 13|, [63]).

Si agafem una corda de longitud ¢ de manera

que quan vibra doéna lloc a un cert so, la corda

amb longitud g, sona molt similar. A més, si aga-
fem una tercera corda de longitud %é, obtenim un
tercer so, més diferent. El fet notable observat pels
pitagorics és que, quan fem vibrar les tres cordes si-
multaniament, escoltem un acord molt harmonids

(seria un acord tipus DO-SOL-DO), i resulta que

£>_ Y.
(+5 3

H(ﬁ, = =

Un segon motiu per a 'adjectiu harmonic és



que, d’entre els cinc solids platonics, el cub era de
vegades qualificat com a harmonic. Un cub té 6 ca-
res (¢ = 6), 12 arestes (a = 12) i 8 vértexs (v = 8).
Doncs, H(c,a) = H(6,12) = 8 = v. De mane-
ra similar per a un altre solid platonic, 'octaedre
H(v,a) = H(6,12) =8 =c.

Si busquem més poliedres que compleixin la
mateixa condici6 que el cub o l'octaedre, H(c,a) =
v o H(v,a) = ¢, 1 a aquesta condicio li afegim la
donada per la caracteristica d’Euler ¢ — a + v = 2,
tenim que s’ha de complir una de les equacions di-

ofantiques seglients:

(v—1)2=2(c—=1)* = =10 (c—1)*—2(v—1)? = —1.



2 2

Les equacions de la forma x* —2y* = —1 s6n de
tipus Pell, anomenades aixi en honor del matematic
anglés John Pell (1611-1685), i se sap que tenen
infinites parelles de solucions enteres positives (|16,
42]). Resolent-les, obtenim que les solucions més

petites del nostre problema (¢, a,v) son les ternes

{(6.12,8),(8,12,6), (30,70, 42), (42, 70, 30),
(170, 408, 240), (240, 408, 170),
(986, 2378, 1394), (1394, 2378, 986), . . .}.

Figura 1: Poliedres harmonics. La tercera figura té ¢ =
42,0 = 70 i v = 30. Les cares son 2 pentagons, 10 quadrats

i 30 triangles.



Hi ha un poliedre conegut, amb nom Bictpu-
la pentagonal giroallargada, que correspon al quart
punt d’aquesta llista, vegeu la Figura 1. Aquest
poliedre és un dels 92 solids de Johnson, que sén
poliedres convexos que tenen totes les cares for-
mades per poligons regulars (|35]). Agraeixo a en
Jaume Coll per fer-me saber de la seva existéncia.
El tercer punt correspon al seu poliedre dual i no
sabem que es conegui amb cap nom propi.

De manera natural, associades a les tres suc-
cessions (6), hi has les tres séries: l'aritmética, la

geomeétrica i 'harmonica,
o0 oo oo b
bk br¥ —
PRLLELIED B I By &
k=0 k=0 k=1

respectivament. La primera és sempre divergent.
La segona és convergent si i només si [r| < 11 es
coneix tant la seva suma com ’expressié explicita

de les seves sumes parcials. Com ja hem comen-



tat, la tercera, amb b # 0, és divergent i és la que

estudiem en aquest treball.

3 Divergéncia de la série harmonica

En aquesta secci6é presentarem diverses proves de

la divergéncia de la série harmonica.

la prova

Comencem amb la prova més antiga del fet esmen-
tat, de voltants de 1350, atribuida al filosof francés
Nicole Oresme (1323-1382).

1, /11 11,1 1y, 1
S:1+7+(7+7)+(7+7+7+7)+§+~

2 \374 576 78
TR S s
5Tatgt..=oo

Una escriptura més rigorosa ens diria que hor >
1+ %, i per tant lim hor = oo.
k—o0
Una variaci6 de la prova d’Oresme és la segiient:

hi ha 9 ntimeros amb un digit, 1, 2,...,9 i els seus



N. Oresme.

inversos s6n més grans que %0, per tant hg > 1%.
Hi ha 90 ntameros de dos digits, des de 10 fins a 99,

amb inversos més grans que ﬁ. Per tant, hgg >

0 + 100 = 2(10) D’una manera similar hggg >
900 _ 9k
10 + 100 1000 = 3( ) En general, hygr_1 > 15,

i per tant de nou deduim que la suma és infinita.

2a prova

La prova descrita a continuaci6 és atribuida al ma-

tematic italia Pietro Mengoli (1626-1686) i no ens



dona una demostracié directa, sindé que es basa en
el meétode de reduccié a 'absurd. Suposem que la
série harmonica té una suma finita, S. Observem,

en primer lloc, que

1 n 1 2n >2n 2 - 9
= _— = = n
n—1 n+1 n2—1" n? ’ -
En particular, 2—{— > 3, 5-|- >% %-F% > %’

ﬁjLﬁ>ﬁ.... Per tant,

1
+%)+(§+%>

+(3+i)+---:1+5,

és adir, S > 1+, i hem arribat a una contradiccio.



Ja prova

Com [D'anterior, usa la reduccié a 'absurd per a

demostrar la divergéncia de la série. Si S fos finit,

tenim
s=(eg)+ G+ (5g)
1 1
H(zrg)t
1 1 1 1 1 1
(5 5) <Z+Z>+<E 6)
SGep)eens

on clarament la desigualtat és estricta, tot i que

prové d'un pas al limit, i de nou arribem a una
contradiccié.

Una variacié d’aquesta prova és com segueix.

Si agafem només els inversos dels termes parells, la



, S -
seva suma ¢&s 3, ja que

Per tant, si la suma és finita, els inversos dels ter-

mes senars haurien de sumar també g, pero, com
1

' 2n—1

que per a tot n > 1 > ﬁ, es compleix que

1+1+1+1+1+ >1+1+1+1+1+ _5
35 79 2 4 6 8 10 DN

on de nou la desigualtat és estricta, i obtenim un

cop més una contradiccio.

4a prova

Donem a continuaci6é una prova una mica més téc-
nica, ja que esta basada en la desigualtat e* > 14,

per x # 0, perd que trobem interessant. Conside-



rem

hn

[§]

Per tant, lim,, oo hy > lim, 00 In(n 4+ 1) = oo, tal
com voliem veure. Observem que aquesta prova
també ens diu que, per a tot n, h, > In(n+1). De
fet, també es compleix que h, < In(n) + 1 (vegeu
[23, 29, 40]).

Per tant, perqué h, sigui gran, el valor de n
ha de ser realment gran: vegeu la Taula 1. A la
Seccid 5 es donen estimacions més precises de hy,, i
en particular provarem ’aproximaci6 d’Euler h,, ~

v +In(n) + 5.



n [[ 10 ]102]10%]10%] 10° [ 10° [ 10° [10'2

B 2.93(5.19(7.49(9.79/12.09|14.39(21.30(28.21
~ + In(n) 4+ 1/(2n) 2.93(5.19(7.49(9.79/12.09|14.39|21.30[28.21

Taula 1: Valors de h,, amb dues xifres decimals significatives

i les seves aproximacions v + In(n) + 5.

5a prova

Acabarem la nostra seleccioé de proves amb una de-
mostracié que usa propietats de la successio de Fi-
bonacci, {fn}n>0. Recordem que els seus termes
vénen donats per la recurréncia fp42 = fnt+1 + fn,
amb fo = 0, fi = 1. Aixi, els primers son
0,1,1,2 3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...

Amb una mica de feina es pot demostrar que

la seva expressi6 explicita és

1+V5
s on (b:T

o~ ()"

Jn= 2 — 1

i compleix



Per tant,

. fn+1
e gy
. fnfl BT fn 1 fn
lim = lim

_(1)2_i_ L1
¢ P?  Pp+1 ¢
Aleshores
S=14z+ (i)t (zrats)
N 2 3 4 5 6 7 8
+(1+ +i)+( + +i)
9 13 14 21
+(i+ +i)+
22 34
1 2 3 5 8 13

1 = 4 = 4=
>1+ - +3+5+8+13+ Tt T

:1_'_an—1’
n

—9 fn+1

és divergent, ja que el terme general de I'ultima

série no tendeix a zero.



3.1 Un tros convergent de la série harmo-

nica. El resultat de Kempner

Dedicarem aquesta subseccié a provar el resultat

de Kempner ja enunciat a la introducci6 i que diu

que

11 1
+(—+—+-~-+—>

100 ~ 101
_1_7_‘_7

és convergent, on N denota el conjunt de tots els

numeros naturals que no tenen cap 9 en la seva



expressio en base 10. Seguirem els mateixos passos
que al seu treball (|36]).

Denotem per s, la suma de tots els niimeros
de la forma % amb 10" ' <k < 10"ik e N, i
per m,, el nombre de termes que hi ha a la suma.
Calcularem fites superiors dels m,, i també dels s,,
usant que tots els k’s son més grans que 107! o
iguals.

Aixi, en partir de (7) és clar que m; = 8 < 9,
s1 < 9x1 =09, ide manera similar my = 8x9 < 92
1850 < 92%. Denotem per M,, al nombre de termes
de la suma amb k < 10™. Es clar que M,, = m; +
Mo+ +my. Aixi, M7 < 91 My < 9+92. Vegem,

per induccio, que

M, <94+924+9+... 49" m, <9
9n

1 Sn<w.

Per aixo dividim tot 7" = {k e N : 0 < k <



10"*1} en els deu subconjunts segiients:

It ={keN : 0<k< 10"}, i
T ={keN : al0"™! <k < (a+1)10"},

on a =1,2,...,9. L'interval Ig“ és buit, ja que
tots els seus nimeros tenen un 9 en la seva expres-
si6 decimal. Cada un dels altres vuit Z?*! amb
a > 0 té el mateix nombre d’elements, que coin-
cideix amb el nombre d’elements de N’ que hi ha
entre 0 i 10", M,, que per hipotesi d’inducci6 és
menor que 9+ 92 +93 +. .. +97. Per tant, m,41 <
8% (9492497 4+ - +9") = 8L =9 < 97+ tambeé
My <94+92493 4+ 49" +my g < 9+92+934

. n+1
<o+ 97 4 97l Finalment, s,11 < 55 = 91()” ,

tal com voliem demostrar.



Per acabar,

> 1=

ke N’
9n+1

<
10m

n=0

:972(%)”:91 L _o

-9
10

Si volem fitar la suma amb més precisio, fixat

K > 0, podem escriure I'expressié anterior com

o0
Z an+1—31+82+ +SK D Sni
n=K

keN’
9 9\
<s1+82+--+Sskg+ Z (TO)
n=K
9>K—1

- : 81(
s1+s2+ -+ 8K+ 10

i calcular exactament s + sy + - - - + si. Aixi, per



exemple, prenent K = 1 tenim que

1 761
E — 1=_—+281 .72
k<81+8 280+8 < 83.72,
ke N/

i prenent K = 2,

1 9
— 81— < 77.68.
D g st s A8l <
ke N/
La prova no varia si en lloc del 9 eliminem qual-
sevol altre digit excepte el 0. El cas del 0 és lleu-

gerament diferent.

3.2 Un tros divergent de la série harmoni-
ca. La suma dels inversos dels nombres

primers

Reproduim a continuacié una prova per reducci6 a

I'absurd del fet que ) % és divergent deguda

p primer

a Erdos ([4, 6, 18, 64]). Denotem per p; el primer
i-ésim. Aixi, p1 = 2, po = 3, p3 = 5,...p1oo =



541, ..., p1000 = 7919,... Suposem, per tal d’arri-
bar a contradiccio, que la série és convergent. Ales-

hores, existira un k£ € N tal que

> i<% (8)

Donat m € N, definim A,, com el subconjunt de
{1,2,...,m} format per tots els ntumeros que no
tenen cal p; amb ¢ > k en la seva descomposici6 en
factors primers. En altres paraules, la seva descom-
posici6 en factors primers és de la forma p]f e pi’“
amb tots els j, € NU {0}.

Fitant per sobre i per sota el nombre d’elements
de A,,, Car(A,,), i prenent un m prou gran arri-
barem a una contradicci6.

Comencem fitant Car(A,,) per sobre. Tots el

2 amb

elements d’A,,, es poden escriure com a r - s
r € N, sense cap factor primer en la seva descom-

posicié amb exponent més gran que 1 1 s € N.



Per tant, r = p’' ... E’“ amb tots els £, € {0,1}
i com a conseqiiéncia només pot prendre 2F va-

lors. A més, s ha de ser un element del conjunt

{1,[v2)],...,[\/m,]}, on [] denota la part sencera.

Aleshores, s nomeés té [\/m] possibilitats. Per tant,

Car(A,,) < 2¥[vm] < 28v/m. (9)

D’altra banda, {1,2,...,m} \ A, és un con-
junt amb cardinal m — Car(A,,) i esta format pels
niimeros menors o iguals que m que sén divisibles
per algun primer p; amb 7 > k. Per cada ¢ fixat,
i > k, hi ha com a molt [7*] nimeros dins d’a-
quest conjunt que séon divisibles per aquest p;. En
conseqiiéncia,

e}

m—Car(Am)SZ[ ] i* mii<%7
pi imhg1 P

i=k+1 i= k+1
(10)

on hem usat (8).

Per tant, a partir de (9) i (10) arribem a

% < Car(An) < 2%v/m. (11)



\/m

Si prenem qualsevol m > 2%+2 tenim que %2 >
2k i, per tant, que 5 > 2k /m, que esta en contra-
diccio amb (11). Per tant, > 5 és divergent,

p primer
tal com voliem provar. Com hem comentat a la in-

troduccio, aixo ens déna la intuicié que hi ha una
quantitat suficient de primers per a fer divergir la

série dels seus reciprocs.

3.3 Una curiositat sobre els h,

Una propietat curiosa i coneguda dels nameros
hn,m > 1, és que en el seu cami cap a infinit mai
passen per cap numero natural, és a dir, h, &€ N,
per n > 1.

Per a provar-ho, prenem la poténcia de 2 més
gran que sigui menor o igual que n. Es a dir, sigui
k €N, tal que 28 < n < 2¥1 A continuacio, ano-
menem m el minim comd maltiple de 1, 2, ..., n, tra-
ient aquest 2F, m = mem ({1,2,3,...,n} \ {2¥}).



Aleshores, m = 2¥~1s, amb s € N, senar, ja que el
2 apareix a les descomposicions dels ntimeros dels
quals fem el mcm elevat com a maxim a k — 1.

Tenim, doncs,

1 1 1 1 j
l4=-ddbo—e—=—2 N
totg Tt TR T gy Y

Per tant,
1 1 1 j 1

11
hn =145+t

57"3 9T oE T gETs T oF

Multiplicant per 2¥~1s arribem a 25~ 1sh,, = j + 3
Com que s és senar, 2""1s € Ni j € N, tenim que

hn € N, com voliem demostrar.

4  Aplicacions de la série harmonica

A la literatura hi ha diferents aplicacions de la di-
vergéncia de la série harmonica i també del conei-

xement de les seves sumes parcials h,,, vegeu, per



exemple, [29, Cap. 13] o [63]. Moltes de les que re-
collim aqui tenen un caire probabilistic i es basen o
bé en el calcul de 'esperanca d’una variable aleato-
ria 0 bé en el coneixement de la distribucié geome-
trica. Per aixo, abans de comencar a descriure-les,
dedicarem l'inici d’aquesta secci6 a fer un breu re-
cordatori de les propietats que necessitem.
Recordem que, donada una variable aleatoria
X, que pren només valors enters positius k£ € N,
amb probabilitats respectives py, es defineix la seva

esperancga E(X) com
BE(X)=> kP{X =k},
k=1

sempre que la série anterior sigui convergent. Si
és divergent, es diu que X té esperanca infinita.
Aixi, per exemple, si X és el resultat de tirar un
dau perfecte de sis cares, la probabilitat d’obtenir

qualsevol dels sis resultats és % i la seva esperanca



s B(X) =3}, =79 =35

La Llei forta dels grans nombres de Kolmogdrov
(vegeu, per exemple, [56, 33|) implica que si tirem
moltes vegades un dau i anem anotant els resultats
obtinguts, la mitjana de les puntuacions s’acosta
a 3.5, amb probabilitat 1. Aixi, intuitivament, el
valor esperat d’una variable aleatoria és aproximat
per la mitjana dels resultats de repetir molts cops, i
d’una manera independent, un mateix experiment

aleatori.

Sigui U una variable aleatoria amb distribucid
de Bernoulli, que pren els valors {0, 1} de manera
que P{U =1} =p,P{lU=0}=q=1—-p,p €
[0,1]. El valor 1 s’associa normalment al resultat

que volem que surti i el valor 0, al no desitjat.

La variable aleatoria V' que consisteix a aga-
far una successié Uy, Us, ..., U, ... de variables

aleatories independents, totes amb la mateixa dis-



tribucié que U i que pren el valor k£ quan totes les
Us amb s < k han pres el valor 0 i U, ha pres el
valor 1, s’anomena variable aleatoria amb distribu-
ci6 geométrica. Es clar que els valors que pren V
son els enters positius, 1 per la independéncia de
les U,

P{V=k}=pdt=p,, k=1,2,3,....

Les sumes segiients sén ben conegudes

= p
Y gt = =1,
k=1 q

S kpdt Tt =p> k! :p(;)q(Zq"”)
k=1 k=1 k=0

0
:paq<1iq>:<1fq>2:;’

i tenen una interpretacié probabilistica ben clara.

La primera ens diu que la suma de totes les proba-

bilitats p és 1. La segona ens diu que ’esperanca



de la variable aleatoria V' és }%, és a dir,

1

E(V)=Y k-P{V=k}=) kp,=
k=1 k=1 p

La interpretacié d’aquest resultat és el que farem
servir sistematicament en els exemples que seguei-
xen. De manera més informal, ens diu el segiient:
Si, en fer un experiment aleatori, un cert suc-
cés passa amb probabilitat p = % 1 anem repetint
aquest experiment, cada cop de manera indepen-
dent de totes les anteriors, el nombre esperat (mit-
ja) de vegades que l’hem de repetir perqué el suc-
cés desitjat ocorri €s 1% = N. Aixi, per exemple, si
p= %, aquest nimero de vegades sera 2. Aixo, és
clar, no vol dir que algun cop necessitem repetir-lo
tres o quatre cops (penseu, per exemple, en llengar
una moneda fins que surti cara) o fins i tot cent
o mil cops, si és que tenim moltissima mala sort!

D’una manera semblant, si p = ﬁ el nimero es-



perat de vegades sera 100.

4.1 El problema del colleccionista

Aquest és un problema clas-

] E sic que s’explica a molts cur-
W sos de probabilitat (vegeu, per
S5 St

1708 als estudis del matematic frances Abraham de
Moivre (1667-1754).

exemple, [20, 55]) i que va ser

plantejat per primer cop l'any

Suposem que volem fer una colleccié de N ob-
jectes diferents i els obtenim aleatoriament (per
exemple comprant successivament paquets tancats
que continguin un dels objectes). Cada paquet pot
contenir qualsevol dels objectes amb la mateixa
probabilitat % Aleshores, la qiiesti6 que es pro-
posa és quin és el nombre esperat de paquets que

hem de comprar per a poder acabar la colleccio.



Les aplicacions més famoses sén les colleccions de
cromos o dels regals que apareixen a les capses de

cereals. Observem el segiient:

e El primer paquet que comprem segur que ens

doéna un element de la colleccié que no tenim.

e En comprar el segon paquet, la probabilitat
de que contingui un element de la colleccié
que ens falta és p = % Per tant, el nombre
de paquets que hem de comprar per a obte-
nir aquest segon element, un cop ja tenim el

primer objecte, és una variable aleatoria amb

llei geométrica de parametre p = % i, per
tant, el seu valor esperat sera l NN 7- Ales-

hores haurem de comprar en total 14 m
paquets per a tenir dos elements de la col-

leccié.

e A continuacio, la probabilitat que un element



de la collecci6 que ens falta sigui en un pa-
quet és p = % Aixi, el nombre esperat de
paquets que hem de comprar per a obtenir

aquest tercer element un cop ja en tenim dos

de diferents és 1 = % Per tant, haurem
p
de comprar
N N 1 1 1
e ()
+]\7—14—1\7—2 N+N—1+N—2

paquets per a tenir tres elements de la col-

leccié.

Si seguim aixi, és clar que un cop ja tenim
N —1 elements de la colleccié, la probabilitat
d’obtenir I'altim és p = %, que necessita d’u-
na compra (de mitjana) de N paquets més.

Aixi, poder acabar la colleccié requereix una



compra mitjana de

AR L A Y
N-1'N-2 2
1 1 1
¥y ede)
YTttt

és a dir, Nhy paquets. A la Taula 1 ja s’han

mostrat alguns valors de h,,.

Com ja hem vist a la Seccié 5, Euler va de-

mostrar que per a n gran, h, ~ v + In(n) + ﬁ
Aixi, per una colleccié de 100 cromos, de mitjana
un colleccionista necessitaria comprar 100 higy =~
57.7 4 2001n(10) + 1 ~ 518.7 ~ 519 cromos per a

acabar la colleccid.



4.2 Barrejant cartes

Una de les maneres més senzi-
lles de barrejar N cartes seria
seguir el métode segiient. Per

a nosaltres, un moviment con-

sistira senzillament a agafar la
carta de sobre i posar-la a I’at-
zar a qualsevol lloc dels de sota. El procediment
de barrejar-les consisteix a fer successivament mo-
viments d’aquest tipus. En aquest context, la pre-
gunta natural és: Quin és el nombre esperat de
moviments que hem de fer per a assequrar (de mit-
jana) que tenmim les cartes totalment barrejades?
Veurem que aquest ntimero esperat és Nhy.
Anomenem S la carta que a linici és sota la
baralla. Quan fem el primer moviment, la proba-
bilitat que la carta de sobre passi a sota és % Per

tant, tal com hem explicat a l'inici d’aquesta sec-



ci6, el nombre esperat de moviments perqué aixo
passi és N. A continuacio, la probabilitat que la
carta de sobre passi a ser a sota de S és ara % i,
com a conseqiiéncia, el nombre esperat de movi-
ments perqué S passi a ser al tercer lloc per sota
de la baralla sera N + % En aquesta situacio, la
probabilitat que la carta de sobre passi a ser a sota
de S sera %, ja que ja pensem que hi ha dues cartes
sota S. Per tant, el nombre esperat de moviments
perqueé S sigui la quarta per la cua serd N + % + %
Observem que amb aquests tres moviments és rao-
nable pensar que les tres cartes que hi ha per sota

de S estan ben barrejades.

Raonant de la mateixa manera, el nombre espe-
rat de moviments perqué S sigui sobre de la baralla
és N—I—%—l—%—i—- : -—i—%. Amb un moviment més,
S es colloca a 'atzar entre les N — 1 cartes de so-
ta. Per tant, el nombre esperat de moviments per



a barrejar les N cartes és

N N N 1 1 1
N+ —+ .+ 4 1=Nl4+=4=4- 4=
+2+3+ +N—1+ (+2+3+ +N)

= Nhpy.
Per a una baralla de 48 cartes, 48hys ~ 214.02 i
per a una de 52 cartes 52hso =~ 235.98.

4.3 Récords

Aquest també és un problema classic tractat a molt
llocs (vegeu, per exemple, |5, 7]). Donada una suc-
cessi6 ordenada de variables aleatories amb lleis
continues {Xj}r>1 independents i idénticament
distribuides, ens interessem pel nombre esperat de
récords quan considerem les diferents successions
de N nameros, X;(w), Xo(w), X3(w),... Xny(w).
Aqui s’entén que Xy (w) és un récord si el seu valor
és més gran que tots els anteriors de la successio.
La variable aleatoria Z que compta el nombre

de récords es pot construir com segueix.



En primer lloc, observem que les variables ale-
atories X1, Xo, ..., X} prenen valors diferents amb
probabilitat 1 i, per tant, que hi ha k! maneres
diferents d’ordenar-les. Com que aquestes varia-
bles s6tn independents i idénticament distribuides,
la seva llei conjunta és simétrica. Aquesta simetria
implica que totes les ordenacions sén equiproba-
bles. Si X} és un récord, les variables restants es
poden ordenar de (k — 1)! maneres diferents, to-
tes equiprobables. Per tant, la probabilitat que X

L X . —1)!
sigui un récord és pp = (kk,l) = %

A continuaci6, considerem la nova variable ale-
atoria de Bernoulli Y}, que val 1 si X és un récord
i val 0 en cas contrari. Aquesta pren el valor 1 amb

probabilitat % i el valor 0 amb probabilitat 1 — %

Aleshores, Z = Y7 + Y5 + --- + Y. Per tant,



comqueE(Yk)zl-%+0-(1—%):%7

E(Z)ZE(Y1+Y2+"'+YN)

=EM)+E(Y2)+--+E(Yy) (12)
1

S S UPIE S 4
R N N

S’ha comprovat en molts casos que el resultat
anterior s’adequa perfectament a dades meteorolo-
giques. Aixi, per exemple, a [7, 8] s’usa per a veure
que els récords de pluja caiguda a Barcelona el 17
d’octubre durant el periode 1900-2006 i també els
de pluja caiguda a Palma de Mallorca els mesos
de febrer i octubre de 1862 a 2006 compleixen el
resultat predit per (12).

A [39] és fa el mateix, re-
collint dades de la neu cai-
guda en un aeroport de Chi-

cago durant el periode 1960-

2004 o amb el nombre anual



récord de tornados a Illinois entre 1956 i 2004. Per
exemple, en aquests 49 anys, els récords del nom-
bre de tornados van ser durant els anys 1956 (el
primer any sempre és un récord), 1957, 1973, 1974
i 2003, és a dir 5 records, i hyg =~ 4.479.

Observeu que en aquest darrer cas, en el qual
es compta el nombre anual de tornados, les varia-
bles aleatories Xj son discretes, ja que prenen no-
més valors naturals. Aleshores, s’hauria de tenir en
compte també la possibilitat que dues d’elles coin-
cideixin, ja que té probabilitat positiva. EI mo-
del es pot modificar sense problemes perqué tingui
en consideracié aquest fet. De totes maneres, com
hem vist a ’exemple, si el rang de X}, és prou ampli
(hi ha anys amb més de 100 tornados), el mateix

model dona resultats raonables.

Fins ara hem pensat que tots els récords sén

tals que Xj(w) és més gran que tots els anteriors



termes de la successi6. Es clar que la mateixa teo-
ria es pot aplicar quan Xy (w) és més petit que tots
els anteriors. De fet, aixo ja es fa als treballs |7, 8]
estudiant també els récords amb menys pluviositat.

L’exemple segiient aprofitara de nou aquest fet.

4.4 Cues en un tunel

En aquest exemple estudia-
rem el transit en un ttanel o
un pont, prou llargs i amb

un sol carril, en el qual és

impossible fer avancaments.
Suposarem també que hi entren N cotxes, amb
N prou gran, i que les velocitats de tots els cot-
xes sOn variables aleatories independents i idénti-
cament distribuides.

En la situacié descrita, el fet que hi hagi un

récord amb minima velocitat provoca que darrere



d’aquest cotxe es faci automaticament una peti-
ta cua formada per un bloc de cotxes que I'hauria
avancat si la carretera ho hagués permés. El bloc
de cotxes seglient no es forma fins que no apareix
un altre vehicle que va a una velocitat inferior a
la del primer vehicle. Per tant, raonant com a ’e-
xemple anterior, de mitjana es formen hy blocs de
cotxes, que es van separant més i més conforme van
avancant en el tunel. Si hi ha 100 vehicles circu-
lant, el nombre de blocs esperat sera 5.2. Aquest

resultat s’observa en situacions reals de conduccio.

4.5 Un problema de control de qualitat

Suposem que volem veure la resisténcia per tren-
cament d’'una gran remesa de bigues de fusta. Per
a conéixer la forca que aguanta una biga, la recol-
zem pels seus extrems i apliquem una forga F' de

manera continua, i cap a vall, al seu punt mitja,



just fins que es trenca (vegeu la Figura 2).

Una manera d’estimar la resisténcia esperada
de totes les bigues podria ser agafar-ne unes quan-
tes a l’atzar, diguem N = 100, i anar fent la prova
per a cadascuna fins que es trenquin. D’aquesta
manera, el minim dels valors Fy, k =1,2..., N ens
donaria una bona estimaci6 de la forca que aguan-
tarien totes les bigues de la remesa. El problema

és que n’hauriem trencat N.

Figura 2: Control de trencament.

Una manera més intelligent d’obtenir el ma-



teix resultat, perd trencant moltes menys bigues,
és la que descriurem a continuacio (|29]). Aga-
fem la primera biga i anem augmentant F' fins que
es trenqui. Aleshores tenim ja un primer récord,
diguem-ne Fy. A continuaci6 agafem una segona
biga i anem augmentant la forga, o bé fins que es
trenqui, o bé fins a arribar a Fj. Si no es trenca, la
retirem i fem el mateix amb les segiients. Quan una
es trenqui abans d’arribar a Fj, tindrem un segon
récord, diguem-ne F5. A continuacid, procedim de
la mateixa manera, perd prenent com a forga limit
F5. Si fem aixo fins a arribar a la N-ésima biga,
el nombre esperat de bigues trencades serd només

hN = thO ~ 5.2.

Tot i que podria passar que tinguéssim tanta
mala sort que agaféssim les bigues de manera que
cadascuna tingués menys resisténcia que ’anterior,

aixo té una probabilitat petitissima. Per tant, amb



aquest meétode, de mitjana només trencarem unes
sis bigues i obtindrem la mateixa informaci6. Si
volguéssim fer el mateix test amb mil bigues, de
mitjana només n’acabariem trencant higgg =~ 7.5.
Observem que amb el nou métode només po-
dem estimar la resisténcia per trencament de les
bigues, perd no podriem estimar quin és el valor
mitja de la F' que les trenca. Per saber aixo, no

ens quedaria cap més remei que trencar-ne N.

4.6 El passeig aleatori al pla

Considerem la reticula Z? del pla. Suposem que
estem a 'origen (0,0) i tirem un dau de quatre ca-
res per a saber si anem amunt, avall, a la dreta o
a I’esquerra. Per tant, amb probabilitat % estarem
en un dels quatre punts contigus a l'origen: (1,0),
(—1,0), (0,1)1 (0, —1). Sifem aixo indefinidament,

continuant cada cop al lloc on ens ha deixat el mo-



viment anterior, la pregunta és si podem assegurar

que tornarem a l’origen.

Figura 3: Passeig aleatori al pla.

Anomenen p;. la probabilitat de tornar a 1’ori-
gen després d’haver tirar el dau k vegades (inde-
pendentment de si és el primer cop que tornem o
no) i g la probabilitat de tornar per primer cop
després de tirar exactament k vegades el dau. Es
clar que es compleix que pog11 = goxr1 = 0. Amb

una mica de feina (vegeu, per exemple, [9]) es pot



demostrar que

lim P28 — ¢ 20, CeR,
k—o00 7

- 1
i Gh=1— =—0-.
; 2 ket Pk

Per tant, el fet que la série Y 2 pp = > pey P2k
es comporti com la série harmonica, que és diver-
gent, ens assegura y .o, qx = 1, és a dir, que la
probabilitat de retorn a l'origen és 1. De fet, es
pot veure que la probabilitat de tornar-hi infinites
vegades també és 1. Atesa aquesta propietat, es
diu que el passeig aleatori al pla és recurrent.
D’una manera similar es por veure que en una
xarxa 1-dimensional (els punts sén Z dins de la
linia real i anem cap al punt de la dreta o al de
I’esquerra amb probabilitat %) les poy, es comporten
com ﬁ, que també déna lloc a una série divergent.

De nou, la probabilitat de retorn a la posici6 inicial



és 11 tenim un passeig aleatori recurrent.

D’altra banda, en una xarxa 3-dimensional, po,

és com i, per tant, la série associada és con-

W
vergent. De fet, en dimensi6 3, la probabilitat que
un passeig aleatori retorni a l'origen és només de
0.34... ([9, 45]). Es mala idea perdre’s a I’espai!
Va ser el matematic hongarés George Polya
(1887-1985) qui, el 1921, va demostrar, per primer
cop, que en dimensions 1 i 2 el passeig aleatori re-
torna amb probabilitat 1 a ’origen mentre que aixo

ja no succeeix en dimensions superiors (vegeu, per

exemple, [19]).

4.7 El problema de la secretaria

Aquest és també un problema ben classic que usa
la teoria de la probabilitat per a proposar una bona
estratégia per a triar el “millor” candidat entre una

quantitat NV de persones per a fer una determinada



tasca. Tot i que el bategem pel seu nom classic,
aquest problema té moltissimes altres aplicacions,
com per exemple per la tria de parella, restaurant,

aparcament per al cotxe,. .. (vegeu [29, 60]).

La situaci6 és la segiient:

Hi ha N persones (o objec-
. tes, o situacions) i hem de
triar la “millor” per als nos-
tres interessos. Aquestes persones arriben a nosal-
tres per ordre, i podem obtenir tota la informaci6
que vulguem sobre elles. Aleshores hem de decidir
si triem aquesta persona o no. Si no la triem, ja no
tenim la possibilitat de tornar a contactar amb ella
i passem a entrevistar la segiient. La pregunta és:
Quina és ’estratégia que hem de sequir per a aug-
mentar la probabilitat de triar la millor? Observem
que, si triem una persona a ’atzar, la probabilitat

.. . .1
que sigui la millor és 5.



Per aix0 es proposa l'estratégia segiient, que
anomenarem l'estratégia “r”. Consisteix a fer el
segiient: Entrevistem les v primeres persones, T €
{0,1,2,..., N —1} i ens quedem amb la primera de
les restants que és millor que les r primeres, o amb
dltima st cap ho compleiz. Com veurem a conti-
nuacié, el calcul del valor de la millor estratégia,
que serd quan r val un cert valor r = R = R(N),

ens proporcionara una petita sorpresa.

Anomenem A el succés “triar el millor candi-
dat”, i B; el succés “el millor candidat és al lloc i-
ésim”, 1 <14 < N. Calcularem la probabilitat P,(A)

que passi A si apliquem l'estratégia “r”. Tenim que

N N

Y P.(ANB;) =) P.A/B)P:(B;)

~
=
I



1 N

i=r+1

on hem usat els fets segiients:

e El valor P.(A/ B;) indica la probabilitat que
succeeixi A suposant que el millor candidat

és al lloc i-ésim.

e Es compleix que P, (B;) = %, ja que la pro-
babilitat que el millor candidat sigui al lloc
1-ésim és la mateixa per a tots els valors d’z,

(1983}

i logicament no depén de 'estratégia “r”.

e [’estratégia “r” fa que mai triem cap dels r

primers candidats. Per tant, P.(A/ B;) =0
per ¢ < r.

De fet, la féormula que hem usat per a calcular
P.(A) és la que s’anomena formula de les probabi-
litats totals. Per acabar el nostre calcul només ens
falta obtenir P.(A/ B;) per i > r.



Clarament, P.(A/ B,+1) = 1 ja que si el millor
candidat és al lloc r + 1, I’hem triat segur, perqué

en particular és millor que els r primers.

D’una manera similar, P.(A / Bry2) = 17, ja
que només en el cas que el millor dels r+ 1 primers
candidats sigui al lloc r+ 1, no ’hem triat, i aquest

cas té probabilitat 5. Aixi mateix, si i > r + 2,
T
PAA/B) = .

atés que, en aquesta situacio, els casos favorables
son que entre els ¢ — 1 primers candidats el millor
estigui a les r primeres posicions (aixi, els candidats
r+1,7+2,...,i—1, sén tots pitjors que el millor
dels 7 primers). Es a dir, P.(A/B;) = 15, i =
r+1,r+2,...,N.

Per tant, P.(A), que denotarem també com a



N

p(N,7) s = Po(4) = }VZ —
N(1+r(ri1 7"41—2—1_]\71—1))
N(Hr(h]v L= ). (13)

0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
r

Figura 4: Valors p(20,r) per r =0,1,...,19.

Per acabar ’estudi, només ens falta saber, per a



cada N fixat, per a quin valor r € {0,1,..., N —1}
la funcié r — p(N,r) té un maxim. Aquest és un
problema discret, que per a N petit es pot resoldre
directament calculant quin dels NV possibles valors
de 7 déna el maxim. Per exemple, a la Figura 4
mostrem els valors per N = 20. En aquest cas,

I'optim es déna per r = R =71 p(20,7) ~ 0.384.

Per tant, hem vist que, si N = 20 i si triem
el primer candidat que sigui millor que els set pri-
mers, en un 38.4% dels casos ens quedariem amb
el millor candidat; una gran millora respecte al 5%

que s’obtindria si triéssim el candidat a ’atzar.

Veiem per acabar, i usant un cop més el resultat
d’Euler que ens assegura que, per a n prou gran,
hn ~ ¥+In(n)+ 5=, que hi ha una manera analitica
prou satisfactoria per a trobar una expressio expli-
cita del valor r = R(N) que fa maxima la proba-

bilitat p(NNV,r). Usant el resultat esmentat d’Euler



i (13) tenim que per r prou gran,

p(N.7) = (14 (s — )

~ %(1+r(hN71—<7+ln(T)+%>)) =:p(N, ).

A continuacio, fixat N, per a trobar una aproxi-
maci6 del maxim de p(N,r) el que fem és buscar
el maxim de la seva aproximacio p(INV,r). Per aixo,
resolem l’equaci6

0

~ 1 -~
ap(N, r) = N(hN_l —~—In(r) — 1) =0.

~

Aixi, el maxim de p(N,r) estda a r = R, on
R=ew-177"14 e(ln(N*l)JW(Nl*l)*l)

(N — 1)1

e

~
~

e e
Notem que hem usat de nou el resultat d’Euler per

a aproximar hy_1 i també que €* ~ 1+x per x ~ 0.



N [ 5 [ 10 ] 20 [ 50 [ 100 | 1000

R(N) 2 3 7 18 37 368

p(N,R(N)) || 0.433 | 0.399 | 0.384 | 0.374 | 0.371 | 0.368

[[N/e]] 2 [ a4 [ 7 T 18 ] 37 [ 368
1/e 0.368

Taula 2: Valors de R(N), P(N,R(N)) i els corresponents

valors estimats, [[N/e]] i 1/e per a certs valors de N.

Per tant, aquesta aproximacié ens diu que l’es-

tratégia optima seria prendre com a R el nimero

_1
HN S 2]], on el doble claudator denota ’enter més
1

N—= .
proper a —*. A tots els materials consultats se

sol a prendre com a estratégia optima R = [[%H,

ja que la diferéncia entre ambdds és prou petita.

Observem que, per a aquest valor de R,

~ R+

L 1
p(NaR)%p(]\ﬁR)%p(N’R)_

~

N e

D=

Aixi, per a N prou gran, l'estratégia proposada

prenent r = R = H%H, permet triar el millor can-



didat amb probabilitat aproximada %, és a dir, amb
éxit, en un 36.79% dels casos. A la Taula 2 veiem
per a uns quants valors de N la diferéncia entre
el resultat que acabem d’obtenir i aquell al qual
s’arriba fent l’estudi directe de la funci6é cas per
cas. Com es pot observar, per a N gran, ambdods

resultats son indistingibles.

4.8 Un algoritme d’ordenacié

L’algoritme QUICKSORT va ser proposat per I'in-
formatic britanic C. A. R. Hoare, 'any 1959 i és, en
mitjana, un dels millors per a reordenar N quanti-
tats quan N és gran. Anem a descriure’l i a veure
que tot i que de vegades pot necessitar un ntimero
de comparacions d’ordre NTQ, en mitjana només en
necessita 2N In(N). Un cop més els valors hy i les
seves aproximacions ens apareixeran en el procés.

Donats N elements que s’han d’ordenar es re-



peteixen els passos segiients:

1. S’en tria un a 'atzar. Anomenem 7 al lloc
que ocupa a la llista ordenada, 1 <r < N. A

priori no coneixem aquest 7.

2. Es compara cadascun dels N —1 elements res-
tants amb aquest. Els menors es colloquen a
I'esquerra d’aquest (n’hi ha r — 1) i els ma-
jors a la dreta (n’hi ha N —r). Obtenim dues
piles amb r — 11 N —r objectes que estan en
principi desordenats ja que no s’ha fet cap

comparacio entre ells.

3. S’agafa cadascuna de les piles amb r — 1 i
N — r objectes i es procedeix de la mateixa
manera, comengant al pas 1, a no ser que
algun dels valors r o N —r sigui 1. En aquests
casos, la corresponent branca del algoritme

s’atura.



Anem a veure quin és el temps mitja que ne-
cessitara ’algorisme per a ordenar els N elements.
Normalitzarem a 1 els temps usat per a comparar
dos elements i collocar el més gran (o el mes pe-
tit) a la dreta (o a 'esquerra) de l'altre. També
assignarem temps 1 a procés de triar a 'atzar un

element d’una llista.

Per a matematitzar 'algoritme anem a definir
dues variables aleatories. La primera, X, ens me-
sura “el temps necessari per a ordenar N objectes
seguint l'algoritme proposat”. Observem que el seu
valor depén de les tries (aleatories) dels successius
valors de r que apareixen en l'algoritme. La sego-
na, Yy ens diu “quin lloc ocupa 'element escollit
en la llista ordenada dels N objectes”. La variable
aleatoria X pren valors a R mentre que la sego-
na pren valors a {1,2,..., N}, cadascun d’ells amb

. 1
probabilitat .



Anomenarem T a l'esperanga de Xy, és a dir

Ty = E(Xy). Tenim les igualtats segiients

El punt clau en la cadena d’igualtats anterior
és que el pas 2 ens diu, que un cop sabem que
hem triat I’element k-é&sim de la llista, aleshores el
temps esperat que necessitarem per a ordenar-la

tota és la suma dels temps esperats per a orde-



nar piles de mides kK — 11 N — k, que séon Tj_1 i
T'n_p, respectivament, més N, que correspon a les
N — 1 comparacions per a fer dos piles del pas,
més 1, que correspon a la primera tria. Per tant,
E(Xn/Yn=k)=N+Tp1+Tn_p.

La relacié anterior i la corresponent per N — 1

s’escriuen com

N-1
NTy = N2 +2 Z Ty
k=0
N-2
i (N=DTy1=(N-102+2) Tk
k=0

Restant-les, arribem a NTy —(N—1)Tn_1 = 2N —

14 2Tx_1, o equivalentment,
NTny =(N+1)Ty-1+2N — 1.

A més, els primers termes de la recurréncia anterior
SC)HTOZO, lel, T2:3,



Per tal de trobar una expressi6 explicita de Ty
introduim el canvi de variable Sj, = kTTﬁ Aleshores

la recurréncia s’escriu com

Tn Ty-1 2N -1

S = = ::S —
NENFLT N TNNED) o oNrtews
T,
S():TO:O

Aquesta segona recurréncia és facil de resoldre ja

que
Sy =Snv_1+cev = (SN72 + CNA) +ecn

- ((SN—3 +cn—2) + CN—I) +cn

N N
A T
k=1 k=1

Per tant



—3(N1+1+hN—1)—hN

3
=2h — — 3.
NN

Finalment, usant un cop més (18) tenim que

Ty = (N +1)Sy = 2(N + 1)hy — 3N

1
N+1
:2(N+1)IH(N)+(2’)/—3)N+T+2’)/

~ 2N In(N),

tal i com voliem veure.

Es clar que si tenim mala sort en la tria dels
elements r-ésims de l'algoritme, el temps per a or-
denar N elements és més gran. Aixi la pitjor situ-
acio6 és que, a cada pas, I’element que triem sempre

sigui el primer de la llista. Aleshores hauriem de



fer

N+(N*1)+(N72)+-~+2:%2(N*1)
N2
)

. , . 2
comparacions, és a dir Xy =~ NT Prenent com
a unitat de temps 107 segons, observem que si
N =10°,

2

- x 107 % segons ~ 5.8 dies

i 2NIn(N) x 107%segons ~ 0.46 minuts,

i per tant el temps mitja és molt inferior a la pitjor
situaci6é possible.

Per tal de disminuir les possibilitats de que
aquesta es doni, hi ha una modificacié usada habi-
tualment, i que no canvia essencialment el ntimero
esperat de comparacions de 'algoritme, que con-

sisteix en substituir el pas 1 per un de similar:



1°. Es trien 3 elements a l'atzar d’entre els .
El que esta entre mig dels tres és el que dona

lloc al valor r.

4.9 Creuant el desert

Exposarem aqui la versié del
problema seguint [29]. Su-

posem que volem creuar un

desert de mida d amb un
jeep que funciona amb combustible (no eléctric) i
que té una autonomia que li permet recorrer exac-
tament una distancia 1 (és a dir, prenem com a
unitat de mesura de distancies ’autonomia d’un
jeep). Per a fer-ho disposem de tants jeeps i con-
ductors com necessitem. L’objectiu és que, al final
de tots els moviments dels jeeps, un d’ells hagi cre-
uat el desert i els altres hagin pogut tornar al seu

punt de partida, és a dir, ni cap jeep ni cap con-



ductor poden quedar perduts al mig desert.

La pregunta és si és possible fer-ho i, si és que si,
quants jeeps necessitarem? Hi ha altres versions,
igualment interessants del problema, en les quals
només hi ha un jeep involucrat, perd que permeten
deixar diposits durant el cami. No les considerarem

aqui, perd admeten un tractament similar.

Vegem primer quan hauria de ser com a molt d
per a poder travessar-lo amb dos jeeps, seguint les
regles donades. Els dos jeeps Jy i Jo recorren %
Aleshores, el jeep Jo dona % del seu combustible
a Jj i torna al punt de sortida. Per tant, J; pot

recorrer una distancia maxima de % + 1.

Si comencem amb tres jeeps, fem el segiient.
Els tres recorren primer % Aleshores, J3 dona % del
seu combustible a Jj 1 un altre % a Jo. Per tant, a
distancia % de la base de partida hi ha els tres jeeps,

J1,Jo 1 J3, amb capacitats de recorrer distancies



respectives 1,1 i 1 . Continuant com en el cas de dos
jeeps obtenim que J; pot recorrer 5 —|— 1iJs pot
tornar, arribant ja sense combustlble, on l'espera
J3 amb % de combustible. Els dos se’l reparteixen
per a tornar a la base.

Raonant de la mateixa manera és clar que, amb
N jeeps, el primer podra recoérrer

1 1 1
SN = 2N—1+2N—3+.”+§+1'

El procés comencaria amb els N jeeps recorrent

Wl—lv iel jeep Jy quedant-se amb QZX, 11 del seu
combustible i donant ﬁ parts a cada un dels
jeeps Ji, Jo,...,Jy_1 1 continuaria d’una manera
semblant amb els N — 1 jeeps amb el diposit ple
que estarien ja a distancia ﬁ de la base. Es
clar que limy_,o sy = 00 1 que, per tan, qualsevol
desert pot ser creuat si N és prou gran.

Per acabar, vegem com obtenir la relacié en-

tre el N que necessitem i d en termes de certs h;.



Observem primer que

hoy =144t L
2 3 2N
B 1 1
_<1+§+"'+2N—1)
1 1 1
+HoHat T ay)
:SN—i-%hN.

Per tant, sy = hoy — h~v. Usant de nou que per a
2

n prou gran hy, ~ v+ In(n) + %, tenim que

SN~ (’y—l—ln(QN)—l—ﬁ)) —%(’y—i—ln(N)—i-%))

_ v +In(4N)
=—

2d—
Igualant sy amb d i alllant tenim que N ~ e 14 *

Per tant, si d = 5, el nombre de jeeps que necessita-
riem sera eM%TJY ~ 3091.74. De fet s30992 = 5.000042.



4.10 Torres amb molta volada

En aquest exemple final mostrarem una construc-
ci6 en forma de torre, curiosa i ben coneguda amb
N peces amb forma de domino. En aquesta torre,
el que es vol és que, prenent N prou gran, i només
tenint en compte la forca de la gravetat, la torre
sigui estable i la pega de dalt s’allunyi cap a una
banda, i tant com vulguem, respecte a la que hi ha
a la base. La torre de la portada n’és un exemple.
Aquestes construccions han estat estudiades a molt
llocs (vegeu, per exemple, |26, Sec. 6.3] o [28, 50] i
les seves referéncies).

No és restrictiu pensar que totes les peces tenen
longitud 2 i pes 1. L’amplada no jugara cap paper
i I'alcada tampoc, pero la pensarem bastant més
petita que 2. Si agafem només una o dues peces, les
torres buscades sén les que es mostren a la Figura 5.

Vegem en primer lloc que la figura amb dues peces



és estable calculant el seu centre de masses (cdm)
i veient que cau sobre de la taula. Es convenient
agafar com a x = 0 el cdm de la pega de sobre.

Aleshores, el cdm de la torre se situa a x igual a

—1><1—|—0><1_ 1
1+1 Y

que correspon precisament a l'extrem dret de la

taula. El vol total de la torre és hy =1 + %

-~ 2 —=
1
1 2

Figura 5: Torres amb una o dues peces.

Wl

Calculem, quan agafem tres o quatre peces, els
cdm de les dues construccions de la Figura 6. De

nou suposarem que z = 0 és al cdm de la pega de



sobre. Aquests cdm estan situats als valors de x,

0—1—(1+%)__h1+hQi
3 - 3
0—1—(14-%)—(14‘%4‘%) __h1—|—h2+h3

4 4 ’

respectivament. Com veurem a continuacio,
_7]11';’-’12 =1—-"h3i —7}“”22”13 =1 — hy. Per tant,
en ambdoés casos, de nou el cdm coincideix amb

I'extrem dret de la taula.

Figura 6: Torres amb tres o quatre peces.

En general, quan prenem N peces, i agafant
com sempre x = 0 en el cdm de la pega de sobre,

tenim que els cdm de les altres peces sén a —hq,



—ha,...,—hpy_1. Per tant, el cdm de la torre esta

situat a x igual a

_hitha -4+ Ay
N

=1-hpy.

Mirem de provar aquesta ultima igualtat per in-
ducci6. La igualtat és equivalent a demostrar
hi+hy+---+hny_1 = Nhy — N. Ara bé, hy =

2ho — 2, 1 suposant-la certa per a N — 1, tenim

hi+ho+---+hy_1+hy=Nhy —N +hy
=(N+1)hy — N

:(N+1)<hN+1—Ni1> - N

=(N+1hnsy — (N +1),

tal com voliem veure.
Aixi, hem provat que amb N peces podem cons-
truir una torre “harmonica’” de manera que I’altima

peca “vola” una distancia hy i s’allunya de la que



hi ha a la base hy_1. La divergéncia de la série ens
prova que agafant N prou gran podem volar tant

com vulguem!

Hi ha un problema d’optimitzacié molt interes-
sant que consisteix a aconseguir que la torre voli
el maxim possible respecte de la taula, perd sen-
se la condicié que la peca més allunyada sigui la
superior. Aleshores les construccions es fan d’u-
na manera totalment diferent, vegeu [50]. Com
hem vist per tres i quatre peces, les construcci-
ons “harmoniques” volen 1 + % + % = % ~ 1831
1—1—%4— % —1—% = % ~ 2.083, respectivament. Les so-

15—4v2
4

lucions optimes volen 2 i ~ 2.34 i so6n forga

divertides de trobar.



5 Reordenacions de la série harmoni-
ca alternada i prova del Teorema de

Pringsheim

Per tal de provar el Teorema de Pringsheim, neces-
sitem introduir en primer lloc la constant d’Euler.
Euler, el 1731, va provar que

lim (h, —1In(n)) =~ € [0,1), (14)

n—oo

on vy és precisament el nimero que avui en dia ano-
menem constant d’Euler i que és una de les cons-
tants més famoses a matematiques, vegeu |29, 40].
El seu valor és v =~ 0.577218. També s’anomenada
constant d’Euler-Mascheroni, ja que Mascheroni la
va calcular 'any 1790 amb dinou xifres decimals
correctes. L’any 1812, Gauss la va obtenir amb
quaranta xifres significatives. Avui encara no se
sap si v és racional o irracional. Altres expressi-

ons de 7 que es donen [29, 40], i que no sén gens



evidents, sén

= -3 5
n=2 7j=1

vz/ooe_xln(x)dx
0
- G-
1
:/0 <1—1x+ln2x)>dx'

Per a demostrar que el limit (14) existeix, pro-

varem que la successio v, = h,—In(n) és decreixent

i que esta fitada inferiorment. Aixi,
Ynt1 — Yn = hngt1 — hy —In(n + 1) + In(n)
1 41 ( n >
= n
n+1 n+1

() = e ()
= n _—— _=
n+1 n+1 v n+1

<0,




on I'altim pas és degut a que per x € (0,1), p(x) =

z+1In(1—2z) < 0. Aquesta desigualtat es compleix

jaque p(0) =0, ¢'(0) =01 ¢"(z) = — x)g <0.
Per tant v,41 < 7, tal i com voliem veure.
Anem ara a veure que {7y, },>1 és una successio

fitada. Per aix0 observem que

L_ /’f dt _ 1
k o1t k=1
ja que per t a l'interval (k — 1, k) és compleix que

% < 1/t < ﬁ Aleshores, sumant les anteriors

desigualtats per £k =1,2,...,n, obtenim

2 dt 3 dt nodt
hn—l< [ —+ | —+-4+ [ —
1t 9 t n—1 t

= / ﬁ = ln(n) < hyp_1.
1

t

(15)

Aixi, hy, — 1 < In(n) < hy_1, 0 equivalentment,
hn —1 < In(n) < hy, — 1. D’on, restant In(n),
deduim que v, — 1 <0<’yn—%. Es a dir, % <



Yn < 1, tal i com voliem demostrar. Per tant, com
{¥n}n>1 és decreixent i fitada, el seu limit existeix,
i si Panomenem +, tenim que 0 = limnﬁoo% <
limy oo yn =7 < 1.

En el que segueix de vegades no necessitarem
saber el valor concret de v, siné només la seva exis-
téncia. Ens sera molt 1til escriure la segiient ex-
pressio equivalent a (14),

hnzl—i-l—i-l—i-“-—i-l =In(n) + v+ R(n),
2 3 n
amb  lim R(n)=0. (16)

n—o0

La funci6 R(n) mesura la velocitat amb la que
In(n) + v s’acosta als h,. Demostrarem a continu-
aci6 un refinament de (16) degut a Young ([62]),

1 1

<hn—ln(n)—7§%,

2 D) - "

seguint el métode introduit a [30], que usa les ano-

menades séries telescopiques.



Recordem que una série telescopica és una série
[e.e]
de la forma 3 (an — an+1) amb lim a, = 0. Per
n—oo

n=1
a aquestes séries,

N

& (an - an+1) = (al - az) + (a2 - 03)

+(a3—a4)+~--
+ (aN - aN+1)
=a1 —aN+1-
Per tant, S =Y0°, (an — an41) = limy_y00 (a1 —

aN+1) = ay. Observeu que les sumes parcials es

pleguen com un telescopi!




A partir de les dues desigualtats de (17) no és

dificil provar la segiient millora de (16),

1
n =1 — )
h n(n) + v+ o + Ra(n)

amb  lim nRy(n) =0, (18)

n—oo

que és la que usem en aquest treball.

Comencem a continuaci6 la prova de (17). N.
Mercator el 1668 va donar el segiient desenvolupa-

ment per la funci6 In(1 + z),

$2 l‘3 .T4 5 6 56‘7

In(1+z) :a:—?—i-?—z—k%—%—i-?— o

(19)
i va demostrar que és valid per z € (—1,1]. De fet,
la série obtinguda per Mercator és un cas particular
del que avui en dia es coneix com a série de Taylor,
en honor al matematic anglés Brook Taylor (1685-

1731).



Si prenem n > 1, iz = ——1 arribem a

n+1
1 1
ln(l—1—7>:—ln<1— )
n n+1
S SN S
S n+1 0 2n+1)2 0 3(n+1)3
1
EETCES IR

(20)
Com a primer pas per a provar (17), anem a de-

mostrar que

1 1 1 1

- Yol < —————— (21
St D) 2y T S5 Tamryy Y

i per tant tindrem {7, — Yp4+1}n>1 encaixat entre
dues séries telescopiques, facilment sumables. A
partir de (20) tenim que

Yo — Yn+1 = hn — g1 — IH(TL) + ln(n + ]_)

=1n(1+1)— =
n n+1

NN SR S
2(n+1)2 ' 3(n+1)3  4(n+ 1)1




Per tant,

1 1 1

on l'ultima desigualtat es deguda a que

1 1 1 1

dnt1) 2m+2) 2m+lm+2) 2mt 12

Per tal d’acotar 7, — yp+1 per sobre observem que

n+1 1
- 1
=1+ ! + ! + ! +
S n+1l (n+1)2 0 (n+1) '
Per tant,
P 1 1 n+1
2n  2(n+1) 2n(n+1) 2(n+12 n
1 1
= + ,
2n+1)2 ' 2(n+ 1)3
TN S -
2n+ 14 " 2(n+1)5
1 1

>
2t 12 31



1 1
4(n+1)* * 5(n+1)>5

=Tn — In+1-

Com que la desigualtat (21) val per a tot va-
lor de n > 1, la considerem per als valors n,n +
1,n 4+ 2,...,N. Aleshores, usant que els seus tres
termes tenen la mateixa estructura que una série

telescopica, sumant-los arribem a

1 1 1 1

~ < Yn— <
o(n+1) 2(N+2) - NS 5 TN T 1)

Si fem limit quan IV tendeix a més infinit obtenim,

1 1
— < — 1 < —
2nt1) = " Noa VT =5y

que ens dona precisament (17), ja que usant (16),
lim yyi1 = lim (hyir —In(N +1)) =1.
N—oo N—oo

De fet, la funcié R(n) introduida a (16) es co-

neix amb molt més detall. Tot i que no els usarem



en aquest treball, donem a continuacié un parell de
resultats més sobre R(n), vegeu [29, 40, 61]. Euler,
el 1775, va provar el desenvolupament asimptotic

a 'infinit segiient:

1 1 1
By, ~1 B L
e DY Doy
00 B,

:ln(”)‘FV—;Wa (22)

on els By son els anomenats nimeros de Bernoulli.
Una variacié d’aquesta formula, que és equivalent,
apareix als quaderns del matematic indi Sriniva-
sa Aiyangar Ramanujan (1887-1920), vegeu [10, p.
521]:

1 1 1

hy ~ = In(2 -

o~ g m@m)+yt o = o
1 1

T 630m®  1680mA

n(n+1)
2

on m = és I’enésim numero triangular.



Molt relacionada amb la constant d’Euler + hi
ha un altra constant C =~ 0.261497, anomenada
constant de Mertens, en honor del matematic ale-
many Franz Mertens (1840-1927), que el 1874 va
provar ([44]) que

1
> = =In(In(n))+C+T(n), amb lim 7(n)
p primer, p<n p e

vegeu també [40, 51]. De fet, Euler mateix ja va
conjecturar la relacié anterior, pero sense la cons-
tant de Mertens. Clarament, aquest resultat tam-
bé implica la divergéncia de la série formada pels
inversos dels primers.

En aquest punt, un es pot preguntar qué passa-
ria si consideréssim la série formada pels inversos
dels primers bessons, és a dir, si només poséssim
a la suma els inversos de nimeros p i p + 2, quan

ambdods son primers. El matematic noruec Viggo



Brun (1885-1978) va demostrar el 1919 ([15]) que
1 1 1 1 1 1
> (o) =Grs)t(57)

p, p+2 primers
+(i+i)+(i+i)
11 13 29 31
n (i n i) .
59 61
és convergent. El valor de la seva suma es coneix
avui en dia com la constant de Brun, Bs, i el seu
valor aproximat és 1.90216... (|27, 48, 64]). Ob-
servem que aquest resultat no demostra si hi ha
infinites parelles de primers bessons o no, ja que és
coherent amb ambdues situacions. El que si que
dbna és una via per a intentar veure que n’hi ha
infinits: demostrar que By és irracional.

De fet va ser durant el calcul de By que, el 1994,
Thomas Nicely (|47, 48|) va trobar el famos er-
ror (bug) en les divisions que feia el processador
Intel Pentium, i més precisament quan considera-
va el parell de primers bessons 824 633 702441 i



824633702443, vegeu [29]. El seu famoés e-mail

comencgava:

Sembla que hi ha un error a la uni-
tat de coma flotant (coprocessador nu-
meéric) de molts, i potser tots, els pro-
cessadors Pentium. En resum, el Pen-
tium FPU torna valors erronis per a
determinades divisions. Per exemple,
1/824633702441.0 es calcula incorrec-
tament (tots els digits més enlla del vui-

té digit significatiu sén erronis). ..

Per acabar aquesta seccid, recordarem 1’enun-

ciat del Teorema de Pringsheim i el provarem.

Teorema de Pringsheim. Una reordenacid sim-
ple de la série harmonica alternada convergeiz (in-
cloent els valors més i menys infinit) si i només si

la densitat asimptotica («) de termes positius de la



reordenacio existeir. La suma d’aquesta reordena-

1o val
Zan—ln ln(lfa)’ st a€(0,1),

1 pels casos o = 0 i a = 1 el resultat també és

cert prement limits a ['expressid de la dreta. Ai-
Ti, aquests casos COTTeSPONEN a SUMa menys i mes

nfinit, respectivament.

Prova. Usarem (16) i les notacions de la introduc-
ci6. Per tant, p, és la quantitat de termes positius
dins de {ai,a2,...,an} 1 ¢ = n — p, és la quan-
titat de termes negatius en el mateix conjunt. A

més,

Es molt facil veure que si alguna de les successions
{Pn}n>1 0 {qn}n>1 és fitada, aleshores el teorema

és cert. Si la successio fitada és {py, }n>1, aleshores



la série suma menys infinit i si ho és l'altra, suma
més infinit. Per tant suposarem que lim,, oo pp =

lim,, o0 ¢, = 0.

Aixi, tenim que

1 1 1
hn =14 34 gt

1 1 1 1

~(Gratetta)
:14'_1_;'_14'_14_. + 1 +L

1 1 1 1

*(5*1*6*“'*@)
1 1 1 1
“(g+a*gt +@)

= 1n(2pn) + 7+ R(202) = 5 (In(pn) + 7 + R(pn)
- %(ln(qn) + 7+ R(gn))
—In(2) + % In (ZqL:) + (R(2pn) - %R(pn) - %R(qn)),

on a la pentultima igualtat hem usat tres cops (16).

Prenent limits

S = lim hnzln(2)+%ln( =),

n—00 11—«



tal i com voliem veure, ja que lim R(n) =0. O
n—oo

5.1 Prova alternativa del resultat d’Ohm

Suposem que volem saber la suma d’una reordena-
ci6 simple com la donada en el resultat d’Ohm,
que recordem consisteix en prendre alternativa-
ment blocs amb r > 0 nimeros positius i s > 0 ni-
meros negatius. Per a concretar agafem per exem-
ple la reordenaci6 (2) amb r =21 s=1.

El métode alternatiu que presentem per a cal-
cular la suma, seguint també [12], és el segiient.

Suposem en primer lloc que ja sabem que la suma

1

S—1+11++ 1,11
3 2

1 1 + -+ +
5 7 4 9 11 6
és finita 1 volem saber el seu valor. Considerem la

funcio

g(x) = %(111(1 +2z)—In(l —z)+1In(1 - :c4)).



Usant la segiient série de Taylor, donada a (19) i
valida per (—1,1],

(172 fL'3 $4 ./L'S .’176 fE7 1'8 xg
n(lap) = gL @ » v r & T
n(l+e) = 2-od g et gty ’

obtenim
g(x)zl(x_ﬁ+£_ﬁ+i_£+£_£
2 2 "3 4 "5 6 "7 8
IQ
+§_..)
+1(x+m—2+x—3+m—4+x—5+x—6+£+x—8
2 2 "3 "4 "5 "6 "7 "8
9
+m—+-)
1 4 1,8 1‘12 1‘16 $20
Sl e )
1,3 .’L‘4 1,5 £L'7 1'8 1,9
I S S Y
1,11 ZE12
Tt e

on, de moment, no podem precisar els valors de =
pels quals la igualtat és certa. Aixi la darrera série
obtinguda avaluada a x = 1 coincideix amb el valor

S que volem calcular. La qiiestio és saber si podem



assegurar que la igualtat anterior es compleix per

x = 1. Si és certa ja hem obtingut S, ja que

S =g(1)

_ %(m(l +2)—In(1—2) +In(1 - "))

=1

_ %(m ((1+2)°(1 +2%)))

= 2 (@),

r=1

com a (2). La igualtat entre S i g(1) ens la dona el
segiient resultat del matematic noruec Niels Henrik
Abel (1802-1829): Considerem una série de termes
reals, convergent, ano an, < co. Aleshores la se-
rie de variable complexa ano anz™ convergeix per

|z| <1 cap a una funcié analitica h(z) de manera



que
= Zanz" per a tot |z| <1

n>0
i lim h(z Z an.-

x—1— >0
El resultat general d’Ohm es pot obtenir con-

siderant la funci6

g(z) = 1(ln(l + %) — In(1 — 2%) + In(1 — x%))

2

i aplicant de nou el teorema d’Abel.

6 Série harmonica amb signes. Prova

del Teorema A

Per comoditat, recordem aqui ’enunciat de Teore-

ma A.

Teorema A. Considerem la série



on e, € {—1,1}, i suposem que existeiz m > 1 tal

que a tot k > 0,
(Z) (517525 cee 7€m) — (Skm+175km+2a .. 75km+m) 5

(ii) Entre els nombres €1,€9,...,6m hi har >0

valors +1 i s = m — r valors —1.

Aleshores és convergent si i només sir = s. A més,

quan r = s, la corresponent suma val
1= ™ Jm
- | n2m) + = cot (—)
- ; g [ In(2m) + 5 oot (-

-2 Z cos(zzzj)ln(sin(%>)

0<n< 2

Prova. Farem la demostracié de la primera part
del Teorema A només pel cas m = 4. Fer-la en el
cas general només complicaria la notacié. Com es

veurd, els punts clau serien els mateixos.



L en

Considerem les sumes parcials Sy = > _; <=,

Observem que si la subsuccessio {S4;};>1 té limit,
el mateix passa amb tota la successio {S;}e>1, ja
que, per t € {1,2,3}, la diferéncia entre Syjys i Sy
tendeix a zero quan j va a infinit.

Aixi, en tenim prou estudiant les sumes parcials

4j
o En E4k+1 E4k+2 E4k+3 E4k+4 )
Siy = Z(4k+1 dht2  dk+3 k14

:i( €1 + €92 + €3 + €4 )
— dk+1  4k+2 4k+3  4k+4

5

k=0

64(c1 +e2 + 3+ €4)k® + A(e)k® + B(e)k + C(e)
(4% + 1)(4k + 2)(4k + 3)(4k + 4)

_ ZJ: 64(r — 8)k + A(e)k> + B(e)k + C(e)

(4k + 1)(4k + 2)(4k + 3)(4k + 4)

k=0

bk(&‘)

bl

Aqui A, BiC denoten polinomisenej,j = 1,2,3,4

i coeficients enters. Com que per k prou gran els

be(e) _
1k =

coeficients by(¢) no canvien de signe i klirn
— 00



=%, pel criteri de comparacio entre séries, quan
r # s aquesta série es comporta igual que la série
harmonica i com a conseqiiéncia és divergent.

Per altra banda, quan r = s, tenim que el limit

lim 5 TiE existeix. Aplicant el mateix criteri, pro-
k—o0

N NI 1 .
vem la convergeéncia de la série ja que ) 15 és una

k>1
série convergent. Per tant hem acabat la primera

part de la prova del teorema.

Anem a provar la segona part. Usarem propie-
tats de la funci6 digamma, ¥(z), que es la derivada
logaritmica de la funci6 gamma, I'(z). Recordem
que I'(z) és una extensio als nombres complexos
del factorial, ja que compleix que I'(z 4+ 1) = 2I'(z)
ipern e N, I'(n) = (n—1)!. De fet per Re(z) >0

la funci6 gamma és

F(z):/ 27 e du,
0

i es pot estendre per continuaci6é analitica com una



funcié meromorfa a C amb pols a z = —n,n € Ni

az=0.

K. T. W. Weirstrass i C. F. Gauss

La segiient representaci6 equivalent de la funcié
gamma va ser donada pel matematic alemany Karl
T. W. Weirstrass (1815-1897):

%z) = zeA’Zkl;Il (1 + %) ek, (23)

vegeu |1, 25, 43, 57|, on 7 és la constant d’Euler.

Aleshores




i compleix propietats heretades de I', com per
exemple U(z + 1) = ¥(z) + 1. La funcié ¥ té una
forta relacié amb les sumes harmoniques, ja que es
pot veure que ¥(n) = hy,_1 —~. A més, a partir de

(23) és facil demostrar que es compleix la relacio

que sera la igualtat clau per demostrar el teorema.
Per a provar el resultat que volem, en primer
lloc, i de manera similar a com hem fet a l'inici

d’aquesta prova, observem que la suma buscada és

S = lim Sy,;. Ara bé,

J]—00

—OO 1 €2 e 757)1
S_kzo(mk+1+mk+2+ +mk—i—m>



2
k=0 m
PN
M=o j:1k+%
()
= = -
mk:o j=1 k+o k+1
1m—l .
2802 +),
m 4 m
j=1
m
on hem usat que > e; = r —s = 0, I'expressio
j=1

(24) i els passos detallat a [1, 2, 53].
Gauss, el 1813, va provar (|24, 34, 41]) que per
a cada parell j,m amb 0 < j < m imed(j,m) =1,

W(%) = —y—In(2m) — gcot (E)

m

+2 Z cos <27r%) In (sin (%))

m



Per tant

m—1
S = % Z €; (1 (2m) + gcot (j??:)

tal i com voliem demostrar. O
Per alguns casos molt particulars les sumes del
teorema anterior es poden obtenir de manera més

directa i senzilla. Per exemple, anem a demostrar

que
1 1 1 1 1 1 1
::S __:1 77777 _ ]t - - - — =
o +,+,-, +2 3 4+5+6 =73
PRt
9 10
m  In(2)
RIVIEEC R
1 1 1 1 1 1 1
=5 __,=1—=—— - - _Z _
s +,——+ 5 3+4+5 G +8
1 1



3 2(1 1+1 1+1 )
a—pB=2(z—-=4+=-—-=-+——
2 4 6 8 10 (25)
1 1 1 1
—1_§+§—Z+5——1H(2)
Daltrabanda o+ =2(1-2+1 141 L4

) El valor d’aquesta darrera expressié és ben
conegut i es pot calcular, per exemple, usant les
eines introduides a la Secci6 5.1, és a dir les séries
de Taylor i el resultat d’Abel. Més concretament,
la série de Taylor de la funci6 arctan(z) a z = 0 és

73 0 7 72 o1l

t — JE - ...
arctan(z) = x 5 + 3 7 9 + 11 ;

i té radi de convergéncia 1. Com que « i 8 sén
finits, podem aplicar el resultat d’Abel per z = 1
que ens assegura que T = arctan(1) =1—§ + & —

%+%—ﬁ+--~,ipertanta+ﬁ:%. Usant



aquesta igualtat i (25) obtenim que o = 7 + ln(Q)

1
B=7- ﬁ , tal com voliem veure.

7 Séries harmoniques aleatories

En aquesta darrera secci6 estudiarem la convergén-
cia de dues séries aleatories construides a partir de
la série harmonica. Aquesta és la part més técnica
del treball.

7.1 Escollint termes al atzar en la série har-

monica alternada

Estudiem la segiient qiiesti6é: considerem les dues
successions de ntmeros ordenats:
11111 1 1 1 1
A= {Lf = 7377777577777"'}
9°11"13715°17° 19
B

7
__{ 1 1 1 1 1 1 1 }
T 4’ 6 8 107 127 147



Aleshores tirem successivament una moneda que
té probabilitat p de que surti cara i probabilitat
q = 1 — p de que surti creu. Cada cop que surt
cara agafem el primer element del conjunt A i el
retirem. De manera similar, si surt creu agafem el
primer element del conjunt B i el retirem també.

D’aquesta manera construim una série aleatoria

> e, (26)

on ¢, és el nimero retirat en la n-ésima tirada per
al procés acabat de descriure. Observem que la
série (26) és sempre una certa reordenacié simple

de la série harmonica alternada.

Ara, ens preguntem sobre la convergéncia de
(26). Com a conseqiiéncia de Teorema de Prings-

heim, obtenim el segiient resultat:



Corolllari C. Amb probabilitat 1,

Prova. Pel Teorema de Pringsheim, per a provar el

corollari només cal demostrar que la probabilitat

de que

. Numero de ¢, positius, quan 1 <n < N

lim =D,
N—oo N

és 1. Precisament la igualtat anterior és conseqiién-
cia de la Llei forta dels grans nombres de Kolmo-
gbrov, que ja hem usat en aquest treball. Aixo és
degut a que si agafem una variable aleatoria de ti-
pus Bernoulli X, complint P{X =1} =p, P{X =
0} = 1 — p, aleshores la fraccio de 'esquerra és
la mitjana mostral de N variables aleatories inde-
pendents amb la mateixa distribucié que X i la
fraccié de la dreta correspon a l’esperanga de X,
EX)=1-p+0-(1—-p)=p.



De fet, la Llei forta per variables aleatories de
tipus Bernoulli és anterior a Kolmogérov i ja va ser
provada a 1909 pel matematic frances Emile Borel

(1871-1956), veure [13]. O

7.2 Canviant els signes al atzar en la série

harmonica. Prova del Teorema B

Comencarem aquesta seccié enunciant el Teorema
22.6 de [11], la prova del qual esta basada en la
coneguda com desigualtat de Kolmogdrov. Aquest
resultat ens permetra demostrar sense massa difi-

cultats el Teorema B.

Teorema D. (|11, Thm 22.6]) Sigui { Xy }n>1 una

successio de variables aleatories independents amb
oo

E(X,) =0. Si > var(X,) és convergent, alesho-

n=1
[es)

res la série aleatoria Y X, convergeix amb proba-

n=1
bilitat 1.



Abans de demostrar el Teorema B, per a fa-
cilitar la lectura, I’enunciarem de nou. Quan un
succés té probabilitat 1 també es diu que succeeix

quasi segurament.

Teorema B. Considerem la série harmonica alea-

toria

5%

— n
on {Up }n>1 son variables aleatories independents i
equidistribuides, amb distribucid de tipus Bernou-

i, tal que P{U, =1} =p,P{U, = -1} =1—p

Aleshores:

(i) Sip=3, la série és convergent amb probabi-

litat 1.

(ii) Sip > %, la série divergeix cap a més infinit

amb probabilitat 1.



(iii) Sip < %, la série divergeiz cap a menys infi-

nit amb probabilitat 1.

Prova. Definim

U, — E(U,)
—

X, =

Per a veure si podem aplicar el Teorema D pre-
nent aquestes variables aleatories necessitem cal-
cular E(X,,) i var(X,). Tenim que,

E(U, - EU,)) E(U,)—E(U,)

n n
var(X,)) = var (Un — E(Un)) _ Var(g]n) _ 1
n n n
Per tant,
o0
1 72
Zvar =2 w5
n=1

és convergent (el valor és irrellevant). Aixi doncs,
estem sota les hipotesis del Teorema D i podem
[&.°]

concloure que > X,, convergeix amb probabilitat
n=1



1. Arabé, com que E(U,) = 1-p—1-(1—p) = 2p—1,

tenim que

ZX _Z(jpl) (27)

n=1
convergeix amb probabilitat 1.

Quan p = 1/2 obtenim la convergéncia quasi
segura de i % i, per tant, l'item (i) del teorema
queda denrllo:sltrat.

Per a provar (ii)-(éi4), escrivim les sumes par-
cials de (27):

(28)

I
NE
3|8
+
=
NE
3=

Observem que, quan 2p — 1 # 0, la part (1 —
m
2p) > L de (28) divergeix, quan m tendeix a in-

n=1
finit, cap a més o menys infinit, depenent de si



p < 1/2 0 p > 1/2, respectivament. Per tant, a
partir de la convergéncia quasi segura per la série
involucrant X,,, s’obtenen de manera directa els re-

sultats desitjats. O

En general, per a estudiar altres séries de vari-
ables aleatories independents sén molt ttils els re-
sultats que enunciem a continuaci6, ambdés també
deguts a Kolmogoérov: el Teorema de les tres séries
i un corollari de la Llei del 0 — 1, veure [11, 33].
Usarem la notacié 1p per I'indicador d’un conjunt
B, esadir 1p(z) =1siz € Bilg(z) =0 si
x ¢ B.

Teorema de las tres séries (1928-29). Sigui

{Xn}n>1 una successid de variables aleatories in-
o0

dependents. La série Y X, convergeir quasi sequ-
. . n:1 .
rament si i només si, per algun A > 0, es satisfan

les segiients tres condicions:



o0
(a) > P(|Xn| > A) convergeiz,

n=1

o0

(b) Sigui Y, = Xn-1x,|<a}, aleshores Y E(Yy),
n=1

la serie dels valors esperats de Y, convergeiz,

o0
(c) > var(Yy) convergeiz.
n=1

Es interessant observar com aquest teorema ens
permet reduir un problema aleatori a tres proble-

mes deterministes.

A. N. Kolmogorov



Corollari de la llei del 0 — 1 de Kolmogoérov.
Sigui { X n>1 una successio de variables aleatori-
es independents. Aleshores, la serie Z X, o bé

convergezx quasz segumment o bé dl’U@T‘gerE quasz

sequrament.

Acabarem aquest treball amb alguns resultats
sobre la distribuci6 de la variable aleatoria (5),

Z = Z U", o en altres paraules sobre quina és

la dlstrlbu(:m dels possibles valors de la seva suma.

Aquests resultats estan extrets de [59].

oo
En primer lloc, com que ElE(%)z és finita
=
k
i E(Uy,) = 0, tenim que les sumes parcials ) %
n=1
també convergeixen a Z en mitjana quadratica (és

a dir en L*(Q)). En particular, aquest fet implica
o0
que E(Z) = > % = 0. A més, usant de nou

n=1



que E(U,) = 0, tenim també que

ZEUY) X1 x?
E(Z?) = o=y 5 =—.
(2% %; n2 ;nQ 6

Per tant, utilitzant la desigualtat de Cauchy-
Schwarz, E(|Z]) < E(Z?)Y/2, i arribem a que el
valor absolut de la esperanca de la suma esta aco-
tat per

E(Z) < = ~1.98.

7r
V6
Per a tenir més informacio, per a tot t € RT,

acotarem les segiients esperances:

E(exp(tZ)) < ﬁ E(exp (%))

n=1
_ ﬁ exp (53) +exp (— )
2
n=1



on, a la primera desigualtat hem utilitzat el Lema
de Fatou, i més endavant, que per tot y € R, 26% —
e¥ —e7Y > 0. Per a demostrar aquesta desigualtat,
en primer lloc calculem les segiients series de Taylor

a l'origen

y7 i ey+ey ig

k=0 k:O

que s’obtenen facilment a partir de la de €Y. Com
que el seu radi de convergéncia és més infinit, per
a provar la desigualtat e% > QM'TQ_U ni ha prou en
veure que es compleix que (2k)! > 2¥ k! per a tot
k > 0. Per k = 0,1 és una igualtat. Per k£ > 2, com
que (2k)! = (2k)(2k—1) - - - (k+1) k!, la desigualtat
és equivalent a (2k)(2k —1)--- (k+1) > 2F que és
clarament certa, fins i tot amb desigualtat estricta.

Usem a continuacié la desigualtat de Markov

(veure [11]), que diu que donats A > 01 X variable



aleatoria positiva amb esperanga finita, aleshores

E(X)

P(X >)) <

Per tant, peratott > 012z > 0,

E(exp(t2))
exp(tz)
exp (—tz"z) 2_2

12 t°m
< N2 ) <t (— —t )
— exp(tz) — rent P2 z

P(Z > z) = P(exp(tZ) > exp(tz)) <

322
o (-5,
t:% m

Com a conseqiiéncia important obtenim que Z pren

valors molt grans amb probabilitat extremadament

petita. Per exemple,

P(Z >4) <0.00773, P(Z > 6) < 0.000018,
P(Z>8)<36x1077

i clarament P(]Z] > 4) < 2 x 0.00773.
Finalment, anem a veure que per a cap interval
Z C R, la probabilitat P(Z € 7) és zero. Ja hem



vist que la probabilitat de que Z convergeixi és 1.
Per tant, donat qualsevol § > 0, existeix n; de

manera que

sempre que N > nj. Es facil veure també que do-
nat qualsevol z € R existeix una tria {up}n>1, n0
aleatoria de ntmeros més 1 i menys 1, de mane-

ra que ) “ = z Prenem ara ng prou gran de

manera que per a N > no,

N S

N
PICERE
n

n=1

(30)

Prenent N = max(nj, n2), i usant (29) i la inde-



pendéncia de les variables U,, tenim:

0< (E)N% < P(U1 = u1) - P(Uy = uy)

2
n>N

:P<U1:u1,...,UN:UN7‘T§V% Sg)

< P(|1Z =2 <9), (31)

on a la darrera desigualtat hem usat (30) i que
> l<3)
n 2
N

n>
c {yz—z\ < 5}.

{U].:ul)"'aUn:unu

La desigualtat (31) demostra que la distribucio
de Z té com a suport tot R i en particular que la
suma aleatoria pren valors més grans que qualsevol
valor fixat amb probabilitat positiva. A [46, 59] es

prova també que Z és una variable absolutament



continua amb funcié de densitat f de classe C* i

es donen altres propietats de f.

Agraiments. Agracixo a la Maria Jolis la seva

ajuda en diversos llocs d’aquest treball.
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