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Quant mesuren les columnes de la UAB?

Carmen Safont

En I'ambit cientific i en el tecnologic és
imprescindible mesurar magnituds. Per a
fisics, quimics i professionals de diverses en-
ginyeries, la practica de mesurar és conna-
tural a la seva professié. Per a molts ma-
tematics no és habitual haver de prendre
mesures. Tanmateix, també n’hi ha molts
interessats en problemes que involucren me-
sures, i aixi ha estat al llarg de la historia.
Quan se’'ns déna una mesura, és natural
preguntar-nos per la qualitat d’aquesta me-
sura. Aquesta és la qiliestié que volem considerar. Pensem que és d’Interes
general per als matematics.

La capacitat de mesurar una magnitud determinada depén dels instru-
ments de mesura disponibles. Hi ha magnituds que es pot mesurar di-
rectament, mentre que altres han de ser mesurades de manera indirecta,
mitjancant férmules de calcul. Habitualment rebem el resultat de mesurar
una magnitud real com un nombre que, degut a multiples limitacions del
procés de mesurament, només pot ser una aproximacio del valor real de la
magnitud mesurada. La diferéncia entre la magnitud mesurada i la mesura
donada és l’error de mesura. Fer una estimacié acurada d’aquest error de
mesura és, a cert nivell, molt important.

A vegades es dona un valor només com a primera aproximacié de la
mesura. Per exemple, diem que la velocitat de la llum en el buit és de
300.000 km/s. Mesures cientifiques acurades li calculen una velocitat de
299793 + 0.5 km/s. Un valor acurat de la velocitat de la llum és, doncs,
299793 km/s. Quina informacié addicional aporta el +0.57 En primer
lloc, ens indica que el valor de la velocitat de la llum no es pot determinar
exactament. En segon lloc, ens indica de quin ordre és la diferéncia entre el
valor veritable i el valor calculat. Aquest marge d’error de 0.5 km/s (1800
km/h) és molt gran comparat amb les velocitats a que ens movem nosaltres,
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perd representa només un 0.0017 % de la magnitud mesurada. Aixo indica
que, si I’estimacié de I’error és correcta, la qualitat d’aquesta mesura és molt
bona.

Ara bé, estimar l'error de mesura és dificil. A [4] (1962), per exemple,
s’analitza aquest problema recollint 24 determinacions de la velocitat de la
llum amb les corresponents estimacions de I'error de mesura, realitzades per
24 laboratoris d’investigacio i metodes reconeguts. Els valors de la velocitat
de la llum donats pels diferents laboratoris varien en un rang d’uns 3 km/s.
Uns donen una estimacié de l’error de mesura de l'ordre de 0.1 km/s, mentre
que altres 'estimen en uns 2.5 km/s! Aquesta disparitat de resultats déna
idea de la dificultat del problema d’estimar I’error de mesura.

L’exemple de la mesura de la velocitat de la llum pot semblar-nos, d’en-
trada, un problema que no ens afecta gaire. Pero la nostra vida quotidiana,
la nostra salut, el nostre oci, grans projectes cientifics, economics, militars,
depenen d’instruments amb una tecnologia extremadament precisa. Tecno-
logia construida sobre mesures acuradissimes del temps, el GPS per exemple,
que descansen sobre ciencia d’alt nivell. La tecnologia ha fet un gran esforg
per crear aparells que 'usuari pot fer servir prement botons, sense entendre
ni remotament els principis i estructures que els fan funcionar. Aquesta és
una de les raons per les quals no molta gent té necessitat de saber que vol
dir exactament una expressié del tipus 299793 + 0.5 km/s. Poques vega-
des veiem expressat explicitament en les mesures el marge d’error, i sovint
I'tinica informacié sobre el mateix esta continguda en la darrera xifra signi-
ficativa amb la qual s’expressa la mesura. Ara bé, si llegim que 'index de
refraccié de laire és 1.0002926, i del quars 1.544, que sabem dir sobre 1’error
de mesura?

El problema d’objectivar la qualitat dels mesuraments té una importancia
capital. Sense una indicacié objectiva de la qualitat d’un mesurament, com
pot confiar en ell un usuari potencial? cém pot comparar-se amb altres
mesuraments de la mateixa magnitud o com es pot establir un valor de re-
ferencia? Les primicies de la preocupacié per aquestes qiiestions provenen
del camp de l'astronomia. Ja els astronoms grecs, pero sobre tot els euro-
peus, des de Galileu i Kepler, investigaven la manera de reduir els errors i
combinar els diversos mesuraments per obtenir la millor estimacié del valor
real que volien mesurar. El treball de Gauss Theoria motus corporum coeles-
tium in sectionibus conicis solem ambientium, on desenvolupava el metode
d’estimacié minims quadrats, va marcar les pautes en la manera de mesu-
rar al llarg de tot el segle XIX (cf. [7]). L’establiment d’una metodologia
general per a 'aplicacié dels principis teorics ha arribat molt més tard. El
proleg de [2] comenca aixi: “En 1977, reconeixent la falta de consens in-
ternacional sobre ’expressio de la incertesa en els mesuraments, la maxima
autoritat mundial en metrologia, el Comiteé Internacional de Pesos i Mesu-
res (CIMP) va encomanar al Bureau International des Poids et Mesures la
solucié d’aquest problema en coordinacié amb els laboratoris d’estandards
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nacionals .... Despres de diverses recomanacions realitzades per successius
Grups de Treball, el CIMP va encarregar a la Organitzacié Internacional per
a la Estandaritzacié (ISO) 'elaboracié d’una guia detallada que recollis les
recomanacions dels Grups de Treball, considerant que era la ISO qui millor
podia reflectir les necessitats emergents dels amplis interessos de la industria
i el comerg”. El resultat es va publicar en 1993 com a “Guide to the Expres-
sion of Uncertainty in Measurement” (cf. [2]). Aquesta guia estableix regles
generals per avaluar i expressar l'error de mesura, regles aplicables a quasi
tot tipus de mesuraments i a diversos nivells de precisid, des de mesuraments
elementals a recerca fonamental. Avui es segueix les directrius establertes
en aquest document a ’hora de fer comparacions internacionals de resultats
de mesuraments, certificacié de materials de referencia estandard i generacié
de dades de referencia estandard.

Aquest treball estd pensat per a presentar els elements essencials del
metode cientific de mesura sobre un exemple singular. La idea de mesurar
l'algcada d’un arbre o un edifici de manera indirecta, usant la mesura de
l'ombra i un resultat tan basic com el teorema de Tales, pot ser un bon
pretexte per apropar el metode cientific de mesura als estudiants dels primers
cursos dels graus. Tales de Milet (635 a. C. - 545 a. C.) va usar aquesta
tecnica per a calcular I'algada de les grans piramides d’Egipte. Enmig del
campus de la UAB, té certa gracia escollir una de les quatre columnes obra de
M. Alfaro, per a mesurar-ne acuradament ’alcada. Ho hem fet implicant els
estudiants de practiques d’un curs de Metodes Estadistics. Cada estudiant
del curs havia de mesurar amb una cinta metrica ’alcada i ’'ombra d’un
objecte de referencia i I’ombra de la columna, i calcular amb aixo ’alcada
de la mateixa. Feéiem una primera estimacié de 'error de mesura, seguint
les indicacions de [2], a partir de cada mesura individual. A més, hem fet
servir el metode estadistic per a obtenir una mesura més precisa de l'algada
de la columna usant les dades recollides per tots els estudiants, i també per
a revisar les estimacions dels errors de mesura realitzades préviament. El
metode i els instruments de mesura sén rudimentaris, pero tenen la virtut de
permetre experimentar i comprendre la complexitat d’'un procés de mesura,
aixi com, finalment, reflexionar sobre la qualitat del resultat de les mesures
realitzades.

1 “Diuen que la columna fa 30 m d’algada”

Les columnes de la UAB, construccié emblematica de la nostra universitat,
obra de 'arquitecte Manuel Alfaro, estan ubicades en una esplanada al sud-
est del campus, vora 'autopista AP-7, sentit Tarragona. Cada una d’elles
esta construida amb una serie de peces de pedra rosada tallades en forma
de prisma quadrangular que, en apilar-se, van girant i fent que la columna
adopti aspecte helicoidal. Ens proposem mesurar d’una manera acurada
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I’algada de les columnes.

Per trobar informacié detallada sobre el conjunt arquitectonic es pot
consultar el monografic! [6] penjat al lloc web de la UAB.

Una manera de calcular aproximadament ’alcada de les columnes és
la segiient: cada pedra de les que componen les columnes fa mig metre
d’algada. Comptant el nombre de pedres, s’obté que la columna més alta fa
uns 40 metres. Les altres tenen una algada de 35, 30 i 25 metres. Aquesta
és 'alcada que es dona al document citat, i no hem trobat cap mesura més
precisa. Escollirem una de les columnes per mesurar-ne l'alcada. Per raons
practiques a ’hora de mesurar, hem escollit la de 30 metres. A la fotografia
seglient es veu a la dreta, com aillada de les altres, amb 'autopista al fons.
D’ara endavant ens referirem a ella com a columna C.

Figura 1: la columna C, a la dreta

2 Metode de mesura de ’alcada de la columna

Per mesurar una magnitud, cal establir el metode i els instruments a uti-
litzar. Una manera de mesurar ’alcada de la columna és considerar un
objecte de referéncia, mesurar I'ombra de ’objecte i 'ombra de la columna
en el mateix moment d’un dia assolellat i després aplicar la proporcionalitat
associada a la parella de triangles semblants que es mostra a la figura 2. La
trajectoria de la llum del sol, i de 'ombra, podem considerar-la rectilinia i
amb direccié fixa.

Els triangles sén semblants perque els costats s’aparellen de manera que
costats aparellats sén parallels. Com a conseqiiéncia, les longituds de costats
aparellats sén proporcionals. Suposem que disposem d’un objecte conegut R

"http://ddd.uab.es/pub/autonoma/autonoma_ai999m2nmonografic.pdf
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Figura 2: Semblanca de triangles

de referencia, del qual podem mesurar ’alcada. La relacié entre ’alcada de
R i 'ombra de R coincideix amb la relacié entre l'algada de la columna i la
longitud de la seva ombra. Esa dir, si anomenem H l’alcada de la columna,
S ombra de la columna, A I’algada de R i O 'ombra de R,

SRS
Qlx Ol

S (1)

Totes les magnituds del segon membre de la igualtat (1) les podem me-
surar directament amb una cinta metrica. L’algada de la columna s’obté
com mesura indirecta.

3 Terminologia

La Metrologia és la ciencia que s’ocupa de tot lo relatiu a la teoria i practica
de mesurar. En particular, s’ocupa d’establir el significat especific dels ter-
mes rellevants a la disciplina. Les definicions dels termes metrologics es
recullen al “International vocabulary of basic and general terms in metro-
logy” (abreviat VIM). A continuacié aclarim, basant-nos en aquesta font,
només alguns termes, aquells que pensem que podrien resultar confusos en
la nostra exposicié (cf. [2], anex B).

1. mesurament: conjunt d’operacions encaminades a determinar el va-
lor d’'una quantitat, el mesurand.

2. resultat d’un mesurament: valor atribuit a un mesurand, obtingut
’
per mesurament.
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3. exactitud de mesurament: proximitat de la coincidéncia entre el
resultat d’un mesurament i el veritable valor del mesurand.

4. error de mesurament: resultat del mesurament menys el veritable
valor del mesurand.

5. incertesa de mesurament: parametre, associat al resultat d’'un me-
surament, que caracteritza la dispersiéo dels valors que podrien ser
atribuits al mesurand.

6. error sistematic: mitjana que resultaria d’un nombre infinit de me-
suraments del mateix mesurand realitzades en les mateixes condicions
de repetibilitat menys el veritable valor del mesurand.

7. error aleatori: resultat d’'un mesurament menys la mitjana que re-
sultaria d’un nombre infinit de mesuraments del mateix mesurand re-
alitzades en les mateixes condicions de repetibilitat menys el veritable
valor del mesurand.

Probablement la definicié del terme incertesa de mesurament és 'inica
que resulta inesperada per a la majoria dels lectors. En sentit ampli, in-
certesa de mesurament significa dubte sobre la validesa del resultat d’un
mesurament. Pero ha calgut mesurar quantitativament aquest concepte, i
sembla que no s’ha trobat paraules diferents per a distingir el concepte ge-
neral de les mesures quantitatives d’aquest concepte. La definicié anterior
posa de manifest I'adopcié d’un punt de vista estadistic en I'analisi dels
errors de mesurament.

4 La mesura de qualsevol magnitud fisica com a
variable aleatoria

La mesura de qualsevol magnitud fisica sempre esta afectada per un error. Si
fixem la magnitud a mesurar, aquesta té un valor, desconegut per a nosaltres,
que és un numero real Unic i denotarem p. Cada vegada que mesurem la
magnitud, fixat el metode i els instruments de mesura, obtindrem un valor
lleugerament diferent, degut a que hi ha molts factors que introdueixen error
en la mesura. Aixi, associada al meétode i instruments de mesura, tenim
una poblacié de valors d’una variable estadistica que anomenarem X, els
resultats de mesuraments de p. En Estadistica és habitual denotar amb x
minuscula un valor generic de la variable X. Amb aquesta notacid, cada
vegada que mesurem g donarem com a mesura un valor z. La diferéncia
x — p és lerror de mesurament. L’expressié utilitzada habitualment és la
segiient (cf. [5], 1.3.2):

X=p+e (2)
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Ates que p és una constant, ’error de mesura € és una altra variable. Dir que
X o0 € s6n variables aleatories significa que s’assumeix una hipotetica distri-
bucié de probabilitats per a tots els possibles mesuraments de la magnitud
w (cf. [5], 4.4). En el cas que considerem, X és una variable continua, és
a dir, pot prendre qualsevol valor entre dos valors assolits. La representacio
grafica d’una mostra gran de resultats de mesuraments x1, ..., x, mitjancant
un histograma detallat permet comprendre aproximadament la distribucié
de probabilitat de X, associada a una corba de densitat de probabilitats,
model dels contorns de tots els possibles histogrames. Coneguda la funcid
de densitat f(x), es pot calcular la probabilitat que X prengui valors en un
rang determinat:

b
plx < X <z+dr) = f(x)dr, pla<X <D) :/ f(x)dx

Tanmateix, aquesta no és I'inica manera d’accedir a la distribucié de pro-
babilitats de X; a vegades s’assumeix un model de probabilitats per a X en
base a consideracions teoriques.

La variable e de l'expressi6 (2) difereix de X només en una translacio,
aixi que coneixer la distribucié de probabilitats de X és equivalent a coneixer
la de e.

Havent associat al meétode de mesura un model estadistic X, podem
incorporar qualsevol concepte estadistic als processos de mesura. La distri-
bucié de probabilitat de X té associades una mitjana o valor esperat E(X)
1 una variancia V(X). Es defineix E(X) = [ zf(x), integral sobre l'interval
de variacié dels possibles valors de X, parametre que representa un pro-
mig ponderat dels valors de X. Es defineix V(X) = [(z — E(X))?f(z),
parametre que representa un promig de les desviacions dels valors de X
respecte de la mitjana E(X).

Sembla que es deu a C. F. Gauss (1777-1855) el descobriment del fet que
els errors de mesura € segueixen, quasi sempre, una distribucié normal de
mitjana zero. La distribucié normal, anomenada indistintament Gaussiana
en honor a Gauss, és la distribucié de probabilitats associada a la funcié de

densitat ,
1 _(@=9)
fa) = — e 5

 oV2r

on 0,0 sén parametres que, a posteriori, resulten ser el valor esperat i va-
riancia de la distribucié, respectivament (cf. [5], 5.4). La grafica segiient
indica com la probabilitat dels valors de X disminueix a mesura que aquests
valors s’allunyen del valor esperat p.

Gauss va deduir la distribucié normal dels errors de mesura quan la
mitjana és el valor més probable. Que els errors de mesura es distribueixen
moltes vegades de manera aproximadament normal és un fet empiric, que se
sol justificar en virtut del Teorema Central del Limit (cf. [5], 5.5; [3], 8.4.1),
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Figura 3: Distribucié normal o Gaussiana tipica, per a § = 0,0 =1

ja que els errors de mesura sén combinacié additiva de petites contribucions.
El projecte de mesurar ’alcada de la columna entre tots els estudiants del
curs va estar en un principi motivat pel desig de comprovar i fer veure que les
mesures de l'alcada de la columna es distribueixen segons una llei normal. Si
els errors de mesura segueixen una distribucié normal, es diu que X segueix
el model normal de mesurament. Aleshores, E(¢) =01 E(X) = p.

En la practica, es fa un nombre finit de mesuraments, que sera una
mostra aleatoria x1, ..., z, de la distribucié de X. A partir de la mostra, es
pot fer estimacions, calcul de valors aproximats, de parametres associats a
X. En la majoria dels casos, la millor estimaci6, en sentit estadistic (cf. [5],
cap. 7), del valor esperat E(X) és la mitjana mostral z = %(xl + -t y),

i la millor estimacié de la variancia V(X) és la variancia mostral s* =
n

1 —\2
— ;(@ — )~
Anem a introduir una notacié especifica per als mesuraments (cf.
[2], 4.1.1), que difereix lleugerament del que és habitual en Estadistica. Si
u = E(X) ies fa n mesuraments independents z1,...,z,, es denotara z
la millor estimacié de p, i aquest valor és el que es donara com a resultat
de mesurament. Aixi, en la majoria dels casos, x seria la mitjana mostral
Z. En el cas que la mesura d’una magnitud fisica Y depengui de la mesura
d’altres magnituds Xi,..., X,, posem

Y = f(Xq,...,Xn),

denotem igual les magnituds que les variables aleatories associades a la mesu-

ra d’aquestes. A partir de cada resultat de mesuraments x1, ..., x, de les me-
sures X1, ..., X, de magnituds ui,..., p, s'obté un valor y = f(x1,...,z,).
Entendrem que z; és la millor estimacié de u;, obtinguda potser amb més
d’un mesurament; y sera l'estimacié de la magnitud f(u1, ..., 1) que es vol
mesurar.

5 Tipus d’errors

Suposem que la variable aleatoria X modela els nostres mesuraments. La
exactitud del meétode de mesura té a veure amb el valor esperat E(X),
mentre que la precisié té a veure amb la variancia V(X). El metode és
tant més exacte quan F(X) més s’apropi a p (desconegut). El metode és
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tant més precis quan menor sigui V(X). Observant I'expressié (2), aixo és
el mateix que dir que el metode és tant més exacte quan el valor esperat
dels errors € més s’apropa a 0, ja que E(X) = pu+ E(e), i tant més precis
quan menor és la variancia d’e, ja que V(X) = V (e).

Cap metode de mesura és exacte. Cada mesurament déna lloc a un
resultat de mesurament x i un error de mesurament p— x. Tradicionalment
s’ha considerat que aquest error té dues components, una anomenada error
sistematic i 'altra anomenada error aleatori. Usarem la definicié d’aquests
termes donada en la seccié 3. L’error sistematic quedaria incorporat a u en
Pexpressi6 (2). Una manera de fer-lo explicit és escriure

X=p+pB+e

on [ s’anomena biaiz, associat als errors sistematics, que afectaria sempre
les mesures de la magnitud p. Aleshores, € seria 'error aleatori. Aixo és, de
fet, el que expressa la definicié de la secci6 3.

Avui es parla d’efectes sistematics i efectes aleatoris. Els efectes sis-
tematics estan relacionats normalment amb els metodes i amb la qualitat
dels instruments de mesura, afecten sobre tot ’exactitud de les mesures i
romandran de manera constant en repetir les mesures en les mateixes condi-
cions. Han de ser estimats a partir d’una analisi curosa dels instruments i les
condicions experimentals i minimitzar-los forma part principal del disseny
de experiment. Els efectes aleatoris responen a fluctuacions que donen lloc
a resultats diferents cada vegada que ’experiment es repeteix en les mateixes
condicions i mai es poden eliminar (vegeu [3], 4.1; [1], 1.1). Per a cada efecte
sistematic es calcula una correccid, pero sempre resta incertesa, degut a que
les correccions sén estimades, i els errors aleatoris no es poden eliminar.

Tindrem cura de distingir entre els termes incertesa i error. Pel terme
error entendrem sempre ’error de mesurament. En canvi, a vegades usarem
la paraula incertesa en el seu sentit general. Aixi, direm que entre els fac-
tors que introdueixen incertesa en la mesura destaquen (cf. [2], 3.3.2) les
seglients:

1. la definicié del mesurand

2. la mostra de mesures no representa bé el mesurand

3. manca de control de les condicions ambientals en el mesurament
4. biaix personal en la lectura de I'instrument de mesura

5. resolucié finita de I'instrument de mesura

6. valors inexactes de mesuraments estandards de materials de referencia,
constants i parametres obtinguts de fonts externes i usats en 1’algoris-
me de mesura.
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7. aproximacions i assumpcions incorporades al metode de mesura

8. variacions en observacions repetides del mesurand, en condicions apa-
rentment identiques

Per exemple, en la mesura de 'alcada de la columna pel procediment
que hem descrit s’ha de mesurar directament tres longituds. L’instrument de
mesura sera una cinta metrica amb apreciacié de 1 mm. No es pot pretendre
més exactitud en les mesures directes. Potser la cinta ha estat calibrada en
unes condicions ambientals que difereixen de les condicions en el moment
del mesurament, i aixo introduira un petit error sistematic en la mesura.
D’altra banda, les magnituds a mesurar directament tenen un problema de
definicié: on comencen i on acaben. Cada una d’aquestes mesures directes
esta subjecta a un error, que es propagara al calcular amb la férmula (1)
I’alcada de la columna.

Apart, en tota recollida de dades hi ha uns errors anomenats errors cras-
sos, que son aquells no associats propiament a les mesures, sind a equivoca-
cions humanes. Per exemple, donar un valor de la mesura en altres unitats
que les establertes seria un error cras que es faria evident en un conjunt de
mesures. Sén els errors que primer s’ha de detectar i corregir, en el procés
que s’anomena validacié de dades. L’estudi que estem fent no es refereix a
aquests errors.

6 Avaluacid de la incertesa de mesurament

A partir d’'un mesurament o una serie de mesuraments, el resultat de mesu-
rament z sera la millor estimacié de p que es pot obtenir d’aquests. Donarem
la mesura de g com

TEe,

on e, denota una estimacié de ’error de mesurament y—x. Amb e, expres-
sarem, de manera quantitativa i el més precisament possible, les limitacions
que el nostre procés de mesurament introdueix en la determinacié de la
magnitud mesurada.

L’error de mesurament p — x és desconegut, perque pu és desconegut. A
més, és una variable, la que hem anomenat € en 'expressio (2). El problema
de estimar I’error de mesurament és, des d’aquest punt de vista, el de trobar
un parametre representatiu de la dispersié d’aquesta variable. S’anomena
incertesa de mesurament qualsevol parametre associat a la dispersié d’a-
questa variable (cf. seccié 3). Doncs bé, al llarg del procés que ha conduit a
la normalitzacié del metode per avaluar i expressar la incertesa de mesura-
ment, els grups de treball han reafirmat ’eleccié de la desviacié tipus de €, o
de X, com a parametre clau per a expressar la dispersié de les mesures de p.
S’anomena incertesa estandard del metode de mesura X a una estimacio
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u(X) de la desviaci6 tipus de X, arrel quadrada de V(X). Per a especia-
listes en Estadistica, aixo no és res més que el que s’anomena error tipus.
Tanmateix, en ’ambit de la metrologia és el terme incertesa estandard el
que es fa servir.

Amb aquesta eleccid, el consens ha optat per una estimacié realista de
I’error de mesurament, superant el criteri d’una estimacié conservadora. Els
metodes numerics classics d’estimacié dels errors, pensats fonamentalment
per a tractar els errors d’arrodoniment, donaven la mateixa consideracié a
tots els possibles valors de X entre el minim i el maxim, i escollien com
a incertesa de mesurament el maxim valor de u — . D’aquesta manera,
optaven per una estimacié segura. En el model normal de mesurament, que
és molt comu, no tots els valors de X sén igualment probables.

Aquesta eleccié representa també superar la distincié classica entre er-
rors sistematics i aleatoris. La correccié de cada efecte sistematic s’estima
amb la corresponent incertesa estandard. Aquesta incertesa contribueix a
la incertesa estandard de tot e.

Finalment, aquesta eleccié és consistent a I’hora de calcular la incertesa
d’una variable Y que es calcula com una funcié f(X,..., Xy) de diverses
mesures, pretenent no subestimar ni sobreestimar-la. El calcul classic de I'er-
ror en f(X1y,...,Xy) cercava determinar aproximadament els valors minim
i maxim de f, cosa que condueix a sobreestimar l’error resultant. La nova
aproximacié proposa calcular la incertesa estandard de f(X1, ..., Xxn) cone-
gudes les incerteses estandard de X1, ..., Xy usant 'anomenada férmula de
propagacio quadratica dels errors, que explicarem en la seccid segiient.

Ens proposem ara explicar la metodologia proposada per [2] per avaluar
en la practica la incertesa estandard w d’una variable X associada a la
mesura d’una magnitud p. Segons el meétode usat, ’avaluacié de u es tipifica
en una de les dues categories segiients:

e Avaluacié Tipus A: metode d’avaluacié de la incertesa estandard per
I’analisi estadistica d’una serie d’observacions.

e Avaluacié Tipus B: metode d’avaluacié de la incertesa estandard per
altres mitjans.

El principal exemple d’una incertesa estandard obtinguda per avaluacio
de tipus A és té en cas de disposar de n mesures x1,...,x, de E(X) =
1 obtingudes independentment. Aleshores es déna T com a resultat de
mesurament de . La incertesa estandard del mesurament és aleshores ﬁ,
on s és l'arrel quadrada de

= gy Y=y

Un altre exemple d’avaluacié de tipus A seria, en la mesura del pendent «
d’una recta de regressid, estimada a partir de n punts (x1,y1),- .-, (Tn, Yn),
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obtenir el pendent de la recta minims quadrats, i la incertesa estandard del

1—r2
n—2"

coeficient mitjangant la férmula u = s,

Quan només es fa un mesurament = de p = E(X), s’ha de fer una
avaluacio de tipus B de la incertesa estandard de x. Aquest tipus d’avaluacié
recorre en general a una distribucié de probabilitat a priori per a X.

L’avaluacié de la incertesa estandard d’una mesura directa sol ser de
tipus B. A vegades, I'inica font d’error en el mesurament és l'apreciacid
de l'instrument de mesura. Per exemple, suposem que volem mesurar una
massa en grams i amb una bascula digital obtenim el valor x = 35.234 g.
Les especificacions del fabricant alerten que la tercera xifra decimal no és
fiable. La manera més exacta de donar la massa és arrodonint a 35.23 g, amb
incertesa estandard 0.003. Aquesta avaluacié de la incertesa estandard és
de tipus B. L’hem obtinguda sabent que els errors d’arrodoniment segueixen
una distribucié uniforme. La desviacié estandard de la distribucié uniforme

. , 1
entre —0.51 0.5 és oV 0.2887.

Suposem, per exemple, que hem de donar un ntimero irracional amb un
cert nombre de xifres decimals. L’error de mesura és només l’error d’arrodo-
niment, amb distribucié de probabilitat uniforme, de la qual sabem calcular
la variancia. Si volem donar dues xifres decimals exactes de v/3, donarem
1.732 amb incertesa estandard 0.0003, i ’avaluacié d’aquesta incertesa és de
tipus B.

Suposem que X té una expressié en funcié d’una constant fisica. Prendre,
per a la constant fisica, el valor i la incertesa estandard citada en una font de
referéncia reconeguda a nivell internacional, i usar-la, juntament amb altres
incerteses estandard, per a calcular la incertesa estandard u = u(X) fa que
I’avaluacié de u sigui de tipus B. Tot i que la incertesa estandard d’aquesta
constant hagués estat avaluada en el seu moment per un procediment de
tipus A, prendre la incertesa estandard d’un informe fa que tota avaluacid
que se’n derivi sigui de tipus B.

En general, no és facil fer una avaluacié de tipus B d’una incertesa
estandard. A [2], 4.3.1, es diu que es fa amb un judici cientific basat en
tota la informacié a ’abast sobre la variabilitat de X: mesures prévies,
experiencia sobre comportament i propietats de materials i instruments re-
llevants, especificacions de fabricants, dades provinents de certificats i cali-
bracions. L’avaluacié de tipus B requereix experiéncia, perd una avaluacio
de tipus B d’una incertesa estandard feta per un expert pot ser tan fiable
com una avaluacié de tipus A, sobre tot si aquesta s’ha obtingut amb poques
dades.

En qualsevol cas, si poguéssim fer avaluacié d’una incertesa estandard
per ambdds mitjans, tipus A i B, hauria de conduir a valors no gaire discre-
pants.
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7 La incertesa estandard d’una mesura indirecta

Una magnitud es mesura de manera indirecta si el seu valor s’obté mitjancant
una férmula de calcul a partir de la mesura d’altres magnituds:

Y = f(X1,...,Xp)

Aixi, a partir de cada valor (x1,...,x,) de les mesures X1, ..., X, de mag-
nituds p1, . . ., 44, amb incerteses estandard respectives uq, ..., u,, s’obté un
valor y = f(z1,...,x,) per a la magnitud f(u1,...,u,) que es vol mesurar.

Cal determinar la incertesa estandard de Y, que denotarem .
Per a obtenir (aproximadament) la incertesa estandard de Y farem s
de ’aproximacio lineal de la funcié f, suposant-la diferenciable, en el punt

(z1,...,2y) 1 de les distribucions de probabilitat dels errors de mesura de
X1, X
El desenvolupament de Taylor de primer ordre de f en el punt (zy, ..., x,)

garanteix que si Ax; és una petita pertorbacié en el valor x;,

9 )
f(x1+Ax1,...,$n+dxn)zf(g;17_,_’xn)+8£A$1+”_+81{;A$n

on % denota la derivada parcial de f avaluada en x;. El desenvolupament
de Taylor és una eina molt apropiada per a tractar els errors de mesura,
perque és d’esperar que aquests siguin petits. Aixi, si x; és un valor de X;,
un altre valor de X; (una altra mesura) s’expressara x; + Az;, amb Az;
petit.

Denotant Af = f(x1+Axy,...,zn+Axy)— f(x1,...,2,), Paproximacio
anterior déna

of of

0f ~ —Ax1+ -+ —Ax 3
/ oy oz, " (3)
Podem pensar Axq,...Azx,, Af com valors dels errors de mesurament
de les magnituds gy, ..., fn, f(1, ..., fn), 1 per extensid, 'expressié (3) com
a igualtat aproximada entre variables aleatories. Expressem-ho
of af
€EfFR —€ + -+ —¢€
! 8:61 ! 8.7:n "

Aleshores, la variancia de e s’obté, aproximadament, com

(4)

on o(€;,€j) denota la covariancia entre €;,€;. En alguns casos, els errors
de mesura €1,...,ey estan correlacionats, pero moltes vegades sén inde-
pendents. Pel cas de mesures Xq,...,X,, amb errors independents, s’obté
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I’anomenada formula de propagacié quadratica dels errors aleatoris
i independents:

us \/ (2 e+ (2 )

of

Els coeficients 7:- s’anomenen coeficients de sensitivitat. Si hem estat
k2
capacos de determinar les incerteses estandard uq, ..., u,, calcularem amb

la férmula (5) la incertesa estandard uy.

8 Expressio de la incertesa d’un mesurament

Si estem mesurant una magnitud g amb un metode de mesurament X i hem
obtingut com a millor valor z, amb incertesa estandard u, es pot expressar
el resultat de la mesura com

Ttu

Tanmateix, en I’ambit industrial, comercial o de normatives, es demana
sovint una mesura de la incertesa que defineixi un interval al voltant de x en
el qual es trobi g amb un cert nivell de confianga. Un interval (x — U,z +U)
s’obté aleshores multiplicant u per un coeficient de confianca que depén de
la distribucié de probabilitat dels valors de X.

Si X es distribueix normalment, es té confianca aproximadament 95%
que i és major o igual que x — 2u, i és menor o igual que z + 2u,, i aixo
s’escriu habitualment u = x + 2u. Quan el nombre de mesuraments no és
molt gran, per obtenir un interval de confianca més acurat cal calcular el
coeficient de confianga amb una distribucié T de Student amb un nombre
de graus de llibertat que cal determinar.

Si linterval que es déna és de la forma x + U, s’ha de fer explicit que
U = ku, on u és la incertesa estandard i k és un coeficient de confianca el
valor del qual s’ha de justificar.

No sempre es presenta la informacié tan detalladament, i cal indagar a
partir de la informacié donada qui és u i qui és k. En les especificacions
tecniques d’aparells o dispositius, és habitual donar el valor nominal = i la
tolerancia de les magnituds d’Interes. La tolerancia és entesa com el limit
admissible de variacié en el valor mesurat, especificat de diverses maneres:
com a maxima desviacié respecte del valor nominal (simétrica o asimetrica),
com a rang explicit de valors permesos o, si la distribucié de probabilitat
de X és Gaussiana, la tolerancia U se considera igual a 3u, u la incertesa
estandard de X.

El document [2] insisteix en la necessitat d’informar sobre com s’arriba
a lavaluacié de la incertesa de mesurament, per tal que I'usuari del mesura-
ment en pugui jutjar la fiabilitat. S’aconsella, en la presentacié del resultat,
incloure la informacié segiient:
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1. llista de totes les components de la incertesa estandard w.

2. incertesa estandard de cada component, graus de llibertat si s’escau, i
categoria A o B segons ha estat avaluada.

3. descripcié de com ha estat avaluada cada incertesa estandard.

9 Mesurament de ’alcada de la columna

La férmula (1) ens diu que l'algada H de la columna és funcié de tres vari-

ables 4
H=f(A0,9) = 55

on A i O sén l'algada i Pombra d’un objecte de referéncia R. Comencem
per escollir com a referéencia una persona. Cada vegada que realitzem un
mesurament, obtindrem un valor h a partir de les mesures directes a, o, s.
Si p denota l'algada de la columna C i assumint que H segueix el model
normal de mesurament, u = E(H).

El que en principi ens proposavem era realitzar una serie de mesures
independents hq, ..., h, de 'alcada p, donar la mitjana

- 1

h=— > hi
com a resultat de mesurament, i obtenir la incertesa estandard u(H) com I’
arrel quadrada de

W s Yl 0

n(n—1

Prendrem com a unitat de mesura de les variables que intervenen el
metre, encara que mesurarem cada variable fins al centimetre. La manera
d’obtenir n mesures de l’alcada de la columna seria que cada alumne d’un
curs de practiques d’Estadistica mesurés ’alcada de la columna C prenent
una referéncia R.

Fer una primera mesura serveix per aproximar-se als problemes potenci-
als del mesurament. El dia 18 de juliol de 2008, a les 14:10, hora local, una
mesura realitzada va donar a = 1.73, 0 = 0.71 i s = 11.40 m; el factor ¢ era,
per tant, 2.4366, d’on s’obté h = 27.78 m.

Com calcular la incertesa associada a aquesta tnica mesura? En el nos-
tre cas, I'inic instrument de mesura per a fer les mesures directes a,0 i s
és una cinta metrica. Hauriem una estimacié de tipus B de les incerteses
estandard de a,0 i s, basant-nos en la nostra habilitat per fer les mesu-
res amb la cinta metrica, i calcular després w(h) fent servir la férmula de
propagacié quadratica dels errors. Mai hem fet una estimacié de tipus B
d’una incertesa estandard, aixi{ que la nostra estimaci6é de w(H) no tindra
la garantia que, diuen, déna I'experiéncia. Ens atrevim a fer una estimacio
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per a guanyar experiéncia, perque tenim una referencia per indagar si ho
hem fet bé. Com wu(h) es una estimacié de la desviacié tipus de la variable

aleatoria H, sera comparable a la desviacié tipus mostral \/ ﬁ S (hi — h)?

del resultat de realitzar n mesures h1, ..., h, de 'alcada de la columna. Aixi
podrem revisar aquesta primera estimaci6 u(h) de la incertesa estandard de
H quan portem a terme l'experiment de realitzar un mesurament per cada
alumne. Ates que en la practica sempre apareixen fonts inesperades d’error,
la primera estimacié sera presumiblement una subestimacié de ’error. En
cas de discrepancia, escollirem la incertesa estandard u(h) obtinguda de n
mesuraments.

L’apreciacié de les cintes metriques és de 1 mm. Quan prenem una de
les mesures directes, aproximem a la unitat més proxima, en cm., i donem
la mesura +0.5 cm. En aquest cas, I’error de mesura té dues components
independents: una component és ’error d’arrodoniment, amb distribucid
uniforme; I'altra pot venir d’una lectura no correcta per part de ’observador,
si la visual no és ortogonal al pla on es mesura en el punt on s’efectua la
mesura. No tenim cap informacié sobre la calibracié de la cinta metrica.
Suposant que aquesta pot afectar en algun millimetre la mesura correcta, ens
permetem negligir I’error de calibracid, atés que nosaltres prenem mesures
fins al cm.

Ens sembla versemblant que els errors de mesura segqueirin distribucio
normal, almenys que els majors errors, per excés o per defecte, siguin menys
probables. Aixi que decidim adoptar el model normal de mesurament per a
A,01S. Aleshores, si decidim quina quantitat no és superada pel 95% dels
valors de 'error de mesura, Aquesta quantitat sera 2u.

Considerem la mesura de I’alcada A d’una persona amb una cinta metrica.
S’ha de posar un extrem de la cinta a terra i fer-la arribar en vertical fins a
una linia imaginaria ortogonal a la vertical, que passi pel punt més alt del
cap, comptant el pel. Com hem explicat, '’error de mesura de a sera la su-
ma d’un error d’arrodoniment i un error de lectura. Ens sembla versemblant
suposar que el 95% de les potencials mesures de ’alcada de R no diferiran
en més de 2 cm (0.02 m). Aleshores

Au(A) ~ 0.02
u(A) ~ 0.005

Aixo0 és consistent amb el suggeriment de [1], 3.1, que recomana no prendre
menys de la meitat de la darrera unitat significativa , en el nostre cas 0.5
cm., com a incertesa estandard per a aquests tipus de mesures.

La mesura de la longitud de I'ombra de R té un problema més gros de
definicié: idealment, es tracta de mesurar des del peu de la vertical des del
punt més alt del cap fins a 'ombra d’aquest punt. S’ha de localitzar el peu
de la vertical des del punt més alt del cap! Hi haura un error provinent de
la mesura del principi de 'ombra i un altre provinent de la mesura de la fi
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de 'ombra. La nostra proposta per estimar la incertesa estandard u(s) és
suposar que el 95% de les potencials mesures de 'ombra de R no diferiran
en més de 6 cm (0.06 m). Aleshores

4u(0) =~ 0.06
u(0) ~ 0.015

La dificultat de mesurar I’ombra de la columna C esta, d’'una banda en
la definicié del principi i el final, com en el cas de 'ombra de R, i d’altra
banda en que pot ser molt llarga, segons I’época de ’any, i el terra sobre el
qual es mesura ’'ombra no és del tot pla. Si 'ombra és molt llarga I’hem de
mesurar empalmant cintes metriques, aixi que la longitud de la linia recta
ideal que volem mesurar perd definicié. L’ombra S sera més curta cap al
migdia i cap a l'estiu. La nostra proposta per estimar la incertesa estandard
u(S) és suposar que el 95% de les potencials mesures de 'ombra de R no
diferiran en més de 0.5 m. Aleshores

4u(S) ~ 0.5
u(S) =~ 0.125

El desenvolupament de Taylor de primer ordre de la funcié f és el
segiient:

Af:f(‘H‘AavO"‘AOaS"‘AS)—f(a,O,S)ZSAG—%SA0+%A5

També ens sembla versemblant que els errors de mesura Aa, Ao, As sén
independents. Almenys no es veu cap factor de correlacié entre ells. La
férmula (5) es concreta en el nostre cas a

u(H) ~ \/ (Cu) + (- 22u0)) " + (Yu(s))’ (7)

0 00 o

La incertesa estandard u(H) calculada a partir del mesurament conside-
rat déna 0.666. La taula segiient permet analitzar la contribucié de cada
component.

font d’incertesa | incertesa estandard | coef. sensitivitat | contribucié a u®(H)
A 0.005 (tipus B) 16.0563 0.00004
O 0.015 (tipus B) 39.1232 0.34439
S 0.125 (tipus B) 2.4366 0.09277
0.4436
u(H) = 0.666

Aixi, donariem com a resultat del mesurament 27.78 + 0.67 m, entenent
que 0.67 és incertesa estandard i no indica un interval de confianca per p.
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Si haguéssim calculat a la manera classica errors relatius, que en pro-
ductes i quocients es propaguen sumant,

Af Aa Ao As
4 — 4+ —
f a 0 S
2 4 0.5
~ T3 + TRV 0.012 + 0.056 + 0.044 = 0.112
Sobre una algada aproximada de 30 m, ’error absolut de la mesura calculat
seria d'uns 3.36 m. Aquest és un valor a comparar amb 3u(H) = 2.01 m (per
a una distribucié normal, un interval al voltant de la mitjana d’amplitud 3
desviacions tipus inclou el 99.7% dels valors).

Cal afegir que les estimacions anteriors de u(A),u(O0),u(S) sén ajusta-
des. Si es relaxen una mica, augmentaria el valor estimat u(H). El que
més efecte tindria seria un petit augment en u(O), ja que el coeficient de
sensitivitat és major.

Ara bé, més important és notar que aquesta estimacié u(H) canviaria
molt si I'objecte de referencia o el moment del mesurament fossin diferents.
Per exemple, un mesurament realitzat el dia 8 de marg de 2009 a les 12:30,
prenent com a referéncia una persona, va donar ¢ = 1.78, 0 = 2.09, s =
35.5 m. Les mateixes estimacions de u(A),u(O),u(S) usades amb aquest
mesurament donarien h = 30.23 i u(H) = 0.346, quasi la meitat. Els factors
de sensitivitat son diferents: ¢ ~ 0.852,2 ~ 16.98. Aix0 ens fa veure que
diversos mesuraments de la mateixa magnitud podran tindre variabilitats
diferents. En aquest cas, la diferencia ve essencialment de la data: el dia 18

de juliol el factor ¢ era 2.4366, mentre que el dia 8 de marg era 0.852.

10 Un calcul més afinat

Analitzem la férmula (7).

w(H) ~ \/ (fu(A))2 + (gfu(0)>2 + (gu(S))Z

o 00 o

Experimentalment observem que el factor ¢, relacié entre I'alcada de R i

lombra de R (que depén de I’hora del dia i del dia al llarg de l’any), sol
tenir a I’esplanada de les columnes i cap al migdia un valor al voltant de 1 o 2
(es fa maxim al solstici d’estiu). Tanmateix, el factor 2, relacié entre I'ombra
de la columna i 'ombra de R, pren en general valors més grans (10 o més)
quan R és una persona. Per tant, aquest factor magnifica qualsevol error en
la mesura de ’alcada de R o en la mesura de 'ombra de R. Concloem que
s’ha de vigilar especialment les mesures relatives a la referencia R.

El nostre metode de mesura es basa en el fet que el factor ¢ no depen
de R, i també es basa en que ’alcada de R i 'ombra de R es mesuren com
a longituds de linies rectes ideals. Quan la referéncia és una persona es fa
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molt dificil mesurar bé la longitud d’aquestes rectes ideals. El dia 23 de
juliol de 2009 varem utilitzar com a referéencia R una agulla de longitud
20 cms plantada sobre una plataforma plana de porexpan, i a les 14:00 h.
(migdia, comptant la correccié horaria estacional) 'ombra de R era de 8.3
cm, i Pombra de la columna feia 11.80 m. El factor ¢ valia, per tant, 2.4096
ih=28.78 m.

Figura 4: Agulla perpendicular a una plataforma plana dipositada a terra

Amb el dispositiu de I'agulla, 'algada i 'ombra de R es poden mesu-
rar amb una precisié de millimetres Ara la referéncia R és un objecte que
redueix les incerteses estandard u(A) i u(O). Assegurant que la visual de
I’observador es mantingui en front del punt on es llegeix la longitud, l'er-
ror de mesura de a i s es distribuira uniformement entre —0.0005 i 0.0005.
Mantindrem la meitat d’aquest interval com a estimacions

u(A) = 0.0005
w(0) ~ 0.0005

per no subestimar l’error final (aixi també ens obrim a considerar factors
que hauriem de tenir en compte, com la calibracié de la cinta metrica). Les
incerteses estandard associades a les mesures de R es redueixen significati-
vament, per comparacié al cas que R sigui una persona. Ara bé, el factor 2
seria aleshores molt gran.

Dels tres sumands que contribueixen a u(H)?, el tercer
a\?2 9
(—) u(S)? ~ 0.09277
0

canviaria poc substituint la referencia persona pel dispositiu de 'agulla.
Tanmateix, tot i que el valor de la incertesa es reduis poc, com els valors
de a i o serien més exactes prenent com a referéncia el dispositiu de 'agulla,
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també el valor calculat per al’alcada de C hauria de ser més exacte. L’'Interes
d’usar aquest dispositiu seria en primer lloc millorar ’exactitud.

La taula segiient mostra la contribucié de cada factor a la incertesa
estandard de h.

font d’incertesa | incertesa estandard | coef. sensitivitat | contribucié a u®(H)
a 0.0005 (tipus B) 142.1687 0.005053
s 0.0005 (tipus B) 342.5751 0.029339
S 0.125 (tipus B) 2.4096 0.090721
0.125114
u(H) =0.354

Sembla, doncs, que també guanyariem precisié. D’altra banda, es torna
a posar de manifest que diferents mesuraments tindran associades variancies
diferents.

11 L’experiment

Es bo observar que lestimacié de p = E(X), a partir de mesuraments
ri,...,Tn, per T és optima en dos sentits. En sentit estadistic, per a una
distribucié normal, la variable aleatoria mitjana mostral és ’estimador de
la mitjana poblacional @ amb totes les propietats desitjables, entre les quals
la de mazima versemblanga (cf. [5], cap. 7). D’altra banda, I’avaluaci6 de
la incertesa estandard de l'estimacié és molt senzilla i fiable, de tipus A.

Seria desitjable que tots els mesuraments en els quals es basés la nostra
estimacié de p tinguessin la mateixa variancia. Si l’estimacié es basa en
mesuraments i, ...,T, on x; pertany a una poblacié normal de mitjana u
2 J’estimador de maxima versemblanca de ; no és X, siné

i variancia o
n
1 X
2 § : 2
Z 0; 1 g;

(cf. [1], 4.1), una mitjana on cada observaci6 esta ponderada per l'invers
de la seva variancia. Les estimacions de les seccions anteriors indiquen que
per a unificar la variancia dels mesuraments convé realitzar-los alhora. Per
aix0 vam convocar els estudiants a una sessié de mesures, en presencia de les
professores de practiques. Tot i aixi, és molt pretensios esperar que la qua-
litat de les mesures de tots els estudiants sigui la mateixa; un entrenament
suficient requeriria una motivacié i un temps no facils d’aconseguir.

El dia 19 de maig de 2010 a les 13 h, estudiants de Metodes Estadistics
de la titulacié d’Enginyeria Tecnica de Telecomunicacions i professores de
practiques vam acudir a ’esplanada de les columnes. Feia un sol radiant.
Les professores portavem cintes metriques de 5 m. Els estudiants anaven per
parelles, i portaven boligraf, calculadora i una graella de recollida de dades
on havien d’anotar la seva identificacio, I'alcada a i 'ombra o del company,

UNRB



Carmen Safont 21

la longitud s de 'ombra de la columna i ’hora del mesurament. Amb la
calculadora havien de calcular també el factor ¢ i el producte h = 2s.

Cada parella d’estudiants, en preséncia d’una professora, realitzava les
mesures, omplia la graella de dades i la lliurava. Cada parella aportava una
mesura de la longitud de 'ombra de la columna.

Parallelament, haviem muntat un dispositiu rudimentari pero precis,
versié millorada del dispositiu de l'agulla. Haviem estabilitzat una taula
plana de fusta en posicié tangent a la superficie de la terra (una bombo-
lla de nivell romania centrada en totes direccions). Sobre aquesta taula
mesurariem, cada 5 minuts, 'ombra d’un escaire de 25 c¢m, en la direccié
ortogonal, amb un regle que apreciava mm.

Aviat vam poder adonar-nos de la dificultat de mesurar acuradament.
Les corbes del cos torcaven les cintes metriques metalliques en mesurar
l'algada del company; l'ombra del company, no estava gens clar on co-
mengava , i hi havia un ventall de direccions a seguir fins arribar al tampoc
clar final de 'ombra. El factor £ calculat pels dos membres de la mateixa
parella discrepava bastant. En canvi, I’ombra de la columna era un ens molt
més senzill a mesurar: no era molt llarga, i els cantons de la pedra final de
la columna deixaven una marca clara en 'ombra, a I’herba.

Figura 5: Mesurant

Sortosament, al marge de la febril demanda d’atencié que assetjava les
professores de practiques, un collaborador alie al curs, avesat per formacié
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i professié a tasques experimentals de precisid, anava mesurant tranquil-
lament cada cinc minuts 'ombra de I'escaire de 25 cm sobre la taula de
fusta. Entre mesura i mesura ens prenia alguna fotografia i disfrutava de
I’animada activitat dels estudiants. El resultat de les seves mesures apareix
a la taula segiient, la darrera columna de la qual s’ha calculat com a quocient
entre l'alcada i longitud de ’ombra de ’escaire en cm.

Hora | o | 25/0
13:05 | 10.9 | 2.294
13:10 | 10.7 | 2.336
13:15 | 10.6 | 2.358
13:20 | 10.4 | 2.404
13:25 | 10.2 | 2.451
13:30 | 10.1 | 2.475
13:35 | 10.1 | 2.475
13:40 | 9.9 | 2.525
13:45 | 9.9 | 2.525
13:50 | 9.8 | 2.551

Taula 1: L’ombra o de I’escaire de 25 cm en funcié del temps.

12 Resultats

Amb l'experiment descrit, de fet es posen en practica dos submetodes de
mesura de l'alcada de la columna.

1. S1: Cada mesurament es fa entre dos companys. Cada membre de
la parella mesura l’algada a i longitud o de 'ombra del company (re-
ferencia R), i entre els dos mesuren la longitud s de 'ombra de la
columna C. Aix{, cada alumne calcula un valor de h = £s, i el resultat
del mesurament de cada parella és la mitjana dels valors obtinguts pels
dos membres de la parella.

2. S2: Cada mesurament fa ds de la mesura s(¢) de 'ombra de la columna
C presa per una parella d’estudiants en 'instant t. Prenent com a re-
ferencia R l'escaire de 25 cm, s’estimara el factor a(t) = & en l'instant
t a partir de les mesures de la taula 1 i es calculara h = «(t)s(t). La
variable t és el temps en minuts des de les 13:00 h.

El submetode S2 és un refinament del S1. Té la virtut de fixar-se en
un requisit del metode de mesura basat en la semblanca de triangles que
justifica la férmula (1): el costat de 'escaire pres com a referencia R és una
veritable linia recta, i la seva ombra també. La capacitat de mesurar més
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exactament aquestes linies rectes que les corresponents linies ideals quan
R és una persona ha de conduir a mesures més exactes de l'algada de la
columna. En segon lloc, S2 es fixa també en una propietat del métode de
mesura: el factor ¢ no depén de R, pero s de I'instant en que es prenen
les mesures. Finalment, la mostra de mesuraments independents amb S2
prové de les mesures independents de la longitud de 'ombra de la columna
C preses pels alumnes, que a posteriori hem vist que sén bastant precises.

Comparem els resultats obtinguts amb cada un dels metodes de mesura.

Analisi de les dades amb S1

Tractem les mesures obtingudes per les 29 parelles d’estudiants com mesures
independents de I’algada de la columna C. L’histograma de la figura 6 mostra
la distribuci6 dels valors obtinguts.

freqiieéncia

ol

30 35

algada

Figura 6: Distribucié empirica de les mesures quan R és una persona

El valor mitja d’aquestes 29 mesures va ser 29.54 m, i la desviacid
estandard 3.65 m. L’error tipus de la mitjana és, per tant, 0.68 m. Com a
resultat dels mesuraments amb el metode 1, 'alcada de la columna és

29.54 + 0.68 m

Resulta decepcionant que ’histograma discrepa d’una forma de campana de
Gauss, i que la desviacié estandard 3.65 m de les mesures és molt superior
a la prevista a la seccié 9, 0.67 m. Els errors de mesura han superat les
previsions.
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Analisi de les dades amb S2

En primer lloc, obtenim el factor a(t) ajustant els 10 valors de la taula 1
amb un model de regressié polinomial de grau 2, a saber,

a(t) = 2.2463 + 0.0093t — 0.00007¢>

amb coeficient de determinacié R? = 0.9871, superior al obtingut amb el
model de regressi6 lineal (R? = 0.9661).

alfa
245 2.50 2.55
| | 1
o
o

2.40
1

235
1

2.30
L

10 20 30 40 50

hora

Figura 7: Nuvol de punts per a les dades de la taula 1

En extreure les variables hora i valor de s de les dades lliurades pels
alumnes, es va detectar un valor repetit 5 vegades, cosa que va conduir a
descartar 4 mesures. Aixi, disposavem de 25 mesures independents s(t). La
figura 8 és un histograma de les 25 mesures de p corresponents. Es forca
consistent amb la hipotesi de distribucié normal.

El valor mitja d’aquestes 25 mesures va ser 29.88 m, i la desviacio
estandard 0.67 m. L’error tipus de la mitjana corresponent és 0.13 m. Per
tant, com a resultat dels mesuraments amb S2, 'alcada de la columna és

29.88+£0.13 m

Un interval que garanteixi confianga 95% de contenir la veritable alcada pu
s’obté multiplicant la incertesa estandard 0.13 pel coeficient de confianca
2.0638985, corresponent a una distribucié T de Student amb 24 graus de
llibertat. L’interval seria, finalment,

29.88 £ 0.27 m
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Figura 8: Distribucié empirica de les mesures quan R és l’escaire de 25 cm

Com hauriem d’expressar la mesura si no volem fer explicita la incertesa
estandard? Haurfem de donar 29.9 m o 29.88 m? Seguint [3] (cf. 2.3),
donarem el valor que millor aproximi el percentatge d’incertesa. La incertesa
estandard 0.13 m representa un 0.4% de 29.88 m. Quan no hi ha una
expressio explicita de la incertesa d’un valor citat, per conveni es pren com
a incertesa la meitat del rang de valors possibles que arrodoneixen al valor
citat. Aixi, si donem el valor 29.9, la incertesa relativa seria % =~ 0.0017,
mentre que si donem el valor 29.88 la incertesa relativa seria % ~ (0.00017.
Com 0.17% és més proper a 0.4% que 0.017%, donarem com a valor mesurat
de l'algada de la columna 29.9 m.

Tant el plantejament com la coherencia dels grafics de les mesures fa
més fiable el resultat del mesurament amb S2. Observem que la incertesa
estandard u(H) = 0.665 obtinguda és superior a la prevista a la seccié 10,
0.354. Aix0 és potser atribuible a una deficiencia en el disseny de I'experi-
ment que pot ser subsanada facilment en qualsevol futura realitzacié: 1'hora
que els estudiants van anotar en el seu mesurament era un resum imprecis
dels moments en que cada parella va realitzar 5 mesures, en lloc de I'hora
exacta en que van mesurar I’ombra de la columna.

Aquestes consideracions indiquen el cami per on el resultat del mesura-
ment fet en aquest treball es podria millorar una mica. Com apunta [3, cap.
6] una petita modificacié del metode de mesura pot posar de manifest errors
sistematics. En el nostre cas, la utilitzacié de S2 com metode de mesura ha
revelat errors sistematics associats al S1, els derivats de la dificultat de me-
surar la longitud de linies ideals. Una planificacié perfecta de 1’experiment
reduiria al minim els errors sistematics.
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D’altra banda, es podria pensar que augmentant el nombre de mesures
n arribariem a obtenir una incertesa estandard quasi zero. Aix0 no és cert,
perque la incertesa estandard obtinguda amb la férmula (6) es refereix als
errors aleatoris. Seria ineficient reduir els errors aleatoris per sota dels errors
sistematics (cf. [1, p. 55|, [3, 4.1.3]). En el nostre exemple, només assolint
la desviacié estandard 0.35 m, 25 mesures independents conduirien a una
incertesa estandard de 7 cm. No té sentit aspirar a més precisio.

13 Epileg

L’Interes potencial d’aquest treball és de caracter pedagogic. En les diverses
titulacions on els matematics impartim cursos introductoris d’Estadistica és
possible incloure com a part de les practiques activitats experimentals de
mesuraments. Mesurar 'alcada d’una columna potser no sera motivador
per a molts estudiants, i caldra extreure un projecte de mesurament de
I’ambit dels interessos dels estudiants, amb I’ajut del professorat de materies
especifiques de cada titulacié.

14 Agraiments

Per portar a terme aquest treball ha calgut la collaboracié de les persones
que m’han ajudat a prendre les mesures: els alumnes del cursos de Metodes
Estadistics de la titulacié d’Enginyeria Tecnica de Telecomunicacions, les
professores Noelia Viles i Isabel Serra, el professor Joan J. Carmona, i els
familiars Abdeljalil i Ismael Lahmame.
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