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La Campana de Gauss

Joan del Castillo

Alguns matemàtics han passat a
la història i els seus noms estan avui
lligats a certs resultats fonamentals.
Per exemple, parlem del teorema de
Pitàgores, de la fórmula de Taylor o
de la campana de Gauss.

El procés per arribar a aquesta
immortalitat és llarg i discutit en tots
els àmbits del coneixement. Sovint
uns diuen que el resultat era anterior,
altres que l’afortunat no ho mereixia
o, fins i tot, s’arriba a dir que la persona no va existir mai. Aquestes coses
s’han sentit parlant d’Homer i de Shakespeare, per posar només uns noms.
No hi ha dubte que això és la glòria, com més se’n parla millor, ja que
normalment el temps acaba posant cada cosa al seu lloc.

Aquestes breus notes tenen l’origen en les agradables discussions de cafè
amb uns amics amb qui sovint anem a dinar. Cal dir que sempre he pen-
sat que la cultura s’ha de fer havent dinat, amb la panxa plena. Ara bé,
darrerament tots tenim tanta feina que no ens deixa fer res.

Una persona de la colla, treballant en la seva darrera novel.la, havia
llegit The History of Statistics d’un destacat historiador, Stigler, que posa
en dubte la importància de Gauss pel que fa referència a la distribució dels
errors. Per altra banda, és clar que els alemanys tenen en gran estima el
seu brillant matemàtic, vegeu la seva imatge en els bitllets de 10 marcs
que circulaven abans que ens absorb́ıs a tots l’euro. Hav́ıem de treure’n
l’entrellat.

En la memòria de 1809, Teoria Motus Corporum Coelestium in Sectioni-
bus Conicis Solum Ambientium, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) va intro-
duir els mı́nims quadrats en termes expĺıcitament probabiĺıstics, a diferència
de Legendre i d’altres que també n’havien parlat. Els havia fet servir el 1801
per calcular l’òrbita de Ceres, el primer asteroide descobert per Piazzi aquell

http://www.mat.uab.cat/matmat


2 La Campana de Gauss

mateix any. El seu punt de vista probabiĺıstic permet quantificar la incerte-
sa i donar una mesura de la bondat del mètode dels mı́nims quadrats. Aix́ı
la història atribueix a Gauss els mı́nims quadrats, no per ser el primer en
escriure sobre el tema, sinó per deixar-lo en la forma completa com encara
ara el presentem.

La memòria de Gauss fou encara escrita en

G. Piazzi

llat́ı. De fet, el 1807 l’havia intentat publicar
en alemany, però la situació poĺıtica creada amb
la derrota del exèrcit prussià pels francesos el va
obligar a canviar de llengua. Per acostar-nos-hi
disposem avui lliurement de la traducció a l’anglès
feta l’any 1857 per Davis i digitalitzada per Goo-
gle. En la Secció 177 de la memòria s’introdueix el
que avui coneixem com a distribució normal, més
popularment “la campana de Gauss”. La història
atribueix a Gauss el mèrit d’haver introdüıt la
normal com a distribució dels errors per aquestes
dues planes escasses.

Aquesta Secció és la que Stigler no interpreta
correctament. Afirma en el seu llibre que l’argument de Gauss fou una
“logical aberration” i que fou “essentialment both circular and non sequitur”,
és a dir a la vegada circular i il.lògic (pag 141). Creu que Laplace podria
haver dit que la demostració de Gauss no tenia sentit i que la deducció
correcta de la distribució dels errors era el seu teorema central del ĺımit.
Naturalment Laplace feu el contrari, citant Gauss va donar-li el mèrit que
li corresponia.

Arribats a aquest punt ens acostarem al treball de Gauss com a ma-
temàtics per aclarir exactament si la seva contribució és lògica o no. Hem
de dir que la introducció de la distribució dels errors de Gauss no té res a
veure amb el teorema central del ĺımit, és molt més simple i directa. La do-
narem a continuació amb la notació actual. Parlarem després de les paraules
de Stigler.

Apropar-se al treball de Gauss és molt estimulant. Al començament no
entens la notació. Aix́ı, per exemple, V, V ′i V ′′ representen valors veritables,
posicions reals de planetes (avui en diem valors esperats); M,M ′iM ′′ són
les mesures d’aquelles posicions (el que en diem observacions: x1, x2, ..., xn),
veieu l’apèndix a la pàgina 7. Veiem doncs que no utilitza ni sub́ındexs
ni supeŕındex, potser per simplicitat o perquè els impressors d’aquell lloc
i temps no disposaven dels tipus apropiats. Tampoc especifica el rang de
valors que poden prendre les diferents observacions, es limita a utilitzar
“etc”. Naturalment, a diferència de nosaltres, amb aquesta notació la prima
no podia indicar derivades. Potser s’entén millor amb un exemple. Quan
Gauss escriu

a p+ b q + c r + etc,
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avui podŕıem escriure

x1β1 + x2β2 + ...+ xnβn.

Per a ell les primeres lletres del alfabet, a, b, c, ... representen coeficients
coneguts. Les lletres p, q, r, ... representen paràmetres desconeguts. A la
vegada els valors veritables V poden dependre de paràmetres desconeguts,
p, q, r, etc. Una complicació addicional és que no utilitza parèntesis per
determinar els arguments dels que depèn una funció.

Després, poc a poc, vas entenent com pensava un dels grans de les ma-
temàtiques: el que per ell era la realitat mateixa, els valors V, avui ens sembla
quelcom abstracte que en diem valors esperats. Llegint-lo tens la sensació
de descobrir el plaer que podia haver sentir Champollion en desxifrar els
jerogĺıfics de la Pedra de Rosetta.

El resultat de la Secció 177 de la memòria és un teorema matemàtic.
Parteix d’un model que avui en diem de translació, ϕ (x− p), centrat en el
paràmetre d’interès p, complint la hipòtesi que al realitzar diverses observa-
cions independents de p, diguem-ne xi , el valor més probable d’aquest p és
la mitjana mostral de les observacions. Ho escriurem com segueix:

Principi de Gauss: Si realitzem diverses observacions xi d’un valor p
el valor més probable de p és x =

∑
xi/n.

A partir d’aquest senzill principi, supo-
sant que la distribució dels errors, ϕ (x), és
simètrica i prou regular, arriba al sorpre-
nent Teorema: ϕ (x) = c e−h

2x2
. Al final

de la demostració ens explica que Laplace
havia calculat la integral que permet deter-
minar la constant∫ ∞

−∞
e−h

2x2
dx =

√
π

h
.

Per a la demostració del Teorema, Gauss introdueix en primer lloc la
funció de versemblança, Ω, que es pot interpretar com la “probabilitat”
d’observar la mostra concreta d’observacions

Ω (p) =
n∏

i=1

ϕ (xi − p) .

Cal recordar que avui atribüım la introducció de la funció de versem-
blança a Ronald Fisher (1890–1962), pels seus treballs més de cent anys
posteriors a la memòria de Gauss. Això no és un contrasentit si tenim
present que fou Fisher qui ens va fer veure tota la importància d’aquest
concepte. Però tampoc treu mèrit a la intüıció de Gauss, que fou el primer
en utilitzar el que ara anomenem com el mètode d’estimació de la màxima
versemblança, justament en aquesta demostració que estem comentant.
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de la Universitat Autònoma de Barcelona
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L’objectiu d’aquestes notes és establir de forma curta i elegant les fórmules
fonamentals de la trigonometria esfèrica i de la trigonometria hiperbòlica.
La redacció consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
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1 Trigonometria esfèrica

Aquells lectors que ja sàpiguen què és un triangle esfèric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subsecció 1.3.

1.1 Arc de circumferència determinat per dos punts

A cada dos punts A i B de la circumferència unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un únic arc de circumferència, de longitud menor que
π, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuació.
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figura 1
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Prenent logaritmes a l’equació anterior veiem que el màxim de versem-
blança s’assolirà quan s’anuli (log Ω)′ (p), és a dir

n∑
i=1

ψ (xi − p) = 0,

on ψ (x) = ϕ′ (x) /ϕ (x) és la derivada logaŕıtmica de la funció que estem
buscant, i per tant una funció imparell.

Segons el principi de Gauss, per a qualsevol mostra {x1, x2, ..., xn} l’e-
quació anterior ha de tenir per solució p = x, és a dir es complirà

n∑
i=1

ψ (xi − x) = 0.

Centrem-nos ara en l’argument principal de la demostració. Prenem una
mostra concreta (amb x i N arbitraris), determinada per

x1 = x, xi = x− nN, (i = 2, ..., n) .

Per aquesta mostra podem calcular x = x − (n− 1)N . Aix́ı els errors
respecte la mitjana són

x1 − x = (n− 1)N, xi − x = −N, (i = 2, ..., n) .

Aleshores, explicitant tots els termes del sumatori,

n∑
i=1

ψ (xi − x) = ψ ((n− 1)N) + (n− 1)ψ (−N) = 0.

Fixem-nos ara en la propietat que compleix la funció ψ (x), escrivint l’equa-
ció anterior en termes de les noves variables r = n− 1, y = N.

ψ (r y) = −r ψ (−y) = r ψ (y) ,

per a qualsevol r natural i y real. Noteu que per a tot nombre natural s
també tenim

ψ (y) = ψ
(s
s
y
)

= ψ
(
s
y

s

)
= sψ

(y
s

)
,

d’on s’obté la igualtat ψ
(
r
sy
)

= r
sψ(y) per a tot nombre racional r/s. En

particular, prenent y = 1,
ψ (r/s)

r/s
= ψ(1). Si ψ és una funció prou regular

(per exemple, cont́ınua) es dedueix que

ψ(x)

x
= k
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per a k = ψ(1), i per tant

ϕ′ (x)

ϕ (x)
= k x ⇒ logϕ (x) =

1

2
k x2 + c0.

D’on es dedueix finalment:

ϕ (x) = c e−h
2x2
,

on el signe surt del fet que Ω ha de tenir un màxim.
Sembla un joc de mans. Partint gairebé del no res, Gauss ens fa aparèixer

la distribució normal com aquella que han de seguir els errors de mesura.
Tot i la seva importància, el teorema central del ĺımit potser no justifica tan
clarament la hipòtesi de normalitat dels errors com aquest resultat. Hauŕıem
de parlar més del resultat original de Gauss, al cap i a la fi ell és un dels
pares de l’estad́ıstica.

L’evolució del temps va fent estructurar els coneixements que es trans-
meten d’una generació a l’altre d’una determinada forma. Hi ha resultats
que pugen i d’altres que baixen, segons les necessitats i els gustos de l’època.
Hi ha en això una certa arbitrarietat, però ens costa molt acceptar-ho. Sem-
pre he pensat que l’ordre històric té relació amb l’augment de complexitat,
per tant seguir-lo facilita a vegades la introducció dels conceptes.

Al meu entendre la historia de la estad́ıstica no segueix una sola ĺınia,
ho exposaré molt esquemàticament. Des dels oŕıgens de Pascal i Fermat,
hi ha una branca més matemàtica, lligada al càlcul de probabilitats, que va
dels germans Bernoulli a De Moivre i Laplace. Cal posar-hi al costat una
ĺınia de evolució lògica en que citarem només a Bayes. Paral.lelament hi
ha el desenvolupament del que s’anomenava càlcul d’observacions lligada al
resum i a la sistematització de les observacions astronòmiques, on destaca
Gauss amb la teoria dels errors.

El mètode de mı́nims quadrats és una part essencial de l’estad́ıstica. En
el càlcul d’observacions astronòmiques havien de encarar-se als sistemes d’e-
quacions amb més equacions que incògnites, degut als errors de mesura. Aix́ı
calia trobar les solucions que minimitzaven aquests errors. Recordem també
que la teoria dels mı́nims quadrats evoluciona paral.lelament a l’àlgebra line-
al necessària per calcular aquelles solucions. Encara avui parlem del mètode
de Gauss per resoldre sistemes d’equacions lineals.

L’estad́ıstica és inseparable de l’estudi de conjunts de dades. Quan es re-
cullen noves dades biològiques per mirar de contrastar la teoria de l’evolució
de Charles Darwin (1809-1882) és quan apareix l’escola anglesa: Pearson,
Student i Fisher; que porten l’estad́ıstica a la teoria general moderna que
avui coneixem, segons paraules de Kolmogorov.

Als matemàtics ens agrada ser precisos, però també ens agrada opinar.
Tot distingint la informació de l’opinió, em permetré donar el meu punt de
vista sobre les paraules que hem referit de Stigler quan comenta el resultat
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de Gauss. Crec que Stigler, com tants historiadors, reescriu la historia a
la seva manera. Demostra gran estima per Laplace i el teorema central del
ĺımit, fet completament comprensible. Sembla que li agradaria que aquest fos
l’origen de la distribució dels errors, però el teorema de Gauss no s’emmotlla
a aquests desitjos. Per altra banda, avui tenim un model teòric en que una
senzilla proposició ens demostra que la mitjana mostral és millor estimador
que les observacions individuals. Això sembla portar-lo a preguntar amb
extranyesa: Perquè Gauss pren aquest resultat com a principi ?

Hi ha moltes coses a dir, en primer lloc, Gauss és lliure de fer-ho, un
teorema és cert si la conclusió es dedueix correctament de les hipòtesis, i
crec que tothom pot veure que realment és aix́ı. No hi ha doncs res il.logic
ni arguments circulars.

En segon lloc, en l’època de la que par-

La Terra, la Lluna i Ceres

lem, no era pas acceptat que la mitjana ha-
gués de donar millors resultats que una da-
da individual. El juny de 1801 Zach pu-
blica a la principal revista alemanya d’as-
tronomia de la qual era editor les posicions
conegudes de Ceres. Els astrònoms de tot
Europa es dediquen a calcular la posició que
tindrà aquest astre quan sigui visible un al-
tre cop. Els càlculs de Gauss utilitzant el
seu principi, juntament amb els càlculs fets

per altres astrònoms, entre ells Zach, varen ser publicats el setembre de 1801
a la mateixa revista. El desembre es va poder observar de nou Ceres molt
a prop de la posició calculada per Gauss, a diferència dels càlculs fets pels
altres astrònoms. Això li va donar molta fama i va merèixer que l’invites-
sin a ser director de l’observatori de Sant Petersburg. Aquest fet històric,
fàcilment assequible, no és recollit pel llibre de Stigler. Aquest èxit de l’es-
tad́ıstica, en mans de Gauss, en relació a la observació astronòmica l’hem
de reivindicar permanentment.

Gauss havia fet servir el seu principi per calcular la posició de Ceres
i havia observat experimentalment que es complia en la mecànica celeste,
tenia raons per considerar-lo un principi important. A més, d’aquest principi
en dedueix de forma elegant una conclusió esplèndida, es pot demanar més ?
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