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Triangulos de lados enteros, particiones

y el Teorema de Pick

Eugenio Guerrero R., Miguel A. Marmolejo L.,
Héber Mesa P.

En este articulo se reconsidera el problema de dar una féormula para
el nimero T'(n) de tridngulos incongruentes de lados enteros de perimetro
n € {3,4,5,...}. Una aplicacién del Teorema de Pick permite determinar el
numero P(n) de particiones ordenadas enteras de n en tres partes: i+j+k =
n; i >j >k >1,lo que conduce a una férmula para T'(n).

1. Introduccion

En este trabajo se usa el Teorema de Pick con el fin de dar una férmula
para el numero T'(n) de tridngulos incongruentes de lados enteros de perime-
tron € {3,4,5,...}. En 2002, Tanton [8] determiné T'(n) como sigue; observa
primero que T'(2n) = P(n) = T'(2n — 3), donde P(n) es el nimero de parti-
ciones ordenadas enteras de n en tres partes: 1t +j+k=n;t1>j>k>1,
y luego demuestra que P(n) satisface la ecuacién P(n + 6) = P(n) +n + 3.
Finalmente, muestra que P(n) = {’f—;}, siendo {x} el entero mas préximo a
x, para concluir que:

2 .
{2—8}, si n es par
T(n) =
{M} si n es impar
® [ par.

_ o 2 .
Escribiendo n como n = 6m + k no es dificil ver que {5 nunca tiene como

parte decimal 0,5 y por lo tanto la funcién %} estd bien definida (ver
tabla 2). Lo mismo sucede para las expresiones de T'(n).
Si por ejemplo n = 6, entonces T'(n) = {%} = 1, que es precisamente

un tridngulo equildtero de lado de longitud 2. Si n = 9, entonces T'(n) =
122

g} = 3; que corresponde a un tridngulo de lados 4,4, 1, a un tridngulo de
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Figura 1: Los tridngulos de lados enteros y de perimetro n = 9.

lados 4, 3,2 y a un tridngulo equilatero de lado 3. En la figura 1 se muestran
dichos triangulos.

Ya, en 1979, Jordan et al. [4] habian caracterizado T'(n), observando
primero que T'(4) =0, T'(6) = T'(8) = 1, T(10) =2, T(12) =3, T(14) =4 y
luego demostrando que: (a) Sin > 4 es par y r esta definido por n = 12k +7,
con 4 < r < 14, entonces T'(n) = (n? — r2)/48 + T(r); (b) Sin > 6 es
par, entonces T'(n) = T'(n — 3). Ese mismo ano, Andrews [1] demostro,
relacionando el problema con particiones, que T'(n) = {n?/12} — [n/4][(n +
2)/4], donde [z] es la parte entera de x.

Como se deja entrever al comienzo de esta introduccion, el conocimiento
de P(n) y la relacion T'(2n) = P(n) = T(2n — 3), que no es dificil de
deducir (ver seccién 4), lleva inmediatamente a la férmula para T'(n) dada
por Tanton [8]. Asi las cosas, es suficiente calcular P(n). Ahora bien; si
i,7,k,n € Nsatisfaceni > j >k >1yi+j+k =n,entoncesi > j;i+j <n
(i+j=n—k<n—-1<n)yi+2j>nn=i+j+k<i+j+j=1i+2j).
Reciprocamente, las relaciones ¢ > j; i +j < n y ¢ + 27 > n implican
i>j>n—(i+j)=kyi+j+k = n. Esto quiere decir que P(n) es el
numero de puntos del conjunto

P(n):={(i,j) e N?:i>jii+j <nyi+2j >n}

En la figura 2 se ilustra el conjunto P(n) para n = 15; en cuyo caso
P(n) = 19. Este conjunto esté contenido en el poligono de vértices (5,5);
(7,7); (8,7); y (15,0).

Al observar esta grafica, es inevitable hacer referencia al Teorema de
Pick. Este teorema relaciona el drea de un poligono de vértices en una
cuadricula con el nimero de puntos de la cuadricula que estdn en su fron-
tera y el numero de puntos de la cuadricula que estan en su interior (ver
seccién 3).

Por otra parte, recientemente Ramirez [6] presenté dos demostraciones
del Teorema de Pick y algunas de sus aplicaciones. Ni en éste, ni en otros
trabajos que versan sobre el Teorema de Pick y sus aplicaciones, como Sally
y Sally Jr. [7] o Jara y Ruiz [3], se considera este problema. Asi, un objetivo
de este trabajo es el de presentar una nueva recreacion del Teorema de Pick.

El articulo estd organizado como sigue. En la seccion 2 se introduce
el planteamiento geométrico del problema. En la seccién 3 se presenta el
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Figura 2: El conjunto P(15).

Teorema de Pick. En la seccién 4 se relaciona el problema con particiones y
se determina la férmula dada por Tanton [8]. Finalmente, en la seccién 5 se
dan sendas férmulas para el nimero de tridngulos isdsceles y el nimero de
tridngulos escalenos de lados enteros y de perimetro n.

2. Planteamiento geométrico del problema

Como se sabe, tres nimeros reales positivos a,b y ¢ son las longitudes
de los lados de un triangulo siy sélosia <b+c¢,b<a+cyc<a+b,esto
es, si y solo si se satisface la desigualdad triangular. Ahora bien, si se fija el
perfmetro: a + b+ c =n € RT, y se supone que a > b > ¢ > 0 (el interés
estd en tridngulos incongruentes), la tripla ordenada (a,b,c) corresponde a
las longitudes de los lados de un tridngulo si y sélo si (a, b) estd en la regién

R={(a,b) eR*:0<c=n—(a+b) <b<a<n/2},
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cuya grafica aparece en la figura 3.
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Figura 3: La Region R.

Si se escoge al azar un punto (a,b) del cuadrado
C={(r,y) eR?:0 <z <n0<y<n}
la probabilidad de que (a,b) € R estd dada por el nimero:
area(R) /érea(C) = (n*/48)/n* = 1/48.

El drea de la regién (tridngulo) R se calculd usando el siguiente hecho. Si
un triangulo tiene coordenadas cartesianas (a,b); (¢,d) y (e, f), entonces su

drea viene dada por el valor absoluto del nimero 3[(c—a)(f—b)—(e—a)(d—

b)]; en este caso, (a,b) = (n/2,n/4), (¢c,d) = (n/2,n/2) y (e, [) = (n/3,n/3).

Como el interés estd en el caso en que los lados del triangulo son enteros,
1 = n debe ser un elemento del conjunto {3,4,5,...}. Asi, la tripla ordenada
de enteros t(i, j, k); i > j > k > 1, corresponde a las longitudes de los lados
de un tridngulo de perimetro n si y sélo si la pareja ordenada (i, ) estd en
el conjunto

R*={(i,j))eN?*:1<k:=n—(i4+j)<j<i<n/2}.
En este caso, si escogemos aleatoriamente un punto (7, j) de la cuadricula
C={(i,j)eN*:1<i<n;1<j<n},
la probabilidad de que (i,j) € R* estd dada por la expresién

nimero de puntos de R*  T'(n)
5

numero de puntos de cC n
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De la discusién previa se puede decir que, para n grande, T(n)/n? es apro-
ximadamente 1/48. Es decir, T'(n) es de orden n?/48.

3. El Teorema de Pick

En 1899, George Alexander Pick publica en la revista “Geometrisches
zur Zahlenlehre” (“Resultados Geométricos sobre la Teoria de Numeros”)
de la ciudad de Praga, el teorema que hoy en dia lleva su apellido, el Teorema
de Pick. Como dice Varberg [9], este teorema es una de las piedras precio-
sas de las matemaéticas elementales; su enunciado es simple y su conclusién
sorprendente.

Teorema 3.1 (T. de Pick) Sean P un poligono con vértices en los puntos
de una cuadricula tal que su frontera es una curva cerradad unica, 1(P) el
nidmero de puntos de la cuadricula que son interiores a P y F(P) el nimero
de puntos de la cuadricula que estdn en la frontera de P. Entonces el drea
A(P) de P estd dada por la expresion

A(P) = —~ +I(P)—1.

Una ilustracién del Teorema de Pick aparece en la figura 4.

Figura 4: Aqui: F(P) =21, I(P) =16y A(P) =16+ % — 1= 2.

En [5], Matthias presenta una demostracién realmente corta del Teorema
de Pick. Otras demostraciones en inglés aparecen en Sally y Sally Jr. [7]
y en Varberg [9]. En castellano, en Jara y Ruiz [3] y en Ramirez [6] se
presentan demostraciones detalladas; todas ellas se apoyan en el hecho de
que un poligono se pueden descomponer en triangulos y en el caracter aditivo
de las areas.
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Cuando, por algin otro método, se puedan calcular los nimeros A(P) y
F(P), la férmula del Teorema de Pick da el nimero I(P):

Este es el uso del Teorema de Pick en la proxima seccién.

4. Relacién con particiones y calculo de T'(n)

En lo que sigue, T(n) representa el conjunto de triplas ordenadas de
enteros t(i,7,k) tales que i +j+k =n, i > j > k > 1y ademés i,j,k
corresponden a las longitudes de los lados de un tridngulo (esto es, i < n/2)y
P(n) denota el conjunto de particiones ordenadas p(i, j, k) den € {3,4,5,...}
en tres partes: ¢t +j+k =ncon i > j > k > 1. Como se dijo desde el
comienzo, T'(n) es el numero de elementos de T(n) y P(n) es el nimero de
elementos de P(n). Para relacionar tridngulos con particiones se consideran
los siguientes hechos:

= En primer lugar, note que ningin tridangulo con perimetro par puede
tener un lado de longitud 1. Efectivamente; si ¢(i,j,1) € T(n) y n =
i+j-+1 = 2m es par, entonces las desigualdades 1 <i<myl<j<m
conducen a la contradiccién 2m =i+j+1<(m—-1)+(m—-1)+1=
2m — 1.

» En segundo lugar, como se establece en Tanton [8] , T'(2n) = T'(2n —
3) = P(n); lo cual se debe a que las aplicaciones t(i, j, k) — t(i — 1,7 —
1,k —1) de T(2n) a T(2n —3) y p(i,j, k) = t(n — k,n — j,n —1i) de
P(n) a T(2n) son biyecciones, como se explica ahora.

Es evidente que al restar una unidad a cada lado de un tridngulo
de perimetro 2n (par), se obtiene un tnico tridngulo de perimetro
2n — 3. A su vez, al adicionar una unidad a cada lado de un tridngulo
de perimetro 2n — 3 se obtiene un tnico tridngulo de perimetro 2n.
Esto da cuenta de que la primera aplicacién mencionada arriba es una
biyecciéon de T(2n) a T(2n — 3). Un ejemplo concreto se visualiza en
la gréafica de la figura 5.

De otra parte; sii+j+k =nyi > j >k > 1, entonces (n—k)+(n—j)+
m—i)=2nn—k)>n—75)>n—-1)>2y (n—k) <n=2n/2.
Es decir, a cada particién ordenada p(i,j, k) € P(n) le corresponde
un udnico tridngulo t(n — k,n — j,n — i) € T(2n). Reciprocamente,
a cada tridngulo ¢(i,j,k) € T(2n) le corresponde una unica particién
ordenada p(n—k,n—j,n—i) € P(n); pues las relaciones i+ j+k = 2n;
i>j>k>2yi<nimplican (n—k)+(n—j5)+n—14) =ny
(n—Fk)>(n—j)>(n—1i) > 1. Un caso concreto de esta asociacion
aparece en la figura 6.
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4
3
2 3
5 4
t(5,4,3) € T(12) t(4,3,2) € T(9)
Figura 5: Relacién T'(2n) = T'(2n — 3), con n = 6.
| 3 | 2 L
| 1 1 |
6—-1=5
p(3,2,1) € P(6) t(5,4,3) € T(12)

Figura 6: Relacién P(n) = T(2n), con n = 6.

Asi, el problema de calcular T'(n) se reduce a calcular P(n), que es igual
al niimero de puntos (i, j) de la cuadricula C' = {(i,j) e N> : 1 <i<n,1<
Jj <n} que verifican i > j > k:=n—(i+j) > 1; esto es, P(n) es el nimero
de puntos del conjunto

P(n) = {(i,j) € N> 14 > jii+j < n;i+2§ >n},

que est4 contenido en un poligono de vértices en la cuadricula N? (ver figuras
siguientes). Al aplicar el Teorema de Pick para calcular el drea de dicho
poligono, es necesario calcular el niimero de puntos de la cuadricula N? que
estdn en su frontera. La “frontera” de P(n) tiene que ver con las rectas
de ecuaciones y = z; y = n—x y y = (n — x)/2, cuyas intersecciones
determinan los puntos (n/2,n/2); (n/3,n/3) y (n,0). Estos puntos estan
sobre la cuadricula N? sélo si n es multiplo de seis, lo que suguiere analizar
los casos n =6m +7r; r=0,1,...,5.

En la figura 7 se muestra la gréfica del poligono que contiene a P(n)
cuando n = 6m, m € N.

Si se considera el poligono P (tridngulo) de vértices (2m, 2m), (3m,3m)
y (6m,0), entonces P(n) es el nimero de puntos de la cuadricula C que
estan en el interior de P, més el nimero de puntos de C que estan en la
frontera de P, excepto los que estan sobre la recta y = 6m — x.

El drea de P es A(P)= 3m?. Para el cdlculo del nimero de puntos de
N? que estdn sobre la frontera de P se tiene en cuenta que:

» Sobre la recta y = x hay m + 1 puntos: (2m,2m), (2m + 1,2m +
1),...,(3m,3m).
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Figura 7: P(n) para n = 6m.

» Sobre la recta y = 6m —x hay 3m+ 1 puntos: (3m,3m), (3m+1,3m —
1),...,(6m,0).

= Sobre la recta y = 6’"% hay 2m + 1 puntos: (6m,0), (6m —2,1), ...,
(2m,2m).

De esto se sigue que hay F(P) = 6m puntos de N? que estén sobre la
frontera de P. Por el Teorema de Pick, el niimero de puntos de N? que estan
en el interior de P es

I(P):A(P)—F(2P)—|—1:3m2—3m+1.

En resumen, P(n) = [3m? — 3m + 1] + [6m — (3m + 1)] = 3m?.

Para el cason = 6m+1, m € N, el poligono que contiene a P(n) aparece
en la figura 8.

Un razonamiento andlogo con el poligono P de vértices (2m + 1,2m),
(2m+1,2m+1), (3m,3m), (3m+1,3m) y (6m+1,0) lleva a los siguientes
resultados: A(P)= 3m? +m — 1/2, F(P)= 6m + 1, I(P)= 3m? — 2m y
P(n) = 3m? + m.

Las graficas de los poligonos que contienen a P(n) para los casos n =
6m +r; r=2,3,4,5 se pueden ver después de la figura 8.
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En la tabla 1 se recogen los valores

de A(P); F(P);

s
6m +5 -

11

I(P) y P(n) para

los casos n =6m+r, r=0,1,2,...,5.
n A(P) F(P) | I(P) P(n)
6m 3m? 6m 3m? —3m+1 | 3m?
6m+1|3m?>+m—1/2 [ 6m+1|3m?—2m 3m? +m
6m +2 | 3m? 4 2m 6m+2 | 3m? —m 3m? 4 2m
6m +3 | 3m?>+3m+1/2 | 6m +3 | 3m? 3m? 4 3m + 1
6m +4 | 3m?+4m+1 6m+4 | 3m?+m 3m? +4m + 1
6m+5|3m?+5m+3/2 | 6m+5 | 3m?+2m 3m? + 5m + 2

Tabla 1

Al del final de la seccién 2 se observé que T'(n) es de orden n?/48; de
la relacién P(n) = T(2n) se concluye que P(n) es de orden n?/12. En la
tabla 2 se comparan estos valores.

De esta tabla se deduce que P(n) = {n?/12}. Teniendo en cuenta la

relacién T'(2

n)

P(n) = T(2n — 3) se llega a que T'(n) = {n?/48} para n

par y que T(n) = {(n + 3)?/48} para n impar, que es la férmula dada por

Tanton [8].
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n P(n) n?/12

6m 3m? 3m?

6m+1 | 3m? +m 3m? +m+1/12
6m +2 | 3m? 4 2m 3m? +2m +4/12

6m +3 | 3m? +3m+1 | 3m? +3m +9/12
6m+4 | 3m?>+4m+1 | 3m? +4m + 16/12
6m +5 | 3m? +5m +2 | 3m? + 5m + 25/12

Tabla 2

5. Triangulos escalenos y particiones desiguales

En esta seccién Te(n) denota el conjunto de triplas ordenadas enteras
te(i,j,k) talesquei+j+k=mn;i>j >k >1yademss i, j, k corresponden
a las longitudes de los lados de un tridngulo escaleno. También, P.(n) denota
el conjunto de particiones ordenadas enteras p¢(i,j, k) de n € {6,7,8,...}
en tres partes desiguales: i +j +k =n;i > j > k > 1. Se escribe Te(n) y
P.(n) para denotar el nimero de elementos de los conjuntos P.(n) y Tc(n),
respectivamente.

Los nimeros Te(n) y Pe(n) se determinan facilmente de los resultados
obtenidos en la seccién anterior. En efecto; de una parte, T, (2n) = P.(n) =
Te(2n — 3), debido a que las aplicaciones tq(i,75,k) = te(i — 1,7 — 1,k — 1)
de Te(2n) a Te(2n —3) v pe(i, 4, k) — te(n —k,n—j,n—1) de Pe(n) a Te(n)
son biyecciones. Estas son las mismas aplicaciones que se consideraron en la
seccién anterior para mostar que 7'(2n) = P(n) = T'(2n — 3). N

De otra parte, P.(n) es el nimero de puntos (i, j) de la cuadricula C =
{(i,5) € N?2:1<i<n,1<j<n}queverificani > j > k:=n—(i+j) > 1;
esto es, P.(n) es el nimero de puntos del conjunto

Po(n) = {(i,7) e N*:i > jii4j < nyi+2j >n}.

Para los casos n = 6m +r; r = 0,1,2,...,5, los nimeros P.(n) corres-
ponden precisamente a los que aparecen en la columna I(P) (nimero de
puntos de C' que son interiores a P) de la Tabla 1. Es decir, P.(n) = I(P).

Una observacién de las columnas I(P) = P.(n) y P(n) de la Tabla 1
revela que, para n = 6,7,8,..., P.(n) = P(n — 3). Por lo tanto, valen las
siguientes relaciones:

T.(2n) =T.(2n —3) = P.(n) = P(n—3); n=6,7,8,...,

que implican la fémula

(n—6)* :
13 , sin es par

(n—3)?

Te(n) =
8 } , sin esimpar.
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Note que Te(n) = T'(n — 6) y que, en consecuencia, Tis(n) := T'(n) —
Te(n) = T(n)—T(n—6) es el nimero de tridngulos isésceles de lados enteros
y de perimetro n (aqui se incluye el unico tridngulo equilatero de lado k €
{1,2,3,...}, en el caso n = 3k). Cuando n = 2k, usando la tabla 2 se puede
escribir:

ﬂs(n):P(k)_p(k_3):{k2}_{(k_3)2}

12 12

Asi mismo, cuando n = 2k + 1,

T (n):P(k+2)—P(k;—1):{(’“‘1*22)2}_{(’“—1)2}

En resumen, se llega a la expresion

{”ng} , Sin espar
Tis(n) =
{%} , si n es impar,

que también aparece en Hirschhorn [2]. Curiosamente, en este trabajo se
demuestra la formula dada por Tanton, empezando precisamente por esta-
blecer la relacién Te(n) = T'(n — 6).

Por ejemplo; si n = 15, hay T'(15) = 7 tridngulos incongruentes de lados
enteros, de los cuales T.(15) = 3 son escalenos y T;s(15) = 4 son isdsceles
(incluido el equildtero de lado 5).

6. Conclusiones

Si bien es cierto que en la literatura hay diversos trabajos donde se
establecen las férmulas para P(n), T'(n), Te(n) y T;s(n); en este trabajo se
ha explotado la sencillez del Teorema de Pick para deducirlas. La idea es
que con este enfoque se pueda interesar en el tema a un grupo amplio de
lectores.
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